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كليات و مفاهيم اوليه        : فصل اول   2 

 
 1اي از نظريه اندازه خلاصه: 1بخش 

 .كنيم باشد را مرور مي  از نظريه اندازه كه مورد لزوم مباحث اين درس مياي در ابتدا خلاصه
) سيگما ميدان  :1-1تعريف  )fieldσ − 

 را يك A.  باشدΩهاي  اي غير تهي از زير مجموعه  مجموعهA يك مجموعه باشد و Ωفرض كنيد
 سيگما ميدان گويند به شرط آن كه شرايط زير براي آن برقرار باشد

A A اگر) الف A CA آنگاه  ∋ ∈ 

,اگر ) ب ,....A A1 An   باشند آنگاهA هايي در  مجموعه2
n

A
∞

=

∈∪
1

       ■ 

و   ∋∅ A Ω∈  ، A  آنگاه  باشد   ميدان  سيگما  يكAشود كه اگر   مي از تعريف فوق نتيجه

A
 

n
n

A
∞

=

∈∩
1

 . خواهد بود

 است Ωهاي  از زير مجموعهAاي روي سيگما ميدان  وعه يك تابع مجمμيك اندازه  : 2-1تعريف 
:هر گاه در شرايط زير صدق كند                                                             [ , )Aμ → ∞0 

A A اگر) الف ) آنگاه ∋ )Aμ ≥0 

, A اگر) ب ,...A A ∈1 i ها مجزا باشند، يعنيiA و 2 jA A i jφ= ∀   ، آنگاه∩≠

( )i n
nn

A Aμ μ
∞ ∞

==

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∪

11
                                        ■ 

 2پذير را يك فضاي اندازه) A ,Ω( اشد آنگاه  بΩهاي  يك سيگما ميدان از زير مجموعهA  اگر
A Aي  گويند و مجموعه ) A ,Ω(  يك اندازه باشد كه روي μهمچنين اگر. پذير گويند  را اندازه∋

 سيگما μيك اندازه . نامند   مي3را يك فضاي اندازه) μA ,Ω,(تعريف شده باشد آنگاه سه تايي 

                                                 
١ Measure Theory 
٢ Measurable Space 
٣ Measure Space 
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 متناهي باشدنا Aاگر   متناهي باشدAاگر  تعداد اعضاي مجموعه

)متناهي )finiteσ A iAهاي  هر گاه مجموعه. شود  ناميده مي− i موجود باشند كه ∋
i

AΩ = ∪ 

)و )iAμ < يگما متناهي هستند و به همين سهايي كه در اين درس بررسي مي شوند،  تمام اندازه. ∞
 .دليل آن ها را تنها اندازه مي ناميم

}كنيد فرض. 1شمارنده  اندازه:1-1مثال }, , ,...w w w1 2 3=Ωهاي جموعه تمام زيرم     و= Ω A 

                                                                     ( )
A

Aμ
⎧

⇒ = ⎨∞⎩
           if A ∈ 

 ■       .اين اندازه را اندازه شمارنده گويند

 ،بعدي باشد n فضا اقليدسي Ωفرض كنيد .  2لبگاندازه : 2-1مثال

 ( ){ },..., | ,n iw w w iΩ = ∈ℜ  كوچكترين سيگما ميداني باشد كه شامل تمام A و 1∀
 :هاي باز زير باشد مستطيل

{ }( , ,...., ) | ,n i i i i iA w w w a w b a b= < < −∞ < < < +∞1 2 
Aهاي باز و بسته   شامل تمام زيرمجموعهΩتنها .  گويند3هاي برل باشد و به اعضاي آن مجموعه  مي

  فوق اندازه A معرفي كرد كه به مجموعه Aتوان روي اين   ميμيك اندازه 

( ) ( )( )....( )n nA b a b a b aμ = − − −1 1 2 2 
 ■      . گويندلبگو به آن اندازه ) است Aكه حجم مجموعه ( دهد  را نسبت مي

 :4پذير توابع اندازه
f:يك تابع حقيقي  RΩ→پذير است اگر براي هر مجموعه برل   يك تابع اندازهB داشته باشيم كه 

A( )f B−  براي مثال. 1∋

, ( )A
x A

I x
x A

⎧
∈⎪= ⎨

⎪ ∉⎩

1

0
  A A ∈ 

                                                 
١ Counting Measure 
٢ Lebesgue Measure 
٣ Borel Sets 
٤ Measurable Functions 

A  اگر تعداداعضاي مجموعهAمتناهي باشد 
 نامتناهي باشدAاگر
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A A 
AI اگر . پذير است يك تابع اندازهA , ,...., KA A A ∈1 i و 2 jA A φ∩   آنگاه =

( ) ( ) ( ) .... ( )
ks A A k Af x a I x a I x a I x= + + +1 21 2 

بع ساده غيرنزولي حال اگر يك دنباله از توا. پذير است كه به آن تابع ساده گويند يك تابع اندازه
, ,....s sf f1 ] را در نظر بگيريم و قرار دهيم 2 )( ) lim ( ) ,

nsn
f x f x+

→∞
= ∈ ∞0 

fآنگاه  fتوان بصورت   را ميfهمچنين يك تابع دلخواه . پذير است  يك تابع اندازه+ f f+ −= − 
  كه در آننوشت

( ) max( ( ), )

( ) min( ( ), )

f x f x

f x f x

+

−

=

= −

0
0

 

f:يك تابع  RΩ→هاي مثبت و منفي آن يعني پذير خواهد بود اگر قسمت  اندازهf f و + − 
fپذير باشند و همچنين  اندازه f و+ اي از توابع  پذير هستند كه بصورت حد دنباله در صورتي اندازه −

 .ساده غيرنزولي باشند

  :μانتگرال يك تابع نسبت به اندازه 

( ) ( )A A
x A

I x I d A
x A

μ μ
⎧

∈⎪= ⇒ =⎨
⎪ ∉⎩

∫
1

0
 

( ) ( ) ... ( ) ( )
k

k

s A k A s i i
i

f x a I x a I x f d a Aμ μ
=

= + + ⇒ =∑∫11
1

 

( ) lim ( ) lim
n ns sn n

f x f x fd f dμ μ
→∞ →∞

= ⇒ =∫ ∫ 

f f f fd f d f dμ μ μ+ − + −= − ⇒ = −∫ ∫ ∫ 
} اگر :3-1مثال }, ,...x xΩ = 1 ]اندازه شمارنده باشد انگاه براي يك تابع μ و 2 ): ,f Ω→ داريم 0∞
 كه 

( ) , ,...,
( )

. .
n

i i
s

f x x x i n
f x

o w

⎧
= =⎪= ⎨

⎪⎩

1 2

0
 

{ } { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
nn xx xf x I x f x I x f x I x= + + +

1 21 2           
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{ } { }( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

( )

. .

ns x xn

i i

f x f x f x I x f x I x

f x x x

o w

→∞
= = + +

⎧
=⎪= ⎨

⎪⎩

1 21 2

0

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
n

n

s i in n i i
f x d f x d f x f xμ μ

+∞

→∞ →∞ = =
= = =∑ ∑∫ ∫

1 1
 

)پذير است كه    انتگرالμ نسبت به fپس در صورتي  )i
i

f x
+∞

=
∑

1
 ■   . متناهي باشد

 
 1واژه تقريبا همه جا

)كه در آن  A نقاط جز باشد ب درستΩ براي تمام نقاط Pفرض كنيد يك گزاره  )Aμ  Pيعني  (0=
AΩبراي تمام  ) درست است و − )Aμ در اين صورت گوئيم اين گزاره تقريبا همه )  مي باشد0=

ae. (  درست استμجا  μ0 0( 
 

  :2قضيه همگرايي مغلوب
limپذير باشند و        اي از توابع اندازه  دنبالهnfاگر  ( ) ( ) ( . . )nn

f x f x a e μ
→∞

=   

) چنان موجود باشد كه     gپذير  و يك تابع انتگرال ) ( )nf x g x x≤ ∀  
limپذير هستند و      انتگرالf وnfاه آنگ nn

fd f dμ μ
→∞

=∫ ∫  ■ 

 
  3لم فاتو

}اگر  }nfپذير باشند، آنگاه  اي از توابع نامنفي اندازه  دنباله 
( lim inf ) lim infn nn n

f d f dμ μ
→∞ →∞

≤∫ ∫  ■ 

 
                                                 
١ almost every where 
٢ Dominated Convergence Theorem 
٣ Fatou’s Lemma 
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   1قضيه رادون نيكوديم
A Aپذير و   يك تابع نامنفي انتگرالfفرض كنيد  :دهيم قرار مي.  باشد∋

) 1                                             (( )
A

A fdν μ= ∫   

)در اين صورت  )Aν يك اندازه روي )A , Ω ( است و واضح است كه 
)2                                        (( ) ( )A Aμ ν= ⇒ =0 0  

 ■  .  است2 مطلقاً پيوستهμ نسبت به νبرقرار باشد گوييم كه ) 2( اگر رابطه 

 موجود fشرط لازم و كافي براي آن است كه يك تابع ) 2(مي گويد كه رابطه قضيه رادون نيكوديم 

f گويند μ نسبت به ν را مشتق رادون نيكوديم fتابع . صدق كند) 1(باشد كه در رابطه  ν
μ
∂

=
∂

 . 

.اين مشتق به صورت .a e  يكتا است يعني اگرg صدق كند آنگاه) 1(نيز در رابطه                      :
. .f g a e μ=.  

  3قضيه فوبيني
,فرض كنيد )μ A ( ,Ω1و , )ν B ( ,Ω2 دو فضاي اندازه و fپذير روي   يك تابع غيرمنفي اندازه
Ω ×Ω1  :در اين صورت.  باشد 2

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( )  

f x y d y d x f x y d x d y

f d

ν μ μ μ

μ ν

Ω Ω
Ω Ω

Ω ×Ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= ×

∫ ∫ ∫ ∫

∫

2 1
1 2

1 2
■

 

  4حتمالاندازه ا
 پذير  فضاي اندازه  رويPي  اندازه يك.  تصادفي باشد  آزمايش نمونه يك  فضاي Ωفرض كنيد 

)A ( ,Ω  كه در شرط( )P Ω )ي احتمال گويند و به مقدار  صدق كند را اندازه1= )P A احتمال
A گويند و به, )P A ( ,Ωفضاي احتمال گويند . 

                                                 
١ Radon Nikodym 
٢ Absolutely Continuous 
٣ Fubini’s Theorem 
٤ Probability Measure 
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)pاندازه لبگ)  پيوسته 

)pاندازه شمارنده)  گسسته 

  مشتق رادون نيكوديم آن باشد آنگاهp مطلقاً پيوسته باشد و μ نسبت به اندازه Pاگر 
( )

A
P A pd μ= ∫ 

p را تابع چگالي احتمال P نسبت به μگويند . 
 نسبت به Pي احتمال  اگر اندازه. گيريم  را فضاي اقليدسي در نظر ميΩدر اين درس معمولاً 

 P باشد آنگاه توزيع مربوطه را يك توزيع پيوسته و اگر pي لبگ مطلقاً پيوسته با چگالي  اندازه
 باشد آنگاه توزيع مربوطه را يك توزيع گسسته p مطلقاً پيوسته با چگالي  نسبت به اندازه شمارنده

 :در كاربردهاي معمولي اين درس داريم كه . گويند

                                              ( ) ( )

( ) ( )

f x p x dx
fdP fpd

f x p x
μ

⎧⎪= = ⎨
⎪⎩

∫∫ ∫ ∑
 

}ها به صورت  در استنباط آماري معمولاً با يك خانواده از توزيع }:Pθ θ= ∈Θ Pسر و كار داريم  .
 μ تحت تسلط P مطلقاً پيوسته باشد گوييم كه خانواده μ نسبت به اندازه θ ،Pθاگر به ازاي هر 

)اگر . 1قرار دارد )P Nθ N گوئيم  0= P null setθ= ) و اگر − )P Nθ θ= ∀ ∈Θ0گوييم  

P   – null set =N. 
 :متغير تصادفي

,در يك فضاي احتمال  )P A ( ,Ω تابع :X RΩ→پذير باشد يك متغير تصادفي   را اگر اندازه
) B  ،Aگويند يعني اگر براي هر مجموعه برل  )X B− را يك متغير تصادفي X باشد آنگاه 1∋

 گويند 

( ) , ( ) ( ) ( )XA X B P B P X B P A−= = ∈ =1 
XPدفي  را توزيع متغير تصاX ناميم. 

 Xpرا يك متغير پيوسته با تابع چگالي  Xنسبت به اندازه لبگ مطلقاً پيوسته باشد آنگاه  XPاگر 
)گوييم هر گاه                  )X xA

P A p d μ= ∫  
) Counting Measureرا گسسته گوئيم هر گاه        Xو  )X xA

P A p d μ= ∫ ∼; 

                                                 
١ Dominated by μ  
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گرچه در حالت گسسته آن را تابع احتمال نيز . ناميد XPتوان چگالي   را ميXpدر هر صورت 
 . گويند

)[اگر  ) ( ), ( ,X XF x P A A x= =  Xاگر .  ناميم X را تابع توزيع متغير تصادفيXF آنگاه∞−
)شود كه تابع  آنگاه ثابت مي) مطلقاً پيوسته استXP(پيوسته باشد  )XF xبا تعريف توابع مطلقاً ( يز  ن

 .مطلقاً پيوسته است) پيوسته در آناليز
εرا مطلقاً پيوسته ناميم اگر به ازاي هر  gدر آناليز، تابع  δ يك 0<  وجود داشته باشد كه به 0<

)                 ،      nازاي هر  ) ( ) ( )
n n

i i i i
i i

b a f b f aδ ε
= =

− < ⇒ − <∑ ∑
1 1

 

 
 1ها خانواده گروهي از توزيع: 2بخش 

ها سر و كار داريم كه يكي خانواده گروهي و ديگري خانواده  در اين درس با دو خانواده از توزيع
 .ها مي باشد نمايي از توزيع

نجام يك خانواده از تبديلات روي يك متغير ها به وسيله ا يك خانواده گروهي از توزيع: 1-2تعريف 
 .شود تصادفي با يك توزيع خاص حاصل مي

 .ها را معرفي مي كنيم ي گروه ي مهم از خانواده در زير سه خانواده
 
 2ي مكاني  خانواده-1

) يك متغير تصادفي با يك توزيع احتمال ثابت Uفرض كنيد  )f u اگر . باشدμ مقداري ثابت باشد 
Xآنگاه توزيع  U μ= ) عبارت است از    + ) ( )Xf x f x μ= − 

∞−μو  fتوزيع حاصل براي توزيع احتمال ثابت < < . ها گويند  توزيع را يك خانواده مكاني از∞+
)براي مثال توزيع  , )N μ ) كه از توزيع ثابت 1 , )N  .شود  حاصل ميμ با جمع با مقدار ثابت 01

( )
( , ) ~ ( , ), ( ) ( )

x
xZ N X Z N f x e f x

μ
μ μ μ

π

− −
⇒ = + = = −∼

21
2101 1

2
 

                                                 
١ Group Families 
٢ Location Family 
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 1 خانواده مقياسي-2
)تصادفي با يك توزيع احتمال ثابت  يك متغير Uفرض كنيد  )f u اگر . باشدσ مقداري ثابت باشد 

Xآنگاه توزيع  Uσ=  عبارت است از ( ) ( )X
xf x f

σ σ
=

1 

σتوزيع  حاصل براي   .ها گويند  از توزيعرا يك خانواده مقياسي0<
)براي مثال توزيع  )E θكه از توزيع ثابت ( )E  .گردد  حاصل ميθ با ضرب در مقدار ثابت 1

~ ( ) ~ ( ), ( ) ( )
x

X
xU E X U E f x e fθθ θ

θ θ θ
−

⇒ = = =
1 11 

 
  2 مقياسي–ي مكاني  خانواده -3

) يك متغير تصادفي با يك توزيع احتمال ثابت Uفرض كنيد  )f uاگر .  باشدμ و σ مقادير ثابتي 

Xآنگاه توزيع. باشند Uμ σ= )            است از   عبارت+ ) ( )X
xf x f μ

σ σ
−

=
1  

∞−μحاصل براي توزيع  < < σ و ∞+  .ها گويند  مقياسي از توزيع– را يك خانواده مكاني 0<
)براي مثال توزيع  , )N μ σ ) از توزيع 2 , )N  .گردد  به صورت زير حاصل مي01

( )

~ ( , ) ~ ( , ),

( ) ( )
x

X

U N X U N

xf x e f
μ

σ

μ σ μ σ

μ
σ σ σπ

−
−

⇒ = +

−
= =

2

2

1
2

01
1 1 1

2
 

 .ادي از خانواده هاي مكاني مقياسي آورده شده استدر زير تعد

( )

( )( ) ( , ) ( ) ( )
x

Xi E f x e I x
α

β
αα β

β

− −

+∞=
11 

| |
( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )
{ ( ) }

x

X

X

ii DE f x e

iii C f x x

α
βα β

β

α β απ
β

− −
=

=
−

+

1

2

1
2

1
1

 

                                                 
١ scale family 
٢ location – scale  family 
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( ) ( , )iv U τ τθ θ− +2 2 

داريم كه داراي دو خاصيت زير *  و يك عمل Gدر هر يك از حالات فوق ما يك كلاس از تبديلات 
 .است
 ي تحت عمل تركيب بسته است يعنG كلاس -الف

                             G then g g∗ ∈1 2            G ,if g g ∈1 2 
  تحت عمل وارون بسته است يعنيG كلاس -ب

G *g g e−∋ = ∈1        G then g −∃ ∈1    G if g ∈ 

 .تبديل هماني نام دارد eكه 
 .شود يك كلاس از تبديلات كه تحت عمل تركيب و وارون بسته باشد، يك گروه تبديلات ناميده مي

در اين صورت . باشد Xيك توزيع خاص و معلوم مربوط به متغير تصادفي  Pحال فرض كنيد 
}ي مجموعه | ( )}gg Y g X= =  G گويندها گروهي از توزيع را يك خانواده . 

 .ها مي باشد  مقياسي يك خانواده گروهي از توزيع-ي مكاني براي مثال خانواده
G  { | ( ) , , }g g U Uμ σ μ σ= = + ∈ℜ >0  

) الف ( )X g U Uμ σ= = +1 1 1 1       

( ) ( ( )) ( ( )) ( )= = = + = + +2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1X g X g g U g U Uμ σ μ σ μ σ  
( ) *= + + ⇒ ∈1 1 2 1 2 2 1U g gμσ μ σ σ  G 

( ) ( ) UX g U U g U μμ σ
σ

− −
= = + ⇒ =1  

( ( )) ( ) *UY g g U U g g eμμ σ
σ

− −−
= = + = ⇒ = ∈1 1  G 

* Gيك خانواده از تبديلات كه در شرط  * ,g g g g g g= ∀ ∈1 2 2 1 1  صدق كند، يك گروه 2

ي مقياسي يك گروه تبديلات  ي مكاني و خانواده براي مثال خانواده. شود  ناميده مي1تبديلات جابجايي
 . مقياسي چنين نيست–جابجايي هستند، اما خانواده مكاني 

                                                 
١ Commutative 
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)د  فرض كني:1-2مثال  ,..., )nU U U=
� توان  بعدي باشد در اين صورت مي n يك بردار تصادفي 1

 .گروه تبديلات زير را روي اين بردار تصادفي انجام داد

( , ,..., )nU a U a U a U a a R+ = + + + ∈
� � 1 2  

( , ,..., )nbU bU bU bU=
� 1 2  

( , ,..., ) ,na bU a bU a bU a bU a R b+ = + + + ∈ >
� 1 2 0    ■ 

  چند متغيره نرمال توزيع:2 -2مثال

)فرض كنيد  ,..., )pU U U=
� ~ و1 ( , ) , ,..., ,iU N i p=01 ,..., و 1 pU U1 از يكديگر مستقل 

 باشند و تبديل زير را در نظر بگيريد

.

.p p

p

U
X a U

B X a BU
X a

U

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⇔ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# #
� � �

1

1 1 2
 

pيك ماتريس وارون پذير  Bكه در آن  p×توزيع . استX
�

 را توزيع نرمال چند متغيره با ميانگين و 
 واريانس زير گويند

( ) ( )E X a BE U a= + =
� � � �

 
( ) ( )V X BV U B BB′ ′∑ = = =
� �

 
Xآوردن توزيعبدست براي 

�
  توجه كنيد كه 

( ) ( ) ( )

p

i
i

p pu u u
f u e eπ π=

− ′− − −∑
= = � �

�

2
1

1 1
22 2 22 2  

( ) | | | |X a BU U B X a J B− −= + ⇒ = − ⇒ =
� �� � � �

1 1  
( ) ( ) ( )

( ) | | ( ( )) | | ( )
px a B B x a

X Uf x B f B x a B e π
− −′ ′− − − −− − −

⎧ ⎫⎪ ⎪= − = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� �� �
� �� � �

1 11
1 1 1 2 22        

( ) ( )
( ) | |

p x a x a
eπ

−′− − ∑ −− −
= ∑ � �� �

1112 2 22       ■ 
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 ها خانواده نمايي از توزيع: 3بخش 
}يك خانواده : 1-3تعريف  : }Pθ θ ∈Θ

� �
 پارامتري گويند اگر kي نمايي  ها را يك خانواده از توزيع

θ براي هرPθتوزيع ∈Θ
�

* و هر
Xx S∈) گاه تكيهX (ي  داراي تابع چگالي بفرم زير نسبت به اندازه

μباشد  

)1               (                        
( ) ( ) ( )

( ) ( )

k
j j

j
c T x B

p x e h x
θ θ

θ
=

−⎧ ⎫∑⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

�

1 

 كه در آن بايستي
1- *

XSبستگي به مقادير ( , ,..., )kθ θ θ θ=
� 1  . نداشته باشد2

2- ,..., , ( )jj k c θ=
�

) توابعي غيرصفر و پيوسته از 1 ,..., )kθ θ θ=
�  . باشند1

) در حالت پيوسته -3 )jT x′ ،, ,...,j k=1 * توابعي پيوسته روي ،  2
XSو در حالت گسسته  

( )jT x ،, ,...,j k=1 * توابعي غير صفر روي ،  2
XSباشند . 

) در حالت پيوسته -4 )h xي پيوسته روي  تابع*
XSباشد . 

pθخانواده 
�

 بالا برقرار 4 تا 1 هرگاه شرايط يندگو k با بعد1را يك خانواده نمايي پر رتبه) 1( در 
 باشد و علاوه بر آن 

) توابع  -الف )jc θ
�

 ،, ,...,j k=1  .،  به طور تابعي از يكديگر مستقل باشند2
) توابع -ب )jT x ،, ,...,j k=1  .،  به طور خطي از يكديگر مستقل باشند2
 ■     . بعدي باشدK يك شامل يك مستطيل Θ فضاي پارامتري –ج 

 .باشند هاي زير به يك خانواده نمايي يك پارامتري متعلق مي ه توزيعخانواد: 1-3مثال 

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )a B g Nθ θ σ σ∈ >21 01 0 0
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )b B n n is known h Nθ θ θ θ θ∈ >01 0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,c NB n n is known i knownθ θ α β β α∈ Γ >01 0

                                                 
١ Full Rank 
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( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,d Ge j knownθ θ α β α β∈ Γ >01 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,e P k Be knownθ θ α β α β∈ +∞ >0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ,f N R l Be knownμ μ α β β α∈ >1 0      ■ 

.ر به يك خانواده نمايي دو پارامتري پر رتبه متعلق استهاي زي خانواده توزيع :2-3مثال  

( ) ( , ) ,a N Rμ σ μ σ∈ >2 0           ( ) ( , ) ,b α β α βΓ > >0 0 
( ) ( , ), ,c Be α β α β> >0 0      ■ 

)ي  خانواده:3-3مثال , ),N θ θ θ >2   به يك خانواده نمايي متعلق است اما پررتبه نيست زيرا 0

( ) ln( )
( )

xx x x x
p x e e e e

θ πθ
θ θθ θ θ

θ
πθ πθ

− − − + − − + − −⎧ ⎫⎪ ⎪= = = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 122 22 2 2 2
2 2

1 1
2 2

( ) ( ) ( )c T x x h x eθ
θ

−
= − = =

1
2 21 12

1
2

 

( ) ( ) ( ) ln( )c T x x Bθ θ πθ
θ

= = = + 2
2 2

1 1 22  

)پارامتر دوبعدي  , )
θθ

− 2
1 1

2
Rروي يك منحني در فضاي   قرار مي گيرد و به همين دليل اين 2

 ■   .  گويند1خانواده را خانواده نمايي منحني

 .هاي زير به يك خانواده نمايي متعلق نيستند وزيعخانواده ت: 4-3مثال

( ) ( , ), ( ) ( , ), ,a U b Eθ θ α β α β> ∈ℜ >0 0 0     ■ 

 
 :ي نمايي خانواده

,اگر  -1 ,..., nX X X1  پارامتري باشند آنگاه kنمايي    از خانواده(i.i.d) يك نمونه تصادفي 2
)توزيع توأم  ,..., )nX X X=

�  زيرا  ،پارامتري متعلق است-k نيز به يك خانواده نمايي 1

                                                 
١ Curved Exponential Family 
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( ) ( ) ( )

( ,..., ) ( ) ( )

k
j j i

j
c T x Bn n

n i i
i i

p x x p x e h x
θ θ

θ θ
=

−

= =

∑
= =∏ ∏ � �

�

1
1

1 1 

            
*( ) ( ) ( )

*... ( )

k
j j

j
c T x nB

e h x
θ θ

=
−∑

= =
�� �

�
1  

*                  كه در آن   *( ) ( ) ( ) ( )
nn

j j i i
i i

T x T x and h x h x
= =

= =∑ ∏� �1 1
 

  در يك خانواده نمايي يك پارامتري با تابع چگالي-2
( ) ( ) ( )( ) ( )c T x Bp x e h xθ θ

θ
−= 

)                                      داريم كه  )( ( ))
( )

BE T x
Cθ

θ
θ
′

=
′       

)       زيرا   ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )c T x Be h x d x c T x B p x d xθ θ
θμ θ θ μ− ′ ′= ⇒ − =∫ ∫1 0 

  ( )( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( )

Bc E T x B E T x
cθ θ

θθ θ
θ
′

′ ′⇒ − = ⇒ =
′

0 

 
   1فرم متعارف خانواده نمايي

) با تغيير پارامتر )j jcη θ=
�

،, ,...,j k=1  داريم كه ) 1(هاي نمايي   در خانواده توزيع2

)2               (                  
( ) ( )

( ) ( )

k
j j

j
T x A

p x e h x
η η

η
=

−⎧ ⎫∑⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

�

�

1 

 ي در اين حالت مجموعه. هاي نمايي گويند كه اين فرم را فرم متعارف خانواده توزيع

( )

{ ( ,..., ) | ( ) ( ) }

k
j j

j
T x

k h x e d x
η

η η η μ=+∞

−∞

∑
= < ∞∫�

1
1 

ηرا فضاي پارامتري طبيعي و 
�

توان اثبات  خواص زير را براي اين خانواده مي.  را پارامتر طبيعي گويند
 .كرد

                                                 
١ Canonical Form 
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 در فضاي پارامتري طبيعي، ηو هر  fپذير  براي هر تابع انتگرال) 9 ، قضيه 2 فصل TSHكتاب  (-1

انتگرال 
( )

( ) ( ) ( )

k
j j

j
T x

f x e h x d x
η

μ=
∑

∫ 1
 ها است jηپيوسته و داراي مشتقات تمام مراتب نسبت به 

 .و اين مشتقات مي توانند به درون انتگرال برده شوند
) 2(داراي توزيعي از خانواده نمايي با تابع چگالي بفرم  Xاگر ) 8 لم 2. 7 بخش TSHكتاب  (-2

) باشد آنگاه μي  به اندازهنسبت  ,..., )kT T T=
�  داراي توزيعي از خانواده نمايي با چگالي 1

( )

( ,..., ) ( )

k
j j

j
t A

kp t t e k t
η η

η
=

−⎧ ⎫∑⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

�

� �
1

 اثبات 2در استنباط آماري (باشند   ميν نسبت به يك اندازه1

 ).گردد مي
, فرض كنيد -3 ,..., nX X X1  متغيرهاي تصادفي مستقل و هر كدام داراي توزيعي از خانواده نمايي 2

 با تابع چگالي زير باشند

{ }( ) ( )( ) ( )j i iT x A
i i ip x e h xη η

η
−=

�
 

)در اين صورت  )
n

i i
i

T x
=
 . داراي توزيعي از خانواده نمايي يك پارامتري مي باشد∑

)مستقل داشته باشيم آنگاه ) با پارامترهاي يكسان(پارامتري -kاگر دو خانواده نمايي  ,..., )kT T1 و 
( ,..., )kU U1 هر كدام داراي توزيعي از خانواده نمايي kباشند و طبق قضيه   پارامتري مي

2،( ,..., )k kT U T U+ +1 به وسيله استقرا .  پارامتري است-kتوزيعي از خانواده نمايي  نيز داراي 1
 .شود  ثابت مي3قضيه 

 باشد آنگاه ) 2( پارامتري با تابع چگالي بفرم -kداراي توزيعي از خانواده نمايي  X اگر -4

( ( )) ( )

cov ( ( ), ( )) ( )

∂
=
∂

∂
=
∂ ∂

2
�

�

j
j

i j
i j

E T x A

T x T x A

η

η

η
η

η
η η

 

) كنيدفرض: 5-3مثال  ,..., )kX X X=
� ,..., وnاي با پارامترهاي  داراي توزيع چند جمله1 kp p1 

 :در اين صورت. باشد
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!( ) ( ,..., ) ...
! !... !

kxx
k k k

k

np x P X x X x p p
x x x

= = = =
�

11 1 1
1 2

 

ln .... ln

ln lnln ln ... ln

ln ln

( )

( )

( )

k k

k
k k k i kk

ik k k

k
i

i k
ki

x p x p

p p p x p x px x x
p p p

px n p
p

h x e

h x e e

h x e

−
−

−
=

−

=

+ +

++ + +

+

=

∑
= ×

∑
=

1 1
1

1 2 11 2 1
1

1

1

�

�

�  
lnدهيم  قرار مي i

i
k

p
p

η   در اين صورت=

( ) ln ln( )i
k

k
i

A n p n eηη
−

=
= − = +∑

�

1

1
1  

(sin ( )i i i
k k

i k
k

k k ki i

p pce e e p e
p p p

η η η
− −

−

= =

−
= ⇒ = = − ⇒ = +∑ ∑

1 1
1

1 1

1 1 1 1 ) 

( )
( ) ( )

k
i i

i
x A

p x e h x
η η

η

−

=
−⎧ ⎫∑⎪ ⎪∴ = ⎨ ⎬

⎪ ⎪
⎩ ⎭

�

� � �

1

1  

)كه  ,..., )kη η η −=
�

1   پارامتر طبيعي است و 1

( ) ( )
i

i

i

k
i ik

i

ki

pn
ne pE X A np

e p

η

η
η

η

=

∂
= = = =
∂

+∑�
1

1
1

 

cov( , ) ( ) ......i j i j
i j

X X A np pη
η η
∂

= = = −
∂ ∂ �

2
     ■ 

 1تابع مولد گشتاور و تابع مولد انباشته

)اگر  ,...., )kT T T=
� ,..., آنگاه 1 ( ... )k

k
rr

r r kE T Tα = 1
1 ,...., را گشتاور توأم 1 kT T1 گويند و تابع 

)مولد گشتاور ,...., )kT T T=
�  شود   به صورت زير تعريف مي1

...( ,..., ) ( )k ku T u T
T kM u u E e + +=
�

1 11 

                                                 
١ Moment Generating fun. and Cumulant Generating fun. 
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TMاگر
�

,...,در يك همسايگي حول مبدأ موجود باشد و گشتاورهاي   sr rα  موجود باشند آنگاه بسط 1
TMتابع 

�
  به صورت زير خواهد بود

,...,
...

...( ,..., )
!... !...

k

k
k

rr
k

T k r r
r r k

u uM u u
r r

α=Σ Σ
�

1

1
1

1
1

1
 

Tهمچنين تابع مولد انباشته
�

 شود   به صورت زير تعريف مي

,...,
...

...( ,..., ) log ( ,..., )
!... !...

k

k
k

rr
k

T k T k r r
r r k

u uK u u M u u k
r r

= =Σ Σ
� �

1

1
1

1
1 1

1
 

,...,كه در آن  kr rk )نباشته توأم  را ا1 ,...., )kT T T=
�    داشته باشيم آنگاه Tاگر تنها يك.  گويند1

( ) ( )
!

( ) ln ( )
!

r
uT

T r
r

r

T T r
r

uM u E e
r

uK u M u k
r

α= =

= =

∑

∑
 

 )تمرين(توان نشان داد كه  و مي

k k k k k k kα α α= = + = + +2 3
1 1 2 2 1 3 3 1 2 13 

)ها توابع  ي نمايي از توزيع در خانواده )TM u
� �

) و  )TK u
� �

 در يك همسايگي نزديك صفر موجود 
 :هستند و

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
A u

T T A
eK u A u A M u
e

η

ηη η
+

= + − =
��

� � �� � �� �
 

 ) تمرين:اثبات(
,حال اگر ,...., nX X X1 .... از يكديگر مستقل باشند و 2 nX X X X= + + +1   آنگاه  2

( ... )( ) [ ] ( ) ( ) ( )+ +

==

= = =∑∏1

11
n

i i

n n
X X u

X x X X
ii

M u E e M u k u k u
 

~ فرض كنيد:6-3مثال ( , )X B n pت در اين صور 

ln ln
( ) ( )

px n q
x n x qn n

p x P X x p q e
x x

+
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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lnقرار مي دهيم  p
q

η   در اين صورت=

( )( ) ln ln( ) ( ) x An
A n q n e p x e

x
η η ηη −⎛ ⎞

= − = + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 

( ) ln( )

( ) ln( )
( ) ( )

++ + +

+

⎛ ⎞+⎜ ⎟⎛ ⎞+
= = = = = +⎜ ⎟⎜ ⎟

+ ⎜ ⎟⎝ ⎠ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1

11
1 1

u

n
unA u n e u

u n
x A n e

P e
e e e qM u q pePe ee

q

η

η

η η

η η

 
~فرض كنيد : 7-3    مثال  ( , )X α βΓ در اين صورت )αمعلوم( 

ln
( )

( )( )

x x xp x x e e
αα β

α β β
α αα β

−− − −
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =

Γ⎢ ⎥Γ ⎣ ⎦

1 1
11

 
( )

( ) ln( )

( ) ln( )

( ) ln ln ln( )

( )
A u u

X A

A

u
e eM u
e e u

α

η α η

η α η α α

η η α β α α η
β β

β
β

β

−

+ − − −

− − −

⎛ ⎞
= − = = − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠= = = =
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1

1
1

11

 

( ) ln( )Xk u u uα β
β

= − − <
11 

 بنابراين 
( )( ) ( ) | ( )....( )

( )

r
r r r

X ur
rE X M u r

u
αα α α β β
α=

∂ Γ +
= = + + − =

Γ∂ 0 1 1 

■ 
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 1هاي بسنده هآمار: 4بخش 
,..., فرض:1-4تعريف nX X1هاي از يك خانواده از توزيع  يك نمونه تصادفي{ : }Pθ θ= ∈Θ P 
)آماره ) ار باشدممكن است يك بردθ(باشند  ) ( ,..., )nT X T X X=

� ي بسنده   را يك آماره1
 هر گاه توزيع شرطي يند گوPهاي  تر يك آماره بسنده براي خانواده توزيع و يا به عبارت دقيقθبراي

,...,نمونه تصادفي  nX X1 به شرط ( )T X t=
�

 . نداشته باشدθبستگي به  t هر مقدار  براي

كنند بدون اين كه اطلاعي در مورد پارامتر  ها را در خود خلاصه مي هاي بسنده داده توجه كنيد كه آماره
 Tخلاصه كرد و با داشتن مقدار Tي بسنده توان در آماره ها را مي يعني داده. مجهول را از دست بدهيم
 .نداريم) شود تا آن جا كه مربوط به استنباط درباره پارامترهاي مجهول مي(ها  نيازي به داشتن خود داده

|اگر : 1-4قضيه  |
D

X T Y T=
� �

 آنگاه 
D

X Y=
� �

 
 :اثبات

     | |( ) ( | ) ( ) ( ) ( | ) ( ) ( )X X T Y Tp x p x t q t d t p x t q t d tμ μ= = =∫ ∫� � �� � �
X چگالي 
�

 
)                                                                  چگالي  )Yp x Y= =

� � �           ■ 
 عكس اين قضيه برقرار نيست زيرا اگر در پرتاب سه سكه

 T=  تعداد خط –          تعداد شير Y=               تعداد خط ها X=      تعداد شيرها 

آنگاه
D

X Y=اما  
 

 
 

| |
D

X T Y T⇒ ≠ 
                                                 
١ Sufficient Statistics 

( , )( | )
( )

( | )

P X TP X T
P T

P X T

⎧ = =⎪ = = = = =⎪ =⎨
⎪

≠ = =⎪⎩

31 1 81 1 131 8
1 1 0

( , )( | )
( )

( | )

P Y TP Y T
P T

P Y T

= =⎧ ≠ = = =⎪ =⎨
⎪ = = =⎩

1 12 1 01
2 1 1
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Xحال فرض كنيد كه مشاهدات 
�

)شته و مقدار  را كنار گذا )T T X=
�

Xاكنون .  را نگه داريم ′
�

 را 

Xاز توزيع شرطي 
�

T با فرض  t= چون ) سازي به وسيله شبيه(سازيم  مي| |
D

X T X T′=
� �

X پس
�

 
Xو ′

�
X)توزيع هم(توانيم مشاهداتي همانند  مي Tدر نتيجه با نگه داشتن مقدار.  يك توزيع دارند

�
 

Xتوان انجام داد، چون توزيع شرطي هاي غيربسنده نمي اين كار را با آماره. بسازيم
�

T با فرض  t= به 
Xتوان  پارامتر مجهول بستگي دارد و نمي ′

�
 . را بازيافت نمود

X, فرض كنيد :1-4مثال  X2 ) يك نمونه تصادفي از توزيع 1 )P θنشان دهيد كه .  باشد
( )T X X X= +
� 1 )ي   است و از روي آن نمونهθ يك آماره بسنده براي 2 , )X X′ ′1  هم توزيع با 2

( , )X X1  .را بسازيد2
( , , )

( )( , | ( ) )
P X x X x x x t

P T tP X x X x T X t
x x t

=⎧ + =⎪ == = = = ⎨
⎪ + ≠⎩

�

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2

1 20
 

. !! !
! !( )

!

x x

tt

e e
tx x x x tx x t x xe

x x tt
x x t

θ θ

θ

θ θ

θ

− −

−
=

⎧
⎪ ⎧⎪ + =+ =⎪ ⎪=⎨ ⎨
⎪ ⎪ + ≠⎩⎪

+ ≠⎪⎩

1 2

1 2 1 21 22 1 2

1 2
1 2

22
0

0

 

x t xt
x x t

x
x x t

−⎧⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ + =⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪ + ≠⎩

1 1

1 2
1

1 2

1 1
2 2

0
 

| ~ ( , )X T t B t⇒ =
�

1
2 

) بستگي ندارد، پس   θچون توزيع شرطي به    )T X X X= +
� 1 .  اسـت  θي بـسنده بـراي         يك آمـاره   2

Xحال اگر X و′1 t X′ ′= −2 پرتاب يك سكه در نظـر   tها در   را به ترتيب تعداد شيرها و تعداد خط1

|بگيريم آن گاه ~ ( , )X t B t′
�

1
، 1-4 كه باتوجه به قضيه 2

D
X X′ =
� �

 ■                           . است

) براي بررسي بسندگي يك آماره، نياز به در دست داشتن آماره بـسنده             1-4استفاده از تعريف     )T X
�

 و  
ي   يك راه ساده بـراي بدسـت آوردن يـك آمـاره           . دارد Tهمچنين بررسي توزيع شرطي نمونه به شرط      
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بندي نيمن كه به قضيه تجزيه به عوامل مشهور اسـت، آمـده    بسنده و بررسي بسندگي آن در قضيه دسته      
 .است

 )1لقضيه تجزيه به عوام (:2-4قضيه 
,فرض كنيد  ,...., nX X X1 }ي     داراي توزيع تـوأم متعلـق بـه خـانواده          2 : }Pθ θ= ∈Θ P     كـه بـه 
)شـرط لازم و كـافي بـراي آن كـه آمـاره              .  مغلوب شده اسـت، باشـند      μي  وسيله اندازه  )T X

�
 بـراي   

كـه تـابع     وجـود داشـته باشـند بطـوري        hو   g باشد اين است كه توابع نـامنفي          بسنده Pي      خانواده
 .كند   در رابطه زير صدقPθ مربوط بهpθچگالي

( , ( )) ( ) ( . . )g T x h x a eθ μ=
� �

 ( )p xθ �
 

 ■                                   )                 1 و نتيجه 8 قضيه 2. 6 بخش TSHكتاب  (:اثبات

,...., فرض كنيـد   :2-4مثال   nX X1       يـك نمونـه تـصادفي از ( , )Be θ ي بـسنده     يـك آمـاره   .  باشـند  1
 .نيدپيدا كθبراي

( ) ln

( ) ( , )

( )

( , ln )

n
i

i

n n
n

i i
n i i

i
x ni n

i
i

x g x

f x x

e g x

θ

θ
θ

θ

θ θ

θ

θ θ=

−

= =−

−=

=

⎧
= ×⎪

⎪
= = ⎨

∑⎪
= ×⎪

⎩

∏ ∏
∏

∑
�

1

1

1 11
11

1

1

1
 

)پس )
n

i
i

T X X
=

=∏
1

) و ) ln
n

i
i

S X X
=

= ∑
1

 .باشند بسنده ميθ براي

) وθي بسنده براي  يك آمارهT اگر:3قضيه  )T k U= آنگاه U نيز برايθبسنده است . 
  بسنده است، بنابراين  T: اثبات

*( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ( )) ( ) ( , ( )) ( )x g T x h x g k U x h x g U x h xθ θ θ= = =
� � � � � � �

pθ 
)پس طبق قضيه تجزيه به عوامل )U X

�
 ■                        .       استθي يك آماره بسنده برا

)ln 2-4بنابراين در مثال  )T S=و TS e=هر دو براي θبسنده هستند . 

                                                 
١ Factorization Theorem. 
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,..., فرض كنيد  :3-4مثال   nX X1    يك نمونه تصادفي از ( , )N μ σ )نشان دهيد كـه   .  باشند 2 , )X S 2 
 . استθيك آماره بسنده براي

,..., فرض كنيد  :4-4مثال   nX X1    يك نمونه تصادفي از ( , )U θ0 نـشان دهيـد كـه     .  باشند( )nX   يـك 
 . استθي بسنده براي آماره

,..., فرض كنيد  :5-4مثال   nX X1           يـك نمونـه تـصادفي از يـك توزيـع Pθ      دهـيم    باشـند و قـرار مـي

( ) ( )( ,..., )nT X X= X چون كليه مقادير   1
�

) حالت n! برابر  ) ( ) ( )( , ,..., )
ni i iX X X1 باشـد كـه    مـي 2

Xتوزيع شرطي 
�

 به شرط هر كدام از اين مقادير برابر        
!n

) بستگي ندارد پس   θ است و به   1 )T X
�

 يـك   

 . استθآماره بسنده براي

,..., فرض كنيد  :6-4مثال   nX X1       يك نمونه تصادفي از خانواده ي نمايي k       پارامتري باشـند در ايـن 
 صورت

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ( ),..., ( ))

k n
j j i

j i
C T x nB n n n

i i k i
i ii

p x e h x g T x T x
θ θ

θ θ= =
−

= ==

⎡ ⎤∑ ∑⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∏
� �

� � �
1 1

1
1 11

 

)پس ( ),..., ( ))
n n

i k i
i i

T T X T X
= =

= ∑ ∑� 1
1 1

 . استθي بسنده براي  يك آماره

 
 :ي مينيمال آماره بسنده
,فرض كنيد ,...., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از توزيع2 , )N θ   باشند و قرار دهيد1

( ) ( , ,..., ) ( ) ( , ) ( )
m n n

n i i i
i i m i

T X X X X T X X X T X X
= = + =

= = =∑ ∑ ∑� � �1 1 2 2 3
1 1 1

 

)ي تجزيه به عوامل     طبق قضيه  )T X
) است   θي بسنده براي     يك آماره  �3 )T k T=3 1 ) و   2 )T k T=2 2 1 

  T1 بيـشتر از T2 و T2 بيـشتر از    T3همچنـين .  بسنده هستند  θ نيز براي  T2 و   T1،3-4پس طبق قضيه    
 .كنند ها را خلاصه مي داده
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در پاسـخ بـه ايـن سـوال         . توان خلاصـه كـرد      ها را تا چه اندازه  مي        حال اين سوال مطرح است كه داده      
در مـورد پارامترهـا از دسـت        هـا     ها را خلاصه كرد كه اطلاعات داده        توان داده   بايستي گفت تا جايي مي    

 .شود  ناميده ميمينيمالي  ي بسنده آمارهها را خلاصه كند  اي كه تا حد ممكن داده ي بسنده آماره. نرود

)ي   آماره :2-4تعريف   )T X
�

 است اگر اولاً اين آماره بسنده باشـد و ثانيـاً            مينيمالي    ي بسنده    يك آماره  
)تابعي از آن باشد يعني  Tي  آمارهUي ديگر ندهي بس براي هر آماره )T K U=. 

ابطـه يـك   ي مينيمال باشند يك ر  بسندهT2 و T1 يكتا نيستند اما اگرمينيمالهاي بسنده   آماره -1 :نكات
 .به يك بين آنها برقرار است

) باشد و  مينيمالي    ي بسنده    يك آماره  T اگر   -2 )U K T=   و K          يك تابع يك به يك نباشد آن گـاه
U ي بسنده نيست يك آماره. 

 .كنيم  را بررسي ميمينيمالي  ي بسنده  زير روش بدست آوردن آمارهبه وسيله قضاياي

θ, بسنده است اگر و فقط اگر به ازاي هر         θ براي Uي   آماره :4-4قضيه   θ ∈Θ1 2   ، ( ; )
( : )

p x
p x

θ
θ

1

2
 تابعي  

 . باشدUاز
 )كفايت (:اثبات

( ; ) ( ; , ) ( ; ) ( ; , ) ( ; )
( ; )

p x u p x u p x
p x

θ θ θ θ θ θ θ
θ

= ⇒ =A A1
1 2 1 1 2 2

2
 

 بگيريم آن گاه  θ0 را برابر مقدار خاصθ2اگر

( ; ) ( ; , ) ( ; )p x u p xθ θ θ θ θ= ∀A1 1 0 0 1 
( , ) ( )g U h xθ θ= ∀1 1 

 . بسنده استθ برايUپس طبق قضيه تجزيه به عوامل 
  بسنده باشد آن گاه طبق قضيه تجزيه به عوامل داريم كه θ برايUاگر): لزوم(

( ; ) ( , ) ( ) ( ; ) ( , ) ( ; , )
( ; ) ( , ) ( ) ( ; ) ( , )

p x g u h x p x g u u
p x g u h x p x g u

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

= ⎫
⇒ = =⎬= ⎭

A� � �
� � � �

1 1 1 1
1 2

2 2 2 2
    ■ 
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} فرض كنيد  :5-4قضيه   }, ,..., kp p p= 0 1 P هي متشكل از    اي متنا    خانوادهk توزيع باشد كـه     1+

)در ايـن صـورت      . گاه يكسان هـستند     همگي داراي تكيه   ) ( )( ) ,....,
( ) ( )

kP x P xT x
P x P x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

0 0
 يـك آمـاره     

 . استθ برايمينيمالبسنده 
  :اثبات

( )
( ) ( ) ( ( ), ) ( ) ,....,

( )
( ) ( ) ( )

j
j

p x
p x p x g T x j h x j k

p x
p x p x h x

= = =

= × = ×

0
0

0 0

1

1 1
 

)لذا طبق قضيه تجزيه به عوامل      )T X
�

ي بـسنده      يك آمـاره   Uحال فرض كنيد   . يك آماره بسنده است    
 مينيمـال ي  ي بـسنده  ارهيـك آم ـ  Tباشد پـس   U تابعي ازT بايستي4-4طبق قضيه .  باشد   Pبراي
 ■   .است

oP⊃گـاه يكـسان و       ها با تكيـه     اي از توزيع     خانواده P فرض كنيد  :6-4قضيه   P اگـر .  باشـدT 
 . نيز هستمينيمالي   بسندهP بسنده باشد، آنگاه برايP و برايمينيمالي   بسندهoPبراي 
 ـ       oPراي ب Uپس.  است Pي بسنده براي     يك آماره  Uفرض كنيد : اثبات  Tذا نيز بـسنده اسـت و ل

 ■                                            .   ي مينيمال است  بسندهP برايT است، پسUتابعي از

,فرض كنيد : 7-4مثال   , nX X X…1  ـ    2 )صادفي از توزيـع    يك نمونـه ت , )N θ ي   يـك آمـاره   .  باشـد  1
 . پيدا كنيدθ برايمينيمالي  بسنده

0P { ( , ), ( , )}N Nθ θ= 0 11 1  
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

n
ni

ii
i

n
i

i

X
X n

i
X i

p x e e h X
p x

e

θ
θ θ θ θ

θ

θ θ

=
=

=

− −
− − −

− − =

∑
∑

= = =
∑

∑�
�

2
1 2 2

1 2 1 01
1 1

2
0 0

1

1
12
2

1 12

 

چون.  يك تابع يك به يك است      hكه
n

i
i

X
=
∑

1
 اسـت پـس   مينيمال بسنده 0P بسنده و براي   P براي 

)ي  براي خانواده , )N θ  . استمينيمالي   بسنده1
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, فرض كنيد  :8-4مثال   , nX X X…1 )يك نمونه تـصادفي از توزيـع       2 , )U θ θ− +
1 1
2 يـك  .  باشـد  2

)                       .   پيدا كنيدθ برايمينيمالي  ي بسنده آماره ) ( )( ) ( , )nT X X X=
� 1  

ــضيه  ــد :7-4ق ــرض كني ــانواده  X ف ــوزيعي از خ ــايي داراي ت ــارامتري-kي نم ــدپ ــن .  باش در اي
)صورت ,..., )kT T T=  براي اين خانواده است به شـرط آنكـه يكـي از             مينيمالي    ي بسنده    يك آماره  1

 :شرايط زير براي اين خانواده برقرار باشد
 . اين خانواده پررتبه باشد-الف
k فضاي پارامتري شامل     -ب )نقطه 1+ ) ( ) ( ), ,..., kη η η

� � �
0 بـه  . آورنـد   را پديد مـي    kE باشد كه فضاي   1

 . تعلق ندارندkEاين معني كه آنها به يك زير فضاي محض
)توان برقرار باشد آنگاه مي) ب(يا ) الف( اگر شرايط :اثبات ) ( ),..., kη η

� �
ــضاي    1 ــل فــ را در داخــ

)هاي    حال خانواده توزيع  . يافت كه مستقل خطي باشند    پارامتري چنان    ) ( ){ ,..., }kp p
η η

=
� �

0 0P   را در 

)گيريم كه در آن نظر مي )η
�

) يك تركيب خطي غيرمحدب از0 ) ( ),..., kη η
� �

 بنابراين.  است1
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )
( ) ,..., ,...,

( , ) ( , )

k k
k

r r r r r r
r r

k t tp x p x
T X e e

p x p x

η η η ηη η

η η
= =

− −⎛ ⎞∑ ∑⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �� �� ��
� �� �

1 0 0
1 1

1

0 0  

 و يا معادلاً

                     ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ) ,..., ( ) )
k k

k
r r r r r r

r r
W x t tη η η η

= =
= − −∑ ∑� � �

1 0 0

1 1
 

            
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

....
[ ,..., ] [ ,..., ]

....

k

k k
k

k k k k

t t t t B
η η η η

η η η η

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

#

1 0 0
1 1 1 1

1 1
1 0 0

 

)چـون .  است oP براي مينيمالي    ي بسنده   يك آماره  )iη
�

  هـاي    هـا مـستقل خطـي هـستند پـس سـتون           
B   نتيجه مستقل خطي و در B بنابراين. پذير است   وارون( ,..., )kT T1 براي oP است  مينيمالي     بسنده 

 ■                                   .  نيز هستمينيمال بسنده P بسنده است پس برايPو چون براي

, فرض كنيد:9-4مثال  , nX X…1يك نمونه تصادفي از ( , )N θ θ  در اين صورت.  باشند2
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ln( )
( ) { }

i ix x n
nx e e

πθ
θθ

− + − −∑ ∑
=

�

2 2
2

1 1 12
2 θP 

)بنابراين آماره , )i iT X X= ∑ ∑  است مينيمال بسنده θبسنده است و اين آماره براي θ براي2

)زيرا در اينجا فضاي پارامتري عبارت از , )η
θ θ

= −
� 2

1 1
2

  است و اگر نقاط

               ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )η η η= − = − = −
� � �

0 1 31 1 1 1 11 2 2 8 3 18 

 فوق عبارت است از    Bرا در نظر بگيريم آن گاه ماتريس        
⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

1 11 12 3
1 1 1 1
8 2 18 2

پذير اسـت      كه وارون  

                                                                ■   .   استمينيمال بسنده θبراي Tو طبق قضيه قبل

 مينيمال شفه براي بدست آوردن آماره بسنده -لهمن روش
}هاي  ه توزيع  خانواد :8-4قضيه   : }Pθ θ ∈Θ  با چگـاليpθ  اگـر .  را در نظـر بگيريـد( )T X

�
اي   آمـاره 

xباشد كه براي هر دو نقطه
�

y و
�

* در تكيه گاه
XS
�

  كه داشته باشيم

( , ) ( ) ( )K x y T x T y= ⇔ =
� �� �

) مستقل از )
( )

p x
p y
θ

θ
θ=�

�

 

 . استمينيمالبراي اين خانواده بسنده  Tآن گاه
)كنيم كه      ابتدا ثابت مي   :اثبات )T X

�
)افرازهاي ايجاد شده  توسط    .  يك آماره بسنده است     )T X

�
 را به   

}صورت | ( ) }tA x T x t= =
� �

tUفرض كنيد . دهيم   نشان مي  
�

حال .  باشد tA يك نقطه به خصوص در     
txاگر A∈

�
  باشد در اين صورت

} ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )t
t t t

t t

x A
T x T u p x K x U p u

U A θ θ
∈

⇒ = ⇒ =
∈

�
� � �� � �

�
 

( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ( ))T x T xp x K x U f U h x g T xθ θ θ⇒ = =
� �� � � �� �

 
)به قضيه تجزيه به عوامل،پس بنا  )T X

�
 . يك آماره بسنده است

  يك آماره بسنده ديگر باشد در اين صورتUحال فرض كنيد
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) θمستقل از  ) ( , ( )) ( )( ) ( ) ( , )
( ) ( , ( )) ( )

P x g U x h xU x U y K x y
P y g U y h y
θ

θ

θ
θ

= ⇒ = = =� � �� �� �
� � �

 

)لذا بنا به فرض  ) ( )T x T y=
� �

 ■               . استمينيمال بسنده T است پسU تابعي ازTييعن. 

, فرض كنيد  :10-4مثال   , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از توزيـع      2 , )Pa α θ       باشـند يـك آمـاره 
) برايمالمينيبسنده  , )α θپيدا كنيد. 

( ), ( , ) ( , )( ) ( ) ( )
( )

n nn

i xn
i i

i
i

p x I x I
x x

θ θ

α θ αθ
θ

θα θ α α+∞+
+=

=

= =∏
∏

� 101
11

1

 

( )
( )

( )
( )

( , ),
( ) ( )

, ( , )

( )
( )

. ( , ) ( , )
( )

( )

n

i n nxi
i in

i iyi
i

y Ip x
x x y y

p y I
x

α

α

θ

α θ

θα θ

+

=

+ = =

=

= = ⇔ =
∏

∏ ∏
∏

�

�

1

1

1
01

1 1
1 1 10

1

1  

)پس )( ) ( , )
n

i
i

T X X X
=

= ∏� 1
1

) يك آماره بسنده مينيمال براي , )α θاست    .                      ■ 

، روش تشخيص بـسندگي يـا عـدم         مينيمالهاي بسنده     ارههاي بسنده و آم      با توجه به رابطه آماره     :توجه
بـراي تـشخيص    .  يـك آمـاره دلخـواه باشـد        Tفرض كنيد . بسندگي يك آماره به صورت زير مي باشد       

پيـدا   Sلمينيمـا  شفه يـك آمـاره بـسنده    –، ابتدا توسط روش لهمن  Tبسندگي يا عدم بسندگي آماره      
 Tآن گـاه    .  نباشـد  T تابعي از    S بسنده است و اگر      T باشد آنگاه    T تابعي از آماره     Sكنيم اگر     مي

 ).برهان خلف: اثبات(يك آماره بسنده نخواهد بود 

 :1هاي فرعي آماره
) يك آماره  :3-4تعريف )T X

�
 را فرعي گوئيم هرگاه توزيع آن به پارامتر مجهول بستگي نداشته باشـد              

)و يك آماره )T X
�

]يم هرگاه را فرعي از مرتبه اول گوئ ( )]E T X cθ =
�

 . بستگي نداشته باشدθ و به 

ــال  ــر:11-4مث , اگ , nX X…1   ــان ــانواده مك ــك خ ــصادفي از ي ــه ت ــك نمون ) ي )f x θ− ــند  باش
)آنگاه ) ( )( ) nS X X X= −

�   يك آماره فرعي است زيرا1
                                                 
١ Ancillary statistics 
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,...,i iX Z i nθ= + =1 
iZداراي تابع چگالي ( )f xاست كه به θبستگي ندارد. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )n R nR X X F r P R r P X X r= − ⇒ = ≤ = − ≤1 1 
(max min ) (max( ) min( ) )i i i i

i n i n i n i n
P X X r P Z Z rθ θ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
= − ≤ = + − + ≤

1 1 1 1
 

( ) ( )( )nP Z Z r= − ≤1  
 ■    .ي استفرعيك آماره  R بستگي ندارد پسθكه اين احتمال به

,اگر: 12-4مثال  , nX X…1يك نمونه تصادفي از يك خانواده مقياس ( )xf
σ σ
  باشند آنگاه1

( ) ( , , ) ( ,..., )n
n

n n

X XS X Y Y
X X

−
−= =…

�
1 1

1 1 

  است زيرا σيك آماره فرعي براي

,..., ( , , ) ( ,..., )

( ,..., )

n
n

Y Y n n
n n

n
n

n n

X XF y y P y y
X X
X XP y y
X X

σ σ
σ σ

−
−

− −

−
−

= ≤ ≤

= ≤ ≤

…1 1
1 1

1 1 1 1

1 1
1 1

 

( ,..., )n
n

n n

Z ZP y y
Z Z

−
−= ≤ ≤1 1

1 1  

iكه در آن  
i

XZ
σ

) و = ) ( ) ( )
iZ Xf z f z f zσ σ=  بـستگي نـدارد   σ بنابراين احتمـال فـوق بـه     =

)پس )S X
�

 ■      . يك آماره فرعي است

آن . گيرنـد   ها مورد استفاده قرار مـي       هاي بسنده جهت كاهش بعد داده       دانيم آماره   گونه كه مي  همان: توجه
تواند اين كاهش بعد را تا حد ممكن انجام دهد كه هيچ تابع غيرثابت آن يـك آمـاره                     اي مي   آماره بسنده 

]فرعي نباشد يعني اگر ( )]E f T c= نتيجه دهد كه ( ) . .f T c a e=كه با كم كردن c  از طـرفين، 
 .شود تعريف آماره كامل حاصل مي
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 1كامل بودن: 5بخش 
,فرض كنيد  , , nX X X…1 }هـاي    يك نمونه تصادفي از خانواده توزيع  2 : }Pθ θ= ∈Θ P  باشـند 

)اگر )T X
�

}يند يك آماره باشد آنگاه گو      : }T TPθ θ= ∈Θ P  هاي توليد شده توسط       خانواده توزيع
 .است Tآماره

T خانواده- الف:1-5تعريف 
θ Pاگر براي هر تابعدين را كامل گو ( )h T داشته باشيم كه 

)1(        T P ( )[ ( )] . .TE h T h aeθ θ= ∀ ∈Θ⇒ =0 0 
)و آماره )T X

�
يعنـي  ( كامـل باشـد       Tهاي به وجود آمـده توسـط         اگر خانواده توزيع   يندرا كامل گو   

 ).اي كامل است كه در آن تنها برآوردگر نااريب صفر خود برآوردگر صفر باشد خانواده
T خانواده -ب

θ P    اگر براي هر تابع حقيقي كرانـدار       يند را كامل كراندار گو ( )h T    برقـرار   )1(رابطـه 
 .باشد
 كامل باشد آن گاه كامل كراندار نيز است اما عكـس ايـن مطلـب                T توجه كنيد كه اگر يك آماره      :توجه

 . يك آماره كامل باشد آنگاه هر تابع يك به يك آن نيز كامل استTو همچنين اگر. برقرار نيست

~فرض كنيد: 1مثال  ( , )X B θ 1
 ، نشان دهيد كه 2

} اگر-الف , , ,....}θ ∈Θ = 01 } آنگاه2 ( , ) | }B θ θ= ∈Θ
1
2  Pكامل است . 

* اگر-ب { , ,....}θ ∈Θ = 1 * آنگاه2 { ( , ) | }B θ θ= ∈Θ
1
2 Pكامل نيست . 

 :حل

[ ( )] ( ) ( )
x x

E h X h x h x
x x

θθ θ

θ
θ θ

θ
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ = ∀ ∈Θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑
0 0

10 0 02 

  -الف
( )
( ) ( ) ( )

h
h h h

θ
θ
= ⇒ =
= ⇒ + = ⇒ =

0 0 0
1 0 1 0 1 0 

: ( ) ( ) ..... ( )k h h h kθ = = = = =0 1      فرض        0

                                                 
١ Completeness 
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: ( )k h kθ = + + =1 1       حكم                0
( )

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )
k k

h h h k h k h k
k

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + + = ⇒ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

21 10 1 1 0 1 01  

( ) . .h x a e∴ =0 P  
  گردد مياز فرض حاصل ) 2(كه نتيجه 

 -ب
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,....
( ) ( ) , ( )

, ,....
x

h h h h a

h h h h a

a x
h x a a h

a x

θ

θ

= ⇒ + = ⇒ = − = −

= ⇒ + + = ⇒ = −

=⎧
= = =⎨− =⎩

#

1 0 1 0 1 0

2 0 2 1 2 0 2

0 2 1 01 3

 

aپس اگر  ■                                                     . يك خانواده كامل نيستP* آنگاه0≠

)به آمارهدهد كه كامل بودن به خانواده توزيع ها بستگي دارد و نه  مثال قبل نشان مي: توجه )T X
�

. 

 .يك متغير تصادفي گسسته با تابع احتمال زير باشد X فرض كنيد:2-5مثال 

( )
( ) , ,...x

x
p x

xθ
θ

θ
θ θ−

=⎧⎪= < <⎨
− =⎪⎩

2 2
1

0 1
1 2 3

 

 . يك آماره كامل نيست اما كامل كراندار استXنشان دهيد كه
 :حل

[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x

x x
E h X h x p x h h xθ θ θ θ θ

+∞ +∞
−

= =
= = = + −∑ ∑ 2 2

1 2
0 1 1  

( ) ( )( )x

x
h x hθ θ θ

+∞
− −

=
⇒ = − −∑ 2 2

2
1 1  

)با توجه به اينكه  )
( )

x

x
x θ

θ

∞

=

= +
−

∑2
0

1 1
1

 : داريم

( ) ( ) ( ) ( )
y x

y x y

y x y
h y h x h yθ θ θ

+∞ +∞ +∞= −
+

= = =
⇒ + = − + = −∑ ∑ ∑

2 1

0 0 1
2 1 1 1  
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( )
, , ,... ( ) ( ) ( ) , , ,....

( ) ( )
h

y h x x h x
h y yh

=⎧
⇒ = ⇒ = − − =⎨ + = −⎩

2 0 1 2 3 2 1 1 2 32 1  

] كامل نيست زيرا براي    Xبنابراين ( )]E h Xθ ) نتيجه گرفتيم كه  0= )h x )با قرار دادن (0≠ )h ≠1 0 .(
ــا ــر    Xام ــرا اگ ــت زي ــدار اس ــل كران ــاره كام ــك آم ) ي )h x ــد و ــدار باش ــابع كران ــك ت )ي )h ≠1 0 
limآنگاه ( )

x
h x

→±∞
= )بنابراين براي اينكه    . ∞± )h x         يك تابع حقيقي كراندار باشد بايـستي ( )h =1 0 

)باشد پس ) , , ,.....h x x= ∀ =0 1      ■     . يك آماره كامل كراندار استX بنابراين2

پـــارامتري پررتبـــه باشـــد آنگـــاه -kايي داراي تـــوزيعي از خـــانواده نمـــ X اگـــر:1-5قـــضيه 
)آماره ,..., )kT T T=

�  . براي اين خانواده كامل است1
 ■                                                      )            1 قضيه 4 .3 بخش TSHكتاب : (اثبات

)ت كه در توزيـع    توان نتيجه گرف    با توجه به قضيه فوق مي      , )N μ σ ) آمـاره  2 ) ( , )T X X S=
�

 و در   2
)توزيع , )B n θ آماره ( )T X X=

�
) و در توزيع      , )Be θ ) آماره 1 ) ln iT X X=∑�

هاي كامل     آماره 
 .الهاي ديگر در غير از خانواده نمايي در كتاب خوانده شودمث. باشند مي) مينيمالو بسنده (

)همچنين توجه كنيد كه اگر خانواده نمايي پررتبه نباشد آنگاه آماره           ,..., )kT T T=
� براي .  كامل نيست  1

)مثال , )N θ θ 2 . 

, فرض كنيد  :3-5مثال   , nX X…1    يك نمونه تصادفي از ( , )U θ θ در اين صورت به راحتي     .  باشد 1+

)شود كه   ديده مي  ) ( )( ) ( , )nU X X X=
� ) و يا معادلاً     1 ) ( )

( ) ( )( ) ( , )n
n

X X
T X X X

+
= −

�
1

1  يـك   2

) است و    θ توأم براي  مينيمالآماره بسنده    ) ( )( ) nS X X X= −
�  S يك آماره فرعـي اسـت و چـون         1

 .باشند  از يكديگر مستقل نميT وSاست پس  Tقسمتي از آماره

 دارد امـا آمـاره      θ تمام اطلاعات را در مورد پارامتر مجهـول          مينيمال توجه كنيد كه آماره بسنده       :توجه
اما در مثـال    . رسد كه بايستي از يكديگر مستقل باشند         ندارد و به نظر مي     θفرعي هيچ اطلاعي در مورد    

 .بالا چنين نبود
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ــضيه  ــو ( 2-5قـ ــضيه باسـ ــر : )1قـ ــراي     Tاگـ ــدار بـ ــل كرانـ ــسنده و كامـ ــاره بـ ــك آمـ  يـ
}خانواده : }pθ θ= ∈ΘP  باشد و V     يك آماره فرعي بـرايP    باشـد آنگـاه T و V    از يكـديگر 

 .مستقل هستند

)يك پيشامد باشد و قرار دهـيم         E فرض كنيد  :اثبات )E
w E

T w
w E
∈⎧

= ⎨ ∉⎩

1
 EI در ايـن صـورت     0

)يك متغير تصادفي كراندار است و      ) ( )EE I P E= .  دهيم كه براي هر مجموعه برل       حال نشان ميA 
)                        داريم كه          | ) ( )P V A T t P V A∈ = = ∈ 
) قرار مي دهيم  )E V A=   در اين صورت ∋

)               مستقل از                                        ) ( ) ( )EP V A P E E I θ∈ = = >∼ 

          ( | ) ( ) ( | ) ( ) [ | ] [ ]E EP V A T t P V A P E T t P E E I T t E I∈ = − ∈ = = − = = − 
)ستقل از                                               م )h t θ= 

( ) [ | ] [ ]E Eh T E I T E I= − 
( )h T    تابعي كراندار است و                     [ ( )] { [ | ]} { ( )}E EE h T E E I T t E E Iθ = = −   

( )
( ) ( ) ( ) . .E EE I E I h T a e= − = ⇒ =

3
0 0 P           

  پس.گردد  نتيجه مي Tناز كامل كراندار بود)  3(كه در آن 

■                               ( | ) ( ) . .P V A T t P V A a e∈ = = ∈ P  

 . استمينيمالاگر يك آماره بسنده كامل باشد آنگاه آن آماره بسنده : )2قضيه بهادر (3-5قضيه 
 باشــد، در ايــن مينيمــال يــك آمــاره بــسنده Tيــك آمــاره بــسنده كامــل و U فــرض كنيــد:اثبــات
)صورت )T K U=و بنابراين  

( ) [ ( | )] [ ( )] [ ( ( ))]E U E E U T E h T E h K Uθ θ θ θ= = =  
( )

[ ( ( ))] ( ( )) . .E U h k U U h k U a eθ⇒ − = ⇒ =
4

0 P  
 .گردد  نتيجه ميUاز كامل بودن) 4(كه در آن 

                                                 
١ Basu's Theorem 
٢ Bahadour's Theorem 
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   ( ) . .U h T a e⇒ = ⇒P . نيمال است  بسنده مي U             ■  

 باشـد آنگـاه آن      مينيمال توجه كنيد كه عكس قضيه بالا درست نيست يعني اگر يك آماره بسنده               :توجه

)هاي  براي مثال توزيع. دآماره ممكن است كامل نباش , )N θ θ ) و 2 , )U θ θ +1.  
 . آيا آماره كاملي سراغ داريد كه بسنده نباشد:سوال
) :جواب )P U c=   در اين صورت1=

[ ( )] [ ( )] ( ( ) )E h U E h c P h c= = ⇒ = =0 0 1 
Uپس c= نده نيستيك آماره كامل است ولي بس.                                                     ■ 

 پيـدا كنـيم ابتـدا در ايـن          Pبا توجه به قضيه بهادر، اگر بخواهيم يك آمـاره كامـل در خـانواده                  : توجه
اگر اين آماره كامل بود كـه مـسئله         . كنيم   پيدا مي  مينيمالخانواده طبق روش لهمن شفه يك آماره بسنده         

توان نتيجه گرفت كه در اين خانواده آمـاره بـسنده              است و اگر نبود آنگاه طبق قضيه بهادر مي         حل شده 
 .كامل وجود ندارد

 1توابع زيان محدب: 6بخش 
θفرض كنيد در برآورد پارامتر مجهول      ∈Θ برآوردگرD δ ∈) D   ر را در نظ ـ  )  كلاس كليه برآوردگرها

 بدست دهد كـه تـا       θمهمترين خصوصيت يك برآوردگر خوب آن است كه برآوردي را براي          . بگيريم
كنيم كـه بـا       گيري مي   ميزان اين نزديكي را با تابع زيان اندازه       .  نزديك باشد  θحد ممكن به مقدار واقعي    

)نماد , ( ))L Xθ δ
�

 شود و  نمايش داده مي
:L Θ×  D  [ , )→ +∞0  

 ( , ) ,
( , )

L
L if
θ δ θ δ
θ δ δ θ

≥ ∀
= =

0
0 

 :چند تابع زيان مشهور عبارتند از 
)                                تابع زيان درجه دوم يا مربع خطا            ) ( , ) ( )i L Tθ δ θ= − 2 

)                                         طلق                  تابع زيان قدر م ) ( , ) | |ii L Tθ δ θ= − 

                                                 
١ Convex Loss Function 
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)                                     LINEXتابع زيان  )( ) ( , ) { ( ) }aiii L T b e aδ θθ δ θ−= − − −1 
)چون تابع زيان بستگي به     )Xδ

�
 ـ             بـراي  . صادفي اسـت   دارد پس مقدار آن ثابت نيست و يـك متغيـر ت

باشـد بـا يكـديگر      مـي θمقايسه دو برآوردگر، اميد رياضي تابع زيان اين دو برآوردگر را كه تـابعي از                
 پس.  گويند1كنند كه به آن تابع مخاطره مقايسه مي

( , ) [ ( , ( ))]R E L Xθθ δ θ δ=
�

 
در ايـن بخـش ابتـدا توابـع محـدب را            در خصوص توابع زيان محدب قضاياي مهمي وجود دارد كـه            

 .كنيم معرفي و سپس اين قضايا را بيان مي

) را روي فاصله   ϕتابع حقيقي : 1-6تعريف   ),I a b= كه a b−∞ ≤ < ≤  محـدب گـوئيم هرگـاه       ∞
aبراي هر  x y b< < >δ و هر> <0   داشته باشيم1

( ( ) ) ( ) ( ) ( )x y x yϕ γ γ γϕ γ ϕ+ − ≤ + −1 1 
 .و آن را اكيداً محدب گوئيم هرگاه نامساوي اكيد باشد

)توان نشان داد كه توابع محدب، توابعي پيوسته روي  مي ),a bهستند . 
) روي ϕ اگر   –الف  : 1-6قضيه   ),a b پذير باشد آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكه             مشتقϕ  محدب 

 باشد آن است كه
( ) ( )x y a x y bϕ ϕ′ ′≤ ∀ < < < 

 .و اكيداً محدب است اگر نامساوي اكيد باشد
) روي ϕ اگر   –ب   ),a b  آنگاه شرط لازم و كافي براي آن كه         پذير باشد      دوبار مشتقϕ    محدب باشـد 

 آن است كه
( )x a x y bϕ′′ ≥ ∀ < < <0 

 ■                                                             .و اكيداً محدب است اگر نامساوي اكيد باشد

                                                 
١ Risk Function 
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يــك متغيــر تــصادفي  Xباشــد و Iبع محــدب روي يــك فاصــله بــاز يــك تــاϕ اگــر :2-6قــضيه 
)با )P X I∈ ) و اميد رياضي متناهي باشد آنگاه      1= ( )) [ ( )]E X E Xϕ ϕ≤   و اگرϕ    اكيداً محـدب 

 . ثابت باشدI با احتمال يك روي X بجز اينكه،استباشد آنگاه نامساوي اكيد 
 ■                                                                                               )تمرين: (اثبات

 صادفي ناثابت مثبت با اميد متناهي باشد آنگاه  يك متغير تXاگر: نتيجه

( ), (log ) log( ( ))
( )

E X E X
E X X

≤ <
1 1 

 .براي توابع زيان محدب قضاياي زير را داريم

ــضيه  ــضيه رائوبلاكــول (3-6ق ــوزيعي از خــانواده  X فــرض كنيــد):ق ــا ت ــصادفي ب ــر ت  يــك متغي
{ : }pθ θ= ∈Θ Dباشد و T  يك آماره بسنده برايDفرض كنيد.  باشدδ    برآوردگـري بـراي تـابع 

)پارامتري )g θ     باشد و تابع زيان( , )L dθ      يك تابع اكيداً محدب بر حسب d اگر. باشدδ   داراي اميد 
)                      و مخاطره متناهي , ) { ( , ( ))}R E L Xθ δ θ δ= < ∞ 

)باشد و قرار دهيم ) [ ( ) | ]g T E X Tδ=آنگاه  

( , ) ( , )R g Rθ θ δ< 
)بجز اينكه با احتمال يك ) ( )g T Xδ=باشد . 

)دهيم   قرار مي  :اثبات ) ( , )d L dϕ θ= و ( )Xδ δ=   و فرض كنيد |x tP  توزيع شرطي X     بـه شـرط 
T t= در اين صورت طبق نامساوي جنسن داريم كه. باشد 

( , [ ( ) | ]) { ( , ( )) | } ( , ( )) { ( , ( )) | }L E X T E L X T L g T E L X Tθ δ θ δ θ θ δ< ⇒ < 
)بجز اينكه با احتمال يك ) ( )X g Tδ  حال اگر از طرفين اميد رياضي بگيريم آنگاه .  باشد =

[ ( , ( ))] { [ ( , ( )) | ]} [ ( , ( ))] ( , ) ( , )E L g T E E L X T E L X R g Rθ θ δ θ δ θ θ δ< = ⇒ < 
)بجز اينكه با احتمال يك ) ( )X g Tδ  ■                                                     .     باشد=

آوردگر روي يك آماره بـسنده، برآوردگـري   گويد كه با شرطي كردن يك بر    قضيه رائوبلاكول مي   :توجه
گردد كه داراي مخاطره كمتري نسبت به برآوردگر اوليه است و اين يك توجيه مناسب براي                  حاصل مي 
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همچنين توجه كنيد كه از بـسندگي تنهـا بـراي ايـن             . باشد  هاي بسنده در برآورديابي مي      استفاده از آماره  
)استفاده شد كه بگوئيم      ) [ ( ) | ]g T E X Tδ= يك برآوردگر است و به پارامتر θ اگـر  . بستگي نـدارد

)در قضيه تابع زيان تنها محدب باشد آنگاه نامساوي به صورت , ) ( , )R g Rθ θ δ≤شود تبديل مي. 
) يك تابع محدب روي    ϕ فرض كنيد  :1-6لم   , )−∞  باشد كه از پـائين كرانـدار و  همچنـين غيـر              ∞+

 مينيمم مقدار   ϕكه   S مقدار است و مجموعه مقادير     مينيمم داراي يك    ϕدر اين صورت    . يكنوا است 
 . اكيداً محدب باشد اين مجموعه تنها يك نقطه استϕگيرد يك فاصله بسته است و اگر  خود را مي

 
 محـدب و غيـر يكنواسـت        ϕچون  : اثبات
limپس ( )

x
xϕ

→±∞
=  پيوسـته   ϕ و چـون     ∞+

چـون  . گيـرد    خود را مـي    مينيمماست مقدار   
ϕ حدب است، مجموعـه    مS     يـك فاصـله 

 ■                                 .      پس اين مجموعه بسته است، پيوسته استϕاست و چون 

) يك تابع محدب باشد كـه روي       ρفرض كنيد : 4-6قضيه   , )−∞  يـك متغيـر     Xتعريـف شـده و    ∞+
)تصادفي باشد كه   ) [ ( )]a E X aϕ ρ=  يكنـوا نباشـد     ρاگـر   . متنـاهي باشـد    a براي بعضي مقادير   −

)آنگاه )aϕ   اگر. گيرد   بسته مي   خود را روي يك فاصله     مينيمم مقدارρ      مينيمم اكيداً محدب باشد مقدار 
 .يكتا خواهد بود

limچـون : اثبات ( ) ,
P

t
t X a as aρ

→±∞
= +∞ − →±∞ → lim   پـس   ∞± ( )

a
aϕ

→±∞
=  ϕپـس  ∞+

  1-6حال كـه شـرايط لـم        . يكنواست) اكيداً( نيز   ϕمحدب است پس  ) اكيداً (ρغير يكنواست و چون     
 ■                                               .شود  حاصل مي1-6 برقرار است پس نتيجه از لم ϕبراي

)اگر) : تابع زيان درجه دوم    (:1-6مثال   )t tρ = ) و 2 )E X <  تابعي اكيداً محدب اسـت      ρ، چون 2∞

)پس  ) [( ) ]a E X aϕ = − a خود را در نقطهمينيمم مقدار 2 μ=كند  اختيار مي. 
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)اگر) : تابع زيان قدرمطلق خطا   : (2-6مثال   ) | |t tρ |) و = |)E X <  تابعي محدب است    ρ، چون ∞
)پس ) [| |]a E X aϕ = آورد كـه همـان        خود را در نقاط يك فاصله بسته بدسـت مـي           مينيمم مقدار   −
 . استXميانه

) متقارن باشد آنگاه     μ حول Xاشد و  زوج ب  ρ اگر   4-6 تحت شرايط قضيه     :1-6نتيجه   )aϕ  مينـيمم 
aخود را در μ=بدست مي آورد . 

cμاگر.  خود را بدست مي آورد     مينيمم مقدار   ϕ،  4-6 بر طبق قضيه     :اثبات  باشد  مينيمم يك مقدار    +
cμآنگاه cμباشد و در نتيجه كليه نقـاط در فاصـله            مي مينيمم نيز   − cμ تـا − باشـند    مـي مينـيمم  +
aپس μ= استمينيمم نيز .                                                                                    ■ 

 ) به عهده دانشجو kℜبعدي  kتعميم توابع محدب به فضاي(
 ) به عهده دانشجو8ها بخش  مبحث همگرايي (

 



 ٣٨ 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ااريبين    
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خواهيم برآوردگري را بدست آوريم كه براي تمـام مقـادير ممكـن پـارامتر، تـابع                   اي مي   در برآورد نقطه  
اما در عمل با توجه به بزرگي كلاس برآوردگرها چنـين امكـاني وجـود نـدارد،                 . مخاطره را مينيمم كند   

ال بدسـت آوردن    بنـابراين در آمـار هميـشه بـه دنب ـ         . يعني در آمار بهترين به معناي مطلق وجود نـدارد         
براي بدست آوردن برآوردگر بهينه دو روش زيـر         . برآوردگرهايي هستيم كه داراي خاصيت بهينه باشند      

 :بيشتر مورد توجه است 
  كلاس برآوردگرها به يك كلاس كوچكتر1محدود كردن -1

  كلاس برآوردگرهاي پايا-ب             كلاس برآوردگرهاي نااريب-الف
  بين برآوردگرها2 ترتيببرقراري يك نوع رابطه -2

  برآوردگرهاي مينيماكس-ب                        برآوردگرهاي بيز-الف

 3برآوردگرهاي نااريب: 1بخش

Tبرآوردگر  : 1-1تعريف Xهرگاگويند نااريب    را برا E T 
b نااريـب نباشـد   براو اگر برآوردگ E    را اريبـي 

Tبرآوردگ Xگويند در برآور  .      ■ 

( )
�

( ) γي     θ   هθ∀ ∈ ), Θ[ ( )] (Xθ γ θ=
�

)ر     )T X
�

)ي     )γ θ        مقـدار( )( ) θ [ ( )]T Xθ γ θ= −
�

)ر  )
�

)د  )γ θ

 .رد ممكن است برآوردگر نااريب موجود نباشدتوجه كنيد كه در بعضي موا

~(يد  . داراي هيچ برآوردگر نااريبي نيست نشان دهيد كه  فرض كن:1-1مثال  ( ,X B n θ( )γ θ
θ
1

( )
�

د  كني: حل

=

Tفرض X ينصورت   باشد، در ا يك برآوردگر نااريب 
θ
1

      ( ( )) ( ) ( )
n

x n x

x

n
E T X T x

x
θ θ

θ θ
−

=

⎛ ⎞
= ⇒ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑� 0

1 11 

( )( ) ( ) ( )
n

x n x

x

n
T T x

x
θ θ θ

θ
−

=

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1

10 1 1

                                                

⇒ −                     

 
١ Restriction 
٢ Ordering 
٣ Unbiased Estimators 
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 ميـل    و سمت راست بـه سـمت         T آنگاه سمت چپ معادله فوق به سمتحال اگر   
Tدهد  كند و نشان مي مي Xكند ي وجود ندارد كه در رابطه فوق صدق.          ■                                     

θ +→0( )0+∞

( )
�

{ :pθ

         
كه 

 را بـرآورد     تـابع حقيقـ هـ   در خانواده توزيـع    – الف: 2-1تعريف  
h اگر آماند گوي 1پذير Xكه   وجود داشته باشد بطوريE h 

)ي      P{اي    )γ θ= ∈Θθ

( )
�

∀θ   ره  ∈  ), Θ[ (Xθ )] (γ θ=
�

( )X   بـرا(UMVU) 2 مينـيمم   يكنواخت  بطور  را برآوردگر نااريب با واريانس      آما-ب
E اگندگوي hداشته   پارامت و براي هر برآوردگر نااري 

V                                باشيم كه  X 

δره   
�

( ) γي     θ

∀θر    ∈ ), Θ[ ( )] (Xθ �
( )h X
�

)   ب        ) γر θ

θ∀ ∈Θ       
γ θ=

( ( ( ( ))V h X))θ θδ ≤
� �

( )X  در   بـرا(LMVU) 3 مينـيمم   موضعي  بطور  را برآوردگر نااريب با واريانس      آما-ج
  پـارامت اگر اين برآوردگر نااريب بـوده و بـراي هـر برآوردگـر نااريـگويند 

V           داشته باشيم كه X                            ■     

δره   
�

( ) γي     θ

θ θ= 0( )h X
�

( ) γر  ب           θ

( ( )) ( ( ))V h Xθ θ               δ ≤
� �0 0

( )

 يافتن كـلاس كليـه برآوردگرهـاي        LMVU يا   UMVUيك روش براي بدست آوردن برآوردگرهاي       
 را بدسـت    LMVU يـا    UMVU است و سپس در اين كلاس برآوردگرهاي          يعني   نااري
 .كنيم براي اين منظور از لم زير استفاده مي. آوريم مي

γب   θγΔ

 بـصورت    باشد آنگاه كليه برآوردگرهـاي نااريـ يك برآوردگر ناارياگر  : 1-1لم  
ــي ــه در آن    م ــد ك ــت    Uباش ــفر اس ــب ص ــر نااري ــر برآوردگ ــ(  ه       يعن

 Va          و بعلاوه ) 

δ0( ) γب      θ( ) γب          θ

Uδ δ= ∀θي 0− ∈Θ

( )E Uθ =0( ) [( ) ] [ ( )]E U             r δ γ= − −2 2
0 θ

 
δ

 ■ .واضح است: اثبات

   هيمد ر ميقرا

              { ( ) , }U E Uθ θΔ = = ∀0 }Θ∋ و  0 ( ) ( ) , }Eγ θδ δ γ θ θΔ = = ∀ ∈Θ

                                                

. 

 
١ Estimable 
٢ Uniformly Mminimum Variance Unbiased  
٣ Locally Mminimum Variance Unbiased 
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 را بـه دسـت   براي استفاده از لم فوق در حل يك مسئله، ابتدا كلاس كليه برآوردگرهاي نااريـب         
 اگر اين مقدار مينـيمم بـه مقـدار. كنيم  يمم مي  مين آوريم و واريانس آنها را در يك نقطه ثابت            مي

آنگاه برآوردگـر  )  بستگي نداشته باشدو در نتيجه حل مسئله به مقدار مشخص   (بستگي نداشته باشد    
 بستگي داشـته    صورت اگر برآوردگر حاصل به       در غير اين  . استمورد نظر  پارامتر   UMVUحاصل  

 LMVUآنگاه اين برآوردگر    )  بدست آورد  و در نتيجه كمترين واريانس را در بعضي از نقاط           (باشد  
 . پارامتر مورد نظر وجود نداردUMVUدر اين حالت شود و  ناميده مي

( )γ θ

θ0          θ0

θ0

θ0

θ0

 ك متغير تصادفي گسسته با تابع احتمال زير باشد يXفرض كنيد : 2-1مثال 

( )
( ) , ,...x

x
p x

xθ
θ                     θ

θ θ−

=⎧⎪= 〈⎨
− =⎪⎩

2 2
1

0 1
1 2 3

〈 

) ف       UMVU  داراي برآوردگـر      بررسي كنيد كه آيا پارامترهاي ال
 هستند؟

( )γ θ θ=1  ب   (( ) ( )γ θ θ= −2 1

[ ( )] ( ) ( )( ( )) ( ) , ,....X U x x h x a xθ = ⇒ = − − = − =0 2 1 2

2

  هاي فصل قبل نشان داديم كه در يكي از مثال: حل

E U   1 2
:                         دهيم حال قرار مي.  يك آماره كامل نيست اما كامل كراندار استو نتيجه گرفتيم كه 

 
X

{ }( ) ( ) [ ( )]X I X E Xθδ δ θ= ⇒1 1 1

{ }( ) ( ) [ ( )] (X I X E Xθ

=

 )δ δ θ= ⇒ = 2
2 2 2 1− 

در هريـك از حـالات      . باشند   مي    به ترتيب برآوردگرهاي نااريب برا و   δ1پس  
 :باشد فوق، فرم كلي برآوردگرهاي نااريب به فرم زير مي

δ2       ي( )γ θ1    و( )γ θ2

*( ) ( ) ( ) , ,.i iX X U X iδ δ= − =1 2
*
i

.. 
θ آورد كه  بدست مي موقعي كمترين واريانس خود را در و  δ0

*( ) [( ) ] [ ( )]i i iUθ θV Eδ δ γ= − −0 0
2 2

0

[( ) ]iθ δ −0
2

( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )i i
x

E X U X x U x pθ θδ δ
+∞

=

⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ ∑0 0
22

1

θ 
Eو يا معادلا  Uاما .  مينيمم شود 

x 
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( )( ) ( ) ( )i
x

x a x p xθδ
+∞

=
= − −∑ 0

2

1
2

( ) [( ( ) ( )) ] ( ) ( ) ( )x

x
i g a E T x h x a a xθ

 

 .خواهيم پيدا كنيم كه مجموع بالا را مينيمم كند را مي aبنابراين مقداري از

θ)الف θ θ
+∞

−

=
= ⇒ = − = − + − −∑0

2 2 2 2 2
1 1 0 0

2
1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y

y

y y

y y

a a y

g a a a y a y

θ θ θ

2
02 1

θ θ θ θ θ θ

+∞

=

+∞ +∞

= =

= + + −

⎛ ⎞
′ = + + − = + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑ ∑

2 2 2 2
0 0 0

0

2 2 2 2
1 0 0 0 0 0 0

0 0

1 1

2 1 2 1 2 1 2θ0 

 

*( ) tan ( )
( ) y

y

g a cons t g a a
y

θ−

θ θ
+∞

=

θ
′′ ′= > ⇒ = ⇒ =

+ − ∑
0

1 1 1
2 2

0 0
0

0 0
1

* *( ) ( ) (X X a Xδ δ

0

  

(راين   =بناب − −1 1 1 2a1  بـستگي دارد يـك برآوردگـر         به مقدار     به دليل آنكه     
LMVU  استبراي . 

*θ0

θ

    -ب

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x

x

y

y

i g E X U X

a a x

a y

θθ δ

θ θ θ

θ θ θ θ

+∞
−

=

+∞

=

⎡ ⎤= ⇒ = −
⎣ ⎦

= + − + − −

⎡ ⎤
= + − + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

0
2

2 2

2 2 2 2 2
0 0 0

3

2 2 2 2
0 0 0 0

1

2

1 2

1 1

*

( ) ( ) , ( ) tan

( )

y

y
g a a y g a cons t

g a a

θ θ θ
+∞

=

⎡ ⎤
′ ′= + − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
′⇒ = ⇒ =

∑2 2
2 0 0 0 2

1

2 2

2 1

0 0
*a2

θ 2
01  

   
′ >0

θ0 ر ندارد بنابراين برآوردگ بستگي به چون 

* *( ) ( ) ( ) ( )X X a Xδ δ δ= − − =2 2 2 22 X 
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0 بلكه براي ك است كه واريانس را نه تنها براي برآوردگري نااريب براي   مينيمم 1
Tكند پ مي X برآوردگر UMVUب (  ■       .   است(

( )θ− ليه 21 θθ 0〈 〈

( ) *س 
−θراي 2 21

( )  برآوردگرهـاي   د كه چه برآوردگرهايي براي پـارامتشو  با توجه به مثال بالا اين سوال مطرح مي        
UMVUداراي برآوردگرهـاي   هـستند و همچنـين چـه توابـع برآوردپـذي UMVU هـستند  .

 . استدر اين قضيه  . شود جواب به اين سوال از طريق قضيه زير داده مي

γر         θ

( ) γر       θ

{ }( )Δ = 〈∞2Eδ δ

يــك متغيـر تــصادفي بـا تــوزيعي از خــانواده     فــرض كنيـد ): شـفه –قــضيه لهمــن ( 1-1قـضيه  
= در ايـن   .  باشـد   كلاس كليه برآوردگرهاي نااريـب صـفر        و    باشد و     ∋

 بـــراي اميـــد خـــود UMVU يـــك برآوردگـــر صـــورت شـــرط لازم و كـــافي بـــراي آنكـــه 
 : باشد آن است كه 

X

δ ∈Δ { :Pθ }θ ΘPΔ0

δ

( ) [ ( )E Xθ ]γ θ δ

(

=

)( ), ( ) ,Cov X U X Uδ θ= ∀ ∈Δ ∀ ∈00 Θ 

.  خواهـد بـود    LMVU يك برآوردگر    Tر قضيه قرار دهيم، آنگاه       را د   مقدار    اگر به جاي       :توجه
 Covهمچنين چون 

θθ0

) پس ) =E Uθ 0             ( )( ), ( ) [ ]X U X E Uδ = δ⇔ =0 0

(

     فرض كنيد):شرط كافي(  :اثبات

)( ), ( ) ,Cov X U X Uδ θ∀ ∈Δ ∀ ∈00
*

= Θ 

)ي  يعني .  باشد برآوردگر نااريب ديگري براو فرض كنيد  )γ δθ

* *[ ( )] [ ( )] ( ) [ ( ) ( )]E X E X E X Xθ θ θδ δ γ θ δ δ= = ⇒ − = ∀0

(

θ ∈Θ  
 بنابراين طبق فرض مساله داريم كه

) ( )
( )

* *

( )
* *

* *

( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ( ))

( ( )) ( ), ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

Cov X X X Cov X X V X

Var X Cov X X Var X Var X

V X V X V X V X

θ θ θ θ

θ θ θ θ

δ δ δ θ δ δ δ

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ θ

− = ∀ ∈Θ⇒ −

⇒ = ≤

⇒ ≤ ⇒ ≤ ∀ ∈Θ

1

0 0

( )X

=

 

 پارامتر UMVU برآوردگر پ. آيد از نامساوي شوارتز بدست مي) 1(كه در آن نامساوي 
 . است

δس 

( ) (Eθ )γ θ δ=
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ــرط لازم ــرض كنيــ):شـ ــر  فـ ــد و  بUMVU برآوردگـ  باشـ

  Cov                   خواهيم نشان دهيم كه  مي. 

)ـد  ( )Xδ ــراي )(ـ ) (Eθγ θ δ=

[ ( )]E U Xθ θ= ∀ ∈0( ( ), ( ))X U Xθ Θ=0

 ثابت 
δ

)                          دهيم              ر مي قرابراي يك مقدار )X λ*( ) ( )X X Uδ δ λ= +

( )X )* و  باشند پس   مي برآوردگر نااريUMVU  برآوردگر δچون  )Xδ( ) γب  θ

*( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) ( ( )) ( ( ), ( )

V X V X V X U X

V X V U X Cov X U X

θ θ θ

θ θ θ

δ δ δ λ

δ λ λ δ

≤ = +

= + +2 2
( ( )) ( ( ), ( )) ,V U X Cov X U Xθ θ

)
 

) 2(          λ λ δ θ⇒ + ≥ ∀ ∈2 2 0

( ( )) ( ( ), ( ))V X Cov X U Xθ θλ δ λ δ

λΘ ∀ 

+معادله    =2 2  است  يك معادله درجه دوم بر حسب 0

 است و در نتيجه بين اين دو ريشه  و كه داراي دو ريشه 

 برقرار باشد بخواهد براي تمام مقادير ) 2(نامعادله بنابراين اگر . علامت معادله منفي خواهد بود
 ■                         .     باشدCov باشد يعني بايستي بايست

λ

( ( ), ( )
( ( ))

Cov X U X
V X
θ

θ

)δλ −
=

2
2λ =1 0

δ

λ

λي  λ= =1 2 0( ( ),X U ( ))Xθ δ =0

( )  ه پارامترها و همچنين كلاس كلي    UMVU كلاس كليه برآوردگرهاي     2-1در مثال   : 3-1مثال  
 داراي هــيچ  را بدســت آوريــد و نــشان دهيــد كــه پــارامتر UMVUبرآوردپــذير داراي برآوردگــر 

 . نيستUMVUبرآوردگر 

γي    θ

θ

 كلاس كليه برآوردگرهاي نااريب صفر عبارت است از : حل

( ) ( ) , ,..., ( )U X a X X a U= − = = −2 1 2
( ) ( ( ), ( ))X Cov X U Xθ

1 
δ δ⇔ =0( ) (Eθ γ( برايMVU U برآوردگر  θ δ=

[ ( ) ( )] [ ( )( )]E X a X E X Xθ θδ δ= ⇔2 0 2 0

( )( ) { ( )( )}( ) ( )X X X X

⇔ −               − =

( )δ δ δ⇔ − = − − − =2 1 1 2 2 1
( ) , , ,.... , , ,....( ) ( )

ax xx x
b bx x
δ

δ δ
⎧ ⎧= =

⇒ = ⇒ =⎨ ⎨
= =⎩ ⎩

1 1 3 4 1 3 4
2 2

b( )X

−2 

   

   بـصورUMVUبنـابراين فـرم كلـي برآوردگرهـاي     .  يك ثابت دلخواه اسـت كه در آن   
 .است

δت  
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( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )x

x
E X a b a a b aθθ δ θ θ θ θ θ θ θ

+∞
−

=
= = + − + − = + − +∑2 2 2 2

3
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )a b a a b

γ θ−1 

  θ θ θ θ= − + − = − − + + −2 2 22 1 1

 ( )( ) ( )a b a a c

θ 21    
θ θ= + − − = + −2 21 1    

 داراي برآوردگــر  هــستند، ولــي UMVUبنــابراين تنهــا پارامترهــاي بفــرم فــوق داراي برآوردگــر 
UMVU نيست زيرا  

θ

( ) ( ) ( )a c c a c c aθ θ θ θ θ θ θ= + − ⇒ − + − + = ⇒ − + + =2 2 21 1 2 0 2 1 0  

                
( , )

a

c

c c

θ∀ ∈

⎧
=⎪

⎪
⇒ =⎨

⎪
⎪ + = ⇒ = −
⎩

01
0
0

12 1 0 2

                       

 ■                                                  .                                  خوريم كه به تناقض بر مي

 :  شفه–نكاتي در مورد قضيه لهمن 
 و همچنـين كليـه      UMVUتـوان كليـه برآوردگرهـاي         قـضيه مـي    با توجه به مثال قبل، بوسيله اين         )1

 را بدسـت آورد و تنهـا مـشكل آن بدسـت آوردن              UMVUپارامترهاي برآوردپـذير داراي برآوردگـر       
 .برآوردگرهاي نا اريب صفر است

{ } )اگر : دسيتعبير هن )2 )Eδ δ= 〈2Δ Δ ت زيرا  يك فضاي برداري اس آنگاه ∞

, , ,a b R a bδ δ δ δ∀ ∈ ∈Δ⇒ + ∈1 2 1 2

o

Δ 
〉اگـر قـ.  است  نيز يك زير فضاي      و   آنگـاه يـك ضـرب        〈

 خواهيم داشت و با توجـه بـه ضـرب داخلـي             داخلي روي   
 فاصل                      م كه فوق داري

,رار دهـيم            ), (Covδ ΔΔδ δ=1 2 1 2

Δ

δ

  ( , )d δ δ= 1 δ, ه2 δ

 

1 2

, ( )Varδ δ δ δ δ δ= 〈 − − 〉 = −1 2 1 2 1 2

اگر

               
 

  δ   UMVU          برآوردگر باشد آنگـاه بـه ازاي هـر δ ′∈Δ 
)داريم كـه       ) (V V )δ δ oحـال چـون     . ≥′ Uδ δ= − 
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)نتخاب كنيم كه  را طوري ا Uاهيم    مي ( , )o oV d Uδ δ= امـا بـراي   −
d)مينيم δ بايستي U    را تصويرoδدر زي  

ي. عمود باشدoΔبر زير فضاي 

                 , ) ( , )U U C Uδ− = ⇔ =0 0

)خو ) )V Uδ .    مينيمم شود=
,م كردن    )o U     ر فضايoΔ بنـابراين.  بگيريمo U δ بايـد      −

( oCov

 عني

           ovδ                                  ■ 

 UMVUور  بودن 

  

گر مي )3 يك برآ .توان استفاده كرد د شفه  براي اثبات عدم–از قضيه لهمن 

~فرض كنيد   : 4-1مثال   ( , )X U θ θ ) مي دانيم كه     1+ )T X X=ل بـراي         يك آماره بسنده مينيمـا

θامل نيست و     نشان دهيد كه  . است(S X        يك برآ وردگر نا اريـب θ 

 . UMVUEت كه 
 :      حل

( )T X   براي θك ) X= −
1
2

 آن نيستاس

[E h
 

sin( x

( )]

( )

dX dx
d

h h

θ θ

θ θθ

θ θ

+ +

= ⇒ = ⇒

− =

∫ ∫
1 1

0 0

1 0
)داراي اميد صفر  )h x

( )

( )

h x

⇒ +

      .

( )

( ) ( )

h x dx

h hθ θ θ

=

⇒ + = ∀ ∈ℜ

0

1
π= 2( اگـر  بـراي مثـال   هـستند 1بنابراين توابع متناوب با دوره تناوب       

)sin]آنگاه  )]E xπ =2 )sin)  اما   0 ) )P xπ = = ≠2 0 0 1. 

) (d 2( ( ( ) ( )E S X x x x x
θ

θ

θ
))X E θ θ

θ

+ +
= − = − = −∫

1
2 11 1 1 1 1

2 2 2 2 2 

( )) ( ( ) ( )) ( sin(Cov X E S X h X E X Xθ θ θ

=

))

=

( ( ),S X h π= = 2

sin( ) [ cos( ) sin(

( )cos( ) sin( ) cos( sin(

1

2

2 2

11 12 2 22 4
1 1 11 2 2 22 24 4

x x dx x x
x

)]

)2

x

)1

θ

θ

θ
π π π

θπ

θ πθ πθ θ π π
π π

θ θ
π π

+ +
= = − +

= − + + +

∫

 
−

cos( )πθ
π

= − ≠
1 2 02 

)پس  )S X  UMVUپارامتر X= −
1
 ■.       نيستθ برآوردگر2

ي برآوردگرهاي قضيه   شفه مي– ت)4 .را به صورت زير ثابت كردان يكتايوسط لهمن   UMVUتو
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كـــه بـــا گـــشتاورهاي دوم متنـــاهي داريـــم  Yو X بـــراي هـــر دو متغيـــر تـــصادفي:2-1لـــم 

ا
a bY

[ ( , )] ( ) ( )Cov X Y V X V Y≤2            ست اگر و فقـط اگـر ثابـت  موجـود   bو aهـاي    و تساوي برقرار 
(P X. 

 اگر :2-1قضيه  

+(كه  باشند بطوري =1

( )X

=

) براي UMVU يك برآوردگر  ) پـارامتر   δγ θباشـد ( )X δ برآوردگـر   آنگـاه   
) VU 1يكتاي )γ θاست . 
و برآور δفرض كنيد : اثبات

UMبراي 
دگر و  ) UMVU د ) پارامتر  δ ′γ θپس .  باشند 

)E E )3(            ( ) ( ( ), ( ) ( )V Vθ θ θ θδ δ θ δ δ θγ′ ′= = = ∀ ∈Θ 

[ ]θ Eدر نتيجه  δ δ ′− δ پس =0 δ   شفه –پس طبق قضيه لهمن .  برآوردگر نا اريب صفر است−′

[ ] [ ]

( )

( , ) ( ) ( ) ( )

Cov

Cov V V Vθ θ

( )

cov( , ) ( ) ( )o V Cov ( )Vδ δ δ δ δ δ δ δ′ ′ ′= − = − − ⇒ −
3

δ

δ δ δ δ δ

=

′ ′⇒ = =2 2            

كه  داريم 3-1يعني در نامساوي كواريانس حالت تساوي برقرار است پس طبق لم  
( )P a bθ δ δ ′= + )داريم كه) 3(و در نتيجه طبق 1= )Pθ δ δ ′= يكتا UMVU يعني برآوردگر 1=

                                                                     ■ 

cδبرآوردگر  : توجه .  براي اميد خود است، زيرا داراي واريانس صـفر اسـت        UMVU برآوردگري   =

 
                           .                  است

ثابت را كنار بگذاريم، براي يك تابع برآوردپذير             )حال اگر برآوردگ )γ θ         سـه حالـت زيـر پـيش 
 :آيد مي

حالت ا

رهاي 

 . نداردUMVU برآوردگر θ از  هيچ تابع غير ثابتي:ول
باشد، نشان دهيد كـه هـيچ تـابع غيـر                 داراي تابع احتمال زير X فرض كنيد متغير تصادفي      :5-1مثال  

  نداردUMVU برآوردگر θثابتي از 

θ +۱

 

( )

x

p xθ

θ θ−۱
۱ ۱ 

ابتدا كلاس برآوردگرهاي نااريب صفر 

۱
۳ ۳ ۳

 . آوريم  را بدست ميΔ0يعني 
                                                 
١ Unique 
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[ ( )] [ ( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

E U X U U U

U U U

θ θ θ θ

θ θ θ

= ⇒ − + + +

⇒ − + + + =

10 13
1 1

                           

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

U U U
U k U k

U U U k
U k U k U k

U U U

θ
θ
θ

= ⇒ − + + = ⎫
= +⎧⎪= ⇒ + + = ⇒ ∈⎬ ⎨ + + + + =⎩⎪= ⇒ + + = ⎭

]
0 1 0 1 0 31 0 1 2 0 1 2 02 1 2 3 0

=1 0

0

{ }( ) , ( ) , ( ) ( ) , ,0 3 3 1 3 2U U k a U k b U k a b k a⇒Δ = = + = + = − + ∈] 

 UMVU برآوردگر
)

b

,b ∈ℜ

  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) (

k U k a
U k U k

k U k a b

δ
δ δ δ

δ

=⎧
⎪⇔ ∈Δ ⇒ + + =⎨
⎪ + + = − +⎩

0

3 3
3 1 3 1

3 2 3 2
( ), ,

( ) ( )
( )

k
k k k
k

δ
δ δ
δ

=⎧
⎪ + = ⇒ = ∀ ∈⎨
⎪ + =⎩

]
3 1

3 1 1 1
3 2 1

              

        
      

≠ ≠
.

a b
a b+ ≠

⇒

0 0

)توا ند  يك برآوردگر ثابت است كه نميپس  ) γ براي  δθ نااريب باشد پس UMVUنيز نيست .  ■ 

دارايت  )-31مثال . ( هستندUMVUابت  برآوردگر تنها بعضي از توابع برآوردپذير غير ث: حال دوم

) هر پارامتر برآوردپذير :حالت سوم )γ θ داراي برآوردگر UMVUاست . 
طبـق قـضيه    . لاكـول اسـت          در اين حالت توسط قضيه رائوبUMVUيك روش براي به دست آوردن       

)باشد و θنده براي   يك آماره بس   Tرائوبلاكول اگر  )Xδ
�

) يك برآوردگـر نااريـب بـراي     )γ θ  باشـد 
ــاه  )آنگــ ) [ ( ) ]g T E X Tδ=  ت و ــ آمــــ ] يــ ( ) [ ( )] ( )E E Xθ θ δ γ θ= =

�
 و 

( )]Xδ
�

اوي برقرار است اگر 
)ب  )γ θبهبود ب  را مي توان با اميد شرط

�
g ــ اره اســ T[ك

[ ( )]V g T Vθ θ و فق>] ) ط اگر و تس )( )P g T ( )Xδ= =
�

 . 
بنابراين هر برآوردگر ن

1

خشيدااري  . ي نسبت به يك آماره بسنده 
ه ازاي هر برآوردگر نااريب اوليه              كه آيا ب )حال اين سوال مطرح است  )Xδ

�
   ز اميـد، برآوردگر حاصل ا   

 شرطي يكتا است؟ 
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 يـك آمـاره   T باشـد و   داراي توزيعي از خـا فرض كنيد :3-1قضيه  
 ـ       .  باشـد  بسنده كامل براي      داراي يـك و تنهـا يـك         ابع برآوردپـذيدر ايـن صـورت هـر ت

 . مي باشدTبرآوردگر نا اريب است كه تابعي از

}{ نـواده    :θP θ= ∈Θ XP

P    ر( )γ θ

دگر  دو برآور    وجود اين برآوردگر از قضيه رائوبلاكول بدست مي آيد و اگ:اثبات
  باشند آنگاه نا اري

)ر              )( )g T2

( )

g T1   و
γب  θ

[ ( ) ( )] ( ) ( )
completeness

E g T g T g T g T− = ⇒ =1 2 1 20       ■                     با احتمال يك  

 . توان بدست آورد از قضيه رائوبلاكول و قضيه قبل نتيجه زير را مي
 يـك آمـاره   T  باشـد و    داراي تـوزيعي از خفرض كنيد : 4-1قضيه  

 . باشدبسنده و كامل براي خانواده 
}{ـانواده         :θP θ= ∈Θ XP

P

 مخـاطره   يك برآوردگر نااريب وجود دارد كه به طور يكنواخـت  براي هر تابع برآوردپذي)الف
 . استUMVUاين برآوردگر در حالت خاص . كند  مينيمم ميرا براي هر تابع زيان محد

)ر      )γ θ

( , L(ب  dθ

ايـن  .باشـد   مـي  Tاست كه تـابعي از     حالت قبل همان برآوردگر نااريUMVU برآوردگر   )ب
 است به شرط آنكه مخاطره آن متناهي و تـابع زيـان اكيـدا محـدب                  مينيمم برآوردگر نااريب با مخاطره   

 ■ .باشد

)ب        )γ θ

( )

 . گويندUMRUاگر تابع زيان به غير از تابع زيان درجه دوم باشد، برآوردگر حاصل را : توجه

براي بدست آوردن هايي را    كند بلكه روش     را تضمين مي   UMVUقضاياي قبل نه تنها وجود برآوردگر       
 ايـن    در بـرآورد پـارامتTبا داشتن آمـاره بـسنده كامـل       . دهد   ارايه مي  UMVUبرآوردگرهاي  

 :ها عبارتند از روش
γر        θ

( )X ــف ــ)ال ــر نااري ــك براوردگ ــدا ي ــرا ابت ــي  ب ــين م ــورت     تعي ــن ص ــيم در اي كن
 . است پارامتUMVU برآوردگر 

δب   
�

( ) γي  θ

( ) [ ( )g T E X T ]δ=
�

)ر  )γ θ
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در اين  .  باشند و    U يك نمونه تصادفي از فرض كنيد :6-1مثال  

ــراي    صــ ــل بـ ــسنده و كامـ ــاره بـ ــك آمـ ــت و  يـ Eاسـ X ــس ، پـ

 باشـد آنگـاه     امـا.  اسـت   پارامتUMVU برآوردگر   

 و با احتمـال      باشد آنگاه با احتمال      پ.  خواهد بود  

 بنابراين. باشد  مي داراي توزيع يكنواخت در فاصله ، 

    , ,..., nX X X1 2( ,       )0θ θ( )γ θ = 2

)ـورت  )nT X=θ[ ] θ
=1 2

( ) [g T E X= ]T1( ) γر  θ( )nX T= =

X t

tاگـر       

X يا   1= t<1   ( )nX t =س اگر
n
1  ،X t=1

n
n
−1( ,0 X 1)t

        ( )( ) ( ) ( ) ( ) .n
t n ng t E X X t t

n n n
t− +

= = = + =1
1 1

2 2
1 

)پس  ) .n Tg T
n
+

=
1

)θ ■                          .     است پارامتر UMVU برآوردگر 2 )γ θ = 2

( )  بـا حـل    تـابع برآوردپـذيUMVU يكتا است، پـس برآوردگـر   UMVU چون برآوردگر  )ب

 .             آيد معادله زير بدست مي

γ ر   θ

[ ( )] ( )E g Tθ γ θ θ    = ∀ ∈Θ

)                  در مثال قبل داريم كه    :7-1مثال  )( ) ~ ( , ) ( )nXX n nBe n E
nθ θ

⇒ =
+

1 1

          ■        θ
2  E  ofis UMVU   ( ) ( )( . ) .n X n n X nE

n n
θ+ +

⇒ = ⇒
1 1

2 2 2

, ,..., nX X X1 2( ,B

      

 UMVUبرآوردگـر   .  باشـند   يك نمونه تصادفي ازفرض كنيد: 8-1مثال  
 . را بدست آوريدپارامت

         )θ1

)ر  ) ( )γ θ θ θ= −1

(كه   مي: حل Tدانيم X است آماره بسنده و كامل براي    . ~ ( ,
n

i
i

B n
=

= ∑
1

θ θ

    
[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
t n t

t
n

t n

t

n
E g T g t

t

n
g t

t

θ θ θ θ

θ θ θ
θ

−

=

−

=

⎛ ⎞
= − ⇒ − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

⇒ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑

∑

0

1

0

1 1

11

θ θ

−

1
               

θβ  بنابراين1 و  در اين صورت قرار مي دهيم  
θ

= >
−1 0βθ

β
=

+1θ
β

− =
+
1

1
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( ) ( ) ( )
n n

t n n

t u

nt u
t

t

n n
g t

t u

n
t

β uβ β β
β β

β β

−
−β − +

= =

−= +

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= ∀ >⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∑

∑

2
1 2

0 0
11

1

21 11 1
2 01

1

  

,
, ( )( ) ( ) ,...,( ) ( ),,

( )

t n
t nn t n tg t g t t nt t n t n nt nt n

n n n
t

⎧
=⎪ ⎧⎪ =−⎛ ⎞ ⎪ −⎪⎜ ⎟⇒ = = ⇒ = =⎨ ⎨− −⎝ ⎠ −≠≠⎪ ⎪

−⎛ ⎞⎪ ⎩
⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

0 0
0 02

01 100 1

)س پ   )( )
( )

T n Tg T
n n

−
=

−1( ) θرامتر  ■.   است پاUMVU برآوردگر  −θ1

 
  به عنوان سمينار براي دانشجويان2-4 و 2-3، 2-2هاي  بخش

 
 )  رائو-نامساوي كرامر  (1 نامساوي اطلاع:5خش ب

 بـا گـشتاور    و  تابعي از    باشد يك برآوردگفرض كنيد   
 دوم متناهي باشد، در اين صورت طبق نامساوي كواريانس داريم كه 

δ  ر( )g θ  ه ك)( ) (E gδ )(و = ,xψ θθxθ

)1            (                          [ ]( , )
( )

( )
Cov

r
Var

δ ψ
δ

ψ
≥

2

( )

Va 

 بـستگي نداشـته   خواهيم سمت راست نامساوي فـوق بـه         مي Vبراي يافتن يك كران پايين براي     
Eباشد و  gبستگي داشته باشد . 

δδ

)(حداقل به ) (δ θ=

  تنهـا از      بـستگي بـه    Coشـرط لازم و كـافي بـراي آن ك:  )1974 2بليـت  (1-5قضيه  
 Cov داشته باشد آن است كه  طري

( ,v δ(ـه           ψδ

)ق )g θ  ( , )U Uψ = ∀ ∈ 0

{
Δ0

:{                       كه در آن    ( ) , ( )U E U E Uθ θ θΔ = = < ∞ ∀ ∈Θ2
0 0

                                                 
١ Information Inequality 
٢ Blyth 
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. نا اريب باشند در اين صـور هر دو براي و  فرض كنيد  )كفايت (:اثبات
Co و Co .يعنE E 

 وابـسته     بـه      تنها از طريCoپ Coنتيجه 
 .است

δ1δ2( )g      θ        تδ δ− ∈1 2

)

Δ0

ــس )vپ ,δ δ ψ1 ــه2 − نتيج =0( , ) Cov )در , )v δ ψ δ ψ=1 )ــي از 2 )( )δ δ1 2=

) كه   , ( , ) (گرفتيم Cv ovδ ψ δ ψ=1 )س2 ,v )δ ψ     ق( )E δδ

ــزوم( ــ):لـ ــCo فـــرض كنيـ ــا از طريـ ــه  تنهـ ــد بـ ــسته باشـ .  وابـ
  پس 

( ,v δ(د ψ( ) (g E θ(ق  δ=δ

)چون )( )E U gδ θ

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , )

Cov Cov U U

Cov Cov Cov U

Cov U U

+ =

δ ψ δ ψ θ

δ ψ δ ψ ψ

ψ θ

= + ∀ ∈Θ ∀

⇒ = +

⇒ = ∀ ∈Θ ∀ ∈Δ

0

00

∈Δ

 

 :اطلاع فيشر
 . نمودارهاي زير را در نظر بگيريد

 
θ دهد؟  به ما مي در كدام حالت اطلاع بيشتري در مورد پارامترXمشاهده: سؤال

X .دهد  به ما اطلاع بيشتري ميمشاهده) ب(بدن شك در حالت : جواب

 در مـورد   به ما    بيشتر تغيير كند، مشاهده   به مقدار ديگر  از يك مقدار   Xپس هر چه تابع چگالي    
 حال توجه كنيد كه . دهد اطلاع ميبيشتر  مقدار پارامتر

θθX

θ

            
( ; ) ( ; ) .

( ; )
P x p x

p x
θ θ

θ
⎡ ⎤+ Δ −

= ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

1  
 Xمقدار تغيير نسبي در چگالي در نقطه

Δ به اندازه به ازاي تغيير پارامتر 
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( ; ) ( ; )lim .

( ; )
P x p x

p x
θ θ⎡

θΔ→

⎤+ Δ −
= ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦0

  X در چگالي در نقطه1 ميزان تغير نسبي1

                     
( ; )

ln ( ;
( ; )

p x
p x

p x

θ
θ
∂

)θ
θ θ

∂∂= =
∂

      

نامند و به آن اطلاع       دارد مي  در مورد پارامتر   X دوم اين تغيير نسبي را ميزان اطلاعي كه        ميانگين توان 
 فيشر گويند يعني

θ

( ) ln ( ; )X
pI E p X p
p
θ

θ θ
θ

dθ θ μ
θ

⎛ ⎞′∂⎡ ⎤= = ⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∫

22
 

 را از نقاط همـسايه   توان    شود آنگاه مي   بيشتر   توجه كنيد كه هر چه اين اميد رياضي در يك نقطه            
 .تر برآورد كرد  دقيق را در نقطه بهتر تشخيص داد و بنابراين 

θ0θ0

θθ θθ= 0

 :حال فرض كنيد شرايط زير برقرار باشند
) يك زير فاصله باز از اعداد حقيقي باشد ) الف )R ΘΘ⊆

P Sگاه يكسان    داراي تكيه  هاي    توزيع) ب x  بـستگي    بـه 
 .نداشته باشد

{ } *باشند و بنـابراين        | ( ; )X p x θ= >0θ θ

)  . موجود و متناهي باشد براي تمام ج
θ
∂
∂

θ ∈ ( ;p x )θΘ

)) د ; ) ( ; )p x d p x dθ μ θ
θ θ
∂ μ∂

=
∂ ∂∫ ∫ 

ln) هـ ( ; )E p x θ θ
θ
∂⎡ ⎤ > ∀ ∈⎢ ⎥∂⎣ ⎦

2
0 Θ 

]         :شيم كهδ  داشته بابراي هر برآوردگر ) و ]E p dθ θ p dθδ δ μ δ
θ θ θ
∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂∫ ∫ μ

 . گويند2اين شرايط را شرايط نظم

گر قرار دهيم ل ا )حا ; ) ln ( ;x p )xψ θ θ
θ
∂

=
∂

( )E Uθ =0

                                                

  داريم كه  كه U آنگاه براي برآوردگر 

 
١ Relative Rate 
٢ Regularity Condition 
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( )
( ) [ ln ] [ . ln

( , ln )

و
E U U p d U p p d E U p

Cov U p

]θ θ θ θ

θ

μ μ
θ θ θ θθ

θ

∂ ∂ ∂
= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

∂
=

∂

∫ ∫0 ∂

 

 همچنين چون.  برقرار است1-5بنابراين شرايط قضيه 
( )

ln ln ( )
د

E p p p d p d p dθ θ θ θ θμ μ μ
θ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ 1 0

θ
= 

              پس
( )

( , ) ( ) [ ] (
و

ov E p d p d E gθ θ θ )C δ ψ δψ δ μ δ μ δ
θ θ θ
∂ ∂ ∂ ′= = = = =
∂ ∂ ∂∫ ∫ θ  

 .شود به صورت زير تبديل مي) 1(نامساوي بنابراين 
[ ( )] [ ( )]( )

( )
ln ( ; ) X

g gr
I

E p x
Va θ θδ

θ
θ

θ

′ ′
≥ =

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

2 2

2

ln ( ; )p x

 

بـه كـران پـايين بدسـت آمـده بـراي            .  رائو گويند  – اين نامساوي را نامساوي اطلاع يا نامساوي كرامر         
جود  مو توجه كنيد كه اگر مشتق دوم       . گويند) CRLB( رائو   –واريانس، كران پايين كرامر   

  آنگاه

θ

pباشد و d p dθ θμ μ
θ θ
∂ ∂

=
∂ ∂∫ ∫

2 2

2 2

( ) ln ( ; ) [ ln ( ; )]XI E p x E p xθ θ θ
θ θ
∂ ∂⎡ ⎤= = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

2 2

2

   , , , nX X X…1 2:pθ

 

 باشـند آنگــاه   يــك نمونـه تــصادفي از تـوزيعي بـا چگــالي   حـال اگـر

 در مـورد   را ميزان اطلاع فيشر كه نمونه تصادفي    

 . دارد، گويند

θ ∈Θ

( ) lnI Eθ ( , )p Xθ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦�

2

θ
∂

=
∂

, , ,X X X…1 2 n

θ

( ) ( )

( ) ln ( ; ) [ ln ( ; )] [ ln ln ( ; )]

[ ln ( ; )] [ ln ( ; )] [ ln ( ; )] (

n

i
i

n

i X
i

I E p X V p X V p X

V p X nV p X nE p X nI

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ
θ θ θ

)θ θ θ
θ θ θ

=

=

∂ ∂ ∂⎡ ⎤= = =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂

∏

∑

� �

1

2

1

2 3 2
1 1

1

iX

θ=

 .گردد ها نتيجه مياز همتوزيع بودن ) 3(از استقلال و ) 2(كه در آن 
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 باشـند،    يـك نمونـه تـصادففـرض كنيـد: 1-5مثال  

CRLB     بدسـت آورده و آن را بـا واريـانس برآوردگـر      را براي واريانس برآوردگر نااريب 
UMVUمقايسه كنيد پارامتر . 

     , , , nX X X…1 2( , ), Nي از توزيـع          Rθ θ ∈1

( )g θ θ= 2

θ 2

( ) ( )g gθ θ θ′= ⇒ =2 2θ 

ln ( ) ln( ) ( ) ln ( )
n

i
i

f x x f xθ θπ θ
θ=

∂
= − − − ⇒ = −

∂
∑

2
2

2
1

1 12 12 2 

( )( ) ( )XI nI n CRLB
n n
θ θθ θ⇒ = = ⇒ = =1

2 22 4

~ ( ,
n

i
i

N nθ
=

=∑
1

 

n(خــانواده Sدر ايــن  Xاســت و  آمــاره بــسنده و كامــل بــراي T  

V       است و  برايUMVUبرآوردگر  T          ■ 

θS n
n
−

=
2

2

θ 2 
?

( ) CRLB
n nn
θ θ

= + > =
2 2

2
4 2 4

, , , nX…1 2 X فرض كنيد  :2-5مثال   X              باشـند     يك نمونـه تـصادفي از توزيـع نمـايي بـا پـارامتر  .

CRLB     بدست آورده و آن را با واريانس برآوردگرهاي          و  را براي واريانس برآوردگرهاي نااريب 

UMVUمقايسه كنيد . 

θ

θ
θ
1

ln ( ) ln ln ( )

( ) ln ( ) ( )X

x xf x f x

nI E f X I

θ θ

θ θ

θ
θ θ θ θ

θ θ
θ θ θ θ

∂
= − − ⇒ = −

∂

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= − = − − = ⇒ =⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
1

2

2 2 3

2
12 2 2 2

1 2

1 2 1
θ 2

 

( ) ( )g g CRLB
nn
θθ θ θ

θ
′= ⇒ = ⇒ = =

2
1 1 2

 الف(    11

( )is UMVUE of V T CRL
n
θθ= ⇒

2
T X B= =

( )
( ) ( )g g CRLB

n n

θ
θ θ

θ θ θ θ

−−′= ⇒ = ⇒ = =

22

2 2 2 2
11 1

2
 ب( 1

( )
( )i

nT is UMVUE of V T C
X n nθ θ θ
−

= ⇒ =
−∑ 2 2

1 1 1 1
2

 RLB> =



نااريبي:  فصل دوم  56 

 رائو مطرح است اين است كه چه موقع نامساوي بـه مـساوي    –يك سوال كه در مورد نامساوي كرامر          
 برابـر   CRLBرآوردگرهـاي نـااريبي واريـانس برآوردگـر بـا           شود و يا به عبارتي براي چـه ب          تبديل مي 

)θ

 .شود مي
) برآوردگري باشد كـه  Tفرض كنيد شرايط نظم برقرار باشد و     : 2-5قضيه   ,V T θ∀ ∈Θ< ∞ . 

)در اين صورت   )V T CRLBθ ابع چگالي        = ) اگر و فقط اگ )p xθ         ك  مت

( ) ( ) ( ) ( )c T x Be h xθ θ−=

)θ

ع ت لق به خـانواده نمـايي يـر
 .پارامتري زير باشد

( )p xθ 

[ ] ()در ايــن حالــت
( )

BX
c

( ) (g E Tθθ
θ
′

= =
′

( ) ( ) ( )I c g θ′ و θ θ′=يعنــي تنهــا در . (باشــد  مــي

نمايي بفرم فوق بفرم فوق  واريانس برآوردگر نااريب               خانواده )هاي  )g θ   بـا 

 :اثبات

 و تنها براي توابع پارامتري
CRLBشود  برابر مي(. 

ln ( ), ( )f X T Xθρ
θ
∂⎛ ⎞⇔ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2   رائو برقرار است– تساوي در نامساوي كرامر 1

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ln ( ) ( ) ( ) ( )

ln ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (

( )

( ) ( )

c T X B R X

c T X B

f X a T X b

)

f X T X a d b d

T X c B R X

f X e

f x e h X

θ

θ

θ θ
θ

θ θ
θ

θ θ
θ
∂

θ θ θ

θ θ

− +

−

θ

⇔ = +
∂

⇔ = +

= − +

⇔ =

⇔ =

∫ ∫

 

( ) )در اين خانواده )( ) ( )
( )

Bg E T X
cθ

θθ
θ
′

= =
′

  و 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ( ) ( ) ( )]
( )

c B B cI E c T X B
c

θ θ θθ θ θ
θ

θ′′ ′ ′′ ′−′′ ′′= − − = −
′
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

B c g c
C

θ θ θ θ
θ

′′⎡ ⎤ ′ ′ ′= =⎢ ⎥′⎣ ⎦
                                        

اي كه داراي ميانگين و   نشان دهيد كه تنها توزيع گسسته      :3-5مثال  
CRLB

■ 

) واريانس يكـسان اسـت و           )V Xθ 
 .شود توزيع پواسون است  برابر ميدر آن با 

( ) ( )E X V X θ= =

=
1 1(*)

( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X

g

V X CRLB
I I g c c

θ θ

θ

θ

θθ
θ θ θ θ θ

=

′
= ⇔ = = =

′ ′ ′

2 1 

(*)
(ln ) ( )( ) ( ) ln ( ) (x Bc c p x e θ θ

θθ θ θ
θ

−′⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 

كه در آن

)h x

)اما  . آيد   بدست مي  2-5از قضيه   ) (*     )( ) ( ) Bg E Xθ
′+ θθ θ
θ

= = = 1
( )B ′θ پس   يـا   1=

( )B θ θ= و در نتيجه ( ) !h x x=  پس 
θ

)اگر  :  )h ζتق پذي[ ][*( ) ( ) (I I h hζ ζ LB امـا    =′

( )
!

x ep x
−

θ
θ

x
=  ■ 

قضيه

                                     

  5-3θ ر باشد آن گـاه      h و = ζ([ مش 2CR 
برآوردگرهاي   رامترهـا تغييـر          . ( يكـي اسـت    و براي واريان

 .)كند نمي

:    اثبات
2 2

 بـا تبـديلات روي پاCRLBيعنـي   θ ζس 

                                  ( ) ln ( ) ln ( ).I E f X E f Xζ θ
θζ

ζ ζ ζ
⎡ ⎤ ⎡∂ ∂

= =⎢ ⎥ ⎢∂ ∂⎣ ⎦ ⎣
 ⎤∂

⎥∂ ⎦

                   ( )ln ( ) [ ] ( )E f X I hθ
θ θ ζ

θ ζ
∂ ∂⎡ ⎤ ′= = ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

2 22  

 [ ] [ ] ( ) ( )E T E T g hθ θ ζ
ζ θ ζ

∂ ′ ′= =
∂

 

[ ]

∂ ∂
∂ ∂

 
■

 

[ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )[ ( )]

g g h g
CRLB CRLB

I II hζ θ
ζ θ ζ θ
ζ θθ ζ

′ ′ ′ ′
⇒ = = = =

′

2 2 2

2   

ال  فـــرض كنيــ: 4-5مث

  

ـالي        ـــ

x

 متعلـــق بـــه يـــك خـــانواده نمـــايي بـــا تـــابع چگــXـد 
( ) ( ) ( ) ( )C T x Be hθ θ−=( )p xθ    باشد و فرض كنيد [ ]X( ) ( )g E Tθθ  در ايـن صـورت نـشان        =

[ ] )دهيد كه   )
( )Var T

θ =
1I g. 
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]                : حل ] [ ]( ) ln ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( )I V p X V c T X B c V Tθ θ θ θθ θ θ θ
θ
∂⎡ ⎤ ′ ′= − =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

2 (′

[ ]
( )I θ ( )( ( )) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )[ ( )]

cI g V T
g V Tg

B c g gSince V T
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θ
θ

θ

θθ
θθ

θ θ θ θ
θθ

′⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥′′ ⎣ ⎦

⎛ ⎞′′ ′′ ′−
=⎜ ⎟′′⎝ ⎠

2

2

2

 

 در حالت چند پارامتري)  رائو-كرامر(نامساوي اطلاع : 6بخش 
)در اين قسمت , , k

=

1

θ(كنـيم   فرض مـي       θ ′θ = …
�  باشـد و شـرايط نظـم را بـه صـورت زيـر در نظـر1

 :گيريم مي
                  

RΘ باشد،  يك گوي باز در فضاي Θ -الف ⊆. 
P( ) }x >

kRk

θهاي   توزيع -ب
�

Xباشـند و بنـابراين      داراي  θ
�

 بـه    0
�

ان  يكس     بـستگي *تكيه گاه { |S x p=θ   
 .نداشته باشد

)  -ج )
i

f xθθ �
, براي هر ,...,i k=1  و براي2

( -د ( )d x

∂
∂

θ تمام  ∈Θ
�

 . موجود باشد

, ,..., ( ) ( ) (
i i

i k f x d x f xθ θμ μ
θ θ
∂ ∂

∀ = =
∂ ∂∫ ∫� �

1 2  

) -هـ ),x iθتقل خطي باشن ∂ ln , ,...,
i

f k
θ

=
∂ �

1 د2  . مس

)T براي هر برآوردگر–و  )g θ  داشته باشيم كه  پارامتر 

, ,..., [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
i i i

i k E T X x T x f x dθ θθ θ
∂ ∂ ∂

∀ = = =
∂ ∂ ∂∫�

1 2

( ) )ij
k k
I I

( ) ( )T x f x d μ μ
θ ∫ �

xθ
�

 
( ( ) θ ماتريس:1-6تعريف θ

×
=

� �
  كه در آن

( ) ln ( ), ln ( ) [ ln ( ) ln ( )]ij
i j i

I Cov f X f X E f X f Xθ θ θθ
θ θ θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ � � ��

 
j⎠

θ
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θيشررا ماتريس اطلاع ف   
�

)برقرار باشد آنگاه ) هـ(توان نشان داد كه اگر شرط         مي.  گويند  )I θمـاتريس    
�

 

⎛م ⎞
′≤ =0

نباشـند           مربوطـه وابـسته 
آنگـاه                 ) د(و  ) ج(همچنين اگر در       مرتبـه دوم عـوض بتوان

اتريس واريانس كواريانس معين نامنفي اسـت         (معين مثبت است     )زيرا )i i
i

X a a
=

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ � �1
 

.) و در صورتي معين مثبت است كه 

توان نشان داد كه  مي
                              

( ) ln ( )ij
i j

I E f Xθθ
θ θ

⎡ ⎤∂
= − ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦��

2
 

,توجه كنيد كه اگر 

J =

 

شرايط

n
V a

خطـي 
 كـرد، 

Σ

ر تـصادفي متغيرهاي تصادفي بردا         
 مشتق مرتبـه اول را بـا مـشتق 

)k  تغيير پارامتر زير را داشته باشيم ),..., , ,...,i i kh iθ ζ ζ ζ= =1 2 1 و  2

kدهيم قرار k
j ij

ζ× ⎢ ⎥
∂⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡iθ  آنگاه  ⎤∂

( ) ( )
* ( ) ln ( ) ln ( )
ij

i j
I E p X p Xθ ζ θ ζζ

ζ ζ

⎡ ∂ ∂
= ⎢

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦�
 ⎤

⎥

 
*

ln ( ) ln ( ) .

( ) ( )

k k
r

r ir
E p X p X

I JI J

θ θ
j

θ θ
θ θ ζ ζ

ζ θ

= =

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

′⇒ =

∑∑ A

AA

��

1 1
 

 فرض :1-6مثال 

∂
∂

  پارامتري بفرم زير باشدk دارا چگالي از خانواده نماييXكنيد

( ) ( ) ( )
k

j
c T x Bθ θ−⎡ ⎤∑

⎢ ⎥⎣ ⎦

, ,..., ( ( ))i ii k E T

ي

( ) ( )
j j

p x e h xθ
=⎢ ⎥= ⎢ ⎥

� �1 

=Xτو قرار دهيم   =1 ) در اين صورت 2 )I Cτ −=
�

C 
( ,..., )kT T1است . 
( ), ,...,j jc jη θ= =
�

1  

( ) )

( )

k
T x

h x
η η⎡ ∑

⎢ ⎥⎣ ⎦

�

1دهيد كه          كه نشان 
ماتريس واريانس كواريانس 

kغيير پارامتر ت: حل  توزيع به صورت را بدهيم آنگاهاگر

(A−

( )
j j

jp x eθ
=⎢= ⎢
1 

⎤
⎥
⎥
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 در مي آيد و در اين حالت

* *
, ( ) ( ) ( ) ( , )j k j k jk

j k
I A I C Cov Tη η η

η η
∂ ⎡ T ⎤= ⇒ = = ⎣ ⎦∂ ∂� � �

2
 

)همچنين  (j j
j

E T X )) ( )Aτ η∂
=

η
=

∂ �
  پس طبق مطالب فوق

,
,

( ) ( , )j
i j i j

i i j

J
,i j i j

A Cov T T
τ

η
η η

⎡ ⎤∂⎡ ⎤ ∂ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

2
 

 و بنابراين

*( ) ( ) ( ) ( )C I JI J CI C I Cη τ τ τ

C=
η∂⎢ ⎥⎣ ⎦�

                            ■             −′ ′= = = ⇒ =
� � ��

 

 .آوريم ن نامساوي اطلاع ابتدا قضيه زير را مي
)قضيه  

1

 ساختبراي
داريـم        θ( براي T براي هر برآوردگر   :6-1 g   و هر تابع )( ,i xψ θ

�
 با گشتاور مرتبه دوم متناهي 

V T C

 كه
)1 (                                  ( )θ γ γ−′ 1≥

    , )
� �

( ,

 

k ــه در آن  γكــــ γ γ′ = …( )
�

ijC و1 C=و )( ,i iCov Tγ ψ= و ( , )C Cov . ij i jψ ψ=

θطريقتنها از   ) 1(طرف راست رابطه    

( , )Cov U ψ كنند0= صدق
( )g E ( )Tθ ز ا        دارد به شرطTبستگي به  =  iψ آنكه هر كـدام

ها در شرط
,براي هر ثابت: اثبات , , ka a a…2 

)i iaψ
2

i  براي هر U ∈Δ0  . 

 داريم كه 1

( , ) ( ) (
k k

i i
i i

Cov T a V T Vψ
= =

⎡ ⎤
≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑

1
 ∑

1
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( )

( )
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i i
i

k

i i
i

Cov T a
V T

V a

ψ

ψ

=

=

⎡
⎢ ⎥
⎣ ⎦⇒ ≥

∑

∑

2

1

1

( , ) ( , )
k k k
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i i i

Cov T a a Cov T a a

⎤

 

ψاما                         ψ γ
= = =

γ′= =∑ ∑ ∑ � �1 1 1
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( ) ( ) ( )
k

i i
i

V a V a a V a aψ ψ ψ
=

′ Ca′ ′= = =∑ � � � �� �1
 

)با استفاده از )( ),a a Ca Cγ γ γ−⎡ ⎤′ ′ ′≤ ∀⎣ ⎦� � �� � �

2  Cكـه در1
  داريم كه )  استمعين مثبت

�

a ( شوارتز تعميم يافته   – نامساوي كشي     ≠ ��
 آن   0

( ) ( ) max
a

V T a V T C
a Ca a Ca

γ γa a −γ γ
≠

⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ′≥ ∀ ≠ ⇒ ≥ =
′ ��

� � �� �� �

2
1

0
0 

( )V T C

⎡ ′
2

′

′
� �

�� �
−γ ′ γ∴ ≥

� �
1                                    

 فرض :2-6قضيه  

■ 

) داراي تـابع چگـالي       Xكنيد   )f xθ باشـد T( )g θ باشـد    برآوردگـر بـراي      اگـر    

)كه )E T <   و نظم برقرار 2∞
( )Tθ

باشد آنگاه  شرايط
)2 (                              ( )V Iα θ α−′≥

� �
1 

�

…kدر آن
� )(كه  و  و 1 , ,α α α′ =[ ( )i

i
E T Xθα

θ
∂

=
∂ �

[ .نامساوي فوق را نامساوي اطلاع گويند

)ي:اثبات ,i xψ θ
�

نـا حاصـل ب   C بنـابراين مـاتريس     ( قرار م دهـيم    1-6در قضيه     ln (
i

∂ )f xθθ
=
∂

بر  

معين مثبت است و ) هـ(شرط نظم  .آيد نتيجه به دست مي

( ) ( ( )) i
i

d x E T Xθ α
θ

∂ ∂
= =
∂ �

( ) ( )i i
i

E T T f xθγ ψ μ
θ

= =
∂∫ �

        ■ 

,6مثال ,.... nX X X1 ) يك نمونه2 ,N μ( تصادفي از فرض كنيد : 2- σ RLB.  باشند2

)واريانس )E X

C براي  

μ برآوردگر نااريب پارامتر  σ= +2  را بدست 2 .آوريد2

ln                                                  :حل ( ) ln( )f Xθ ) (
n

i
i

n xπσ μ= − −
� �

2 2122 
σ =

− ∑2
12

ln ( ) ( ) ln ( )
n

i
i

nf x x f xθ θμ
μ σ μ σ∂ ∂ 2 2  

=

∂ ∂
= − =∑

� �� �
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2
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i i

nf x x

nf x x f x x
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σ σ σ μ σ σ
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∂ ∂ ∂
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( , )

n
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σμ σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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■  [ ]( , ) nCRLB I
n n

n

σ
μ μ σ σα μ α α μ

σ
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥′ ′ ′= ⇒ = = = +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦
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)توجه )iiI θ اگر :
�

i در حالتي باشد اطلاع فيشر θ نامعلوم و مابقي اعضاي θ كه 
�

 i  معلوم θبجز 

( ) ( )ii ii
I Iθ θ− − ⎡  آنگاهTباشند ⎤≤ ⎣ ⎦�

1   و در نتيجه1

( )

( ) iiii

g

I

θ

θ θ

⎡ ⎤∂
⎡∂ ( ) ( )i
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g I
θ θ θ−

⎢ ⎥∂ ⎤⎣ ⎦ ⎡ ⎤≤ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ �
�

2

 CRLBشود كه  ع فيشر چند پارامتري و نامساوي اطلاع چندپارامتري باعث مييعني اينكه تعريف اطلا
 قرار 1-6براي رسيدن به اين نامساوي توجه كنيد كه اگر در قضيه .  شود1تيزتر) در يك پارامتري(

( ,...., , , ,....., )a

∂

�
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2
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=′ ⎪′ ∂= = ≤ = ⎨′ ⎪ ≠⎩
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)همچنين توجه كنيد كه اگر پارامترها )ijI iθ = ∀
�

در اين 0  و
  .دهد  اين حالت را نشان مي2-6مثال . شود صورت نامساوي فوق به تساوي تبديل مي

                                                

2
1

0

 ≠j بر هم متعامد باشند آنگاه 

 
١ Sharp 
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  و كليات1پايائيمفهوم  :1بخش
در فصل قبل كلاس برآوردگرها را محدود به كلاس برآوردگرهاي نااريب كرديم و در اين كلاس 

خواهيم خود را محدود به كلاس ديگري  در اين قسمت مي. بهترين برآوردگرهاي نااريب را پيدا كرديم
 . بهترين برآوردگر پايا را پيدا كنيماز برآوردگرها، يعني برآوردگرهاي پايا كنيم و در اين كلاس

 .براي پي بردن به مفهوم پايائي به مثال زير توجه كنيد

طول عمر يك قطعه برحسب ساعت باشد كه داراي توزيع  Xفرض كنيد متغير تصادفي: 1-1مثال

):                     نمايي با تابع چگالي زير است ) ,
x

f x e xθ
θ θ

θ
−

= > >
1 0 0 

) را براساس تابع زيان θ پارامتر Xخواهيم براساس يك مشاهده مي , ) ( )L δθ δ
θ

= −  برآورد 21

)فرض كنيد . كنيم )xδيك برآورد پارامتر θبراساس X) باشد) طول عمر برحسب ساعت . 
گيري كند و در اين حالت متغير  حال اگر شخص ديگري طول عمر اين قطعه را بر حسب دقيقه اندازه

Y را طول عمر قطعه برحسب دقيقه در نظر بگيرد در اين صورت بايستي Yتصادفي X= . باشد 60
ηاگر قرار دهيم  θ=  : داراي تابع چگالي زير استYشود كه  در اين صورت به راحتي ديده مي60

( ) ( ) ( ) ,
y yyf y f e f y e yηθ

η θ η η
θ η

−−
= = ⇒ = > >601 1 1 0 060 60 60 

   بدست آوريم انتظار داريم كهη را براي پارامتر δ*گيري جديد برآورد  حال اگر در اين اندازه
)      1                                       ( *( ) ( )y Xδ δ= 60  
گيري بكار  نظر از نوع اندازه رسد كه برآوردگرهاي يكساني را صرف زيرا منطقي به نظر مي( باشد
 :در اين حالت.) ببريم

*
*( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )L Lδ δ δη δ θ δ

η θ θ
= − = − = − =2 2 2601 1 160 

يعني كلاس توابع چگالي، كلاس فضاي (گيري برحسب دقيقه  بنابراين ساختار كلي مسئله با اندازه
 .شود گيري برحسب ساعت يكي مي دقيقا با ساختار كلي مسئله با اندازه) پارامتري و كلاس توابع زيان

                                                 
١ Inrariance 
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 دهيم كه تحت اين رسد كه در اين مسئله برآوردهايي را مورد استفاده قرار در نتيجه منطقي به نظر مي
 :دو ساختار يكسان باشند يعني

)2                                             (*( ) ( )y yδ δ= 
 :داريم كه) 2(و ) 1(بنابراين از روابط 

)3                                           (( ) ( )x xδ δ=60 60  
شود  نامند و همانطور كه ديده مي  مي1كند را برآوردگر هم پايا صدق مي) 3( كه در شرط δبرآوردگر 

 .پايا يك قسمت كوچك از كلاس كليه برآوردگرها استهم كلاس برآوردگرهاي 
Y,تر يعني  مسئله فوق براي حالت كلي cX c=  نيز برقرار است و در اين حالت برآوردگر 0<

 :پايا به صورت زير است هم
)4                                (( ) ( )cx c x cδ δ= ∀ >0 

x برقرار است پس براي xچون اين رابطه براي هر
c

=
) 4( نيز برقرار است و در نتيجه از رابطه 1

 داريم كه 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x kx
x

δ δ δ δ δ= ⇒ = ⇒ =
11 1 

 :پايا عبارت است از بنابراين در اين حالت كلاس برآوردگرهاي هم

| ( ) , , }x kx x kδ = ∀ ∀ >0 D {E δ= ∈ D 
پايا براي يك پارامتر مجهول آن برآوردگري را پيدا  خواهيم در بين برآوردگرهاي هم در اين فصل مي

 .گويند) 3MRE(پايا با كمترين مخاطره  رآوردگر هم باشد، كه به آن ب2كنيم كه داراي كمترين مخاطره
 :در اين مثال داريم كه

[ ]( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

XR E E kX V kX E kX

k k k k k k

θ θ
δθ δ θ θ
θ θ θ

θ θ
θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= − = − = + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − = + − = − +⎣ ⎦

22 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

1 11

1 1 1 2 2 1
 

                                                 
١ Equivariance 
٢ Risk 
٣ Minimom Risk Equivariant Estimator 
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 با مينيمم كردن MREدر نتيجه برآوردگر .  بستگي نداردθبنابراين تابع مخاطره ثابت است و به 
( , )R θ δنسبت به k  مي آيدبدست: 

( , )( , ) , RR k k
k k

θ δθ δ ∂∂ − = ⇒ = = >=
∂ ∂

2

2
14 2 0 4 02 

)*بنابراين برآوردگر  )X Xδ =
1
 MREپس برآوردگر . مخاطره است پايا با كمترين برآوردگري هم2

 ■.            استθپارامتر 

 : اصول پايائي

توان از دو  اما پايائي را مي. محدود به كلاس برآوردگرهاي پايا كنيمتوان خود را  با توجه به مثال بالا مي
 .جنبه در نظر گرفت

 )پايائي طبيعي يا منطقي يا تابعي (1گيري پايائي اندازه-1
 .ها بستگي داشته باشد گيري داده گويد كه استنباط نبايستي به نوع اندازه اين جنبه از پايائي مي

) اگر 1-1مثلا در مثال ( )Xδ براي برآورد θرسد كه  شود طبيعي به نظر مي  بكار برده مي
*( ) ( )Y c Xδ δ= براي برآورد cη θ=بكار برده شود (. 

  )يا رياضي(2 پايائي ساختاري-2
استنباطي داراي يك ساختار از لحاظ فضاي پارامتري، تابع گويد كه اگر دو مسئله  اين جنبه از پايائي مي

. چگالي و تابع زيان باشند آنگاه بايستي روش استنباط يكساني را در دو مسئله مورد استفاده قرار دهيم
) برآورد1-1مثلا در مثال ( ) ( )Y cXδ δ= را براي برآورد cη θ=بكار ببريم .( 
) 1-1مثلا در مثال (پايا را پيدا كرد توان برآوردگرهاي هم  تلفيق اين دو جنبه ميبا ) ( )cX c Xδ δ=( 

 فرمول بندي و تعاريف پايايي
)با توجه به مطالب بالا در حالت كلي ما يك نمونه تصادفي  , ,..., )nX X X X=

� 1  و χ با مقادير 2
)گالي يا احتمال توام تابع چ ) ( ,..., )nf x f x xθ θ=

� پس بوسيله يك تبديل يك به يك و .  داريم1
                                                 
١ Measurement Invariance 
٢ Formal Invariance 
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)پوشاي  )Y g X=
� �

Xهاي  داده
�

Yهاي جديد  را به داده
�

كنيم كه اين تبديلات يك گروه از   تبديل مي
 . آورند  مي را بوجودGتبديلات 

دهيم يك مجموعه تبديلات   نمايش ميGآن را با   كهχ يك گروه از تبديلات روي:1-1تعريف
 :كند است كه در شرايط زير صدق ميχپذير يك به يك و پوشا روي اندازه

( ) ,i if g g ∈1 2  G  g g⇒ ∈1 2  G 
( )ii g∀ ∈ G   g −∃ ∈1  G  ( ( ))g g x x−∋ =1  
( )iii e∃ ∈ G  ( )e x x∋ =  

} گروه تبديلات زير را داريم 1-1 در مثال :2-1مثال : ( ) , }c cg g X cX c= = >0  G كه به آن 
 .يك به يك و پوشا هستندcgتوابع . ي يا مقياسي گويندگروه تبديلات ضرب

( ) ( ( )) ( ) ( )c c c c c c c c c c cg g x g g x g c x c c x g x g g g g= = = = ⇒ = ∈2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 11 2 1  

c c
g g −

− = ∈1
1  G  ,e g= ∈1  G 

}كنيد  فرض: 2-1تعريف ( ) : }f xθ θ= ∈Θ
�

 Fهاي احتمال براي   يك خانواده از توزيعX
�

 باشند و 
G يك گروه از تبديلات روي xخانواده  .  باشدF را تحت گروه Gاگر براي هر گويند 1 پايا θ ∈Θ 

G gو  ) يكتا وجود داشته باشد بطوريكه θ′∈Θ يك ∋ )Y g X=
� �

) داراي تابع چگالي  )f yθ′
�

 
θ باشد در اين حالت Fمتعلق به خانواده   ) را با ′ )g θ دهند نمايش مي              .■ 

} تحت گروه تبديلات 1-1مثلا در مثال  : ( ) , }c cg g X cX c= = >0  Gاده توزيع نمايي پايا خانو
 .باشد مي

( ) ( )
yx Y cX

c

x y
f x e f y e ηθ
θ ηη θθ ηθ

−− =
=

> >
= ⎯⎯⎯→ =

> >
0 01 1
0 02  

)اگر قرار دهيم  ) ( )XP A P X Aθ θ=  G تحت تبديلات Fگويد كه خانواده    مي2-1 آنگاه تعريف ∋
θپايا است اگر براي هر  ∈Θو G g ) يك ∋ )g θ ∈Θكه   موجود باشد بطوري( )

( )
g X X

gP P θθ = 
 :و يا

                                                 
١ invariant 
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)5(                         ( )( ( ) ) ( )gP g X A P X Aθ θ∈ = ∈ 
 زيرا

(*)
( )

( )
{ | ( ) } { | ( ) }

( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ( )) ( )g X
g

x g x A x g x A

P A P g X A f x d x f g x d xθ θ θθ μ μ
∈ ∈

= ∈ = =∫ ∫
( )

( ) ( ) ( )
{ | }

( ) ( ) ( ) ( )
Y g X

X
g g g

y y A

f y dv y P X A P Aθ θ θ

=

∈

= = ∈ =∫ 

 نتيجه hبراي هر تابع انتگرال پذير) 5(از رابطه . گردد از پايايي توزيع نتيجه مي) *(كه در آن تساوي 
 شود كه مي

)6(                            ( )[ ( ( )] [ ( )]gE h g X E h Xθ θ= 

F fهاي   اگر توزيع:1-1قضيه θ  پايا باشد آنگاه گروه G تحت تبديلات F مجزا باشند و خانواده  ∋
} G{تبديلات :g g ∈ =G رويΘدهد  تشكيل يك گروه از تبديلات را مي . 
f مجزا بودن :اثبات θ بدين معني است كه X Xp pθ θθ θ≠ ⇒ ≠1 21 حال شرايط گروه تبديل بودن  . 2

Gرا بررسي مي كنيم : 
( )i g ∈ G   يك به يك است 

( ) ( )

( )

( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) )

g gLet C g A g g P X C P X C

P g X C P g X C

θ θ

θ θ

θ θ= = ⇒ ∈ = ∈

⇒ ∈ = ∈

1 2

1 2

1 2
5  

(*)
( ( )) ( ( )) ( ) ( )P X g C P X g C P X A P X Aθ θ θ θ θ θ− −⇒ ∈ = ∈ ⇒ ∈ = ∈ ⇒ =1 2 1 2

1 1
1 2

 
( )ii g ∈ G    * *, . ., ( )is onto i e gθ θ θ θ∀ ∈Θ ∃ ∈Θ ∋ =  

*

( )

( )

( )( ( ))

(*)
* *

( ) ( ( ( )) ) ( ( ) )

( ) ( )

( ) ( )

g

gg g

P X A P g g X A P g X A

P X A P X A

g where g

θ θ θ

θθ

θ θ θ θ

−

−

−

−

∈ = ∈ = ∈

= ∈ = ∈

⇒ = =

1

1

51

1
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( ) ,iii g g ∈1 2 G  g g⇒ ∈2 1 G  

       g g g g=2 1 2 1    دهيم كه ميابتدا نشان  
( ) ( )

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( ( ) ( )) ( ( ))

( ( ) )) ( )

gg g

g g g

P X A P g g X A P g X g A P X g A

P g X A P X A

θ θ θθ

θ θ

− −∈ = ∈ = ∈ = ∈

= ∈ = ∈

12 1

1 2 1

1 11 1
2 1 1 2 2

1
2

(*)
g g g g⇒ = ∈1 2 2 1 G       (since g g ∈2 1 G  )  

 
( )iv g∀ ∈ G   g −∃ ∈1 G   ( )g g θ θ−∋ =1  

    g g
− −=

1 1
   دهيم كه ميابتدا نشان  

( )

( ) ( ( ))
( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( )

g g g
P X A P g g X A P g X A P X Aθ θ θ θ− −

−∈ = ∈ = ∈ = ∈1 1

11  

(*)
( ( ))g g g gθ θ− − −⇒ = ⇒ =1 1 1 

G and∋                                   از طرفي g −1  ∈G g  ∈ ⇒G g −⇒ 1 ∈Gg 

g g− −⇒ =1 1∈G
  ( )( ) ( ) ( ) ( )and gg g g gg eθ θ θ θ θ− − −= = = =1 1 1  

 
( )v e∃ ∈ G  ( )e θ θ∋ =  

( ) (*)

( )( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ,eP X A P e X A P X A e eθ θ θ θ θ∈ = ∈ = ∈ ⇒ = ∈
1

G  

 ■.         ستا  از مجزا بودن بدست آمده(*)كه در آن كليه روابط 

} ،1-1براي مثال، در مثال  | ( ) , }c cg g c cθ θ= >0 =G گروه تبديلات بوجود آمده تحت خانواده
 .باشد  ميΘهاي پاياي نمايي، روي فضاي پارامتري  توزيع

} فرض كنيد خانواده :3-1تعريف ( ) : }f xθ θ= ∈Θ
�

  Fتحت گروه تبديلات Gدر اين .  پايا باشد
)صورت تابع زيان  , )L θ δرا تحت گروه G اگر براي هرگويند پايا G g D δ و هر ∋ ∈ 

D *δيك ) كلاس برآوردگرها(  كه   يكتا وجود داشته باشد بطوري∋
*( , ) ( ( ), )L L gθ δ θ δ θ= ∀ ∈Θ 
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) را بوسيله δ*در اين حالت  )g δو مسئله مورد نظر را تحت گروه تبديلات ندده  نشان مي� G پايا 
 ■.            گويند

) تابع زيان 1-1براي مثال، در مثال  , ) ( )L δθ δ
θ

= −  تحت تبديلات 21

{ | ( ) , }c cg g X cX c= = >0 Gپايا بود زيرا  

( ( ), ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )cL g g L c c L
c
δ δθ δ θ δ θ δ
θ θ

= = − = − =� 2 21 1  

}G{تبديلات گروه پايا باشد، انگاه G تحت تبديلاتF   اگر خانواده:2-1قضيه :g g= ∈��G 
تشكيل يك گروه از )  آمده تحت اين خانواده روي كلاس برآوردگرهايعني گروه تبديلات بوجود(

 .دهند تبديلات را مي
 ■        .)1-1همانند قضيه( تمرين :اثبات

} ،1-1براي مثال، در مثال  | ( ) , }c cg g c cδ δ= = >� � 0�G  گروه تبديلات بوجود آمده تحت خانواده
 . مي باشدDوي كلاس برآوردگرهاي هاي پاياي نمايي ر توزيع

 1پايا برآوردگرهاي هم
 :در قسمت قبل اصول پايايي را به صورت زير معرفي كرديم

) اگر ):طبيعي يا منطقي يا تابعي(گيري  پايائي اندازه -1 )xδ را براي برآورد ( )h θ بكار 
)رسد كه  بريم طبيعي به نظر مي مي ( ))g Xδ� را براي برآورد ( ( ))g h θبكار ببريم� . 

 اگر دو مسئله استنباطي داراي يك ساختار از لحاظ فضاي ):يا رياضي(پايائي ساختاري -2
و مسئله مورد پارامتري، تابع چگالي و تابع زيان باشند آنگاه بايستي روش يكساني را در د

)يعني . استفاده قرار دهيم ( ))g Xδ را براي برآورد ( ( ))g h θبكار ببريم� . 

 .كنيم پايا را بصورت زير تعريف مي با توجه به تعاريف بالا و اصول پايائي، برآوردگر هم

                                                 
١ Equivariant Estimators 
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) 3-1و2-1تعاريف( پايا باشد G فرض كنيد مسئله مورد نظر ما تحت گروه تبديلات :4-1تعريف
G g هرگاه براي هر گويندپايا   همG را تحت گروه تبديلاتδبرآوردگر x و هر∋ χ∈

�
 داشته 

)                           م كه  باشي ( )) ( ( ))g X g Xδ δ= �
� �

                     ■ 

) شرط فوق معادل است با 1-1براي مثال، در مثال  ) ( )cX c Xδ δ=.  
)وابع  كداميك از تGشود كه تحت يك تبديل پايايي اين سوال مطرح مي با توجه به تعريف هم )h θ 

 عوض كنيم آنگاه Θ را با χ و Gرا با  G 4-1اگر در تعريف . داراي برآوردگر هم پايا هستند
)يك تابع  )h θكند پايا است اگر در شرط زير صدق مي صول پايايي داراي برآوردگر هم طبق ا: 

( ( )) ( ( ))h g g hθ θ= � 
)، 1-1براي مثال، در مثال  )h θ θ= در شرط فوق صدق مي كند زيرا : 

( ( )) ( )
( ( )) ( ( ))

h g h c c
g h c h c

θ θ θ
θ θ θ

= =
= =�

 

)اما اگر بخواهيم  ) rh θ θ=آنگاه  را برآورد كنيم ( )h θكند زيرا  در شرط فوق صدق نمي 

( ( )) ( ) ( ( ))r r rh g h c c g h cθ θ θ θ θ= = =� 
)بنابراين، در اين مثال اگر بخواهيم ) rh θ θ= را برآورد كنيم بايستي از ابتدا خانواده �Gصورتي   را به

)درنظر بگيريم كه  ( )) r rg h cθ θ=�  باشد يعني{ | ( ) }r
c cg g cδ δ= =� � �G. 

) فرض كنيد :3-1مثال  , )X B n p∼كه در آن nمعلوم و pخواهيم آن   پارامتر مجهول است و مي

)ا تحت تابع زيان ر , ) ( )L p pδ δ= − )فرض كنيد.  برآورد كنيم2 )T X برآوردگر پارامتر p 
 .  باشدXبراساس

qحال فرض كنيد شخصي بخواهد احتمال شكست يعني  p= بع زيان درجه دوم فوق را تحت تا 1−
) آزمايش يعني nها در  اين شخص از تعداد شكست. برآورد نمايد , )Y n X B n q= −  استفاده ∽

 :بنابراين در اين مسئله گروه تبديلات زير را داريم. نمايد مي

{ , } ( ) , ( )g g g x n x g x x= = − =1 2 1 2 G 
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)راساس اين تبديل چون ب ) ( , )Y g X B n p= −∼1 ) و 1 ) ( , )Y g X B n p=  پس گروه 2∽
  عبارت است ازG  توليد شده توسطGتبديلات 

{ , } ( ) ( )g g g p p g p p= = − =1 2 1 21 G 
)خواهيم  حال چون مي )h p p= يا ( )h p p=   را برآورد كنيم پس بايستي 1−

( ) ( ( )) ( ( )) ( )
( ) ( ( )) ( ( )) ( )

g p g h p h g p h p p
g p g h p h g p h p p

− = = = − =

= = = =

� �
� �

1

2 2 2

1 1 

 آيد   بوجود ميDبنابراين گروه تبديلات زير روي 

{ , } ( ) , ( )g g g gδ δ δ δ= = − =� � � �1 2 1 21 �G 
 همچنين توجه كنيد كه 

( ( ), ( )) ( , ) ( ) ( , )L g p g L p p L pδ δ δ δ= − − = − =� 2
1 1 1 1 

 .يعني تابع زيان درجه دم تحت اين تبديل پايا است
 پايا است اگر  در اين مسئله همδ برآوردگر 4-1حال طبق تعريف 

( ( )) ( ( )) ( ) ( )g X g X n X Xδ δ δ δ= ⇔ − = −� 1 

)از جمله برآوردگرهاي پايا در اين مسئله  ) xT x
n

) و 1= ) ( ) ( )( . )xT x
n

α α= + −2 1 0  .باشد  مي5

اگر برآوردگرهاي پايا بفرم بالا را در نظر بگيريم در اين صورت تعيين اين برآوردگر در نقاط 

( ), ( ),..... ( )nT T T ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1  باشد زيرا طبق رابطه بالا  كافي مي2

( ) ( ), ( ) ( ),...T n T T n T= − − = −0 1 1. 
گر را در نقاط كه اگر يك برآوردگر عادي را بكار ببريم بايستي اين برآورد  در حالي

( ), ( ),..... ( )T T T n0 ها   تعيين كنيم و بنابراين برآوردگرهاي پايا نيز روشي براي خلاصه كردن داده1
 ■.        دهند ارايه مي
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 پاياهم بهترين برآوردگر 
جواب اين . پايا كدام برآوردگر بهتر استهم شود كه در بين برآوردگرهاي  حال اين سوال مطرح مي

پايا هم پايائي كه داراي كمترين مخاطره باشد بهترين برآوردگر هم  اين است كه برآوردگر سوال
 .كنيم پايا از تعاريف و قضاياي زير استفاده ميهم براي بدست آوردن بهترين برآوردگر . باشد مي

θ,دو نقطه : 5-1تعريف  θ1 G g گويند اگر1 را معادلΘ در 2 ) موجود باشد كه ∋ )gθ θ=2 1 . 
 Θ در θ0بنابراين مدار .  استΘاز نقاط معادل در ) مجموعه( عبارت از يك كلاس Θ در 2يك مدار

) G{       :  عبارت از مجموعه زير است ) { ( ) |g gθ θΘ = ∈0 0.            ■ 

 را به Θبنابراين تعريف فوق . دهد ميبدست ارزي را   يك رابطه هم5-1معادل بودن در تعريف 
 .ناميم مي) Gتحت(ها را يك مدار  هر يك از اين كلاس. كند  افراز مييارز همهاي  كلاس

ك  داراي تنها يΘ گويند، هرگاه 3 را انتقالي يا گذراΘ از تبديلات روي Gيك گروه : 6-1تعريف 
θ,مدار باشد و يا معادلا اگر براي هر دو نقطه  θ ∈Θ1 G g يك2  موجود باشد بطوريكه ∋

( )gθ θ=2 1.            ■    

)ار است  تنها داراي يك مدG 1-1براي مثال، در مثال  )cθθ θ θ
θ

= =2
2 1 1

1
 پس يك گروه انتقالي 

) چون 3-1است ولي در مثال  )g p p= )هاي مرتب   پس مدارها همان زوج1− ),p p−1 هستند و 

p,در اين گروه نقاط .  انتقالي نيستGدر نتيجه  p= =2 1
2 1
3 توان به هم انتقال داد ولي   را مي3

p,نقاط  p= =2 1
2 1
3  .توان به هم انتقال داد  را نمي3

   مقداري ثابت دارد و يا معادلاΘپايا روي مدارهاي  تابع مخاطره هر برآوردگر هم: )مهم(3-1قضيه 

G ( , ) ( ( ), ) ,R R g gθ δ θ δ θ= ∀ ∈Θ ∈ 
 

                                                 
١ Equivalent 
٢ Orbit 
٣ Transitive 
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)                                                                             :اثبات , ) [ ( , ( )]R E L Xθθ δ θ δ=
�

 
])                                   پايائي تابع زيان( ( ( ), ( ( ))]E L g g Xθ θ δ= �

�
     

]         )                          δپايائي برآوردگر هم( ( ( ), ( ( ))]E L g g Xθ θ δ=
�

     

)))                                   6(پايائي توزيع، رابطه ( )[ ( ( ), ( ))]gE L g Xθ θ δ=
�

     

       ■                                               ( ( ), )R g θ δ=     

 باشد آنگاه تابع مخاطره Θ يك گروه انتقالي از تبديلات روي فضاي پارامتري Gاگر : 1-1نتيجه 
 ■.        بستگي نداردθهر برآوردگر هم پايا ثابت است و به 

پايا  شد آنگاه تابع مخاطره برآوردگرهاي هم يك گروه انتقالي باG با توجه به نتيجه فوق اگر :توجه
آن برآوردگري است كه اين ) MRE( ثابت است و در نتيجه بهترين برآوردگر هم پايا θنسبت به 

 .كند تابع مخاطره ثابت را مينيمم مي

)پاياي   ديديم كه تابع مخاطره برآوردگر هم1-1براي مثال، در مثال  )X kXδ  برابر =

( , )R k kθ δ = − +22 2 k بستگي نداشت و مينيمم آن به ازاي θ بود كه به 1 =
1
 بدست آمد، پس 2

)* عبارت از MREبرآوردگر  )X Xδ =
1
 . بود2

)تابع.  باشدχ گروهي از تبديلات روي فضاي G فرض كنيد :7-1تعريف )T X را روي χ 
x گويند هرگاه براي هر 1 پاياGنسبت به  χ∈و G g ) داشته باشيم كه ∋ ( )) ( )T g x T x= .

)تابع  )T xنسبت به2 را پاياي ماكزيمال G هرگاهگويند Tدر شرط زير صدق كند و پايا باشد  

G ( ) ( ) ( )T x T x x g x for some g= ⇒ = ∈1 2 1 2                          ■ 
 معادل هستند، Gتواند به مدارهايي از نقاط كه تحت   ميχمفاهيم فوق براي درك اين مطلب كه 

. يك تابع پايا تابعي است كه روي هر مدار مقداري ثابت دارد.  باشد مفيد مي
( )( ) ( )x x T x T x′ ′⇒  و يك تابع پاياي ماكزيمال تابعي است كه روي هر مدار مقداري ثابت ∽=

                                                 
١ Invariant 
٢ Maximal Invariant 
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 يك گروه Gتوجه كنيد كه اگر . دهد دارد و مقادير متفاوتي را به هر يك از مدارهاي متفاوت مي
 χ خود يك مدار است و بنابراين تنها تابع پايائي ماكزيمال روي χ باشد آنگاه χانتقالي روي 

 .تابع ثابت است
 يك آماره پاياي ماكزيمال باشد، هر تابع يك به يك از آن نيز يك آماره پاياي Tبديهي است كه اگر

اكزيمال يكتا نيست ولي همه آنها توابعي يك به يك از يكديگر پس آماره پاياي م. ماكزيمال است
 .هستند

nχفرض كنيد : 4-1مثال  =ℜ و Gگروه تبديلات مكاني باشد . 

                  { : ( , ,..., ) ( ,....., ), }c c n ng g x x x x c x c c R= = + + ∈1 2 1 G 
) در اين صورت  ) ( ,...., )n n nT x x x x x−= − −

� 1 چون .  پاياي ماكزيمال است1
( ) ( )i n i nx c x c x x+ − + = ) پس − ( )) ( )cT g x T x=

� �
حال اگر .  پايا استT پس

( ) ( )T x T x ′=
� �

) آنگاه  ) ( )i n i nx x x x′− = n و در نتيجه با − nc x x ′= كه  داريم −
( )cg x x′ =
� �

 ■                                                      .              پاياي ماكزيمال استT پس

nχفرض كنيد : 5-1مثال  = ℜ و Gگروه تبديلات مقياسي باشد . 

{ : ( ,..., ) ( ,..., ), }c c n ng g x x cx cx c= = >1 1 0 G 

اگر 
n

i
i

Z X
=

= ∑ 2

1
) آنگاه  )

( ,... )n

if Z
T X X X if Z

Z Z

⎧ =
⎪= ⎨

≠⎪⎩

�
� 1

0 0

0
 . يك تابع پاياي ماكزيمال است

nχفرض كنيد : 6-1مثال  = ℜ و Gمقياسي باشد- گروه تبديلات مكاني  

, ,{ | ( ,..., ) ( ,..., ), , }b c b c n ng g x x cx b cx b c b R= = + + > ∈1 1 0 G 

        اگر                
n

i
i

x x
n =

= ∑
1

)        و         1 )
n

i
i

s x x
n =

= −
− ∑

2 2

1

1
1 

) آنگاه  )
( ,..., )n

s
T x x x x x s

s s

⎧ =
⎪= ⎨ − −

≠⎪⎩

�
� 1

0 0

0
 .  تابع پاياي ماكزيمال است
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 .توان تعريف كرد  بطور مشابه ميΘپايايي و پايايي ماكزيمال را روي : توجه

) باشد وχ گروهي از تبديلات روي فضاي Gفرض كنيد: 4-1قضيه  )T X يك پاياي ماكزيمال 
)در اين صورت تابع. باشد )h Xنسبت به Gپايا است اگر و فقط اگر hتابعي از Tباشد . 
  :اثبات

)  فرض كنيد ):كفايت( ) ( ( ))h x s T x= در اين صورت  
( ( )) ( ( ( )) ( ( )) ( )h g x s T g x s T x h x= =  . پايا استh پس =

) پايا باشد و hرض كنيد   ف):لزوم( ) ( )T x T x=1  پاياي ماكزيمال است T در اين صورت چون 2
)پس  )x g x=1 ) و در نتيجه2 ) ( ( )) ( )h x h g x h x= =1 2  ■        . استT تابعي از h يعني 2

 . مقداري ثابت استΘ يك آماره پايا باشد آنگاه توزيع آن روي هر مدار hاگر : 5-1قضيه 
θ,فرض كنيد : اثبات θ1 G gين صورت باشند در اΘ در يك مدار 2  وجود دارد كه ∋
( )gθ θ=2   و بنابراين1

( ) (*)

( )( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ( )) ) ( ( ) )gP h X A P h X A P h g x A P h X Aθ θ θ θ∈ = ∈ = ∈ = ∈2 1 1 1

5
 

 حاصل hاز پايائي) *(توجه داشته باشيد كه تساوي .  ثابت استΘيعني توزيع روي هر مدار 
 ■.              گردد مي

 h تنها يك مدار دارد و در نتيجه توزيع هر آماره پاياي Θ تقارني باشد آنگاه Gاگر : 2-1نتيجه
 . است1 يك آماره فرعيhي  بستگي ندارد، يعنθروي آن به 

 . را بيان مي كند5-1قضيه زير حالت كلي تر قضيه 
) پايا باشد و G فرض كنيد يك مسئله تحت تبديلات:6-1قضيه  )υ θ يك تابع پاياي ماكزيمال روي 

Θسبت به  نGاگر .  باشد( )h Xيك تابع پايا تحت G باشد آنگاه توزيع ( )h X تنها به ( )υ θ 
 .بستگي دارد

A براي هر :اثبات χ⊂ه داريم ك 

                                                 
١ Ancillary 
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( ) (*)

( ) ( ( ) ) ( ( ( )) ) ( ( ) )gP h X A P h g X A P h X Aθ θ θ∈ = ∈ = ∈
5

 
)يعني . گردد  حاصل ميhاز پايائي ) *(توجه داشته باشيد كه تساوي  ) ( ( ) )S P h X Aθθ =  يك ∋

) است Θتابع پايا روي  ( ( )) ( ))S g Sθ θ= 4-1 بنابراين طبق قضيه ( )S θ تابعي از پاياي ماكزيمال 
( )υ θچون اين مطلب براي هر.  استA برقرار است پس توزيع ( )h X تنها به ( )υ θبستگي دارد .                         
■ 

 .آوريم  را بدست ميMREتوسط قضيه زير برآوردگرهاي 
 يك Gو ) 3-1و 2-1تعاريف( پايا باشدGفرض كنيد مسئله مورد نظر تحت تبديلات: 7-1قضيه 

) باشد و Θگروه انتقالي روي  )Y T X= يك تابع پاياي ماكزيمال روي χ باشد در اين صورت 
)پاياي  هر برآوردگر هم )Xδ با مخاطره متناهي كه اميد شرطي [ ( , ( ) | ]eE L e X Y yδ  را =

 . استθ پارامتر MREمينيمم كند برآوردگر 
) از مينيمم كردن MREبرآوردگر : اثبات , ) [ ( , ( )]R E L Xθθ δ θ δ=اما طبق نتيجه .  بدست مي آيد
بنابراين كافي ).  انتقالي استGچون( ثابت استθ تابع مخاطره هر برآوردگر هم پايا نسبت به 1-1

eθاست اين مخاطره را در نقطه   δبنابراين كافي است مخاطره زير را نسبت به .  مينيمم كنيم=
 مينيمم كنيم 

( )
( , ) [ ( , ( ))] { [ ( , ( )) | ]}

[ ( , ( )) | ] ( )
e e e

e Y y

R e E L e X E E L e X Y

E L e X Y y f y d

δ δ δ

δ μ

= =

= =∫
� �

�
 

]اين انتگرال موقعي مينيمم مي شود كه  ( , ( )) | ]eE L e X Y yδ =
�

 مينيمم شود و در نتيجه قضيه 
 ■.     ثابت است

)اي آماره بسنده  اگر در مسئله: توجه )S X وجود داشته باشد كه پايا باشد يعني 
( ( )) ( ( ))S g X g S X= )پاياي  توان برآوردگر هم  آنگاه مي� )Xδ را همين آماره بسنده ( )S X در 

پايا از تابع پاياي ماكزيمال   اين آماره هم5-1و و قضيه نظر گرفت كه با توجه به قضيه باس
( )Y T X=مستقل است . 
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  1 پارامتر مكانMREبرآوردگر  : 2بخش
)فرض كنيد  , ,..., )nX X X X=

� 1   داراي توزيع احتمال توام2

( ) ( ,..., )nf x f x xθ θ θ− = − −
� 1 

 .اگر گروه تبديلات زير را در نظر بگيريم.  پارامتر مكان نامعلوم استθمعلوم و  fباشد كه در آن
  { : ( ,...., ) ( ,..., ) , }a a n ng g x x x a x a x a a R= = + + = + ∈1 1 �

G 
 بصورت زير Gهاي فوق نسبت به اين تبديل پايا است، هرگاه گروه تبديلات  آنگاه خانواده توزيع

}                                 باشد : ( ) , }a ag g a a Rθ θ= = + ∈ G 
)در برآورد پارامتر . كه يك گروه انتقالي از تبديلات است )h θ θ= تحت تبديل G ،( )h θ داراي 

 پايا است اگر  وردگر همبرآ

( ( )) ( ( )) ( )h g g h a gθ θ θ θ= ⇔ + =� � 
}                   بصورت زير است�Gبنابراين گروه تبديلات  : ( ) , }a ag g a a Rδ δ= = + ∈� � �G 

)  تابع زيان G تحت گروه در نتيجه , )L θ δ پايا است اگر و فقط اگر  
?

( , ) ( ( ), ( )) ( , ) ( , ) ( , ) ( )L L g g L L a a Lθ δ θ δ θ δ θ δ θ δ ρ δ θ= ⇔ = + + ⇔ = −� 
 :اثبات رابطه سوم(

) ( , ) ( , ) ( )a L Lθ θ δ δ θ ρ δ θ⇒ = − ⇒ = − = −0  
) ( , ) ( ) ( ) ( , )L a a a a Lθ δ ρ δ θ ρ δ θ θ δ⇐ + + = + − − = − =( 

)بنابراين اگر تابع زيان بفرم  , ) ( )L θ δ ρ δ θ= ا  پايG باشد آنگاه مسئله، تحت گروه تبديلات −
)براي مثال . است  , ) | |L θ δ δ θ= ) يا − , ) ( )L θ δ δ θ= − .  از اين نوع تابع زيان مي باشند2

 :باشند پايا در اين حالت بصورت زير مي همچنين برآوردگرهاي هم

( ( )) ( ( )) ( ) ( )g X g X X a X aδ δ δ δ= ⇔ + = +�
� � � �

 

) و Xاز جمله برآوردگرهاي هم پايا در اين حالت  ) ( )nX X+1
 .باشند  مي2

 .كنيم  در اين حالت از قضيه زير استفاده ميMREآوردن برآوردگرهاي بدست براي 

                                                 
١ MRE Estimator of Location Parameter 
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 δ باشد آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكه برآوردگر θ هر برآوردگر هم پاياي δ0اگر : 1-2قضيه 
  هم پايا باشد آن است كهθبراي 

)1                         (                     ( ) ( ) ( )x x U xδ δ= +
� � �0 

)كه در آن  )U x
�

 : است يعنيG هر تابع پايا نسبت به 
)2       (                                    ( ) ( )U x a U x+ =

� �
 

 :برقرار باشند در اين صورت) 2(و ) 1(فرض كنيد روابط : اثبات

( ) ( ) ( ) { ( ) } ( ) ( )x a x a U x a x a U x x aδ δ δ δ+ = + + + = + + = +
� � � � � �0 0 

)پس  )xδ
�

)حال فرض كنيد .  يك براوردگر هم پايا است )xδ
�

دهيم  و قرار مي هم پايا باشد 
( ) ( ) ( )U x x xδ δ= −
� �  برقرار است و همچنين ) 1( در اين صورت رابطه �0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )U x a x a x a x a x a x x U xδ δ δ δ δ δ+ = + − + = + − − = − =
� � � � � � � �0 0 0 

 ■.       برقرار است) 2(پس رابطه 

)اگر قرار دهيم  ,...., )nY Y Y −=
� 1 , كه 1 ,...,i i nY X X i n= − = −1 Y و1 c= اگر n =1 

Y آنگاه،باشد
�

) تابع 4-1 است و طبق قضيه G يك تابع پاياي ماكزيمال نسبت به  )U x
�

 پايا است 
Yاگر و فقط اگر تابعي از تابع پاياي ماكزيمال 
�

 شود كه  نتيجه مي1-2راين از قضيه  باشد بناب

 براي δ باشد آنگاه شرط لازم و كافي براي اينكه برآوردگر θپاياي   هر برآوردگر همδ0 اگر :1نتيجه 
θپايا باشد اين است كه تابع   همvاز n i متغير۱− i ny x x= −، ,...,i n= −1  باشد  وجود داشته1

)كه  بطوري ) ( ) ( )x x v yδ δ= −
� � �

0         .■   

Y انتقالي است و Gحال چون گروه 
�

 7-1مال است در اين صورت طبق ي يك تابع پاياي ماكز
)برآوردگر هم پاياي  ) ( ) ( )X X v Yδ δ= −

� � ] كه اميد شرطي �0 ( ( ) ( )) | ]E X v y yθ ρ δ= −
� �

0  را 0
)*حال اگر .  استθ پارامتر MREمينيمم كند برآوردگر  )v y

�
مم كند آنگاه يا مين اين اميد شرطي ر

* *( ) ( ) ( )x x v yδ δ= −
� � �

 . استθ پارامتر MRE  برآوردگر 0
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  داريم كهGهاي مكان و تحت تبديلات مكان  در خانواده توزيع: 2-2نتيجه 

) اگر -الف ) ( )ρ δ θ δ θ− = − )* باشد آنگاه 2 ) [ ( ) | ]v y E x yθ δ==
�� �

0  و در نتيجه برآوردگر 0
MRE پارامتر θ عبارت است از  

*( ) ( ) [ ( ) | ]x x E x yθδ δ δ== −
� � � �

0 0 0 
)اگر ) ب ) | |ρ δ θ δ θ− = )* باشد آنگاه − ) [ ( ) | ]v y med x yθ δ==

�� �
0 )ميانه توزيع (0 ) |x yδ

� �
به 0

θازاي    عبارت است ازθ پارامتر MRE و در نتيجه برآوردگر )0=
                            *( ) ( ) [ ( ) | ]x x med x yθδ δ δ== −

� � � �
0 0 0                                         ■ 

nحالت: (1-2مثال  )احتمال  داراي توزيع Xاگر) 1= )f x θ− باشد در اين صورت ( )v y
�

 يك 

*مقدار ثابت است و طبق مطالب فوق  *( )x x vδ =  v* است كه θ پارامترMRE برآوردگر −
]مقداري است كه  ( )]E x vρ كند و تحت تابع زيان درجه دوم   را مينيمم مي0−
*( ) ( )x X E xδ = −  ■           . استθ پارامتر MRE برآوردگر 0

,فرض كنيد : 2-2مثال  ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N μ σ σ باشند كه 2  معلوم 2
 .آوريدبدست را تحت تابع زيان درجه دوم μ پارامتر MREبرآوردگر . است

                                   :حل
( )

( ) ( )
x

Xf x e f x
μ

σ μ
πσ

− −
= = −

2
2

1
2

2
1

2
 

)قرار مي دهيم  )X Xδ =
) پس �0 )Xδ

 است μپاياي مكان  مل و برآوردگر هم آماره بسنده كا�0
( ( ) ( ) )X a X aδ δ+ = +

� �0 Y و چون تابع پاياي ماكزيمال 0
�

 يك آماره فرعي است پس طبق قضيه 
)باسو  )Xδ

Y و �0
�

 .  از يكديگر مستقل هستند
  كه دوم داريم زيان درجه ابراين تحت تابعبن

*( ) ( ) [ ( ) | ] [ ]X X E X y X E X Xδ δ δ= − = − =
� � � �

0 0 0 0 
 ■.         استμ پارامتر MRE  برآوردگر Xپس 

 و واريانس ثابت f با تابع چگاليFهاي يك متغيره  كلاس كليه توزيعF  فرض كنيد: 2-2قضيه 

σمتناهي مثلا  =2 ,همچنين فرض كنيد .  باشند1 ,..., nX X X1  يك نمونه تصادفي هر يك با 2
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)چگالي  )if x θ− با ( )iE Xθ ) باشد و = )nr F برآوردگر مخاطرهMRE پارامتر θ تحت تابع 
)در اين صورت . زيان درجه دوم باشد )nr F  موقعي مقدار ماكزيمم خود را روي Fآورد   بدست مي

 . توزيع نرمال باشدFكه 

) با مخاطره X برابر θمتر   پاراMREدر حالت توزيع نرمال برآوردگر : اثبات )nr F
n

=
.  است 1

 در هر توزيعي برابر Xچون مخاطره 
n
 F در هر توزيع  MRE است بنابراين مخاطره برآوردگر1

بايستي كمتر يا مساوي 
n
بنابراين توزيع نرمال داراي ماكزيمم ) كند  مخاطره را مينمم ميMRE( باشد1

 ■.         استFهاي   در بين كليه توزيعMREمقدار مخاطره برآوردگر 

,فرض كنيد : 3-2مثال  ,..., nX X X1 )زيع نمايي دو پارامتري  يك نمونه تصادفي از تو2 , )E bθ 
 را تحت توابع زيان درجه دوم و قدر θ پارامتر MREبرآوردگر .  مقداري معلوم استbباشند كه

 . آوريدبدست مطلق خطا 

)            :     حل ) ( )
( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )

x x
b bf x e I x e I x f x

b b
θ θ

θ θ θ θ
− − − −

+∞ +∞= = − = −
1 1

0
1 1  

)دهيم  ار ميقر )( )X Xδ =
�0 ) بنابراين 1 )Xδ

پاياي مكان   آماره بسنده كامل وهمچنين برآوردگر هم�0
θ است و طبق قضيه باسو از آماره فرعي Y

�
 بنابراين . مستقل است) پاياي ماكزيمال (

  تابع زيان درجه دوم تحت-الف

*
( ) ( )( ) [ | ] ( ) ( )

n x
bn bv y E X y E X x e dx

b n

+∞ −
= = = =∫� �

1 0 1
0

 

* عبارت است از θ پارامتر MREپس برآوردگر 
( )( ) bX X

n
δ = −

�  نيز UMVU كه برآوردگر 1

 .هست

* تحت تابع زيان قدر مطلق خطا -ب
( ) ( )( ) [ | ] ( )v y med X y med X= =

� �
0 1 0   پس1

** *
* ln

nv
b

n nx xv b bn bve dx e e v
b n

−− −
= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =∫0

1 1 11 22 2 20
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* عبارت است از θ پارامتر MREاين برآوردگر بنابر
( )( ) lnbX X

n
δ = −1  كه اين برآوردگر 2

 ■      .         نااريب نيست

 1برآوردگر پيتمن

 .توان بدست آورد تري مي  مكان را به فرم راحتMREاگر تابع زيان درجه دوم باشد، آنگاه برآوردگر 

هاي مكان و تحت تابع زيان درجه دوم،   و در خانواده توزيعGت گروه تبديلات مكاني  تح:3-2قضيه 
 : مكان عبارت است ازMREبرآوردگر 

*
( ,...., )

( ) ( ) [ ( ) | ]
( ,...., )

n

n

uf x u x u du
X X E X y

f x u x u du
δ δ δ

+∞

−∞
+∞

−∞

− −

= − =
− −

∫

∫� � � �

1

0 0 0
1

 

 .شناسند  ميθاين فرم را بعنوان برآوردگر پيتمن پارامتر 
)كنيد  فرض : اثبات ) nX Xδ =

 بنابراين.  باشدθپاياي   برآوردگر هم�0
*( ) ( | )nv y E X y=
� �

0 
 :گيريم حال تبديل زير را در نظر مي

, ,...,i i n

n

Y X X i n
W X

⎧ = − = −⎪
⎨

=⎪⎩

1 1 

Jدر اين صورت  , و    1= ( ,...., , ) ( ,...., , )Y W n nf y y w f y w y w w− −= + +
�

1 1 1 1 
 و بنابراين

,
| |

,

( ,..., , )
( | ) ( | )

( ,..., , )

( ,..., , )
( ,..., , )

n

Y W n
X Y W Y

Y W n

n

n

f y y w
f w y f w y

f y y w dw

f y w y w w dw
f y w y w w dw

−

−

−

−

= =

+ +
=

+ +

∫

∫

�
� �

�
� �

1 1

1 1

1 1

1 1

 

* ( ,..., , )
( ) ( | ) ( | )

( ,..., , )
n

n
n

wf y w y w w dw
v y E X Y E W Y

f y w y w w dw
−

−

+ +
⇒ = = =

+ +
∫
∫� ��

1 1
0 0

1 1
 

                                                 
١ Pitman Estimator 



پايايي:  فصل سوم  83 

( ,..., , )

( ,..., , )
n n n

n n n

wf x x w x x w w dw

f x x w x x w w dw
−

−

− + − +
=

− + − +
∫
∫

1 1

1 1
 

( ,..., , )

( ,..., , )

nu x w n n
n

n n

uf x u x u x u du
x

f x u x u x u du

= − −

−

− − −
= −

− − −
∫
∫

1 1

1 1
 

* ( ,..., )
( ) ( | )

( ,..., )
n

n n
n

uf x u x u du
x x E X Y

f x u x u du
δ

− −
∴ = − =

− −
∫
∫� �

1
0

1
   ■        

, فرض كنيد :4-2مثال ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )U θ θ− +
1 1
2  باشد برآوردگر 2

MRE پارامتر θ آوريدبدست  را. 
 :حل

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )

( , )

( , ) ( ) ( )*

( , )

( ) ( ) ( ,...., )
( )

( )

( )
( ) ....

( )

n

n

n

n n

i i n
i i

X

x x

x x n

x x

I x I x f x x
f x

I

uI du
uf x u du x x

x
f x u du I du

θ θ
θ θ θ

θ

δ

− + −= =

− +

− +

− +

⎧
= − = − −⎪⎪= ⎨

⎪
⎪⎩

− +
∴ = = = =

−

∏ ∏

∫∫
∫ ∫

� �

�
�

�

1

1

1

1 1 1 1 1
1 12 2 2 2

1 1
2 2

1 1
12 2

1 1
2 2

2

 

)پس  ) ( )*( ) nX X
Xδ

+
=

�
1

 ■         . نيستUMVUE است ولي θ براي MRE برآوردگر 2

,فرض كنيد : 5-2 مثال ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )E bθشند كه باb معلوم است 
 . را بدست آوريدθ پارامتر MREبرآوردگر 

     :حل

         

( )

( )/
( , )

( )/
( , )

( ) ( ,...., )
( )

( )

i
n

x b
i n

i
X

nx n b
xn

e I x f x x
bf x
e I

b

θ

θ

θ θ θ

θ

− −
+∞

=

− +
−∞

⎧
− = − −⎪⎪= ⎨

⎪
⎪⎩

∏
� �

1

0 1
1

1

1
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( )

( )

( )( )/

*

( )( )/

( )
( )

( )
( )

x nu
nx nu b b

n

x nu
nx nu b b

n

xu b be du u e
uf x u du n nb

x
xf x u du b ee du

nb

δ

− +

−∞
−

− +

−∞

−
− −∞

∴ = = =
−

−∞

∫∫
∫ ∫

�
�

�

1

1

1

11
 

 

 ■.        باشد  الف مي-3-2همان برآوردگر بدست آمده در مثالكه 

 .ردگر پيتمن پارامتر مكان تابعي از آماره بسنده استبرآو: 4-2قضيه 
)فرض كنيد : اثبات ,...., )kS S S=

� بنابراين طبق قضيه تجزيه .  باشدθ يك آماره بسنده توام براي 1
)به عوامل داريم كه  ,..., ) ( , ) ( ,..., )n nf x x g S h x xθ θ θ− − =

�1  بنابراين برآوردگر پيتمن 1
  عبارت است ازθپارامتر 

* ( ) ( , ) ( ) ( , )
( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( , )

uf x u du ug S u h x du ug S u du
x k S

f x u du g S u h x du g S u du
δ

−
= = = =

−
∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

� �� �
� �

� �� �
  ■ 

 و MREشود كه براي برآورد پارامتر مكان ارتباطي بين برآوردگرهاي  هاي بالا ديده مي با توجه به مثال
 :اين ارتباط در قضيه زير آورده شده است.  وجود داردUMVUEنااريب و 

 جه دوم باشد در اين صورت براي برآورد پارامتر مكان  فرض كنيد تابع زيان در:5-2قضيه 
) اگر -الف )Xδ

�
) باشد آنگاه bپايا با اريب ثابت  هر برآورد هم )X bδ −

�
 يك برآوردگر هم پايا و 

)باشد و داراي مخاطره كمتري نسبت به  نااريب مي )Xδ
�

 . است
 .  يك برآوردگر نااريب استMRE برآوردگر يكتاي -ب
 . استMREپايا باشد آنگاه يك برآوردگر   موجود باشد و همUMVU اگر برآوردگر -ج

)پايا بودن و نااريب بودن  هم)الف :اثبات )X bδ −
�

 . واضح است

( ) [ ]
( , ) [( ( ) ) ]

( ) ( )

( , ) ( , )

R b E X b

E X b bE X

R b R

θ

θ θ

θ δ δ θ

δ θ δ θ

θ δ θ δ

− = − −

⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦

= − <

�

� �

2

2 2

2

2 

( )
bx
n

= −1
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)يد فرض كن-ب )Xδ
�

 باشد در b باشد ولي نااريب نباشد و داراي اريبMRE يك برآوردگر يكتاي 
) )الف(اين صورت طبق قسمت  )X bδ −

�
)پايا با مخاطره كمتر نسبت به يك برآوردگر هم )Xδ

�
 

) ،MREتا بودن برآوردگر است كه اين با يك )Xδ
�

)پس .  متناقض است )Xδ
�

 .باشد  نااريب مي
) اگر-ج )Xδ

�
مم ي باشد آنگاه اين برآوردگر مقدار مخاطره را مينUMVUپايا و   يك برآوردگر هم

 ■            . استMREپس يك برآوردگر . كند مي

 MREهاي فوق ديديم كه اگر تابع زيان درجه دوم نباشد آنگاه ممكن است برآوردگر   در مثال:توجه
 مفهوم معمول نااريبي اين است كه. يك برآوردگر نااريب نباشد

[ ( )]E Xθ δ θ θ= ∀ ∈Θ
�

 

)و اگر تابع زيان درجه دوم باشد آنگاه , ) [( ( ) ) ]R E Xθθ δ δ θ= −
�

θ موقعي به ازاي هر 2 ∈Θ 
]آورد كه ميبدست مينيمم مقدار خود را  ( )]E Xθθ δ=

�
  باشد بنابراين

[( ( ) ) ] [( ( ) )]E X E Xθ θδ θ δ θ θ θ′ ′− ≤ − ∀ ≠
� �

2 
)يعني متوسط فاصله )Xδ

�
)] با مقدار واقعي پارامتر، يعني ( ) ) ]E Xθ δ θ−

�
كمتر است از متوسط 2

)فاصله )Xδ
�

اين مطلب راه گشاي تعريفي براي نااريبي تحت توابع زيان .  از هر مقدار ديگر پارامتر
 ■.      ديگر است

)فرض كنيد در يك مسئله برآورديابي تابع زيان): 1مخاطره نااريب (:1-2تعريف , ( ))L Xθ δ
�

.  باشد
)برآوردگر )Xδ

�
  هرگاهگويندخاطره نااريب  را م

      ■          [ ( , ( ))] [ ( , ( ))]E L X E L Xθ θθ δ θ δ θ θ′ ′≤ ∀ ≠
� �

  

 اگر تابع زيان قدرمطلق خطا باشد آنگاه): نااريبي ميانه (:6-2مثال

( ) [ ( , ( ))] [| ( ) |] | | ( )g E L X E X f dθθ θ δ δ θ δ θ δ δ
+∞

−∞
= = − = −∫� �

 ( ) ( ) ( ) ( )f d f d
θ

θ
θ δ δ δ δ θ δ δ

+∞

−∞
= − + −∫ ∫ 

    ■         ( ) ( ) ( ) ( ( ))g f d f d med X
θ

θθ
θ δ δ δ δ θ δ

+∞

−∞
′ = ⇒ = ⇒ =∫ ∫ �

0      

                                                 
١ Risk-unbiased 
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 يك برآوردگر مخاطره نااريب MREخواهيم نشان دهيم كه برآوردگر  ي مب-5-2با توجه به قضيه 
 .كنيم براي اين منظور از لم زير استفاده مي. است

 باشد G يك برآوردگر هم پايا تحت گروهδباشد و) آبلي( يك گروه جابجايي �G اگر:1-2لم 
)آنگاه )δ�Gبراي هر �G g  .پايا است  يك برآوردگر هم�∋
G *gبراي هر: اثبات   داريم كه∋

( ) ( ) ( )
( ) ( )

* * *( ( )) ( ( )) ( ( ))g g X g g X g g Xδ δ δ= =� � � � �
� � �

1 2
 

)يعني. آيد  بدست مي�Gاز آبلي بودن ) 2( و δ پايا بودن از هم) 1(كه در آن  )g δ� يك برآوردگر
 ■.              پايا است هم

 يك MRE باشد آنگاه برآوردگر  يك گروه جابجايي�G يك گروه انتقالي وG اگر:6-2قضيه 
 .برآوردگر مخاطره نااريب است

G ,θ باشد وMRE برآوردگر δفرض كنيد: اثبات θ′ G g انتقالي است پس Gچون. ∋ ∈ 
)كه موجود است بطوري )gθ θ  و بنابراين=′

( ) ( ) ( )
(*) (**)

[ , ( ) ] [ ( ), ( ) ] [ , ( ( ))) [ ( , ( )]E L X E L g X E L g X E L Xθ θ θθ δ θ δ θ δ θ δ−′ = = ≥�
� � � �

1 
 حاصل δ بودن MRE و 1-2از لم ) **(از پايايي تابع زيان و نامساوي ) *(كه در آن تساوي 

 ■.       ره نااريب است برآوردگر مخاطδپس. گردند مي
 θ پارامتر  MRE و تحت تابع زيان درجه دوم، برآوردگرGتحت گروه تبديلات مكان : 3-2نتيجه 
 ■.           است)  ميانگين–نااريب (نااريب-مخاطره

 
 1 پارامتر مقياسMREبرآوردگر : 3بخش 

)فرض كنيد , , )nX X X= …
�   داراي توزيع احتمال توام1

,..., n
n n

xx xf f σ
σ σ σσ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� 11 1 0 

                                                 
١ MRE Estimator of scale-parameter 
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 اگر گروه تبديلات زير را در نظر بگيريم.  پارامتر مقياس نامعلوم استσ معلوم وfباشد كه در آن

{ : ( , , , ) ( , , ) , }c c n ng g x x x cx cx cx c= = = >… …
�1 2 1 0 G 

 بصورت زير Gهاي فوق نسبت به اين تبديل پايا است هرگاه گروه تبديلات آنگاه خانواده توزيع
}                           باشد       : ( ) , }c cg g c cσ σ= = >0 G 

) پارامتردر برآورد. كه يك گروه انتقالي از تبديلات است ) rh σ σ=تحت تبديل G ،( )h σ داراي 
 پايا است اگر برآوردگر هم

( ( )) ( ( )) ( ) ( )r rh g g h c gσ σ σ σ= ⇔ =� � 
} بصورت زير است         �Gبنابراين گروه تبديلات : ( ) , }r

c cg g c cδ σ= = >� � 0 �G 
) تابع زيانGبنابراين تحت گروه , )L σ δ پايا است اگر و فقط اگر 

(*)
( ( ), ( )) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )r

rL g g L L c c L L δσ δ σ δ σ δ σ δ σ δ γ
σ
⎛ ⎞= ⇔ = ⇔ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� 

(                          :      (*)اثبات ( , ) ( , ) ( )r rc L L δ δσ δ γ
σ σ σ

⇒ = ⇒ = =
1 1   

) ( , ) ( ) ( ) ( , )
( )

r
r

r r
cL c c L
c
δ δσ δ γ γ σ δ
σ σ

⇐ = = =   

)ابراين اگر تابع زيان بفرمبن , ) ( )rL δσ δ γ
σ

 پايا G باشد آنگاه مسئله ما تحت گروه تبديلات =

)براي مثال. است , ) ( )rL δσ δ
σ

= − ) و 21 , ) | |rL δσ δ
σ

=  . از اين نوع تابع زيان هستند1−

 باشند ت بصورت زير ميپايا در اين حال همچنين برآوردگرهاي هم

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )rg X g X cX c Xδ δ δ δ= ⇔ =�
� � � �

 
)پاياي پارامتر از جمله برآوردگرهاي هم )r σ=1عبارتند از  

| | ( )
n n

i i
i i

D X X S X X
n n= =

= − = −
−∑ ∑ 2

1 1

1 1
1 

 .كنيم  در اين حالت از قضيه زير استفاده ميMREبراي بدست آوردن برآوردگر 



پايايي:  فصل سوم  88 

)اگر: 1-3قضيه  )Xδ
 باشد آنگاه شرط لازم و كافي براي آنكه rσپاياي  هر برآوردگر هم�0

)براوردگر )Xδ
�

 پايا باشد آن است كه  همrσ براي

)1(                                            ( )( )
( )
xx

U x
δδ = ��
�

0 

)كه در آن )U x
�

  است يعنيG هر تابع پايا نسبت به 

)2(                                         ( ) ( )U cx U x=
� �

 
 برقرار باشند در اين صورت ) 2(و ) 1(فرض كنيد: اثبات

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

r
rcx c xcx c x

U cx U x
δ δδ δ= = =� �� �

� �

0 0 

)پس )xδ
�

)حال فرض كنيد. پايا است يك برآوردگر هم  )xδ
�

. دهيم پايا باشد قرار مي  برآوردگري هم
( )( )
( )
xU x
x

δ
δ

= ��
�

 برقرار است و همچنين ) 1( در اين صورت رابطه 0

 

■ 
)اگر قرار دهيم ,..., )nZ Z Z=

� ,..., كه1 ,
| |

i n
i n

n n

X XZ i n Z
X X

= = − =1 Zو (1 c=اگر n =۱ 

Zآنگاه) باشد
�

) تابع4-1 است و طبق قضيه G يك تابع پاياي ماكزيمال نسبت به )U x
�

 پايا است اگر 
Zو فقط اگر تابعي از تابع پاياي ماكزيمال
�

 : نتيجه مي شود كه1-3بنابراين از قضيه .  باشد

 δ باشد آنگاه شرط لازم و كافي براي اين كه برآوردگر rσپاياي  هر برآوردگر همδ0اگر : 1-3نتيجه

  متغير n ازwپايا باشد اين است كه تابع  همrσبراي

,..., ,
| |

i n
i n

n n

X XZ i n Z
X X

= = − =1 1 

)كه                                وجود داشته باشد بطوري )( )
( )
xx

w z
δδ = ��
�

0          ■ 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

r

r
cx c x xU cx U x
cx xc x

δ δ δ
δ δδ

= = = =� � �� �
� ��

0 0 0



پايايي:  فصل سوم  89 

Zست و انتقالي اGحال چون گروه
�

 7-1 يك تابع پاياي ماكزيمال است در اين صورت طبق قضيه 

)برآوردگر هم پاياي  )( )
( )
XX

w Z
δδ = ��
�

) كه اميد شرطي 0 )[ | ]
( )
XE z

w zσ
δγ=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �
�

0
 را مينيمم كند 1

)*حال اگر.  استrσ پارامترMREبرآوردگر  )w z
�

  اين اميد شرطي را مينيمم كند آنگاه

*
( )( )
( )
XX

w z
δδ = ��

�

 . استrσ پارامترMRE برآوردگر 0

  يك متغير تصادفي مثبت باشد Xفرض كنيد: 1-3لم 

) اگر-الف )E X < XE آنگاه2∞
c

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
) مقدار مينيمم خود را به ازاي1 )

( )
E Xc
E X

=
2

 بدست 

 .آورد مي

) اگر-ب )E X < XE باشد آنگاهf داراي تابع چگاليX و ∞
c

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 مقدار مينيمم خود را به 1

 آورد كه در رابطه زير صدق كند ميبدست  cازاي مقدار

( ) ( )
c

c
xf x dx xf x dx

+∞
=∫ ∫0

 
 )نامند  ميX توزيع1 مقياس–كه در رابطه فوق صدق مي كند را ميانه  cهر مقداري(

 ■           . تمرين:اثبات

  داريم كه Gحت تبديلات مقياسهاي مقياس و ت  در خانواده توزيع:2-3نتيجه 

r اگر-الف r
δ δγ
σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
 است از  عبارتrσ پارامترMREآنگاه برآوردگر) Aفرم (1

* ( ) [ ( ) | ]( )
[ ( ) | ]

X E X zX
E X z

δ δδ
δ

= � � ��
� �

0 1 0
2

1 0
 

r  اگر-ب r
δ δγ
σ σ
⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

*آنگاه) Bفرم  (1
*
( )( )
( )
XX

w z
δδ = ��

�

)* كه در آن0 )w z
�

 هر ميانه مقياس 

)توزيع )Xδ
Z به شرط�0

�
σ با  .باشد  مي1=

 ■     . تمرين:اثبات
                                                 
١ Scale-median 
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nحالت: (1-3مثال  xf داري توزيع احتمالXاگر) 1=
σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)* باشد در اين صورت1 )w z
�

 يك 

*مقدار ثابت است و طبق مطالب فوق
*( )
rXX

w
δ =

�
 w* است كهrσ پارامتر MREبرآوردگر

مقداري است كه
rXE

w
γ
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

، Aبنابراين تحت تابع زيان فرم. كند  را مينيمم مي1

* ( )( )
( )

r r

r
X E XX
E X

δ = 1
2

1
*، B و تحت تابع زيان بفرم

*( )
rXX

w
δ  هر ميانه مقياس w* كه=

 ■            . هستندrσ پارامترMREباشد، برآوردگرهاي   ميrXتوزيع

,فرض كنيد: 2-3مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N σ  MRE باشند برآوردگر 20

σپارامتر  . بدست آوريدA را تحت تابع زيان بفرم2

)                                        :حل )
( ) ( )

x

X
xf x e fσ

σ σσ π

−
= =

21
21 1

2
 

)دهيم قرار مي )
n

i
i

X Xδ
=

= ∑�
2

0
1

) در اين صورت )Xδ
σ آماره بسنده كامل براي�0  و همچنين 2

σپاياي برآوردگر هم )زيرا(  است2 ) ( )cX c Xδ δ=
� �

2
0 Zو طبق قضيه باسو از آماره فرعي) 0

�
پاياي  (

 بنابراين. مستقل است) ماكزيمال

           ( )*

( )

( )( ) [ ( )]( )
[ ( )] [( ) ]

n

i n
i n i

i
in

n X
X EX E XX X

nE X E n n
χδ δδ

δ χ
=

=
= = = =

++

∑∑ ∑� ��
�

2
2 2

0 1 0 1
2 2 2 2

11 0 1

1
22

 

 ■            .   ين برآوردگر مخاطره نااريب استنشان دهيد كه ا

,فرض كنيد: 3-3مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )U θ0 باشند برآوردگر MRE 
 .بدست آوريد B و A را تحت توابع زيانθپارامتر

):                                حل , ) ( , )( ) ( )X
x xf x I x I fθθ θ θ θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0 01
1 1 1  
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)قرار مي دهيم )( ) nX Xδ =
)  بنابراين�0 )Xδ

 است و همچنين برآوردگر θ آماره بسنده كامل براي�0
Z)پاياي ماكزيمال(بنابراين از آماره فرعي .  استθپاياي هم

�
 درنتيجه.  مستقل است

r  باA تحت تابع زيان بفرم-الف =۱، 

( )
( ) ( )*

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ~ ( , ))

( )

n
n n

n n
n

nXX E X nnX x X Be nn nE X
n

δ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ++⎝ ⎠= = =

+
+

�
1

2
1

21 11
2

 

r با B تحت تابع زيان بفرم-ب =1 ،( )*
*( ) nX

X
w

δ =
�

) هر ميانه مقياس توزيعw* كه در آن )nX 

θبا  يعني.  است1=
*

*
* *

( )( ) ( ) ... ( )
w n n nn nw

x nx dx x nx dx w X Xδ− − ++= ⇒ ⇒ = ⇒ =∫ ∫
11 1 11

0
1 22 � 

                                                                                                                         ■ 

 :برآوردگر پيتمن
توان بدست  تري مي  پارامتر مقياس را بفرم راحتMRE باشد آنگاه برآوردگر Aاگر تابع زيان بفرم

 . آورد
 Aحت تابع زيان بفرم هاي مقياسي و ت  و در خانواده توزيعG تحت گروه تبديلات مقياسي :2-3قضيه 

 عبارت است ازrσ پارامتر مقياسMREبرآوردگر 

*
( ,..., )( ) [ ( ) | ]( )

[ ( ) | ] ( ,..., )

n r
n

n r
n

f x x dx E x zx
E x z f x x d

ν ν ν νδ δδ
δ ν ν ν ν

+∞ + −

+∞ + −
= = ∫

∫
� � ��

� �

1
10 1 0 0

2 2 11 0 10

 

 .شناسند ميrσاين فرم را بعنوان برآورد پيتمن پارامتر
)) مي باشد 3-2همانند اثبات قضيه(تمرين : اثبات ) r

nX Xδ =
�0      .■ 

,كنيد  فرض:4-3مثال , , nX X X…1 برآوردگر .  باشندλ يك نمونه تصادفي از توزيع نمايي با پارامتر2
 . را بدست آوريدλپيتمن پارامتر
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r :حل =۱ 

*

( ) ,..., ( ,..., )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

n
ii

i

i

i

xxn
nn

X nn n
i

xn n n
i i

xn n
n

i

x xf x e e f f x x

n
f x d e d x x

x n nf x d e d
x

λλ

ν

ν

ν ν ν
λ λ λλ λ

ν ν ν ν ν
δ

ν ν ν ν ν

=
−−

=

+∞ +∞ − +

+∞ +∞ −+ +
+

∑ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Γ +
∑

= = = =
Γ +∑ +

∏

∫ ∫ ∑ ∑
∫ ∫ ∑

� �

�
�

�

1 1
1

1

1
0 0

1 1
20 0

1 1 1

1

2 1

 

)*برابرλ پارمتر MREرآوردگرب پس ) iX
X

n
δ =

+
∑

�  ■       .)نااريب نيز است كه مخاطره( است1

, فرض كنيد:5-3مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )U θ0برآوردگر پيتمن . باشند
 . آوريدبدست را θپارامتر
  :حل

( )

( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ) ( ) ,..., ( )

( )
( ) ( )

n

n

n n
ni i n

n n
i i

X
n

xn
x

xx x xI I f f x

f x
I I

ν ν
θ θ θ θ θθ θ

θ ν ν ν
θθ

= =

+∞

⎧ ⎛ ⎞= = =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪= ⎨

⎪ = =
⎪
⎩

∏ ∏
�

�

�

1
01 01

1 1

10

1 1 1

1 1

( )

( )

( )

*
( )

( )

( )
( )

( )

n

n

n
nxn n

nx nn n n

x
f x d d n nx x

x nf x d d
n

ν
ν ν ν ν ν

δ
νν ν ν ν ν

+
+∞

+∞ ++ +

+ +
= = = =

+
+

∫ ∫
∫ ∫

�
�

�

1
1

0 0
1 21 1

0 0

1
1 0 2

1 1
2 0

 

 ■.       است3-3كه همان برآوردگر بدست آمده در مثال 

 .برآوردگر  پيتمن پارامتر مقياس تابعي از آماره بسنده است: 3-3قضيه 
 ■.       تمرين : اثبات
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 اسمقي- پارامترهاي مكانMREبرآوردگر : 4بخش

)فرض كنيد , , )nX X X= …
� ) داراي توزيع احتمال توام1 ,..., )n

nx xf
σ

θ θ
σ σ
−  باشند كه در 11−

طور  به را θ وσ براي MERدر زير برآوردگرهاي .  هر دو نامعلوم هستندσوθ معلوم وfآن
 .آوريم جداگانه بدست مي

 :σ پارامتر مقياس MRE برآوردگرهاي -الف
 .اگر گروه تبديلات زير را در نظر بگيريم. را برآورد كنيم rσفرض كنيد بخواهيم پارامتر

, ,{ | ( ) , , }a b a bg g x a bx a R b= = + ∈ >
� �

0 G 
 به صورت زير Gهاي فوق نسبت به اين تبديل پايا است هرگاه گروه تبديلات آنگاه خانواده توزيع

 .باشد

, ,{ | ( , ) ( , ), , }a b a bg g a b b a R bθ σ θ σ= = + ∈ >0 G 
)در برآورد پارامتر. كه يك گروه انتقالي از تبديلات است , ) rh θ σ σ=تحت تبديل G ،( )h σ 

 پايا است اگر  داراي برآوردگر هم

( )( ( , )) ( , ) ( , ) ( ) ( )r r r rh g g h h a b b g b gθ δ θ σ θ σ σ σ σ= ⇔ + = ⇔ =� � � 
 . به صورت زير است�Gبنابراين گروه تبديلات

, ,{ | ( ) , , }r
a b a bg g b b a Rδ δ= = > ∈� � 0 �G 

) تابع زيانGاين تحت گروهبنابر , , )L θ σ δ پايا است اگر و فقط اگر 
,

( , , ) ( , , ) ( , , )
a b

r
rL L a b b b L

θ
σ σ δθ σ δ θ σ δ θ σ δ γ

σ

−
= =

⎛ ⎞= + ⇔ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

 

 ).B وAبراي مثال تابع زيان هاي بفرم(
 .باشند پايا بفرم زير مي در اين حالت برآوردگرهاي هم

)1(              ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )rg X g X a bX b Xδ δ δ δ= ⇔ + =�
� � � �

 
اگر تنها يك تغيير در . كنيم  در اين حالت به صورت زير عمل ميMREبراي بدست آوردن برآوردگر 

 :مكان داشته باشيم يعني
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( ) ( , ) ( , ) ( )g x x a g a bθ σ θ σ= + = + =�
� �

1 
bبا ) 1(در اين صورت رابطه  )يستي       دهد كه با  نتيجه مي1= ) ( )a bX Xδ δ+ =

� �
  

δ، 1-2 است پس طبق نتيجه G يك تابع پايا نسبت بهδيعني
�

n تابعي از  −1 
,تفاضل ,..., ,i i nY X X i n= − = −1 ها بصورت زير بدست iYي تواماما تابع چگال. باشد  مي1

 :آيد مي

,..., ( ) ( )i i W X n
wW X i n f w f w fθ θ
σσ

⎛ ⎞= − = ⇒ = + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠��
��

11 

,...,i i n i n

n

Y X X W W i n
J

T W
= − = − = −⎧

⇒ =⎨ =⎩

1 1 1 

, ( , ) ( ,..., , ) ,..., ,n
Y T W n n

y t y t tf y t f y t y t t f
σ σ σσ

−
−

+ +⎛ ⎞= + + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠� ��

1 1
1 1

1 

*

( ) ,..., ,

,..., ,

n
Y n

tu
n

n n

y t y t tf y f dt

yy yf u u u du f
σ

σ σ σσ

σ σ σσ σ

+∞ −
−∞

=
+∞ −

− −−∞

+ +⎛ ⎞⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

� �

�

1 1

1 1
1 1

1

1 1
 

)بنابراين توزيع , , )nY Y Y −= …
� 1 واده براي  به يك خانواده مقياس متعلق است در نتيجه در اين خان1

بنابراين . كنيم  بدست آمده در بخش قبل استفاده ميMRE از برآوردگرهاي rσبرآورد پارامتر

* بفرمrσ پارامترMREبرآوردگر 
( )( )
( )
YX

w Z
δδ = ��

�

) است كه 0 )Yδ
 هر برآوردگر پاياي مقياس �0

Yبر اساسrσامترپار
�

) است )( ) ( )rbY b Yδ δ=
� �0  كه در آن 0

| |
n

n
n

YZ
Y

−
−

−
= 1

1
1

 و 

( , , ), , , ,...,i
n i

n

YZ Z Z Z i n
Y−

−
= = = −…

� 1 1
1

1 2 )* و2 )w z
�

 هر عددي است كه
 

( ) |
( )
YE z

w zσ
δγ=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

� �
�

0
 .كند  را مينيمم  مي1
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) A اگر تابع زيان بفرم :1-4نتيجه  , , ) rL δθ σ δ
σ

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

2
 MRE باشد آنگاه براوردگر 1

*                   عبارت است از      rσپارامتر ( ) [ ( ) | ]( )
[ ( ) | ]

Y E Y zX
E Y z

σ

σ

δ δδ
δ
=

=

= � � ��
� �

0 1 0
2

1 0
  

) Bو اگر تابع زيان بفرم  , , ) rL δθ σ δ
σ

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 عبارت rσ پارامترMRE باشد آنگاه برآوردگر 1

*است از 
*
( )( )
( )
XX

w z
δδ = ��

�

)* كه در آن0 )w z
�

) هر ميانه مقياس توزيع )Yδ
Z به شرط�0

�
σ با =1 

  ■.          باشد مي

,فرض كنيد: 1-4مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )N μ σ σ وμباشند كه در آن2  هر 2

σ پارامترMREبرآورد . دو نامعلوم هستند  . بدست آوريدB و Aهاي بفرم   تابع زيان را تحت 2

):حل , ( ) )
n

i
i

T X X X
=

= −∑ 2

1
σ وμ يك آماره بسنده كامل براي دهيم  قرار مي.  است2

( )
n

i
i

X Xδ
=

= −∑ 2
0

1
σپايا براي  يك برآوردگر همδ0 در اين صورت   است2

 ( )( ) ( ), ( ) ( )a bX b X Y b Yδ δ δ δ+ = =
� � � �

2 2
0 0 0 Zو از آماره پاياي ماكزيمال 0

�
مستقل ) فرعي(

)                  است و                           )~ ( )nδ χ σ− =2
0 1 1 

  باشد آنگاهAر تابع زيان بفرم  اگ-الف

* ( | ) ( ) ( )( ) ( )
( | ) ( ) ( ) ( )

n

i
i

E z E nX X X
n nE z E n n

δ δ δ δ δ δδ
δ δ =

−
= = = = = −

+ +− + −
∑��

�

20 1 0 0 1 0 0 0
2 2 2

11 0 1 0

1 1
1 12 1 1

 

|مقياس توزيع- ميانهw* باشد آنگاهB اگر تابع زيان بفرم -ب
D

Zδ δ=
�0  . است0
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*

*

*

*.....

n n xw x
n nw

n nx xw
n nw

x xx e dx x e dx
n n

xx e dx x e dx
n n

− −
− − −+∞−

− −

+ +
− − − −+∞

+ +

=
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇔ ⇔ =
+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫

1 1 111 12 2 2 2
1 10

2 2

1 1 1 11 12 2 2 2
1 10

2 2

1 12 22 2

1
1 12 22 2

 

) ميانه توزيعw*يعني )nχ +
2

* است و بنابراين1
/ ( )w nχ= +2

0 5   و در نتيجه1

*

/
( ) ( )

( )

n

i
i

X X X
n

δ
χ =

= −
+
∑�

2
2

10 5

1
1

                                    ■ 

,كنيد   فرض:2-4مثال , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از توزيع 2 , )U θ σ θ σ− +
1 1
2 .  باشد2

 .آوريدبدست  B و A را تحت توابع زيان بفرم σ پارامترMREبرآوردگر 

,                            :                      حل ( , ) ( , )
( ) ( ) ( )xf x I x Iθ σ θ θ

θ
σ σ σ− + −

−
= =1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 

( ) ( )( , )nT X X= ) يك آماره بسنده مينيمال براي 1 ),θ σ است و ( ) ( )nX Xδ = −0  برآوردگر 1
Z)فرعي( است كه از آماره پاياي ماكزيمال σپاياي هم

�
σ مستقل است و اگر   . باشد1=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

~ ( , )

n n n

D

n

X X X X V V

V Be n

δ θ θ

−

= − = − + − − + = −

= −

0 1 1 1

1

1 1
2 2

1 2
 

  باشد آنگاهA اگر تابع زيان بفرم -الف

*
( ) ( )

( )[ ]( ) ( )( )[ ]
( )( )

n

n
E n nnX X Xn n n nE

n n

δδ δδ δ
δ

−
+ ++= = = = −

−
+ +

�
00 1 0

0 12
1 0

1
2 21

1
1 2

 

 ■                             .      را بدست آوريدMRE، σباشد برآوردگر B اگر تابع زيان به فرم-ب

}توجه كنيد كه اگر گروه تبديلات: توجه ( ) , }
{ ( ) , }

b

b

g x bx b
g b bσ σ

= = >
= = >

� �
0
0 G

G
همانند (برديم   را به كار مي

توان   ديگر يك گروه انتقالي نبود و از روش بكار برده شده در اين فصل نميGآنگاه ) بخش قبل
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)نشان داد كه ) 1964(1اشتاين. ( را بدست آوردMRE ،rσبرآوردگر   ) xx s
s

δ ψ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠�

 كه 2

min ,

nx
x s
s n n

ψ

⎧ ⎫
+⎪ ⎪⎪ ⎪⎛ ⎞ = ⎨ ⎬⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎩ ⎭

2
11

1 σ تحت تبديل فوق براي 2  در توزيع نرمال داراي مخاطره 2

)كمتري نسبت به )
n

i
i

X X
n

δ
=

= −
+ ∑ 2

0
1

1
 ) است1-4 در مثال1

 θ پارامتر مكان MREوردگر  برآ-ب

,...,هاي را در خانواده توزيعθفرض كنيد بخواهيم پارامتر مكان n
n

x xf θ θ
σ σσ
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 برآورد 11

 هاي تبديلات گونه كه ديديم اين خانواده تحت گروه همان. كنيم

, ,

, ,

{ | ( ) }
{ | ( , ) ( , )}

a b a b

a b a b

g g x a bx
g g a b bθ σ θ σ

= = +
= = +

� � G
G

 

 باشد   به صورت زير مي�G گروه تبديلات θپايا است و در برآورد پارامتر

                                        ,{ ( ) }a bg a bδ δ= = +� �G 
  زيان بفرم زير باشد  پايا است اگر و فقط اگر تابعGحت گروه صورت مسئله مورد نظر ت در اين

,

( , , ) ( , , ) ( , , )
a b

L L a b b a b L

θ
σ σ δ θθ σ δ θ σ δ θ σ δ ρ

σ

−
= =

−⎛ ⎞= + + ⇔ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

 

 باشند پايا به فرم زير مي در اين حالت برآوردگرهاي هم

)2(                ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )g X g X a bx a b xδ δ δ δ= ⇔ + = +�
� � � �

 
آوردن برآوردگر بدست براي . پايا ثابت است هر برآوردگر هم انتقالي است پس مخاطره Gچون

MREپارامتر θآيد  دو حالت زير پيش مي. 
 دهيم  قرار ميσ براي يك مقدار ثابت:حالت اول

( , , ) ( ,..., )n
n n

x xg x x fσ σ σσ
=… 1

1
1 

                                                 
١ Stein 
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 .شود ت زير تبديل ميهاي مكان مقياس به صور بنابراين خانواده توزيع

)3(                                  ( ,...., )ng x xσ θ θ− −1 
 .كه به يك خانواده مكان متعلق است

δو تحت تابع زيان بفرم) 3(فرض كنيد براي خانواده مكان : 1-4لم  θρ
σ
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 MRE يك برآوردگر 
*δبراي θتحت تبديلات مكان )* { ( ) }ag x x a= = +

� �
 G( موجود باشد و 

(i) *δ به σبستگي نداشته باشد  
(ii) *δ صدق كند) 2( در رابطه. 
 .كند كنند، مينيمم مي صدق مي) 2( مخاطره را در بين تمام برآوردگرهايي كه در δ*آنگاه
 G* تحتδكند باشد، بنابراين صدق مي) 2(پاياي ديگر كه در   هر براوردگر همδفرض كنيد: اثبات

، δ*بنابراين طبق فرض قضيه در مورد.  مقداري معلوم باشدσهمچنين فرض كنيد كه. استپايا  نيز هم
 برقرار است σضوع براي هر است و چون اين موδ كمتر يا مساويδ* مخاطرهσبراي اين مقدار

 ■.          است) 2(پاياي   در بين تمام برآوردگرهاي همMRE برآوردگر δ*پس

,فرض كنيد: 3-4مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )N μ σ  σ وμ باشند كه هر دوي 2

*،2-2طبق مثال. نامعلوم هستند Xδ  تابع زيان تحت μ پارامتر   MREبرآوردگر =

δ θ δ θρ
σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
)چون شرايط.  است )iو ( )ii برقرار است بنابراين 1-4 لم * Xδ = 

 ■     .   باشد  ميG تحت تبديلات μ پارامترMREبرآوردگر 

, فرض كنيد :4-4مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )U θ σ θ σ− +
1 1
2 در . اشند ب2

)،4-2صورت طبق مثال اين ) ( )* nX X
δ

+
= 1

  تحت تابع زيانθ پارامتر MRE برآوردگر 2

δ θ δ θρ
σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
)چون شرايط. است )iو( )ii برقرار است، بنابراين 1-4 لم *δ برآوردگر 

MERپارامتر θ تحت تبديلات Gباشد  مي           .■ 
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)هاي  ديديم كه در خانواده توزيع3-2در مثال : توجه , )E bθبا b معلوم *
( )

bX
n

δ = برآوردگر  1−

MREپارامتر θط چون شر.  است(i) كند پس از اين روش   براي اين برآوردگر صدق نمي1-4 لم
 . را پيدا كردθ پارامترMREتوان برآوردگر  نمي

 همانند θتر پارامMRE براي يافتن برآوردگر ، اگر شرايط حالت اول برقرار نباشد:حالت دوم
 .كنيم هاي قبل به صورت زير عمل مي بخش

  باشد كه در رابطه زير صدق كندθ هر برآوردگرδ0فرض كنيد: 1-4قضيه 

( ) ( )a bx a b xδ δ+ = +
� �0 0 

  باشد كه مقادير مثبت را بگيرد و در رابطه زير صدق كندσ هر برآوردگرδ1و

( ) ( )a bx b xδ δ+ =
� �1 1 

)پاياي مكان  يك برآوردگر همδدر اين صورت ( ) ( ))a bx a b xδ δ+ = +
� �

باشد اگر و فقط اگر                           مي

( ) ( ) ( ) ( )x x w z xδ δ δ= −
� � � �0 1 

i,....,                          كه در آن  i nY X X i n= − = −1 1، 

( ,..., ), , ,....,
| |

n i
n n i

n n

Y YZ Z Z Z Z i n
Y Y

−
−

− −
= = = = −

�
1

1 1
1 1

1 1 

 ■        .گردد باشد و بعنوان تمرين واگذار مي  مي1-2 همانند اثبات قضيه:اثبات

 صدق 1-4 باشند كه در شرايط قضيه σ و θپاياي   هم برآوردگرهايδ1 و δ0 اگر :2-4نتيجه 
  عبارت است ازθ پارامتر مكان MREكنند آنگاه برآوردگر  مي

* *( ) ( ) ( ) ( )x x w z xδ δ δ= −
� � � �0 1 

zكه در آن براي هر
�

، ( )w z
�

* هر عددي است كه 
, { [ ( ) ( ) ( )} | }E x w z x zρ δ δ−

� � � �01 0  را مينيمم 1
 ■.          كند
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δاگر تابع زيان بفرم : 3-4نتيجه  θ δ θρ
σ σ
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
)*باشد آنگاه) Cفرم ( )w z

�
 از رابطه زير 

*,              .             آيد بدست مي

,

[ ( ) ( ) | ]
( )

[ ( ) | ]
E X X Z

w z
E X Z
δ δ

δ
= � � �

�
� �

01 0 1
2

01 1
 

 ■          . تمرين:اثبات

,فرض كنيد: 5-4مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از توزيع نمايي2 , )E θ σ باشند كه در 
 σو   C تحت تابع زيان به فرمθ پارامترهايMREرآوردگرهاي ب.  هر دو نامعلوم هستندσ و θآن

 . بدست آوريد راAتحت تابع زيان به فرم

)شود كه  به راحتي ديده مي: حل ) ( )( , ) , ( )
n

i
i

T T T X X X
=

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑1 2 1 1

1
 بسنده كامل  يك آماره

)براي  , )θ σاست و ( , )T E
n
σθ∼1 و ( )nT σ χ −∼ 2

2 2 .  از يكديگر مستقل هستندT2 وT1 و22

)بنابراين  )( )
n

i
i

X X
n =

−
− ∑ 1

1

1
) و1 ) ( )( )

( )

n

i
i

X X X
n n =

− −
− ∑1 1

1

1
 برآوردگرهاي  به ترتيب1

UMVU پارامترهاي θ و σهستند . 

) تحت تابع زيان σ در برآورد -الف , , ) ( )L δθ σ δ
σ

= − r با Aفرم  (21 =1 (

( )( )
n

i
i

X Xδ
=

= −∑1 1
1

) است σپايا براي  يك برآوردگر هم )( ) ( )a bX b Xδ δ+ =
� �1  و طبق قضيه 1

Z)فرعي(باسو از آماره پاياي ماكزيمال 
�

 عبارت σ پارامترMREبنابراين برآوردگر .  مستقل است
 است از 

*
( )

[ | ] [ ] ( )( ) ( )
[ | ] [ ] ( ) ( )

n

i
i

E z E nX X X
n nE z E n n

δ δ δ δ δ δδ
δ δ =

−
= = = = = −

− + −
∑��

�

1 1 1 1 1 1 1 1
12 2 2

11 1 1 1

1 1
1 1 

θتوجه كنيد در بخش قبل ديديم كه اگر (  عبارت σ پارامترMRE باشد، آنگاه برآوردگر 0=

از
n

i
i

X
n =+ ∑

1

1
 .) بود1
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 ،)C(فرم  زيان به   تحت تابع θ در برآورد -ب

( )( )X Xδ =
�0 )       و     1 )( ) ( )

n

i
i

X X Xδ
=

= −∑�1 1
1

 

) هستندσ و θپايا براي  به ترتيب برآوردگرهاي هم ) ( )
( ) ( )

a bx a b x
a bx b x

δ δ
δ δ

+ = +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ =⎝ ⎠

� �
� �

0 0

1 1
 و بنابر قضيه 

)باسو , )δ δ0 Z و 1
�

  عبارت است از σ پارامترMREبنابراين برآوردگر .  از يكديگر مستقل هستند

, , ,*

, ,

* *
( ) ( )

( )[ | ] [ ] [ ]
( )

[ | ] [ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i
i

nE z E E n nw z
nE z E n n n

X X w z X X X X
n

δ δ δ δ
δ δ

δ δ δ
=

−
= = = = =

− + −

⇒ = − = − −∑

�
�

�

� � � �

01 0 1 01 0 01 1
2 2 2 2

01 1 01 1

0 1 1 12
1

1 11 1
1 1

1
 

 σ با فرض معلوم بودنθ پارامتر مكانMREهاي قبل ديديم كه برآوردگر  توجه كنيد كه در بخش(

)برابر )X
n
σ

 ■    ) .         بود1−

δ تحت تابع زيان:توجه θ
σ
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
 �Gتوجه كنيد كه گروه .  هيچ برآوردگر مخاطره نااريب وجود ندارد

 ■.          در اين حالت غيرجابجايي است
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 مقدمه: 1بخش
باشند و در آنها به  گيري مي ايم يك نوع تصميم هاي استنباط آماري كه تاكنون بررسي كرده تمامي روش
پرداختيم و به آنها  گيري مي ها درباره پارامتر يا توزيع مجهول به تصميم هاي آماري و داده كمك نمونه

ي و ديگر جوانب، با بررسي مقدار سود هاي آمار در نظريه تصميم به كمك نمونه. آمار كلاسيك گويند
 .گيري دست يابيم كوشيم تا به بهترين تصميم و زيان مي

هاي قبلي را  هاي ديگري از مسائل استنباط آماري است كه روش بنابراين نظريه تصميم شامل روش
ه تصميم هاي قبل با عناصر يك مسئل در فصل. گيرد هاي جديدي را نيز در نظر مي باشد و جنبه شامل مي
 .كنيم در زير اين عناصر را معرفي مي. ايم  ايم ولي آنها را بطور كلي معرفي نكرده آشنا شده

X .شود  نمايش داده مي)مجموعه مقادير( با فضاي نمونهها بوسيله يك بردار تصادفي داده: ها داده
�

χ

خواهيم روي آن استنباط انجام دهيم را وضع   را كه مياقعي و مجهولپارامتر و: 1وضع طبيعت
 .طبيعت گويند

θ

 نمايش  را فضاي پارامتري گويند و با نمادمجموعه تمام مقادير ممكن: 2فضاي پارامتري
 .دهند مي

Θ

X
�

θ

  كه داراي پارامتر مجهولهاي احتمال براي بردار است از مجموعه كليه توزيع مدل عبارت :مدل
 تابع چگالي يا تابع احتمال روي كه در يعني مجمو. است

 .ستا

θ

}{عه ( | ) :f x θ θ ∈Θ
�

( | f(آن x
�

χ θ

مجموعه كليه . گردد  اتخاذ مي مشاهده گرديد، تصميمي برايبعد از ا: 3فضاي كارها 
 aدهند و اعضاي آن را با  نمايش ميهاي ممكن را فضاي كارها گويند و با نماد تصميم

اي يا  كند كه مسئله تصميم مورد مطالعه، يك مسئله برآورد نقطه فضاي كارها معين مي. دهند نشان مي
 فضاي كارها راخواهيم نقاطي از  اي مي در مسئله برآورد نقطه. باشد فاصله اطمينان و يا آزمون فرض مي

Xينكه x=θ
� �

A∈

                                                

A

 
١ State of Nature 
٢ Parameter Space 
٣ Action Space 



تصميم بيزي:  فصل چهارم  104 

۰در برآورد پارامتر توزيع دو ج" مثلا( خواهد بود دس بزنيم پس ح براي  ۱ 

 را داريم كه "در" و "قبول" در مسئله آزمون فرض، ما دو كار ) باشد تواند و مي
در يك مسئله فاصله اطمينان، كارها .  دهيم و بنابراي  نمايش مي و آن را با

 . هستند و بنابراين هايي از فضاي پارامتر فواصل يا زيرمجموعه

p اي همل θ ⊂ θA< <

[ , ]= 0 1AH

a1{ ,a a

0H0

a0ن}=A 0 1

⊂ ΘA

 ممكن است   مقدار واقعي وضع طبيعت باشد در اين صورت كاراگر: تابع زيان
ستي را با كميت تابع ميزان اين نادر. اي نادرست و يا كلا نادرست باشد درست يا تا اندازه

 مقدار وضع طبيعت  موقعي كه كنيم كه مقدار زيان بكار بردن كار گيري مي  اندازهزيا
 به معناي اين است  و  بنابراي. گيرد واقعي باشد را اندازه مي

 .باشد  تصميم درستي ميa وضع طبيعت واقعي است آنگاه كه اگر

θ ∈ΘAa∈

)(ن ,L aθaθ

](ن ,→ +∞0A:L Θ×( , )L aθ =0

θ

كند كه چه   معين ميااي است كه با مش قاعده) يا قاعده تصميم(تابع تصميم : 1تابع تصميم
كار 

 

بنابراين                         . دهند  نمايش مي را بايستي بكار ببريم و معمولا آنرا با

  

Xهده x=
� �

Aa∈ ( )xδ
�

A( ) :xδ χ →
�

D

( )

 )باشند اي، توابع تصميم همان برآوردگرها مي در مسئله برآورد نقطه(

در نظريه تصميم . دهيم  نمايش ميمجموعه كليه توابع تصميم ممكن را با: فضاي توابع تصميم
 يك قاعده تصميم خوب  هدف اين است كه معين كنيم كه كداميك از توابع تصميم

 .باشد مي
xδ ∈
�

D

 ميزان دقت  براساس تابع تصمي در مسئله تصميم روي پارامتر ):ريسك (2تابع مخاطره
چون . شود  اندازه گرفته ميتابع تصميم بوسيله تابع 

 را به ازاي هر مند هستيم توابع تصميمي را بكار ببريم كه  نامعلوم است علاقهمقدار 
هايي  اين بايستي محدوديتاما در حالت كلي چنين كاري ممكن  نيست و بنابر.  مينيمم كند

  روش يك. كنيم اعمال   بهينه  براي دستيابي به تصميم) كلاس برآوردگرها( روي فضاي توابع تصميم

م  θ( )xδ
�

)مخاطره يعني  )( , ) , ( )R E L Xθθ δ θ δ= ⎡ ⎤⎣ ⎦�
θ ( , )R θ δ

θ ∈Θ

                                                 
١ Decision Rule 
٢ Risk Function 
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دو روش اساسي در . باشد ها مي  براي پيدا كردن تصميم بهينه، برقراري يك رابطه ترتيب بين تصميم
 .باشد  مي2 و اصل  بيز)مينيماكس(1اي ترتيبي بين تصميمات، اصل كمين بيشينه برقراري رابطه

 اي براي پارامتر مجهول  در اين فصل و فصل بعد اين دو روش را براي بدست آوردن برآورد نقطه
 .بررسي مي كنيم

θ

 
 3 تصميم بيزي-2بخش

 را يك مقدار ثابت نامعلوم در نظر پارامتر) هاي كلاسيك روش(هائي كه قبلا مطالعه كرديم  در روش
 بود جمع آوري  از جمعيت كه داراي توزيگرفتيم و يك نمونه تصادفي
گيريم كه  را كميتي در نظر ميدر روش بيزي . كرديم گيري مي  تصميمكرده و براساس آن در مورد 

) ناميم كه آنرا توزيع پيشين مي(خود يك متغير تصادفي است و تغييرات آن توسط يك توزيع احتمال 
ها  اين توزيع پيشين براساس اعتقادات و تجربيات قبلي آزمايشگر و قبل از مشاهده داده. گردد بيان مي

شود و بر اساس آن توزيع پيشين تصحيح   جمع آوري ميسپس از جمعيت يك نمونه. گردد تعيين مي
گيري  نامند و براساس اين توزيع پسين تصميم توزيع پيشين تصحيح شده را توزيع پسين مي. گردد مي

 براي مثال فرض كنيد قطعات توليدي يك كارخانه داراي توزيع نمايي با ميانگين . گيرد انجام مي
كند و تغييرات آن   نيز در سال تغيير ميها اين ميانگين باشند و به علت فرسودگي دستگاه ميساعت 

 . باشدطبق يك توزيع احتما

θ

, , , nX X X…1 2( ) fع  xθ

θθ

θ

θ

)ل )π θ

 
 :مخاطره و تصميم بيزي

 گويند چون 4 باشد كه به آن توزيع پيشين توزيع احتمال روي فضاي پارامتري فرض كنيد
 متغير تصادفي است  است و  تابعي از تابع م

 را )متوسط(اميد رياضي .  استي است و تابعي از  نيز يك متغير تصادفپ
 نامند يعني  مخاطره بيز مينسبت به چگالي پيشين 

( )π θθ Θ

X[ه θخاطر ( , ) [ ( , ( ))R E Lθθ δ θ δ=
�

θ

R(س ( ,θ δθ )( ,R θ δ

θ

                                                 
١ Minimax 
٢ Bayes 
٣ Bayesian Decision  
٤ Prior Distribution 
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δ ∈D  

     
( , ) ( )

( , ) [ ( , )] ( , ) ( )
( , ) ( )

R
r E R R d

R

dθ δ π θ
π δ θ δ θ δ θ

θ

θ δ π θ
Θ

Θ
Θ

⎧
⎪

= = Π = ⎨
⎪
⎩

∫
∫ ∑

 

 است كه مخاطره بيزي را در بين تمام توابع  آن تصميتصميم بيزي نسبت به توزيع پيشين
 .تصميم مينيمم كند، يعني تصميم بيزي آن تابع تصميمي است كه در رابطه زير صدق كند

)  پيوسته باشداگر  )π θ

( ) π  گسسته باشداگر  θ

م π( )xπδ
�

( , ) inf ( , )r rπ π δ π δ=

 
 :روش بدست آوردن تصميم بيزي

 هم بعنوان پارامتر و هم به عنوان متغير در اينجا ( باشد زيع پيشي داراي توفرض كنيد
آوري شده از   يك نمونه تصادفي جمع) شود تصادفي در نظر گرفته مي

 براساس اين نمونه تصادفي در توزيع پيشين.  بستگي داردجمعيتي باشد كه توزيع آن به 
 آوريم  را به صورت زير بدست ميكنيم و چگالي پسين  تجديد نظر مي

)ن )π θθ

(و 

θ

( , , nX X X= …1�
θ ( )π θ

θ

( ,( | )
( )

f xx
m x

)θπ θ = ��
�

( ,

 

(ن وθ  است بنابراين چگالي كناري  وX چگالي توامكه در آ f x θ
��

( )m x
�

X
�

( , ) ( ) ( | ) , ( ) ( , ) (f )x f x m x f x dθ π θ θ θ θ= = ∫� � � �
Π 

)            پس ) ( , )( | ) ( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) (
( )

f xx c x f x f x
m x

π θ θ )Lπ θ π θ θ π θ θ= = ∝ =�� � � �� �
π θ θ

�
تابع درست  ( دراصلضرب كافيست حيعني براي محاسبه توزيع احتمال پسين 

 .را بدست آورده و آنرا به يك توزيع احتمال تبديل كنيم) نمايي
θ ( )π θ( )L  θ

 داراي توزيع  باشند و يك نمونه تصادفي از توزيعفرض : 1-2مثال 
 .را بدست آوريدچگالي پسين.  معلوم هستند و  باشد كه در آنپيشي

,كنيد , nX X…1( ,B )1θθ

)(ن ,Be α βθ αβ
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 :حل

δ ∈D  δ ∈D   

( | ) ( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( )

i i

i i

x n

x n x

x L
Be

α β

α β

π θ π θ θ θ θ θ θ
α β

θ θ

−− −

+ − + − −

⎡ ⎤ ∑ ∑⎡ x ⎤∝ = − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑∝ −

�
1 1

1 1

1 1 1

1
| ~ ( , )i ix Be x n xθ α β+ −∑ ∑�

⇒ +            ■ 
 .كنيم براي بدست آوردن تصميم بيزي از قضيه زير استفاده مي

 داراي توزيعي از ، باشد و به شرط داراي توزيع پيشي فرض كنيد :1-2قضيه 
 Lفرض كنيد در مسئله تصميم با تابع زيان غيرمنفي. باشد خانوا

 .شرايط زير برقرار باشد

)ن )π θθ θX
�

| ) | }{ده (f x θ θ ∈Θ( ,
�

 )θ δ

δ0 . متناهي موجود باشدمحاطره با  يك تابع تصميم-الف

x  موجود باشد كه يك تابع تصمي براي هر-ب ∈
�

( ) xم  χπδ
�

( , ( )) [ ( , ( )) | ] ( , ( )) ( |r x x E L x X x L x d xδ θ δ θ δ π
Θ

= = = ∫� � � � � �

)ني  , ) inf ( , )r xπ

)θ
�

 

rيع(را مينيمم كند  x(. δ δ=

( )
� �

r يك تصميم بيز استدر اين صورت  xرا مخاطره پسين گويند (. xπδ
�

 )( , )δ
�

δ .در اين صورت چون تابع زيان نامنفي است.  با مخاطره متناهي باشد هر تصميميفرض كنيد: اثبات

  . }پس                    ( , ( )) | } .E L x X x a eθ δ = < ∞
� � �

[ ]

{ ( , ( )) | } { ( , ( ) | } . .

{ ( , ( )) | } { ( , ( )) | }

[ ( , ( ))] [ ( , ( ))]

E L x X x E L x X x a e

E E L x X x E E L x X x

E L x E L x

π

π

π

θ δ θ δ

θ δ θ δ

θ δ θ δ

= ≥ =

  
 داريم كه) ب(و در نتيجه طبق شرط 

⎡ ⎤⇒ = ≥ =⎣ ⎦

⇒ ≥

� � � � � �

� � � � � �

� �

 

 يك  يعن است پوكه اميد رياضي نسبت به توزيع توام
 ■.      كند تصميم بيز است زيرا مخاطره بيز را مينيمم مي

θX
�

)(س  , ) ( ,r r ππ δ π≥( )Xπδ
�

δ ي
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در برآورد . با توجه به قضيه بالا براي بدست آوردن تصميم بيزي بايستي مخاطره پسين را مينيمم كنيم
ناميم و در قضيه زير تحت توابع زيان مختلف   مي1ردگر بيزاي، تصميم بيزي بدست آمده را برآو نقطه

 .آوريم اين برآوردگر را بدست مي

)ر داريم كهاي پارامت  در برآورد نقطه1-2تحت فرضيات قضيه: 2-2قضيه  )γ θ

(                      :     برآورد بيز عبارت است از تحت تابع زيان درجه دو-الف

 

) )م ), ( ) [ ( ) ( )]L X Xθ δ δ γ θ= −
� �

2

( ) [ ( ) | ]x E xπδ γ θ=
� �

γ

 برآورد بيز، ميانه توزيع  تحت تابع زيان قدر مطل-ب
 . است

( ) )ق ), ( ) ( ) (L X X )γ θ δ δ γ θ= −
� �

( ) | xγ θ
�

(  برآورد بيز عبارت  تحت تابع زيان درجه دو-ج

                              :          است از

) )م وزني ), ( ) ( )[ ( ) ( )]L X w Xθ δ θ δ γ θ= −
� �

2γ

[ ( ) ( ) |( )
[ ( ) | ]

E w xx
E w x

π ]θ γ θδ
θ

= ��
�

(

 ):ج(اثبات 

), ( ) ( )[ ( ) ( )] ( | )

( ) [ ( ) | ] ( ) [ ( ) ( ) | ] [ ( ) ( ) |

r x x w x x d

x ]E w x x E w x E w x

δ θ δ γ θ π θ θ

δ θ δ θ γ θ θ γ θ

Θ

= −

= − +

∫� � � �

� � �

2

2 22
� �

                              

( , ( )) ( ) .......
( )

r x x x
x π
δ δ

δ
∂

= ⇒ =
∂
� � �
�

0         ■ 

θ .بع زيان درجه دوم بدست آوريدرا تحت تا برآوردگر بيز پارامتر1-2در مثال: 2-2مثال 

, , ~ ( , ) ~ ( , ) | ~ ( ,n iX X B Be x Be x nθ θ α β θ α β⇒ + + −∑ ∑…
�1 1 )ix

( ) [ | ] ix nx E x
n n

π α α β αδ θ
α β α β α β α β
+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+

= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x

n
∑

� �
 

بنابراين برآوردگر بيز بصورت يك ميانگين وزني از ميانگين توزيع پيشين  چون

 .باشد مي ) بوسيله مشاهداتبرآورد  (و ميانگين نمونه) ها ده قبل از مشاهده دابرآورد(

α( )E θ
α β

=
+

αθ θx
α + β

                                                 
١ Bayes Estimator 
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 انگاه برآوردگر  و يتوجه كنيد كه اين برآوردگر نااريب نيست و در صورتي كه
 .شود  يكي ميUMVU با برآوردگر 

n =βا ∞→ =0

( )

α

xπδ
�

 و حالت ( باشدباشد زيرا باي  يك توزيع پيشين نميالبته حالت
 ■).     را بعدا بحث خواهيم كردبا 

α β= =0, <βستي  >0 0α α→0

β →0

 باشند  كه در  تايي از توزي يك نمونه تصادفي فرض ك:3-2مثال 

 باشد برآوردگر بيز 2 و تابع زيان بفرم درجه.  يك مقدار معلوم استآن
 . را بدست آوريدپارامتر

,نيد  , nX X…1n( ,N θ(ع σ 2

σ 2~ ( ,N μ(اگر τ 2θ

θ

 :حل

( )( )
( | ) ( ) ( )

n
i

i

n X
x L e e

θθ μ
στπ θ π θ θ

πτ πσ
=

− −− − ∑⎛ ⎞
∝ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠�

22
22 1

11
22

2 2
1 1

2 2
 

( ) ( )

( )[ ]

exp ( )

i
n n nxx
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n

n

e e e

x
nne

n

θ μ θ θ θ μθ θ
τ τ σ σ τ σ τ σ

μ
τ σθ θ

σ τ
τ σ

σμ τ
θ θ

σ τ στ

− + − − + + +

+
− + −

+

∑
∝ =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞
+⎪ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟
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( ) ( | ) nx E x

n n

π

σ
τδ θ μ

σ σ
x

τ τ
= +

+ +
� �

2
2

2 2
2 2

( )

⇒ = 

  و ميانگين نمونهيعني برآوردگر بيز بصورت يك ميانگين وزني از ميانگين توزيع پيشين
 ■                                .    شود كه نااريب نيست باشد و به سادگي ديده مي مي) برآورد عادي(

μx

θ

 باشند اگر  تايي از توزيع يك نمونه تصادفيفرض كن: 4-2مثال 

 را بدست  باشد برآوردگر بيز پارامتر باشد و تابع زيان بصورت
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−
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 :نكاتي در مورد برآوردگر بيز

هاي پيشين را  شود كه چه خانواده از توزيع  در رابطه با برآوردگرهاي بيز اين سوال مطرح مي:1نكته
هاي پيشين، استفاده از خانواده  هاي انتخاب خانواده توزيع ز روشيكي ا. براي يك مسئله انتخاب كنيم

 .هاي مزدوج است توزيع
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.  ها  خانواده توزيعفرض كنيد: 1-2تعريف
     گوئيم هرگاه براي هر برايخانواده مزدوج را يك  از توزيعهاي پيشين برايخانواده 

 ■     . قرار گيرندهاي پسين نيزدر خانواده توزيع  و هر و  هر 

)(ي  |f x θ
�

}{ باشد يعني  ( | ) |f x θ θ= ∈
�

ΘF F

ΠθF

Ff ∈π ∈Πx χ∈Π

 3-2 بود و در مثال يك خانواده مزدوج براي خانوا2-2براي مثال در مثال
 . بود يك خانواده مزدوج براNخانوا

( ,Be α(ده β( ,B )θ1

( , μ(ده τ 2( ,N θ(ي σ 2

, , , nX X X…1 2  يك نمونه تصادفي از توزيع نمايي با تابع چگالي زير باشند  فرض كنيد:5-2مثال 

f .باشد تحت تابع زيان درجه دوم برآوردگر بيز اگ 

 . را بدست آوريدميانگين توزيع يعني
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 در و ميانگين ) 1برآوردگر معقول (بنابراين برآورد بيز، يك ميانگين وزني از ميانگين نمونه

⎜تو ⎟
⎝ ⎠

 ■.       باشد  مي

x
θθ

1

زيع پيشين 
( )β α

⎛ ⎞
−

1
1

, , nX X…1( )    باشند اگ يك نمونه تصادفي از فرض ك: 6-2مثال 
 .يان درجه دوم را بدست آوريد تحت تابع زباشد برآورد بيز پارامتر

Pتوزيع نيد  θ ر)~ ( ,θ α βΓ

θ
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و ميانگين توزيع ) θبرآوردگر معقول ( بيز يك ميانگين وزني از ميانگين نمونهگربرآورد
 ■.      است،پيشين

X

αβ

اين موضوع در قضيه زير . باشند  ديم كه برآوردگرهاي بيز نااريب نميهاي قبل دي  در مثال:2نكته 
 .شود اثبات مي

  به شرط توزيع شرطي باشد داراي توزيع پيشي فرض كنيد:3-2قضيه 
تواند   نمي تحت تابع زيان درجه دوم، هيچ برآوردگر نااريدر برآورد پارامتر. باشد

     يك برآوردگر بيز باشد، بجز اينكه 

θن( )π θ( | f( و x
�

X
�

θθ

 ( )γ θX  ( ) δب
�
)                    =( )θ⎡ ⎤

⎣ ⎦
2 0,Xr E θ

�
( , ( )Xπ δ δ= −

�

�
Xθ . است و تواماين اميد رياضي نسبت به چگالي

 برآوردگر در اينصورت چون.  باشد يك برآوردگر بيز و نااريب برافرض كنيد: اثبات
                                          پس         استنااريب

)ي )γ θ δδ

 ( )γ θ[ ( ) | ] (E X   )δ θ γ=
�

θ

)زδ  است پس                      برآوردگر بيو چون  )γ θ[ ( ) | ] (E X         )Xγ θ δ=
� �

( ) ( )( , ) ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )r E X E X E X E

  بيز عبارت است از محاطرههمچنين 
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 از طرفي
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) ■                          .    استشود كه  نتيجه مي) 3(و ) 2(و ) 1(و در نتيجه از روابط  , )r π δ =0

)مث ديديم كه  3-2 در مثال:7-2ال  ) nX X
n n

π σ τδ μ
σ τ σ τ

= +
+ +�

2 2

2 2 2  در  برآوردگر بيز2

تواند برآوردگر بيز  است نمي پارامترUMVU برآوردگر نشان دهيد كه.  بودتوزي
 .باشد

θ

)(ع ,N θ σ 2Xθ

) اما.  باشد نااريب بيز باشد بايستي بخواهد برآوردگراگر: حل ) X, ( , )XE Xθ θ =
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 .تواند برآوردگر بيز باشد  نميXپس

 و  تحت توزيع پيشيهاي   ديديم كه در خانواده توزيع2-2 در مثال:8-2مثال 

 يك يتحت چه توزيع پيشين.  بودتابع زيان درجه دوم برآوردگر بيز برابر 

 .استبرآوردگر بيز براي
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θ  است كه در صورتي برآوردگر بيزX :حل

,
( )( ) ( ) | ( ) |XE X E E X E Var X E

nθ
θ θθ θ θ θ −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − = =⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦�

2 2 10

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

E P P or
n

P P

θθ θ θ θ θ θ

θ θ

≤ ≤−⎡ ⎤⇒ = ⇒ − = = ⇒ = =⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ = + = =

0 11 0 1 0 1 0 1

0 1 1

=1

 

 داراي توزيع پيشين برنولي باشد و براي چنين توزيع  برآوردگر بيز است كهبنابراين در صورتي
 پيشيني داريم كه

Xθ

)4(                           ( ) ( )π πδ δ= =� �
0 0 1 θ ). است يا 1چون  ( 1 =0

 در اين شرايط م. راوردگر بيز استو هر برآوردگري كه در شرط بالا صدق كند ب
 .البته اين چگالي پيشين غيرمعقول است. كند صدق مي

)ثلا  )X Xπδ =
�
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 با تابع چگالي پيشين 8-2هاي بالا اكثر برآوردگرهاي بيز يكتا بودند و تنها در مثال  در مثال: 3نكته 
شرط كلي براي يكتا بودن . گر بيز يكتا نبود ديديم كه برآوردغيرمعقول

 .برآوردگر بيز در قضيه زير آورده شده است
( ) ( )P Pθ θ= + =0 1

( ,L

=1

(نيا: 4-2قضيه  كلاس كليه  درجه دوم يا بطور كلي اكيدا محدب باشد و اگر تابع ز

  است هرگاه يكتارآورد بيز  باشد، آنگاه بهاي  توزيع

θ δP

πδ)P . P( .a e θ

)  متناهي باشد  مخاطره بيز آن نسبت به-الف , )r ππ δ < ∞ π

Q باشد ي توزيع كناريQ   اگر-ب A X عني )( ) ( ) (P X A dθ θ= ∈∫ Π

a                                    آنگاه e P . . . .Q a e⇒

)به عبارتي ( ) ( )Q N P N= ⇒ =0 )( و يا 0 ) ( |P X A P X A θ∈ = ⇒ ∈
� �

0 0=(  
وردگر بيز با مخاطره متناهي بايستي شود كه برآ  نتيجه مي2-2براي تابع زيان درجه دوم از قضيه: اثبات
 كه  ماننداي از نقاط  صدق كند بجز روي مجموعهدر 

Q Nاكيدا محدب نيز در حالت تابع زيان.  و اين بدان معني است كه برآوردگر بيز يكتا است 
 ■.        باشند نتيجه به صورت فوق است زيرا اين نوع توابع داراي نقطه مينيمم يكتا مي

[ ]( ) ( ) | Xرابطه  E Xπδ γ θ=
� �

x
�

N

( ) =0

 برآوردگر بيز  ديديم كه تحت چگال8-2در مثال: 9-2مثال 

علت . كرد و يكتا نبود  صدق ميدر شر  در خانوادهپارامتر
  است زيرا4-2 قضيه)ب(يكتا نبودن آن برقرارنبودن شرط
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)         بنابراين   , , ) ( , , | )n nP X X P X X θ= = = ⇒ = =… …1 11 1 0 1 1 =0                   ■ 
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در بعضي از مسايل ممكن است براي بدست آوردن برآوردگر بيز، تابع چگالي پسين را بطور : 4نكته 
 .به مثال زير توجه كنيد. كامل محاسبه كنيم

 داراي چگالي پيشين بصورت  باشد و داراي توزيعفرض كنيد: 10-2مثال

هاي درجه دوم  و قدرمطلق خطا  تحت هر يك از تابع زيان.  باشد

 .برآوردگرهاي بيز را بدست آوريد
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 وابسته است و T موجود باشد آنگاه توزيع پسين به آمارهTاي يك آماره بسنده  اگر در مسئله:5نكته 
امل براي اثبات اين مطلب توجه كنيد كه از قضيه تجزيه به عو . در حقي
  داريم كه

x(قت tπ θ π θ=
� �

( ) ( | ) | ) (L f x t h                        )x(gθ θ θ= =
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(ن  xساس دارد و بنابراين محاسبه توزيع پسين برا از طريق بستگي بهيعني توزيع پسي
  داريم كه3-2براي مثال، در مثال.  يكسان استtيا

x π θ
��
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  است بنابراين3-2كه همان تابع به دست آمده در مثال
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 : 1اي پيشين ناآگاهي بخشه توزيع
 براساس اعتقادات و تجربيات قبلي پژوهشگر تشكيل همانگونه كه قبلا گفته شد، توزيع پيشين

هاي پيشن ناآگاهي بخش  توان از توزيع حال اگر هيچ توزيع پيشيني در دسترس نباشد، مي. گردد مي

 را به ئله آزمون فرض ساده در مقابل ساده احتمالات يكسانبراي مثال اگر در يك مس. استفاده كرد

 .فرض صفر و مقابل نسبت دهيم آنگاه اين توزيع پيشين، ناآگاهي بخش است

π θ

1
2

ارايه شده است، ) 1961 (2جفريزهاي بدست آوردن توزيع پيشين ناآگاهي بخش توسط  يكي از روش
|گيرد كه در   در نظر ميرا به كه در اين روش چگالي پيشين  ( 
 .باشد دترمينان ماتريس اطلاع فيشر مي

)صورت ) | ( )I |π θ θ∝)I θ|آن

~(اگر . بدست آوريد را برايجفريز آنگاه توزيع پيشين : 11-2مثال  ( ,X N θ 1θ

              ( )
( | ) ( ) ( )

x
f x e I

θ
θ θ π θ

π

− −
= ⇒ = ⇒ = −∞ <

21
21 1 1

2

( )d θ

θ < +∞              ■ 

اي  اگر در مسئله.  يك تابع چگالي نيست11-2توجه كنيد كه توزيع پيشين به دست آمده در مثال 
Π  گويند و توزيع پيشين3حاصل را ناسره  صدق كند آنگاه پيشين اندازه پيشين در شرط  = ∞∫

                                                 
١ Noninformative Priors 
٢ Jeffreys 
٣ Improper Prior 
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بنابراين توزيع پيشين بدست آمده .   گويند1صدق كند را توزيع پيشين سرهكه در شرط 
 . ناسره است11-2در مثال 

( )d θΠ =∫ 1

بايستي توجه كرد كه اگر توزيع پيشيني ناسره باشد آنگاه ممكن است مخاطره براساس اين توزيع 
  داريم كه2-11براي مثال، در مثال . پيشين متناهي باشد و برآوردگر بيز آن قابل محاسبه باشد
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21
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2
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x f x f x e
θ

π θ θ π θ θ
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− −
∝ = = 

(ت و برآوردگر  .  در نتپس توزيع پسين سره اس
 .بيز حاصل را برآوردگر بيز تعميم يافته گويند

( ) ( | )π X | ~ ( ,1x N xθيجهE X Xδ θ= =

( )G  گويند اگر  نسبت به اندازه 2 را برآوردگر بيز تعميم يافتهيك برآوردگر: 2-2تعريف

 ■.    مينيمم شود براي هر درEمخاطره

xπδ( )π θ

) پسين )) |, (L xθ δ X = x⎡ ⎤⎣ ⎦G � �
πx δ = δ

�

( )

 را بدست آورده وسپس براساس توزيع پيشين جفريز توزيع پيشين 2-2در مثال : 12-2مثال 

 . تحت تابع زيان درجه دوم را بدست آوريد)تعميم يافته(، برآوردگر بيز
( )

1
1π θ

θ θ
=

−
θ

    :حل

~ ( , ) , ,..., ( ) ( ) ( )
( )

11 1 2 1 1
x x

i P
ni n f x Iθ θ θ θX B

θ θ
−= = − ⇒ =

−
 

) توزيع سره است                     ) | ( ) | ( )
( )1 2 1 2

1
1

Iπ θ θ θ
θ θ

∝ ⇒Π ∝
−

( )   داريمبراساس توزيع پيشين ناسره 
( )

1
1π θ

θ θ
=

−

( | ) ( ) ( )
( )

1 111 11
nx n nx nx n nxx 0 1π θ θ θ θ θ

θ θ
− − − −∝ − = − <

−�
θ < 

 و ن سره است و  آنگاه توزيع پسي يا بنابراين اگر 

 عبارت اسبرآوردگر بيز تعميم يافته 
 

( 0≠x1x ≠)| ~ ,x Be nx n nxθ −
�

θ      ت از( )( )G | nxx E x x
n

= = =
� �

πδ θ

                                                 
١ Proper 
٢ Generalized Bayes 
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 است كه انتگرال زير را  برآوردگر بيز آن مقداري از 1-2 باشد آنگاه طبق قضيه حال اگر 

 ند     مينيمم ك

x =0a

[( ) | ] ( ) ( ) ( )nE a x c x a           dθ θ θ θ− −− = − −∫� �

1
2 2 1

0
1

a

θ1

پس در اين حالت برآورد بيز ) بخاطر وجود( باشدانتگرال فوق در صورتي همگرا است كه 
توان نشان داد كه   ميبه همين ترتيب براي. تعميم يافته عبارت ا

بنابراين در هر حالت برآورد بيز تعميم . برآورد بيز تعميم يافته عبارت اس
 . استيافته برابر

=0θ −1

)ست از )G x a xπδ ==1 = =
�

0x

)ت از )G
πδ x a x= = =
�

1

( )G x x=

( ,

πδ
�

 عبارت بود از                           رآورد بيز  بBe تحت توزيع پيشين س2-2همچنين توجه كنيد كه در مثال

 

α(ره βθ

( )xπ nx
n

αδ
α β

+
=

+ +�

 تحت فته به سمت برآورد بيز تعميم يا يعن آنگاه وحال اگر
 ■.       كند  ميل مييزتوزيع پيشين جفر
α →0β →0( )x x→

�
( ) πδيxπδ
�

θ

هاي  اي از توزيع  گويند اگر دنباله1 را برآوردگر بيز حدي يك برآوردگر:3-2تعريف

 كه باشد بطوري موجود  و برآوردگرهاي پيشين

( )L xδ
�

mπبيز( )m Xπδ
�

( ) ( ) ( . .)m x x a e as m                              πδ δ→ →
� �

∞                  ■ 
) . است يك برآوردگر بيز حدي براي در توزيعبنابراين برآوردگر )L X Xδ

�
( ,B )1θ =θ

 معلوم است، آنگاه  باشند كه  يك نمونه تصادفي اگر: 13-2مثال 

 است و  برابر برآوردگر بيز تعميم يافته) جفريز (تحت توزيع پيشين ناسره

 است و در نتيجه  برآوردگر بيز  ت توزيع پيشين تح

 ■.        باشد  مي موقعي كه  برآوردگر بيز حدي برآوردگر

, , , nX X X…1 2( ,N θ(از σ 2σ 2

( )π θ =1θ( )G x xπδ =
�

)(سره  ,N μ τ 2( )
n

n

π

σ

x
xμ τ

δ
σ τ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠=
+

2
2

2
2�

( )L x xδ =
�

θτ →∞

                                                 
١Limit of Bayes Estimator 



تصميم بيزي:  فصل چهارم  119 

زيرا حد . رآوردگرهاي بيز حدي مطلوبتر از برآوردگرهاي بيز تعميم يافته هستند از ديدگاه بيز، ب:توجه
نزديك باشد، اما برآوردگر بيز تعميم يافته ممكن است ) سره(هاي بيز بايستي به يك برآوردگر بيز  دنباله

 ). را ببينيد15-2مسئله (نزديك نباشد ) سره(به هيچ براوردگر بيزي 

 را جفريزتوزيع پيشين .  نامعلوم هستند و  كهفرض كن: 14-2مثال 
 . به دست آوريدبرا

~(يد  ( ,X N μ σ 2σ μ2

)(ي ,θ μ σ=
�

( ) ( | )

( )( | ) log( ) log

( )

( )
( ) ( )

( ) | ( ) | | | ( )

ij
i j

I E logf x

Xlogf x

X

I E
X X

I

θ

θ

θ θ
θ θ

μθ π σ
σ

μ
σ σ σθ

μ μ
σσ σ σ

π θ θ π θ
σ σ σ

⎡ ⎤∂
= − ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

−
= − − −

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= − = ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∝ = = ⇒ ∝

�

�

� �

�

�

� � �

2

2

2

2 3 2
2

23 2 4

1 1
2 2

4 2 2

1 22 2

1 2 1 0

22 1 3 0

2 2 1

, , , nX X X…1 2( ,N

 

 ■.     كه توزيعي ناسره است

 برآوردگر بيز.  باشند  يك نمونه تصادفي ازفرض كنيد: 15-2مثال 

اگر .  بدست آوريدرا براساس توابع زيان

 .را  تحت توابع زيان فوق به دست آوريد را بكار  ببريم، برآوردگر بيزجفريزتوزيع پيشين 

)σ 20σ 2

( )δ σ
σ

2 2

4( , )L σ δ −
=2)B  ( )( , )L σ δ δ σ= −2 2)A

σ 2

 :حل

)                                                   -الف | ) ( )

n
i

i

n nx
yf x e cσ e τσ πσ τ=

−− + −
∑

= =
�

2
2

1

1
2 2 22 22

τ    يمده  قرار ميكه در آن
σ

= 2
1

2
 و 

n

i
i

y x
=

= ∑ 2

1
                  ~ ( ,gτ )

ασ
= Γ2

1 1
2
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)              پس  ) gE τ
α

= ،( )g g
α
+

2
1 

(
α2

1 ( )E τ =2، ( )E
g
α

τ
=

−
1

) و1 )
( ) )

E
g gτ

=
− −2

1
2

)                                              بنابراين   )( | )
n ngy g yx e e eτ ατ α τπ τ τ τ τ
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�

112 2 

| ~ ( ,nx g
y

τ
α

⇒ Γ +
+�
1

2 ) 

) ( ) ( | ) ( | ) y yA x E x E x n n gg

π α αδ σ
τ

+ +
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+ −+ −� � �
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2 2 212

 2 

( | ) ( ) ( )( | )) ( )
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2
4
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4

1
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1 24 12 2
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σ ατσδ
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�� 
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n g
α +

=
+ −2 2 
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τ τ τ
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2

2 22 2 2 2 

( ) | ( ) | ( )Iπ τ τ π τ τ
τ τ

∝ ∝ ⇒ =
1 1 0

 .كه يك پيشين ناسره است

> 

( | ) | ~ ( , )

) ( ) ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ( ) /) ( )
( | )( | ) ( )( ) /

n
y
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αحدي با ردگرهاي بيز تعميم يافته در اين حالت همان براوردگرهاي بيز توجه كنيد كه برآو  و 0→
g  ■.         مي باشند0→
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,فرض كنيد: 16-2مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N θ σ  و  باشند كه در2

ا.  دو نامعلوم هستند

θ آن 

σ ~گرهر 2 ( , gτ
σ

= Γ2
1

2
 ( ) )α و; Rπ θ θ= σ، برآوردگر بيز1∋  را تحت 2

دست آوريدθبيزمثال Bو Aتوابع زيان  .را تحت تابع زيان در

                  :     حل
( ) ( ) ( )

, ) ( )
i ii

n nx x x n x
e

θ τ θ
θ σ πσ τ=

− − ⎤− − − + − ⎦
∑

= ∝
2 2 2

122 22

دگربرآور جه دوم به   قبل و 
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n

f x e
⎡
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�
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2 2 
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i
i

Z x x
=
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1
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  مينيماكس بودن 
 
  

  و مجاز بودن
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δ ∈D 

δ ∈D 

3δتصميم مينيماكس است  

 
  1تصميم مينيماكس:1بخش 

 نسبت به مخاطرهكه همان ميانگين تابع (در فصل قبل تصميم بيز را از طريق مينيمم كردن مخاطره بيز 
) يعني θيك توزيع پيشين  , ) ( )R dθ δ θ

Θ

Π∫بدست آورديم)  بود .  

شد و  خلاصه مي) مخاطره بيز( در يك عدداطرهمخمزيتي كه روش بيز داشت اين بود كه اطلاعات تابع 
در اين فصل روش ديگري . شدند دو تصميم بوسيله مقايسه اين مخاطره بيزشان با يكديگر مقايسه مي

كنيم  گيريم كه در اين روش آن تصميمي را انتخاب مي براي بدست آوردن يك تصميم بهينه در نظر مي
 را در بين كليه توابع Θبه كليه مقادير فضاي پارامتريتابع مخاطره نسبت ) سوپريمم (ماكسيممكه 

  .تصميم مينيمم كند
) مجموعه كليه توابع تصميم وDفرض كنيد كه : 1-1تعريف  , )R θ δ تصميم.  باشدمخاطره تابع   

D mδ D δ هرگاه براي هريند را تصميم مينيماكس گو∋    داشته باشيم كه∋
( , ) ( , )mSup R Sup R

θ θ
θ δ θ δ

∈Θ ∈Θ
≤  

D mδو يا به عبارتي    هرگاهيندرا تصميم مينيماكس گو∋

( )
( , ) inf ( , )

max ( , ) min max ( , )

m

m

Sup R Sup R

R R

θ θ

θ θ

θ δ θ δ

θ δ θ δ

∈Θ ∈Θ

∈Θ ∈Θ

=

=
  

  .هاي زير توجه كنيد به شكل

  
 

                                                 
١ Minimax Decision 

δ2 و δ3تصميم مينيماكس است  
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تصميم مينيماكس آن تصميمي . هاي بالا تصميم مينيماكس ممكن است يكتا نباشد با توجه به شكل
) مخاطرهاست كه در بدترين حالت تابع  , )R θ δ نسبت به θ،كند و در  خاب مي بهترين  حالت را انت

با اين وجود در . گيرد حقيقت يك حالت محافظه كارانه را براي انتخاب بهترين تصميم در پيش مي
اي برآورد  مثلا در بعضي از مسائل برآورد نقطه. دهد اي را بدست مي هاي  معقولانه بيشتر موارد تصميم

  .باشد  نيز ميUMVUمينيماكس همان برآورد پايا و 
يك تصميم مينيماكس بوسيله مينيمم . هاي بيز دارند نيماكس وابستگي زيادي به تصميمهاي مي تصميم
بنابراين انتظار . خواهد بهترين تصميم را در بدترين حالت انتخاب كند  مخاطره ميماكسيممكردن، 

چنين توزيعي را . رود كه تصميم مينيماكس همان تصميم بيز با بدترين حالت توزيع پيشين باشد مي
 تصميم بيز نسبت به πδ يك توزيع پيشين وπبه عبارت دقيقتر اينكه اگر.  گويند1مساعدترين توزيعنا

)اين توزيع پيشين و , )r ππ δ مخاطره بيز آن باشد، در اين صورت توزيع πيندترين گو را نامساعد 
πاگر براي هر توزيع پيشين ديگر πδ با تصميم بيز′ ) داشته باشيم كه      ′ , ) ( , )r rπ ππ δ π δ ′′≥.  

  .آوريم در قضيه زير شرط مينيماكس بودن يك تصميم بيز را مي

 تصميم بيز نسبت به اين توزيع پيشين πδ0 باشد وΘ توزيع پيشين روي يكπفرض كنيد: 1-1قضيه 

   در شرطπδاگر تابع مخاطره تصميم. باشد
)1(                     ( , ) ( , ) ( ) ( , )r R d Sup Rπ π π

θ
π δ θ δ θ θ δ

∈Θ
= Π =∫  

  صدق كند آنگاه 
   تصميم مينيماكس استπδ -الف
  . تصميم مينيماكس يكتا استπδ0 باشد، آنگاهπ تصميم بيز يكتا نسبت به توزيع پيشينπδ اگر-ب
   نامساعدترين توزيع استπ توزيع-ج

    - الف: اثبات
( )

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )Sup R R d r r R dπ π π

θ
θ δ θ δ θ π δ π δ θ δ θ

∈Θ
= Π = ≤ = Π∫ ∫
1

  

                                                 
١ Least Favorable Distribution 
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( , ) ( ) ( , )Sup R d Sup R
θ θ

θ δ θ θ δ
∈Θ ∈Θ

⎡ ⎤≤ Π =⎢ ⎥⎣ ⎦∫

   تصميم مينيماكس استπδبنابراين  
∀D δ تصميم بيز يكتا است پسπδ چون-ب ∈ ،( , ) ( , )r rππ δ π δ< گرفتن  و با در نظر< 

  . يك تصميم مينيماكس يكتا استπδشود كه تصميم  نتيجه مي) الف( در اثبات ≥بجاي
π   فرض كنيد-ج πδ هر توزيع پيشين ديگر با تصميم بيز′    باشد در اين صورت′

*

( )

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

r R d R d SupR

R d r

π π π π

π π

π δ θ δ θ θ δ θ θ δ

θ δ θ π δ

′ ′′ ′ ′= Π ≤ Π ≤

= Π =

∫ ∫

∫
1  

πδگردد كه  از اين واقعيت ناشي مي* كه در آن  π تصميم بيز نسبت به ′  πδپس توزيع.  است′
  ■                                                               .                  استنامساعدترين توزيع 

)كند كه ميانگين تابع مخاطره بيان مي) 1(شرط , )R πθ δ اين تابع برابر باشد يكي از ماكسيمم با 
  :شود، اين است كه تابع مخاطره ثابت باشد، بنابراين هايي كه اين شرط برقرار مي حالت

 تصميم πδ داراي مخاطره ثابت باشد، آنگاهπنسبت به توزيع پيشين πδاگر تصميم بيز: 1-1نتيجه 
  .مينيماكس است

  :اثبات

( , )
( , )

( , ) ( ) ( )

Sup R C
R C

R d C d C

π

π θ
π

θ δ
θ δ θ

θ δ θ θ
∈Θ

⎧ ⎫=
⎪ ⎪= ∀ ∈Θ⇒ ⎨ ⎬
⎪ ⎪Π = Π =⎩ ⎭∫ ∫

  

  ■     .   برقرار است) 1(شرطبنابراين 

wفرض كنيد: 2-1نتيجه  πضاي پارامتري باشد كه تابع مخاطره مجموعه نقاطي از فπδ در روي آن 
  آورد، يعني  خود را به دست ميماكسيمم

: ( , ) ( , )w R Sup Rπ π
π

θ
θ θ δ θ δ

′

⎧ ⎫′= =⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

)يك تصميم مينيماكس است اگر  πδدر اين صورت تصميم بيز )w πΠ =1.  
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 w مينيماكس باشد آن است كه يك مجموعهπδكافي براي آنكه برآوردگربه عبارت ديگر يك شرط (
)وجود داشته باشد كه  )wΠ ) و1= , )R πθ δ خود را در تمام نقاطماكسيمم w بدست آورد(.  

   باشد در اين صورتπδ هر تصميم ديگر به غير ازδ فرض كنيد:تاثبا
(*) (**)

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , )

w
Sup R R d R d

R d Sup R

π

π π πθ δ θ δ θ θ δ θ

θ δ θ θ δ

Θ

Θ

= Π = Π

≤ Π ≤

∫ ∫

∫
  

wبه اين علت است كه روي ) *(كه در آن تساوي  πشود و تساوي   مخاطره با سوپريمم برابر مي
)گردد كه  طلب ناشي مينيز از اين م) **( )cw πΠ   ■    .  يك تصميم مينيماكس استπδپس. 0=

  .اي مينيماكس گويند اي تصميم مينيماكس را برآورد نقطه در حالت برآورد نقطه
,فرض كنيد: 1-1مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از توزيع  2 , )B θ1 باشند، تحت تابع زيان

  . را بدست آوريدθدرجه دوم برآوردگر مينيماكس 
) فصل قبل تحت چگالي پيشين2-2 در مثال: حل , )Be α β                         برآوردگر يكتاي بيز عبارت بود از 

( ) ix
x

n
π α

δ
α β
+

=
+ +
∑

�
   آن برابر است بامخاطرهكه  

{ }( , ) ( ) ( ( )) [ ( ) ]

( )
( )

( ) ( ( ) )
( )

i i

R E x V X E X

X X
V E

n n

n n n
nn

n
n

π π π π
θ θ

θ

θ δ δ θ δ δ θ

α α
θ

α β α β

θ θ α θ αθ βθ θ
α βα β

θ θ α α β θ
α β

⎡ ⎤= − = + −⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ +⎪ ⎪= + −⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎢ ⎥+ + + +⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩ ⎭

⎛ ⎞− + − − −
= + ⎜ ⎟+ ++ + ⎝ ⎠

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦+ +

∑ ∑
� � �

22

2

2

2

2
2

1

1 1

  

( ) ( )
( )

n n
n

θ θ α α β θ α α β θ
α β

⎡ ⎤= − + + + − +⎣ ⎦+ +
2 2 2 2

2
1 2  

{( ) } { ( )}
( )

n n
n

α β θ α α β θ α
α β

⎡ ⎤= + − + − + +⎣ ⎦+ +
2 2 2

2
1 2  
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)در صورتي , )R πθ δبه پارامتر θبستگي ندارد كه   

( ) ( )
( ) ( )

n n n
n

α α β α β α β α α β
α β α α β

⎧ + − =⎪ ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ =⎨+ − + =⎪⎩

22 0 2 0 0
2 0

  

)                  :  دهد عادله اول بدست ميكه با جايگذاري در م ) nnα α β⇒ − = ⇒ = =22 0 2  

)بنابراين برآوردگر )
i

m

n X
X

n n
δ

+
=

+

 برآوردگر يكتاي بيز با مخاطره ثابت است و در نتيجه 2∑

  .برآوردگر مينيماكس يكتا است
)*ر برابθ پارامتر UMVUتوجه كنيد كه برآوردگر  )X Xδ =

�
توان نشان داد   است و به راحتي مي

  كه  
* ( )( , ) , ( , )

( )mR R
nn

θ θθ δ θ δ −
= =

+ 2
1 1

4 1
  

  .اند اين دو تابع مخاطره در زير رسم شده
  

)شود كه در بيشتر فاصله ديده مي , )θ ∈  برآوردگر 01
كند ولي   بهتر عمل ميUMVUمينيماكس از برآوردگر 

واره از برآوردگرهاي ديگر بهتر ميماكس هبرآوردگر مين
  چون. نيست

( , ) ( , ) ( , )

( )( , ) ( , )
( ) mSup R X Sup Sup R

n n nθ θ θ

θ θθ θ δ
∈ ∈ ∈

−
= = > =

+ 201 01 01

1 1 1
4 4 1

   

 ■                           .   تواند براوردگر مينيماكس باشد  نميXبنابراين تحت تابع زيان درجه دوم

,فرض كنيد: 2-1مثال  , , nX X X…1 )دفي از  يك نمونه تصا2 , )B θ1 باشند، تحت تابع زيان 

( )( , )
( )

L δ θθ δ
θ θ

−
=

−

2

) و چگالي پيشين 1 , ) ( , )Be U=11  را بدست اورده و θ برآوردگر بيز پارامتر 01

  .نشان دهيد كه يك برآوردگر مينيماكس است
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  آوريم  مي ابتدا برآوردگر بيز را بدست:حل

( , )( | ) ( ) ( ) ( ) ( )

| ~ ( , )

i ix n xx L I

x Be nx n nx

π θ π θ θ θ θ θ

θ

−∑ ∑∝ = −

⇒ + − +

�

�

01 1

1 1
  

| ( )( )
( )

( )|
( )

nx n nx

nx n nx

E x d
x

dE x

π

θ
θ θ θθ θ

δ
θ θ θ

θ θ

− −

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥ −−⎣ ⎦= =
⎡ ⎤ −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

∫
∫

�
�

�

1 1
0
1 1 1
0

11
1 1

1

  

قرار مي دهيم
n

i
i

y nx x
=

= =∑
1

y در اين صورت اگر  y و0≠ n≠آنگاه   

( , ) ( ) ( ) ( )( )
( , ) ( ) ( ) ( )

Be nx n nx nx n nx n nxx x
Be nx n nx n nx n nx n

πδ + − Γ + Γ − Γ
= = × = =

− Γ + Γ Γ −�
1 1

1  

yاگر   است كه انتگرال زير را a فصل قبل برآوردگر بيز آن مقداري از 1-2ه  باشد انگاه طبق قضي0=
  مينيمم كند 

( ) ( )| ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n na aE x d a dθ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

− −⎡ ⎤− −
= − = − −⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫ ∫�

2 21 1 2 1 1
0 0

1 11 1  

θو اين انتگرال بخاطر وجود aشود بجز اينكه   نامتناهي مي1− بنابراين در اين حالت برآورد .  باشد0=

)ز بيز عبارت است ا ) yx a x
n n

πδ = = = = =
�

yبه همين ترتيب براي . 00 n=توان نشان داد   مي

)كه برآورد بيز عبارت است از  ) n yx a x
n n

πδ = = = = =
�

) بنابراين در هر حالت1 )x xπδ =
�

 

  همچنين. برآورد بيز است 

( ) ( )( , ) ( )
( ) ( ) ( )

X
R E V X

n n
π

θ
θ θ θθ δ

θ θ θ θ θ θ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= = = =
⎢ ⎥− − −
⎣ ⎦

2
1 1 1 1

1 1 1  

)بنابراين )X Xπδ =
�

 يك برآوردگر بيز با مخاطره ثابت است و در نتيجه يك برآوردگر مينيماكس 
  ■.              است
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)براي )  يا مينيماكس يا مجازUMVUيا (  يك برآوردگر بيزδ فرض كنيد :1-1لم  )g θ تحت تابع 
aصورت  در اين. اشدزيان درجه دوم ب bδ )  يا مينيماكس يا مجازUMVUيا ( يك برآوردگر بيز +

)براي )ag bθ    است+
) چون                                      :اثبات ( ) , ) ( ( ), )R ag b a b a R gθ δ θ δ+ + = 2   

  ■.       گردد بنابراين نتيجه به راحتي حاصل مي

~فرض كنيد  :3-1مثال ( , )X B n p1 ،~ ( , )Y B n p2 و  Xو Yبا .  از يكديگر مستقل باشند
p يگ برآوردگر مينيماكس براي 2-1استفاده از نتيجه  p−2   . به دست آوريد1

) به دنبال برآوردگرهايي به فرم 1-1 با توجه به مثال :حل )C Y X−)  اين برآوردگر تحت يك تبديل
  ي اين برآوردگرها عبارتند از   تابع مخاطره. هستيم كه مينيماكس باشند) خاص پايا است

( ) [ ]
( ) ( )
( )

( ), , ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

R C Y X p p E C Y X p p

V C Y X E C Y X p p

C n p p p p Cn p p

− = − − −

= − + ⎡ − − − ⎤⎣ ⎦

= − + − + − −

2
1 2 2 1

2
2 1

2 2 2
1 1 2 2 2 11 1 1

  

.  باشدماكسيمما كنيم كه تابع مخاطره فوق در اين نقاط را پيد wاي از نقاط خواهيم مجموعه مي
  . مشتق جزئي مي گيريمp2 و p1بنابراين از تابع فوق نسبت به 

)1(                 
( ) ( )

( ) [ ( ) ]

R Cn C n p Cn p C n
P
R Cn p Cn C n p C n
P

∂ ⎡ ⎤= ⇒ − − − − = −⎣ ⎦∂

∂
= ⇒ − − + − − = −

∂

2 2 2 2
1 2

1

2 2 2 2
1 2

2

0 2 1 2 2 1

0 2 1 2 1 2
   

باشند آنگاه اين دستگاه تنها داراي يك  مجهول تركيب خطي از يكديگر ن2 معادله و 2اگر اين دستگاه 
)جواب  , )o op p1 ) را به نقطه 1 احتمال π است و بنابراين 2 , )o op p1  بايستي نسبت دهد و برآوردگر 2

)بيز نسبت به اين پيشين برآوردگر  , ) o oX Y p pδ = −2  مخاطره در نقطه ماكسيمم است كه داراي 1
( , )o op p1   . استفاده كرد2-1توان از نتيجه  بنابراين در اين حالت نمي.  نيست2

  ي دستگاه فوق يك تركيب خطي از يكديگر باشند آنگاه حال اگر دو معادله

( ) ( ) ( )
[ ]

nCn C n Cn C n Cn C
n n

− − = − ⇒ = − ⇒ =
±

2 2 2 2 2 22 1 2 2 1 2 1
2 1 
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pچون  p− < − <2 11  در مخرج كه برآوردگر خارج از فضاي پارامتري را باشد پس حالت منفي  مي1
pبه معادله ) 1(در معادله  Cبا قرار دادن اين مقدار. دهد قابل قبول نيست مي p+ =1 2 رسيم و   مي1

)             بنابراين برآوردگر       , ) ( )
( )

nX Y Y X
n n

δ = −
+

2
2 1

  

)}روي مجموعه  , ) | }w p p p p= + =1 2 1 2 حال اگر نشان دهيم كه .  استماكسيممداراي مخاطره 1
( , )x yδ برآوردگر بيز p p−2 دهد  نسبت مي w به مجموعه1 نسبت به پيشيني است كه احتمال 1

) ،2- 1 آنگاه طبق نتيجه , )x yδاما .  برآوردگر مينيماكس استp p+ =1 2  نتيجه مي دهد كه 1
p p p− = −2 1 22  را نسبت به اين پيشين به دست p2 كافي است برآوردگر بيز 1- 1 پس طبق لم 1

pحال چون . آوريم p= −2  آزمايش با احتمال موفقيت n بر اساسp2آورد  بنابراين براي بر11
p2)بر اساسY (وn  آزمايش با احتمال موفقيتp p= −2 nبر اساس (11 X− ( برآوردگر يكتاي

  : عبارت است از1- 1بيز طبق مثال 

[ ( )] nY n X

n n

+ − +

+

2
2

2 2
  

pپس برآوردگر يكتاي بيز  p p− = −2 1 22    عبارت است از1- 1 طبق لم 1

( ) [ ( ) ] [ ]
( )

( ) ( , )
( )

nY n X Y X n n n n
n n n n

n Y X X Y
n n

δ

⎧ ⎫
+ − +⎪ ⎪ − + + − +⎪ ⎪− =⎨ ⎬

+ +⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

= − =
+

2
2 2 2 2 222 1

2 2 2 2 1

2
2 1

  

)پس  , )X Yδ برآوردگر مينيماكس يكتاي p p−2   ■.              است1

گويد كه اگر براي يك برآوردگر بيز شرط   مي1-1 توجه كنيد كه قضيه )1 :نكات

( , ) ( ) ( , )R d Sup Rπ π

θ
θ δ θ θ δ

∈Θ
Π يكي از .  برقرار باشد آنگاه آن برآوردگر بيز، مينيماكس است∫=

هاي قبل مورد   و مثال1- 1 كه در نتيجه  استπδهاي برقراري شرط فوق ثابت بودن مخاطره راه
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هايي نيز وجود دارد كه در آنها مخاطره برآوردگر بيز ثابت نيست اما شرط  اما مثال. بررسي قرار گرفت
  .به تمرين زير توجه كنيد. باشد و در نتيجه برآودرگر بيز حاصله مينيماكس خواهد بود بالا برقرار مي

~ فرض كنيد :تمرين ( , )X N θ ] كه 1 , ]m mθ ∈ >mعددي ثابت و  m و− <0    اگر1

( ) ( )
mx mx

m
mx mx

e ex mtgh mx m
e e

δ
−

−
−

= =
+

  

) نشان دهيد كه-الف )m xδبرآورد بيز پارامترθتحت توزيع پيشين زير است.  
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m

m
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1
2
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2

.  

) را محاسبه كنيد و نشان دهيد كه mδ مخاطره ي بيز -ب , ) ( , )m mr R mπ δ δ=  
) نشان دهيد كه -ج , ) ( , )m m

m m
Sup R R m

θ
θ δ δ

− ≤ ≤
 1mδ- 1 و بنابراين طبق شرط قضيه =

  . استθبرآوردگر مينيماكس 

                                        :حل تمرين
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ب(
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ج ( ( , ) ( ( ) ) ( , )
m mR E mtgh mX R mθθ δ θ δ⎡ ⎤= − ≤⎣ ⎦

2  
ي   در فاصلهθي درجه دوم بر حسب  گردد كه اين نامعادله  واقعيت ناشي مي اينكه نامساوي آخر از

[ , ]m m−مينيمم خود را در ،[ ]( )E mtgh mXθ                     .كند  اختيار مي=
حال اگر توزيع پيشين ناسره . استفاده كرد كه توزيع پيشين سره باشدتوان   موقعي مي1-1 از قضيه )2 

  . را تعميم داد1- 1توان قضيه  باشد به دو صورت زير مي
 اگر توزيع پيشين ناسره باشد آنگاه ممكن است توزيع پسين سره باشد و بتوان برآوردگر بيز -الف

 آن نيعني مينيماكس بود( گر مينيماكس باشدتعميم يافته را به دست آورد و اميدوار بود كه اين برآورد
  .)مورد بررسي قرار گيرد

هاي پيشين ناسره را يافت كه به سمت توزيع پيشين سره مورد نظر ميل كنند و  اي از توزيع  دنباله-ب
  .شود برآوردگر مينيماكس را به دست آورد از روش بيز حدي كه در زيرآورد مي

}ي پيشينها اي از توزيع  دنباله:2-1تعريف }nπپيشين را نامساعدترين گويند اگر براي هر توزيعπ 
  داشته باشيم كه    

)1                              (             lim
nn

r r rπ π
→∞

≤ =  

)كه در آن , ) ( , ) ( )n n
nn n nr r r R dπ π

π π δ θ δ θ= = = Π∫ي بيز نسبت به  مخاطرهnπاست .  
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,فرض كنيد): روش بيز حدي( 2-1قضيه  , ,...π π π1 2  nπδهاي پيشين باشند و اي از توزيع  دنباله3

) با مخاطره بيز nπتصميم بيز نسبت به توزيع پيشين , ) ( , ) ( )n n
n n nr r R dπ ππ δ θ δ θ= = Π∫ 

limاگر. باشد nn
r r

→∞
)باشد كه   تصميميmδو= , )mSup R r

θ
θ δ

∈Θ
  آنگاه =

  .يك تصميم مينيماكس استmδ) الف
}ي دنباله) ب }nπنامساعدترين است .  

   داريم كهδ براي هر تصميم )الف:  اثبات

(*)
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )n n

n n n nr r R d R d Sup Rπ π

θ
π δ θ δ θ θ δ θ θ δ

∈Θ
= = Π ≤ Π ≤∫ ∫  

lim ( , )nn
r Sup R

θ
θ δ

→∞ ∈Θ
⇒ ≤  

  . استnπتصميم بيز نسبت بهnπδآيد كه  از اين مطلب بدست مي) *(كه نامساوي 
)   :             بنابراين , ) lim ( , )m nn

Sup R r r Sup R
θ θ

θ δ θ δ δ
→∞∈Θ ∈Θ

= = ≤ ∀   

  . يك تصميم مينيماكس استmδيعني
  . هر توزيع پيشين باشدπ فرض كنيد )ب

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) limn nn
r R d R d Sup R r rπ

θ
θ δ θ θ δ θ θ δ

Θ Θ →∞∈Θ
= Π ≤ Π ≤ = =∫ ∫  

}ي  پس دنباله }nπنامساعدترين است         .                                                                 ■  

   در قسمت الف قضيه فوق كافي است داشته باشيم كه    )1:  نكات
)1                                   (( , ) lim nn

Sup R r rθ δ
→∞Θ

= ≤  

nπδ توجه كنيد كه اگر)2 δ→آنگاه دليلي ندارد كه 
n

r rπ n موقعي كه → اي مشاهده بر. ∞→
  .يك مثال مشخص به تمرين زير توجه كنيد

, فرض كنيد :تمرين ,...., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N θ ) باشند و 1 , )N bθ σ σ∼ 2 2 

bكه rي بيز آن يعني   و مخاطرهσπδتحت تابع زيان درجه دوم، برآوردگر بيز . 0≠ r
σπ σ= را به 

σدست آوريد و نشان دهيد كه اگر σδ آنگاه ∞→ δ→ كه δ برآوردگري با مخاطره ثابت r ،است 
rاما  rσ →/.   
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, ( , )nx b b b bx R X r
n n n nn

σδ θ

σ

+
= → + + = + =

+

2

2

1
1  

                                  ■ br
n n nn

σ

σ

= → ≠ +
+

2

2

1 1 1
1  

   است زيرا1-1 داراي مطلوبيت كمتري نسبت به قضيه 1-2 قضيه )3

برآوردگر مينيماكس  mδ برآوردگر بيز يكتا باشد آنگاه دليلي ندارد كهnπδ اگر1-2 در قضيه -الف
  .يكتا باشد

 و مخاطره ي بيز r ناگزير هستيم كه 1-2 براي استفاده از قضيه -ب
n

rπ را محاسبه كنيم كه در بعضي 
توان براي محاسبه در بعضي موارد مي. موارد مشكل است

n
rπاز لم زير  استفاده كرد .  

ت فوق در بسياري موارد ناگزير هستيم كه از اين قضيه يعني روش بيز حدي استفاده با وجود مشكلا
  .كنيم
) برآوردگر بيز پارامتر πδ اگر:2-1لم )γ θ نسبت به توزيع پيشين π باشد و اگر 

( )( ) ( )r E Xπ
π δ γ θ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦�

]بيز آن باشد، آنگاه  ه مخاطر2 ( ) | ] ( )r Var x dP xπ γ θ= ∫ � �
  و اگر 

xواريانس پسين به 
�

]r بستگي نداشته باشد آنگاه  ( ) | ]r Va xπ γ θ=
�

 .  

)                  :     اثبات )[( ( ) ( )) ] ( ) ( ) | ( )r E x E x x dP xπ
π πδ γ θ γ θ δ⎧ ⎫⎡ ⎤= − = −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭∫� � � �

22  

■ ( ( ) | ) ( )Var x dP xγ θ= ∫ � �
 

, فرض كنيد :4-1مثال  ,...., nX X X1 )يك نمونه تصادفي از 2 , )N θ σ σ باشد كه در آن 2  معلوم 2

  . استθ برآوردگر مينيماكس پارامتر Xتحت تابع زيان درجه دوم نشان دهيد كه . است

)هاي پيشين  زيعدنباله تو: حل , ), , , ,...N m m =20 1 2   صورت   را در نظر بگيريد، در اين3

| ( , ) ( )m
mm x m xx N x xn

m mmn n

πθ δ
σ σ

σ

→∞
= →

++ +
∼
� �

2 2

2 2
2 2

2 2

1
1  
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1F 

oF 1F oF 1F 

oF  

   عبارت است ازmπδمخاطره بيز 

( , ) ( | ) ( ) ( )m
m mr r V x dP x dP xn n

m m

ππ δ θ

σ σ

= = = =
+ +

∫ ∫� � �
2 2 2 2

1 1
1 1  

lim lim ( , ) ( , )mm m
r R x Sup R xn n

m

σ θ θ

σ
→∞ →∞ Θ

= = = =
+

2

2 2

1
1  

  ■                                .          استθآوردگر مينيماكس پارامتر  برX، 2- 1بنابراين طبق قضيه 

σبا توجه به مثال قبل براي هر     معلوم داريم كه 2
( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

Sup R X Sup R

Sup Sup R X Sup Sup R
θ θ

θ θσ σ

θ σ θ σ δ δ

θ σ θ σ δ δ

≤ ∀

⇒ ≤ ∀
2 2

2 2

2 2  

σحال اگر    شود كه   نتيجه مي نامعلوم باشد از رابطه فوق2

[ ( , , )] ( , , )Sup Sup Sup R X Sup Sup R
n θ θσ σ σ

σ θ σ θ σ δ δ∞ = = ≤ ∀
2 2 2

2
2 2  

σيعني مخاطره تمام برآوردگرها نامتناهي است بجز اينكه  σكنيم  بنابراين فرض مي. متناهي باشد2 2 

Mσنامعلوم و  ) باشد در اين صورت 2≥ , , ) MSup Sup R X
nθσ

θ σ =
2

در اين حالت مينيماكس . 2

  .شود  از قضيه زير نتيجه ميXبودن برآوردگر 
) وF  1از خانواده Fيك متغير تصادفي با توزيع X فرض كنيد:3-1قضيه )g F  پارامتر مورد نظر

⊃باشد و  1oF F . اگرoδ برآوردگر مينيماكس ( )g F در oFباشد و   
( , ) ( , )

F F
Sup R F Sup R Fδ δ

∈ ∈
=0 0  

) برآوردگر مينيماكس oδآنگاه  )g F 1 در  Fاست .  
   داريم كه δ براي هر برآوردگر :اثبات

(*) (**)
( , ) ( , ) ( , ) ( , )o o

F F F F
Sup R F Sup R F Sup R F Sup R Fδ δ δ δ

∈ ∈ ∈ ∈
≥ ≥ =  
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1F oF   oF  1F  

. گردد از فرض حاصل مي) ** ( و تساويoF در oδاز مينيماكس بودن) *(كه در آن نامساوي 
       ■         .  مينيماكس است F  1 درoδپس

  اگر قرار دهيم

oF { ( , ) : , }N M R Mθ θ= ∈ < ∞ 1F و   { ( , ) : , }N R Mθ σ θ σ= ∈ ≤ 〈∞2 2  

⊃آنگاه  1oF F و( , , ) ( , , )MSupR X SupR X
n

θ σ θ σ= =2  3-1بنابراين طبق قضيه . 2

. خواهد بودمينيماكس  F  1 در X مينيماكس است و در نتيجهoF  درXدهيم كه  است نشان كافي
  oFاما تحت 

( , ) ( , )
m

m
Mr R X Sup R Xn n

M m
θ

θ θ
→∞

= → = =
+ 2

1
1  

  ■.         مينيماكس استoF  درX  2-1 پس طبق قضيه 

, فرض كنيد):ناپارامتري (5-1مثال  ,..., nX X X1 كه داراي  F يك نمونه تصادفي با توزيع يكسان 2
 تحت تابع زيان درجه دوم را در هر يك θ برآوردگر مينيماكس پارامتر. است، باشدθميانگين متناهي

  .از حالات زير به دست آوريد
) واريانس كراندار  -الف )F iV X M≤ < ∞  
iaراندار    حدود ك-ب X b−∞ < < < < +∞  
نهايت شود آنگاه مسئله مينيماكس منتفي است پس   مخاطره هر برآوردگر بيماكسيممتوجه كنيد اگر (

  )شرايط فوق را براي گريز از اين موضوع در مسئله اعمال كرده ايم

} اگر قرار دهيم         -الف : حل }( , ) |N Mθ σ σ= ≤ < ∞2 2 oF  

{ | ( ) , ( ) }F i F iF E X V X Mθ= = ≤ < ∞ 1F  
⊃در اين صورت 1oF Fو طبق بحث قبل از اين مثال Xدر  oFبرآوردگري مينيماكس است و   
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oF

oF1F  

( , , )

( , , ) ( )

oF

F F F

MSup R X
n

MSup R X Sup V X Sup
n n

θ σ

σθ σ

⎧ =⎪
⎪
⎨
⎪ = = =
⎪⎩ 1 1 1

2

2
2

  

  . مينيماكس است1F  درX برقرار است، يعني3- 1پس شرايط قضيه 
b بدون از دست دادن كليت مسئله فرض مي كنيم -ب a و 1=   ، قرار مي دهيم0=

    1F { | ( ) ( ) }F F F= − =1 0 1                          oF  { ( , ) | }B θ θ= < <1 0 1  
⊃پس 1oF F ديديم كه1-1 و در مثال   

( )
( )

n

i
i

o

n X
nX X

n n n n
δ =

+
= = +

+ + +

∑
�

12 1
1 2 1

 

 ماكسيممه  كافي است نشان دهيم ك3-1حال طبق قضيه . باشد  ميoFبرآوردگر مينيماكس در 
  . يكي است1F  و oF درoδمخاطره 

                      : ( , ) ( , )
( ) ( )o oR Sup R

n n
θ δ θ δ= ⇒ =

+ +2 2
1 1

4 1 4 1
  oF تحت 

                              : ( , )
( )o

nR E X
n n

θ δ θ
⎡ ⎤

= + −⎢ ⎥
+ +⎣ ⎦

21
1 2 1

  1F تحت 

         
( ) ( )

( )( )

[ ( ) ( ) ]
( ) F

n nV X
n nn

V X
n

θ θ

θ

= + + −
+ ++

= + −
+

2
2

2
12

1
1 2 11

1 1
21

  

( ) ( ) ( ) ( )= − = − ≤ − = −2 2 2 2 2
1FV X E X E X E Xθ θ θ θ θ  

Xزيرا  X X≤ ≤ ⇒ ≤20 1   

( , ) [( ) ( ) ]
( ) ( )oR

n n
δ θ θ θ θ∴ ≤ − + − =

+ +
2 2

2 2
1 1 1

21 4 1
  

( , ) ( , )
( )o oSup R Sup R

n
θ δ θ δ⇒ = =

+ 2
1

4 1
  

) ، 3-1پس طبق قضيه  )o Xδ
�

  ■           . مينيماكس استθي  برا1Fدر  
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  )پذيرفتني (1هاي مجاز تصميم : 2بخش 
   معمولاً كلاس بزرگي است و انتخاب اينكه كدام تصميمDدر يك مسئله تصميم كلاس توابع تصميم 

D δ  پيدا D از Cاين بايستي يك زير  كلاس بنابر.  را مورد استفاده قرار دهيم كار مشكلي مي باشد∋
 يك كلاس Cحال چون اين كلاس . هاي خوب قرار داشته باشند كنيم كه در اين كلاس كليه تصميم

در اين قسمت كلاسي از توابع . تر مي باشد كوچكتر است، پيدا كردن يك تصميم خوب در آن راحت
ها  ي بدست آوردن اين تصميم كنيم و نحوه  تعريف مي2تصميم خوب را با استفاده از محك مجاز بودن

  .دهيم را ارائه مي

  :ها مقايسه تصميم
) مخاطره تصميم با توابع و دδ2 و δ1 فرض كنيد  :2-1تعريف  , )R θ δ1 و ( , )R θ δ2باشند .  

)                  :           اگرگويند3δ2را به خوبيδ1 تصميم-الف , ) ( , )R Rθ δ θ δ θ≤ ∀ ∈Θ1 2  

)                 :             اگر گويند δ2 4 را بهتر ازδ1 تصميم-ب , ) ( , )R Rθ δ θ δ θ≤ ∀ ∈Θ1 2  

θو براي بعضي  ∈Θداشته باشيم كه                    :                            ( , ) ( , )R Rθ δ θ δ<1 2.  
)                    :          اگر گويند δ2 5 را هم ارزδ1 تصميم–ج  , ) ( , )R Rθ δ θ δ θ= ∀ ∈Θ1 2  

  . حالت بالا برقرار نباشدسه هرگاه هيچكدام از گويندرا غيرقابل مقايسه δ2 وδ1هاي  تصميم- د

, فرض كنيد :1-2مثال  ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N μ σ Sنيم كه مي دا.  باشد2 2 

σ براي پارامتر UMVUبرآوردگر  cSنشان دهيد كه در كلاس برآوردگرهاي .  است2  برآوردگري 2
Sبهتر از   . وجود دارد2
م كه برآوردگر  در فصل مربوط به برآوردگرهاي نااريب نشان دادي:حل

j ( )
n

i
i

nS S X X
n n =

−
= = −

+ + ∑2 2 2

1

1 1
1  است داراي مخاطره كمتري MRE كه يك برآوردگر 1

                                                 
١ Admissible Decisions 
٢ Admissibility 
٣ As Good As 
٤ Better Than 
٥ Equivalent 
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Sنسبت به )j است يعني2 , ) ( , ),R S R Sσ σ σ< ∀2 2 2 2 jS بنابراين برآوردگر2 cS در كلاس 2 2 
  ■           .بهترين برآوردگر است

X, فرض كنيد :2-2مثال  X1 ) نمونه اي تصادفي از 2 , )N μ σ  باشند برآوردگرهاي زير را براي 2
  . در نظر بگيريدμپارامتر 

, , ,X X X X X X X Xδ δ δ δ= + = + = + = + +1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1 2
1 1 1 3 3 1 1 1 12 2 4 4 4 4 2 2  

  .يكديگر مقايسه كنيد برآوردگر را با 4اگر تابع زيان درجه دوم باشد اين 
  : حل

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

R V R V

R V R V

μ δ δ σ μ δ δ σ σ

μ δ δ σ σ μ δ δ σ

= = = = + =

= = + = = = +

2 2 2
1 1 2 2

2 2 2
3 3 4 4

1 1 9 5
2 16 16 8

9 1 5 1 116 16 8 2

  

 قابل مقايسه δ3 و δ2 با δ4 است و δ3 هم ارز δ2 است و δ4 و δ3 و δ2 بهتر ازδ1بنابراين 
σنيست زيرا اگر  ≥2 ) آنگاه 8 , ) ( , )R Rμ δ μ δ≤4 σ و اگر 2 <2  آنگاه 8

( , ) ( , )R Rμ δ μ δ>4 2.   ■  

آورد و تنها يك ترتيب را روي كلاس  اي را بين تمام توابع تصميم بوجود نمي  مقايسه1-2تعريف  
  . تعريف مي كندDتوابع تصميم 

D δ هرگاه تصميم ديگري مانند گويند 1 را مجازδ يك تصميم :2-2تعريف   وجود نداشته باشد ∋′
D δ اگر تصميم ديگري مانند گويند 2 را غير مجازδيك تصميم .  بهتر باشدδكه از   وجود ∋′

  ■    . بهتر باشدδداشته باشد كه از 

) در خانواده1-2با توجه به مثال  , )N μ σ S برآوردگر2 σ براي2  غير مجاز است زيرا 2

jبرآوردگر nS S
n
−

=
+

2 21
Sاما خود برآوردگر.  از آن بهتر است1  نيز مجاز نيست و توسط 2

( )Brewster and Zidek   . برآوردگر بهتر از آن پيدا شده است1974
                                                 
١ admissible 
٢ inadmissible 
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 يك تصميم مجاز تصميم خوبي است زيرا هيچ تصميم ديگري بر آن ارجحيت 3-2 به تعريف با توجه
ندارد و يك تصميم غيرمجاز تصميم بدي است زيرا تصميم ديگري وجود دارد كه بر آن ارجحيت 

با اين وجود توجه كنيد كه مجاز بودن واقعاً يك خاصيت مثبت نيست و همچنين خاصيت منفي . دارد
يعني يك تصميم مجاز لزوماً به طور يكنواخت خوب نيست و همچنين به طور يكنواخت نيز نيست، 

اگر بدانيم كه يك تصميم غير مجاز است، در اين صورت بايستي دنيال تصميمي . نيز بد نمي باشد
اما اگر بدانيم كه يك تصميم مجاز است دليل بر آن نيست كه حتماً از اين . بگرديم كه از آن بهتر باشد

 را ملاحظه 4- 2مثال (هاي مجاز زيادي وجود دارد  صميم استفاده كنيم زيرا در خيلي از موارد تصميمت
به مثال زير . كه بعضي معقول و بعضي غيرمعقول هستند و بعضي به سختي قابل محاسبه هستند)  كنيد

  .توجه كنيد

~فرض كنيد : 3-2مثال  ( , )X B θ10 نشان دهيد كه ( )Xδ =
1
 تحت θ برآوردگري مجاز براي3

) يعني θ پارامترUMVUتابع زيان درجه دوم است و آن را با برآوردگر  ) XXδ ∗ =   . مقايسه كنيد10

p درδ تابع مخاطره برآورد :حل =
1
   عبارت است از3

( , ) [( ( ) ) ]R E xδ δ= − 21 1
3 3  

( ( ) ) ( ) ( ) ( )
10 10

2 2
1 1

0 03 3

1 1 1 03 3 3P Px x
x P X x P X xδ

= == =
= − = = − = =∑ ∑

  
)حال فرض كنيد )xδ ) برآوردگر ديگر به خوبي ′ )xδ باشد در اين صورت   

( , )
( , ) ( , ) ( , ) [( ( ) ) ]

R
R R R E x

δ
δ δ δ δ

′ ≥
′ ′ ′≤ = ⎯⎯⎯⎯→ = ⇒ − =

1 0 231 1 1 10 0 03 3 3 3  

      ( ( ) ) ( ( ) )P x P xδ δ⎛ ⎞′ ′⇒ − = = ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 10 1 13 3  

δبنابراين اگر δحال اگر .  برابر باشدδ باشد بايستي با احتمال يك با δ بخواهد به خوبي ′  بهتر از ′
δ باشد آنگاه به خوبي δ هم بايستي است و در نتيجه بازδ  با احتمال يك با هم برابر باشند و δ و ′

  . يك برآوردگر مجاز استδ وجود ندارد و در نتيجه δدر نتيجه هيچ برآوردگري بهتر از 
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( , )R θ δ

)تنها مزيت برآوردگر مجاز  )Xδ =
1
θ اين است كه در 3 =

1
 مخاطره آن از هر برآوردگري كمتر 3

)* يUMVUاست و در مقايسه با برآوردگر  ) XXδ = مقايسه .  يك برآوردگر غيرمعقول است10

مخاطره اين دو برآوردگر نشان مي دهد كه در بيشتر نقاط 

)فاصله  , )θ ∈ ) بهتر از UMVU برآوردگر 01 )Xδ =
1
3 

θ تنها در نقطه ي δعمل مي كند و برآوردگر  =
1
3 

  .خوب عمل مي كند

  
  

          
                    ■  

 
ع تصميم را معرفي مي كنيم كه شامل تمام توابع تصميم  در زير كلاسي از تواب1- 2با استفاده از تعريف 

  .خوب است

 كلاسي از توابع تصميم و زير كلاسي C كلاسي كليه توابع تصميم باشد و D فرض كنيد :3-2تعريف 
  .D ⊂ C باشد Dاز 
C δ گويند اگر براي هر تصميم 1 را يك كلاس كاملC كلاس -الف C δ يك تصميم ∌′  وجود ∋

δ بهتر از δداشته كه    . باشد′
C δ گويند اگر براي هر تصميم 2 را يك كلاس اساسا كاملC كلاس -ب C δ يك تصميم ∌′ ∈ 

δ به خوبي δوجود داشته باشد كه     ■      .  باشد′

  .دهد هاي كامل و اساسا كامل را نشان مي هاي مجاز و كلاس هاي زير رابطه تصميم قضيه
  ارد قرار دC درون Aهاي مجاز   يك كلاس كامل باشد آنگاه كلاس كليه تصميمC اگر :1-2قضيه

) C ⊂A(.  

                                                 
١ complete 
٢ essentially complete 

*

( , ) ( )

( )( , )

R

R

θ δ θ

θ θθ δ

= −

−
=

21
3

1
10
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δفرض كنيد: اثبات A (δ( يك تصميم مجاز باشد′ C δولي ∋′ صورت طبق تعريف  در اين . ∌′
C δبايستي يك  δ ازδ وجود داشته باشد كه ∋ δ بهتر باشد و چون ′ ندارد    مجاز است اين امكان′
C δ پس بايستي C δ باشد و در نتيجه ∋′ ′⇒ ∈ Aδ   .C ⊂ A پس  ∋′

C δاگر .  يك كلاس اساسا كامل باشد C فرض كنيد :2-2قضيه  يك تصميم مجاز باشد آنگاه يك ∌′
C δتصميم  δكه هم ارز  وجود دارد بطوري∋   . است′
C δ اساسا كامل است و C چون :اثبات C δ پس يك تصميم  ∌′ كه   وجود دارد بطوري∋

( , ) ( , ),R Rθ δ θ δ θ′≤ ∀ ∈Θ وچون δ  يك تصميم مجاز است پس نامساوي فوق بطور اكيد ′
θبراي هيچ  ∈Θ  برقرار نيست پس ( , ) ( , ),R Rθ δ θ δ θ′= ∀ ∈Θ يعني δوδ  هم ارز ′

  ■    .هستند
با توجه به تعريف و قضاياي بالا بايستي توجه خود را به كلاس توابع تصميم كامل معطوف كنيم و در 

  .اين كلاس برآوردگرهاي مجاز را پيدا كنيم

  هاي مجاز هاي بدست آوردن برآوردگرها و تصميم روش
آوريم كه عمده انها در مورد  هاي مجاز و غيرمجاز مي ايي را براي بدست آوردن تصميمدر زير قضاي

  .برآوردگرهاي مجاز است

) يك تصميم بيز يكتا نسبت به چگالي پيشين πδ اگر :3-2قضيه )π θ و تابع زيان ( , )L θ δ باشد 

  . يك تصميم مجاز استπδآنگاه 
  :كه   وجود دارد بطوريδ يك تصميم مجاز نباشد در اين صورت يك تصميم πδ فرض كنيد :اثبات

)1 (( , ) ( , ) , ( , ) ( , )R R R R for someπ πθ δ θ δ θ θ δ θ δ θ′ ′ ′≤ ∀ ∈Θ < ∈Θ  
  بنابراين 

)2            (
( )

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )r R d R d rπ ππ δ θ δ θ θ δ θ π δ= Π ≤ Π =∫ ∫1
   

   برآوردگر بيز است پسπδاز طرفي چون 
)3              (                                  ( , ) ( , )r rππ δ π δ≤   
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)بنابراين                                    ),( ) ( , ) ( , )r rππ δ π δ⇒ =2 3    
 يك تصميم πδ پس .يم بيز است كه اين با يكتا بودن تصميم بيز متناقض است نيز يك تصمδيعني 

  ■.       مجاز است

) فرض كنيد :4-2قضيه  )γ θ پارامتر مورد نظر ما باشد و ( ) [ , ]a bγ θ ) و تابع زيان ∋ , )L θ δ براي 
( )δ γ θ≠ مثبت و براي ( )δ γ θ= صفر باشد و تابع زيان ( , )L θ δ با دور شدن δ از ( )γ θ يك 

]ي  ديري را در خارج از فاصلهكه مقاδدر اين صورت هر برآوردگر  .تابع صعودي باشد , ]a b با 
  .احتمال مثبت بگيريد غيرمجاز است

δبرآوردگر : اثبات   . را به صورت زير تعريف مي كنيم′
a a

a b
b b

δ
δ δ δ

δ

<⎧
⎪′ = ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

  

aδدر اين صورت بنابر فرض قضيه اگر  ) آنگاه > , ) ( , )L a Lθ θ δ< و اگر bδ  آنگاه <
( , ) ( , )L b Lθ θ δ<بنابراين   

( , ) [ ( , ) ] [ ( , ) ] [ ( , ) ]a a b bR E L a I E L I E L b Iδ δ δθ δ θ θ δ θ< ≤ ≤ >′ = + +  
              [ ( , ) ] [ ( , ) ] [ ( , ) ]a a b bE L I E L I E L Iδ δ δθ δ θ δ θ δ< ≤ ≤ >≤ + +  

  [ ( , )] ( , )E L Rθ δ θ δ= =                               
                  ■.    رآوردگري غيرمجاز است بδپس 

 و واريانس θيك متغير تصادفي با ميانگين Xفرض كنيد تابع زيان درجه دوم باشد و: 5-2قضيه 

σ aX باشد در اين صورت2 b+ ردگر غيرمجاز براي يك برآوθاست وقتي كه  

( )i a )            يا             1< )ii a )         يا            0> ) ,iii a b= ≠1 0 
) :اثبات , ) ( , ) [( ) ] ( ) [ ( ) ]2 2f a b R aX b E aX b Var aX b E aX bθ θ θ= + = + − = + + + −  

                                   ( ) ( ) [( ) ]a Var x a b a a bθ θ σ θ= + + − = + − +2 2 2 2 21   
( ) ( , ) ( , ) ( , )i a f a b a f R Xσ σ θ> ⇒ ≥ > = =2 2 21 10  
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aXپس b+به وسيله X يعني (شود   مي1مغلوب( ( , ) ( , )R X R aX bθ θ< +(  

( ) ( ) ( , ) [( ) ] ( ) [ ]

[ ] ( , ) ( , )

bii a a f a b a b a
a

b b bf R
a a a

θ θ

θ θ

< ⇒ − > ⇒ ≥ − + = − +
−

− −
> + = =

− − −

2 2 2 2

2

0 1 1 1 1 1

01 1 1

                   

aXبنابراين  b+ به وسيله برآوردگر ثابت b
a

δ −
=

  .شود  مغلوب مي1−

( ) , ( , ) ( , ) ( , ) ( , )iii a b f a b f b b f R Xσ σ θ= ≠ ⇒ = = + > = =2 2 21 0 1 10  
aXپس  b+به وسيله X شود مغلوب مي       .■  

,كنيد فرض: 4-2مثال  ,..., nX X X1 )تصادفي از  يك نمونه2 , )N θ σ σ باشند كه در آن2    معلوم2
aXكلاس برآوردگرهاي خطي  bو aبراي چه مقادير از. است b+باشد  مجاز مي.  
) تحت توزيع پيشين θ در فصل قبل ديديم كه برآوردگر بيز يكتاي :حل , )N μ τ   : عبارت است از2

( ) nX X
n n

π τ σδ μ
σ τ σ τ

= +
+ +�

2 2

2 2 2 2  

  كه مخاطره بيز اين برآوردگر متناهي است زيرا 

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )n nR r R d
nn n

π π πτ σ τ θ μσθ δ θ π δ θ δ θ
σ τ σ τ Θ

⎡ ⎤+
= + − ⇒ = Π < ∞⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦
∫

22 2 2 2
2

2 2 2 2

  

nحال چون 
n
τ

σ τ
< <

+

2

2 20  و 1
n

μσ
σ τ

−∞ < < +∞
+

2

2  پس 2

aXبرآوردگر b+  براي ,b R a∈ < <0  يك برآوردگر مجاز 1
  .است

)چون  )E X θ= برآوردگر5- 2 پس طبق قضيه aX b+ براي 
a aو )) i(حالت ( 1< a,و )) ii(حالت ( 0> b= ≠1 حالت ( 0

)iii ((تمجاز نيس.   

                                                 
١ Dominate 
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aبراي حالت  )برآوردگر 0= )X bδ =
�

 مجاز است زيرا اين برآوردگر تنها برآوردگري است كه در 
bθ ) ، داراي مخاطره صفر است= , )R b δ   .) را ملاحظه كنيد3-2مثال  (0=

)اتاي از صفحه مختص تنها نقطه , )a b كه باقي مانده است نقطه ( , ) ( , )a b =  مربوط به برآوردگر 01
, ,MRE UMVU MLنيماكس   و ميXيا روش ) 1951( 1بليتدو روش، يكي روش  كه از.  است

  . آن را ثابت مي كنيم و ديگري روش نامساوي اطلاع مجاز بودن2بيزي حدي

   روش بيز حدي-الف
Rθفرض كنيد: 6-2قضيه  ∈Θ⊂ و δ0فرض كنيد كه.  يك تابع تصميم باشد( , )R θ δبراي هر δ 

هاي بيز   با تصميمmπهاي پيشين اي از توزيع فرض كنيد دنباله. د باشθثابت يك تابع پيوسته از
mmمتناظر πδ δ=هاي بيز متناظر  و مخاطره( , )m

m mr r π δ=همچنين فرض كنيد .  موجود باشند
*
mrمخاطره بيز تصميم δ0نسبت به توزيع پيشين mπاگر براي هر.   باشدη θ و 0< ∈Θ داشته 

  :باشيم كه

*
( ) ( )m m

m m
as m

r r
θ η θ ηΠ + −Π −

→∞ →∞
−

  

  . يك تصميم مجاز استδ0آنگاه)  استmπ تابع توزيع پيشين با چگالي پيشينmΠكه(
 وجود دارد به طوري كه                          δ* يك تصميم مجاز نباشد در اين صورت يك تصميمδ0 فرض كنيد:اثبات

*( , ) ( , )R Rθ δ θ δ θ≤ ∀ ∈Θ0  
*( , ) ( , )R R for someθ δ θ δ θ< ∈Θ0 0 0 0  

)*                     دهيم       قرار مي , ) ( , )R Rε θ δ θ δ= − >0 0 0 0  
)چون تابع مخاطره , )R θ δبراي δثابت يك تابع پيوسته از θاست پس  

* *( , ) ( , )
| |

( , ) ( , )

R R

R R

εθ δ θ δ
ε η θ θ η

εθ δ θ δ

⎧ − <⎪∀ > ∃ > ∋ − ≤ ⇒ ⎨
− <⎪⎩

0
0

0 0 0

40 0
4

  

                                                 
١ Blyth 
٢ Limiting Bayes Method 
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* *

*

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

R R R R

R R

ε εθ δ θ δ θ δ θ δ

ε ε εθ δ θ δ ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ − > − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − − = − =

0 0 0 0

0 0 0

4 4

2 2 2

  

]              در نتيجه     ]*( , ) ( , ) ,R R εθ δ θ δ θ θ η θ η− > ∀ ∈ − +0 0 02  

**بنابراين اگر 
mrمخاطره بيز تصميم *δباشد يعني ** *( , ) ( )m mr R dθ δ θ= Π∫در اين صورت   

 

[ ]

* ** *

*

* **

* *

( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( )

( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

m m m

m

m m m

m m
m m

m m m m

r r R R d

R R d

d

r r as m
r r r r

θ η

θ η

θ η

θ η

θ δ θ δ θ

θ δ θ δ θ

ε εθ θ η θ η

ε θ η θ η

+∞

−∞

+

−

+

−

⎡ ⎤− = − Π⎣ ⎦

⎡ ⎤≥ − Π⎣ ⎦

≥ Π = Π + −Π −

Π + −Π −−
⇒ ≥ →∞ →∞

− −

∫

∫

∫

0

0

0

0

0

0

0 0

0 0

2 2

2

  

ي وجود دارد كه m0بنابراين 
* **

*
m m

m m

r r

r r

−
>

−
0 0

0 0

** و يا معادلاً 1
m mr r>0 mδ كه اين با تصميم بيز بودن0 0 

mπنسبت به توزيع پيشين   ■.                           مجاز است يك تصميم δ0بنابراين.  متناقض است0

, فرض كنيد:5-2مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )N θ σ  X باشند نشان دهيد كه2
  . استθيك برآوردگر مجاز براي

)اگر توزيع پيشين: حل , )N m    در نظر بگيريم آنگاهθ را براي 20

| ~ ,

( , ) [ ( | )]

m

m

m

m m X

nm x nmx N Xnnm nm
m

r r E V X n
m

π

π

θ δ δ
σ σ

σ

π δ θ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎝ ⎠

= = =
+�

�

�

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

1
1

1
1
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)همچنين مخاطره بيز برآوردگر )X Xδ =
   عبارت است از�0

* ( , ) [ ( ) | ]m mr r E E X E
n n
σ σπ δ θ θ
⎛ ⎞

= = − = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2
0  

  بنابراين 

*
( ) ( )

t
m

m m

m m

e dt
m

r r n
n m

θ η

θ ηθ η θ η π
σ

σ

−+

−

−
Π + −Π −

=
− ⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
2

2
1

2
2

12

2 2

1
2

1
  

( )

( )

t
m

t
m

e dt
n nmm e dt

m
n nm

θ η

θ ηθ η

θ η

σπ
σ πσ

σ

−+

−+−

−

+
= =

+

∫
∫

2
2

2
2

1
2 12 2

2
4 4

2 2

1
2

2
                     

lim lim lim ( ) ( )
t t t

m m m
m m m

e e dt e dt
θ η θ η

θ η θ η
θ η θ η η

− − −+ +

− −→+∞ →+∞ →+∞
= ⇒ = = + − − =∫ ∫

2 2 2
2 2 2

1 1 1
2 2 21 2

  

*
( ) ( )m m

m m
as m

r r
θ η θ ηΠ + −Π −

∴ → +∞ → +∞
−

  

))  بليتروش (6- 2بنابراين طبق قضيه  )X Xδ =
  ■                   .    يك برآوردگر مجاز است�0

)شود كه در توزيع  نتيجه مي5- 2 و 4-2از مثال هاي : نتيجه , )N θ σ aX برآوردگر2 b+ براي  θ 
  مجاز است اگر و فقط اگر 

                                   ( ) ,ii a b= =1 )    يا 0 )i a≤ <0 1     .                         ■  

  : 1 روش نامساوي اطلاع-ب
 & Hodges(توان براي اثبات مجاز بودن يا مينيماكس بودن برآوردگر استفاده كرد  ياز اين روش م

Lehmann (1951)(  
)                     با توجه به اينكه , ) [( ) ] ( ) ( )R E V bθθ δ δ θ δ θ= − = +2 2  

)كه در آن ) ( )b Biasθ δ= بنابراين از نامساوي اطلاع با ( )γ θ θ= داريم كه   
                                                 
١ The Information Inequality Method 
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)1(                            [ ( )]( , ) ( )
( )

bR b
nI

θθ δ θ
θ
′+

≥ +
2

21  

)كه در آن )I θ
σ

= 2
 برآوردگري مجاز نباشد در اين صورت Xحال فرض كنيد. باشد  مي1

   وجود دارد كه δبرآوردگري مانند

)2(                       ( , ) ( , )R R X
n
σθ δ θ θ≤ = ∀ ∈Θ

2
  

  و بنابراين     

)3(              [ ( )] ( ) ( , )b b R
n n

σ θ σθ θ δ θ
′+

+ ≤ ≤ ∀
2 2 2

21  

)خواهيم نشان دهيم كه مي )b θ   . يك برآوردگر نااريب استδ يعني0≡

)كراندار است   bتابع ) ( ) | ( ) |b b
n n
σ σθ θ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒

2
23  

[ ( )]( ) [ ( )] ( )b b b
n n

σ θ σ θ θ
′+ ′ ′⇒ ≤ ⇒ + ≤ ⇒ ≤

2 2 2
213 1 1 0  

   .يك تابع غيرصعودي است bپس
)حال فرض كنيد )b θ ≡   :در اين صورت دو حالت زير را داريم. 0

)i( فرض كنيدθ0ي وجود داشته باشد كه( )b θ <0   در اين صورت0

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( )

b

nb b b
b nnb b

b

θ θ θ

θ σ θ σ θ
θθ σ θ θ θ
θ σ

< ∀ ≥

′ ′⇒ + + ≤
′−′⇒ + ≤ ⇒ ≥ ∀ ≥

0
2 2 2 2

2 2
02 2

0
3 2 0

2 0
2

  

( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

# ( )
( )

b

b t n ndt dt
b tb t

n
b b

n
b b b

b
b

θ
θ θ

θ θ
θ

θ

θ θ
σ σ

θ θ
θ θ σ

θ θ
θ θ θ σ

θ θ
θ

<

′−
⇒ ≥ ⇒ ≥ −

⇒ − ≥ −

⇒ − > − ≥ −

→∞⇒ − →∞ ⇒ =

∫ ∫0 0
0

02 2 2

02
0

0
02

0 0

0
0

1
2 2

1 1
2

1 1 1
2

1 0
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(ii)فرض كنيد θ0 ي وجود داشته باشد كه( )b θ >0 θ در اين صورت 0 θ∀ ≤ 0 ،( )b θ >0  
)توان به يك تناقض رسيد پس  مي(i)و همانند قسمت  )b θ =0   . است0

)بنابراين ) ( )b bθ θ θ′= = )دهد كه نتيجه مي) 1( و 0∀ , )R
n
σθ δ ≥

2
 و بنابراين 

( , ) ( , )R R X
n
σθ δ θ= =

2
  . استθ يك برآوردگر مجاز و همچنين مينيماكس براي X يعني

 موجود باشد كه δه اين دليل است كه اگر برآوردگري مانندمينيماكس بودن ب(

( , ) ( , )Sup R Sup R X
n
σθ δ θ

Θ Θ
≤ =

2
)  آنگاه , ) ,R

n
σθ δ θ≤ ∀

2
 و طبق مراحل بالا 

( , ) ( , )R R Xθ δ θ= پسXبرآوردگر مينيماكس است (.  

  .شود  است كه اين موضوع از لم زير نتيجه ميθ تنها برآوردگر مينيماكس برايXهمچنين
)اگر تابع زيان: 1-2لِم  , )L θ δاكيداً محدب باشد و δبرآوردگري مجاز براي ( )γ θ باشد و δ هر ′

)برآوردگر ديگري باشد كه , ) ( , )R Rθ δ θ δ θ′= ) آنگاه ∀ )P δ δ′ = =1.  

*اگر: اثبات δ δδ
′+

= ] آنگاه 2 ]
(*)

*( , ) ( , ) ( , ) ( , )R R R Rθ δ θ δ θ δ θ δ′< + =
1
2  

δبجز اينكه با احتمال يك δ .) گردد محدب بودن تابع زيان نتيجه مي از اكيدا )*(نامساوي .( باشد=′
) است بجز اينكه δبنابراين رابطه فوق متناقض با مجاز بودن  )P δ δ ′= =1                          ■  

  1ميانگين نرمال بريده شده: 6-2مثال 

,فرض كنيد , , nX X X…1 )از يك نمونه تصادفي 2 , )N θ σ σ باشند كه2  معلوم و حالات زير را 2
  . در نظر بگيريدθبراي
θ اگر-الف θ>  غيرمجاز است و به وسيله برآوردگر X،4-2 باشد آنگاه طبق قضيه 0

( ) max( , )
X

X X
X X
θ θ

δ θ
θ

⎧ <
= =⎨

≥⎩�
0 0

0
0

اما در زير به وسيله روش نامساوي . شود  مغلوب مي

  . استθ برآوردگري مينيماكس برايXاطلاع نشان مي دهيم كه

                                                 
١ Truncated Normal mean 
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ε وδ مينيماكس نباشد آنگاه برآوردگري مانندXاگر    وجود دارند به طوري كه0<

( , ) ( , )R R X
n
σθ δ θ ε ε θ θ≤ − = − ∀ >

2
0   

)4(                                  [ ]( ) ( )
( )

b
b

n n
σ θ σθ ε θ θ

′+
⇒ + ≤ − ∀ >

22 23 2
0

1  

) كراندار است      b                            بنابراين                         ) ( )b
n
σθ ε⇒ ≤ − ⇒

2
24  

  

[ ] [ ]( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

b nb
n n

n nb b b

nb

σ θ σ εε θ
σ

ε εθ θ θ
σ σ

εθ θ θ
σ

′+
′⇒ ≤ − ⇒ + ≤ −

′ ′ ′⇒ + + ≤ − ⇒ ≤ −

−′⇒ ≤ < ∀ >

22 2 2
2

2
2 2

02

14 1 1

1 2 1 2

0
2

  

توجه كنيد .  مينيماكس استX، پسدباش  در تناقض ميbو اكيداً نزولي بودن bكراندار بودن
)برآوردگر ) max( , )X Xδ θ=

� )توان نشان داد كه  است و ميX برآوردگري بهتر از0 )Xδ
�

 نيز 
  . و بنابراين برآوردگر مينيماكس يكتا نيست) تمرين: اثبات(مينيماكس است

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )

( , )
0

2 2
0

2

R R X X R R X
n n

Sup R
nθ θ

σ σθ δ θ θ θ δ θ

σθ δ
>

⎛ ⎞
≤ = > ⇒ = =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟

⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

a اگر -ب bθ≤ ر  به وسيله برآوردگ4-2 طبق قضيه X باشد آنگاه≥

*( )

a X a

X X a X b

b X b

δ

⎧ <
⎪⎪= ≤ ≤⎨
⎪ >⎪⎩

�
 بخواهد برآوردگر Xحال اگر . شود پس غيرمجاز است  مغلوب مي

  مينيماكس باشد آنگاه بايستي مغلوب كننده آن نيز مينيماكس باشد يعني

*( , ) ( , )
a b a b
Sup R Sup R X

nθ θ

σθ δ θ
≤ ≤ ≤ ≤

= =
2
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]اما  ]*( , ) ( , ) , ,
2

R R X a b
n
σθ δ θ θ< = ∀ )*به علاوه . ∋ , )R θ δ يك تابع پيوسته از θ ،است 

)*بنابراين , )R θ δ خود را در يك نقطه ماكسيمم a bθ≤  در نتيجه. كند  اختيار مي0≥

* *( , ) ( , )
2

0
a b
Sup R R

nθ

σθ δ θ δ
≤ ≤

= تواند مينيماكس   نميX كه با رابطه قبل در تناقض  است پس>

  .باشد
m اگر-ج mθ− ≤  آنگاه در بخش قبل نشان داديم كه برآوردگر ≥

( )
mx mx

m mx mx
e ex m mtghmx
e e

δ
+ −

−
−

= =
+

  ■         .     مينيماكس استθ براي 

,فرض كنيد) واريانس توزيع نرمال: (7-2مثال  , , nX X X…1 ) يك نمونه تصادفي از 2 , )N σ 20 

~اگر. باشند ( , )gτ
ασ

= Γ2
1 1

2
| آنگاه ~ ( , )nx g

y
τ

α
Γ +

+�
1

 كه 2
n

i
i

Y X
=

= ∑ 2

1
اگر قرار  . 

nrدهيم = σ و تابع زيان درجه دوم باشد آنگاه برآوردگر بيز 2
τ
= 21    عبارت است از2

( ) ( | ) yx E x
r g

π αδ
τ

+
= =

+ −� �
1

1  

τخواهيم برآوردگرهاي مجاز و غيرمجاز خطي  مي
σ

= 2
1

2
aY به فرم b+را تعيين كنيم .  

)چون  )X Y
r g r g

π αδ = +
+ − + −�

1
1 aYرسد كه   به نظر مي3- 2 پس طبق قضيه 1 b+ براي 

bمقادير  a و0<
r

< <
−
10 1،( )g هاي اين برآوردگرهاي  يكي از حالت.  مجاز باشد0<

Yمجاز b
r

+
)از طرفي . باشد  مي1 ) rE Y nσ

τ
= Yپس2=

r
اي يك برآوردگر نااريب بر1

τ
  . است1

Yبنابراين چون  b
r

+
  دار است در رابطه  كه برآوردگري اريب1

( , ) ( , ) ( , )R Y b R Y b R Y
r r r

σ σ σ+ = + >2 2 2 21 1 12 2 2  

 .رسد كه اشكالي در اين خصوص وجود دارد به نظر مي. كند پس برآوردگري غيرمجاز است صدق مي
و دو شرط براي يكتا بودن .  يكتا، برآوردگري مجاز استكرد كه برآوردگر بيز  بيان مي3-2قضيه 
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bبرآوردگر بيز وجود داشت كه در اين جا شرط اول يعني متناهي بودن مخاطره بيز به ازاي هر  و 0<

a
r

< <
−
10    برقرار نيست زيرا1

( , ) ( ) ( ) ( )Y Y Y YR E V E
r g r g r g r g

α α α ασ
τ τ

⎡ ⎤+ + + +
= − = − −⎢ ⎥+ − + − + − + −⎣ ⎦

2
2 21 12 1 1 1 1  

( )
( )

( ) ( )

r
r r g

r gr g r g

α
τ α

τ ττ τ

⎡ ⎤+⎢ ⎥ −⎡ ⎤ ⎧ ⎫= − − = − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ + −+ − + −⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

2
2 2 2 2

1 1 1 1
11 1

  

)بنابراين مخاطره بيز متناهي خواهد بود اگر )E
τ

< ∞2
   و اين اميد رياضي موقعي متناهي است كه1

g > ) باشد2 )
( )( )

E
g g

α
τ

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2

2
1

1 )با اعمال اين شرط روي برآوردگر بيز. 2 )Xπδ
�

 ديده 

  .كند كتا در شرط زير صدق ميشود كه برآوردگر بيز ي مي

b a و 0<
r

< <
+
10 1  

)و بنابراين براي اين مقادير , )a bبرآوردگر aY b+براي σ
τ
= 21 aبراي) A. ( مجاز است2  و 0>

b برايهمچنين  برآوردگر 4-2 توسط قضيه 0>
aY b+غيرمجاز است ) .B) ( زيرا مقاديري خارج

)از دامنه پارامتر  , aحالت.) گيرد  را مي0∞+( =0 
)بر آوردگر  ) ,X b bδ = >

�
  مجاز است زيرا0

bاين برآوردگر تنها برآوردگري است كه در 
τ
=

1 

)داراي مخاطره صفر است , )R b δ  3-2مثال . (0=
  ) C). (را ملاحظه كنيد

aبراي حالت
r

>
+
1

توان نشان  مي) 2,12مسئله  (1

  همچنين) D. (داد كه برآوردگر فوق غيرمجاز است
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( , ) [( ) ] ( ) ( )

( ) ( )

R aY b E aY b a V Y aE Y b

a r ar b a r ar b

σ
τ τ

τ τ ττ τ

⎡ ⎤+ = + − = + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + − = + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2
2 2 2

2 22
2

2 2

1 12

1 1 11
  

bپس براي ) داريم كه0= , ) [ ( ) ] ( ),R aY a r ar f a aσ
τ

= + − = ≠2 2 2
2

12 1 0  

( ) [ ( )] ( )

( ) ( )

f a ar r ar a r a
r

f a r r

τ

τ

′ = + − = ⇒ + − = ⇒ =
+

′′ = + >

2

2
2

1 12 2 1 0 1 1 0 1
12 2 0

  

)پس  , ) ( , )R Y R aY
rτ τ

<
+

1 1 1
a براي هر1 aY يعني 0≠ b+ براي b a و 0=

r
≠

+
1

 و 1

a bبراي ) E.( برآوردگري غيرمجاز است0≠ a و 0=    داريم كه0=

( , ) ( , ) ( ) ( )

( )

R aY R a r ar a r r ar

a r a
r

τ τ
< ⇔ + − < ⇔ + − <

⇔ + − < ⇔ <
+

2 2 21 1 0 1 1 1 2 0

21 2 0 1

  

δپس برآوردگر  * به وسيله برآوردگر 0= aYδ aكه  =
r

<
+
2

شود پس غيرمجاز   مغلوب مي1

bتنها حالت ). F(است Y و0≤ b
r

+
+
1

 مجاز 1 باقي مانده است كه در زير توسط قضيه كارلين1

  ■                                                                          .              بودن آن را ثابت مي كنيم
  داراي توزيعي از خانواده نمايي با تابع چگالي Xفرض كنيد

)1                        (           ( )( ) ( ) T xp x eθθ β θ=   
 داراي نقاط انتهايي Θدر اين صورت . ضاي پارامتري طبيعي باشد فΘ باشد و μنسبت به اندازه 

) است θ و θمانند  )θ θ−∞ ≤ ≤ ≤ )براي برآورد . ∞+ )E Tθ ،تحت تابع زيان درجه دوم 
aTبرآوردگر  b+ براي a a يا 0> a غير مجاز است و براي 1<  مقداري ثابت دارد پس مجاز 0=

                                                 
١ Karlin (1958) 
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تر است كه اين برآوردگر را به صورت  براي اينكه بتوانيم شرط قضيه كارلين را بيان كنيم راحت. است
  . مزير بنويسي

)2                     (                 , ( )x Tλ γ
γλδ

λ λ
= +

+ +
1

1 1   

≥λكه در آن  < >a معادل 0∞ ≤0   . است1

براي ) 2( تحت فرضيات بالا، شرط كافي براي آنكه برآوردگر )قضيه كارلين: (7-2قضيه

( ) ( )g E Tθθ ]ابع زيان درجه دوم مجاز باشد اين است كه انتگرال تابع  تحت ت= ]( )e λγλθ β θ −− 
θيعني براي يك .  واگرا باشدθ و θدر  θ θ<   هاي   انتگرال0>

[ ] [ ]

*

*
( ) ( )

e ed and d
γλθ γλθθ θ

λ λθ θ
θ θ

β θ β θ

− −

− −∫ ∫0
  

θ*موقعي كه به ترتيب  θ→ و *θ θ→نهايت ميل كنند  به سمت بي.  
  داريم كه ) 1(با توجه به اينكه در خانواده نمايي . كنيم از روش نامساوي اطلاع قضيه را ثابت مي: اثبات

( )( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
( )

g E T g V T Iθ θ
β θθ θ θ
β θ
′

′= = − = =  

   داريم كه δبنابراين طبق نامساوي اطلاع براي هر برآوردگر 

( ) [ ( ) ( )]( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
( )

g bE X g V X b b
Iθ θ

θ θδ θ δ θ θ
θ

′ ′+⎡ ⎤− = + ≥ +⎣ ⎦

22 2 2  

)3                             ([ ( ) ( )] ( )
( )

I b b
I

θ θ θ
θ
′+

= +
2

2  

)كه در آن  ) [ ( )] ( )b E Xθθ δ γ θ= چون در خانواده نمايي يك پارامتري هستيم پس براي . −
λ,برآوردگر  γδ δ=شود و اگر   مي نامساوي فوق به تساوي تبديل, ( )bλ γ θ اريبي برآوردگر ,λ γδ 

  باشد آنگاه 

,

,

( ) [ ( )]

( ) ( )

b g

b g

λ γ

λ γ

λθ γ θ
λ
λθ θ
λ

⎧ = −⎪⎪ +
⎨
⎪ ′ ′= −
⎪ +⎩

1

1
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)4(             ( ) ,
, ,

[ ( ) ( )]
( ) ( ) [ ( )]

( )
I b

E b X g b
I

λ γ
θ λ γ λ γ

θ θ
θ θ

θ
′+⎡ ⎤− = +⎢ ⎥⎣ ⎦

22 2  

   برآوردگري باشد كه δ0حال اگر 

)5(                    ( ) ( ),( ) ( ) ( ) ( )E X g E X gθ λ γδ θ δ θ⎡ ⎤⎡ ⎤− ≤ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
22

0  

)و  )b θ0 داريم كه ) 4(و ) 3( اريبي آن باشد آن گاه از روابط  

[ ] ( ) ( ),

,
,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
[ ( )]

( )

I b
b E X g E X g

I

I b
b

I

θ λ γ

λ γ
λ γ

θ θ
θ δ θ δ θ

θ

θ θ
θ

θ

′+ ⎡ ⎤⎡ ⎤+ ≤ − ≤ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ′ ⎤+⎣ ⎦= +

2
220 2

0 0

2
2

  

),اگر قرار دهيم  ) ( ) ( )h b bλ γθ θ θ=    از نامساوي فوق داريم كه 0−

{ } ( )( )

( )

( )

, ,
,

,
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
[ ( )] ( ) ( ) ( )

( )

[ ( )]( ) ( ) ( ) ( )
( )

b b I b b
b b

I

h h I b
h b b b

I

hh g h h
I

λ γ λ γ
λ γ

λ γ
λ γ λ γ

θ θ θ θ θ
θ θ

θ

θ θ θ θ
θ θ θ θ

θ

λ θθ γ θ θ θ
λ λ θ

′ ′ ′ ′− + −
− + ≤

⎡ ⎤′ ′ ′+ +⎣ ⎦⎡ ⎤⇒ + − + ≤⎣ ⎦

′
′⇒ − − + + ≤

+ +

0 02 2
0

2
0

2
2

2
0

2
2 0

2 2 01 1

                         

)6                     (                           ( )( ) ( ) ( ) ( )h g h hλθ γ θ θ θ
λ λ

′⇒ − − + ≤
+ +

2 2 2 01 1  

  دهيم قرار مي
)7                  (                        ( ) ( ) ( )k h eλ γλθθ θ β θ+=   

  در اين صورت
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k h e h e h eλ γλθ λ γλθ λ γλ θθ θ β θ λ θ β θ β θ γλ θ β θ− −′ ′ ′= + +1

( ) ( )( )
( ) ( )

hk
h
θ β θθ λ γλ
θ β θ
′ ′⎧ ⎫

= + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

( ) ( )( ) ( ( ) ) { ( ) ( )( ( ) )}
( ) ( )

h kk g h h g
h h
θ θθ λ θ γ θ λ θ θ γ
θ θ
′⎧ ⎫ ′= + − = − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]
( ) ( )

h k hh h k k
k k
θ θ θθ θ θ θ

λ θ θ λ
′

′⇒ + ≤ ⇒ + ≤
+ +

2 2 26 0 01 1  
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) 8              (                          
( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

h e
k

k e k

λ γλθθ β θ
θ

λ γλθθ β θ θ
λ

− −= >
− − ′⇒ + ≤

+

0
2 2 01  

)شود كه  از اين رابطه نتيجه مي )k θ′ دهيم كه  حال نشان مي.  استθ يك تابع نزولي از k يعني 0>
( )k θ θ= ∀0 .  

) وجود داشته باشد كه θ فرض كنيد كه مقداري از )k θ  وجود دارد كه θ0يعني يك مقدار .  باشد0≠
( ) ( )k iθ <0 ) يا  0 ) ( )k iiθ >0   . است0

)اگر ): i(حالت  )k θ <0 ) آنگاه 0 ) ,k θ θ θ< ∀ ≥   داريم كه) 8( حال از رابطه 00
( )[ ] ( )

( ) ( )
d k e
d k k

λ γλθθ λ β θ
θ θ θ

− −′− +
= ≥2

1 1
2  

* *

[ ] ( )
( )

td dt t e dt
d k t

θ θ λ γλ
θ θ

λ β
θ

− −+
⇒ ≥∫ ∫0 0

1 1
2    

*

* ( )
( ) ( )( ) 0

1

0 0

1 1 1 1
2 t e dt

k kk
θ γλθ
θ

λ β
θ θθ

−+
⇒ − > − ≥ ∫  

θ*حال اگر  → كند كه با كمتر بودن آن از   ميل مي∞ آنگاه سمت راست به ∞
( )k θ

−
0

 در تناقض 1

)است بجز اينكه  )k θ =0 0.   
)ii (تواند  توان نشان داد كه نمي به طور مشابه مي( )k θ >0  . باشد0

)، θبنابراين براي هر  )k θ )، θ و بنابراين براي هر 0= )h θ ) 6( خواهد بود، يعني در نامساوي 0=
نيز حالت تساوي خواهيم داشت و اين نشان ) 5(شود و در نتيجه در نامساوي  حالت تساوي برقرار مي

,دهد كه برآوردگر  مي ( ) TXλ γ
γλδ
λ

+
=

  ■          .برآوردگري مجاز است1+

)ينكه در توزيع با توجه به ا: )ادامه (7-2مثال , )N σ    داريم كه 20

( ) ( ) ,
i

n nx
r y

if x e e y xτσ
σ

πσ π τ τ
σ

−− − −∑
= = = =∑

2
2

2

1
2 22 2 2

2
12

2�
  

  با مقادير زير است) 1(پس اين توزيع به فرم خانواده نمايي

( ) , , ( ) ( ) , ,rYT X r
r r

θθ τ β θ θ θ−
= = − = = −∞ =0  
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)اند كه  اي انتخاب شده توجه كنيد كه پارامترهاي بگونه( ( ))E T X
τ

=
ه كارلين حال طبق قضي). باشد1

Yبرآوردگر 
r

γλ
λ λ

+
+ +
1

1  براي 1
τ
  هاي   مجاز است اگر انتگرال1

( )
c

r r

c

e d k e d
r

γλθ λ γλθ λθ θ θ θ
− ∞

− − −

−∞

−
=∫ و                              ∫

0

c
re dγλθ λθ θ− −∫  

rλانتگرال اولي موقعي واگرا است كه . هر دو واگرا باشند γ و1≥ γλ يا 0= و در انتگرال .  باشد0<
eدوم عامل  γλθ نقشي در انتگرال ندارد و موقعي واگرا است كه rλ   اگر اين شرايط را با.  باشد1≤

Y هم ادغام كنيم آنگاه برآوردگر
r

γλ
λ λ

+
+ +
1

1   مجاز است اگر1

     ( ) ,ii
r

λ γ≥ >
1 )  يا   0 ) ,i

r
γ λ= =

10  

اگر قرار دهيم 
( )

a
rλ

=
+

1
b  و 1 γλ

λ
=

aY آنگاه برآوردگر1+ b+براي 
τ
  مجاز است اگر 1

( ) ,ii a b
r

< ≤ >
+
10 ) يا 01 ) ,i a b

r
= =

+
1 01  

Y,يعني برآوردگر b b
r

+ ≥
+
1  براي 01

τ
با توجه به نواحي بدست آمده در اين مثال .  مجاز است1

aYتوان گفت كه برآوردگر  مي b+ براي σ
τ

=2   جاز است اگر و فقط اگر م12

( ) , ( ) ,i a b ii a b
r r

≤ ≤ > = =
+ +
1 10 0 01 1  

cYبنابراين برآوردگر  d+ براي σ
τ

=2 1
  اگر مجاز است اگر و فقط2

 

( ) ( , )n a br c d= = =2 2 2( ) , ( ) ,i c d ii c d
n n

≤ ≤ > = =
+ +
1 10 0 02 2  

)*، MREيعني برآوردگر  ) iX X
n

δ =
+ ∑ 21

σ براي2    ■          .    مجاز است2
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  ) واريانس نرمال با ميانگين مجهول( :8-2مثال 

,فرض كنيد  ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از2 , )N μ σ ديديم كه ) 7(در مثال .  باشند2

μاگر ،MRE باشد، آنگاه برآوردگر 0=
n

i
i

X
n =+ ∑ 2

1

1
σ براي2  نامعلوم μحال اگر.  مجاز است2

σ پارامترMREباشد آيا برآوردگر  )يعني2 )
n

i
i

X X
n =

−
+ ∑ 2

1

1
σ براي 1   . مجاز است2

)نشان داد كه برآوردگر) 1964(1اشتاين: حل )
n

i
i

X X
n =

−
+ ∑ 2

1

1
 مجاز نيست و بوسيله برآوردگر 1

*
( )

min( , )

n

i
ii

X X
X

n n
δ =

−
=

+ +

∑ ∑
2

2
1

1 دليل توجيهي اين برآوردگر ) اثبات تمرين(شود   مغلوب مي2

:اين است كه فرض كنيد بخواهيم آزمون  :H vs Hμ μ= ≠0 0 10 يم در اين صورت  را آزمون كن0

|كنيم اگر   را قبول ميH0فرض |

( )
n

i
i

nX C

X X
n =

<

−
− ∑

2

1

1
1

σ و در نتيجه   را با 2

n

i
i

X
n =+ ∑ 2

1

1
σكنيم و   را قبول ميH1كنيم و در غير اين صورت فرض  برآورد مي2  را با 2

( )
n

i
i

X X
n =

−
+ ∑ 2

1

1
nCاگر قرار دهيم. كنيم  برآورد مي1

n
−

=
+

1
آنگاه نامساوي فوق به نامساوي 1

( )
n n

i i
i i

X X X
n n= =

< −
+ +∑ ∑2 2

1 1

1 1
2 شود و بنابراين با توجه به آزمون فوق   تبديل مي1

  .گردد  حاصل ميδ*برآوردگر

( )

( )

n n

i i
i i

n

i
i

nnX X X nX X X
n n n

n n X X
n n

= =

=

< − ⇒ < −
+ + +

+
⇒ <

+ +

∑ ∑

∑

2 2 2 2 2

1 1

2 2

1

1 1
1 1 1

2 1
1 1

  

( )
( )( )

n

i i
i

n X X X
n n n n n=

⇒ < = −
+ + + + +∑ ∑2 2 2

1

1 1 1
1 1 2 1 2  

                                                 
١ Stein 
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[ ] ( )
n

i i i
i

X X nX X X
n n n=

⇒ < − = −
+ + +∑ ∑ ∑2 2 2 2

1

1 1 1
2 1 1  

)ها به صورت   در رده بزرگتري از كلاسδ*برآوردگر  , ) ( )xx s S
s

δ ϕ=    قرار دارد زيرا 2

* min( , ) min( , )
( )

min , ( ) ( )

iXS S nX S
n n n n S

n X XS S
n n n S S

δ

ϕ

+
= =

+ + + +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∑ 22 2 2
2

2

2 2 2

1
1 2 1 2

1 1
1 2 2

  

)برآوردگرهاي به فرم , )X Sδنيز بر برآوردگر ( )iX X
n

−
+ ∑ 21

  ■)   تمرين: اثبات( غلبه دارند1

) فرض كنيد)اي توزيع دو جمله: (9-2مثال  , )X B n p∼براي چه مقاديراز. اشد بaو b برآوردگر 

( )Xa b
n

  .حت تابع زيان درجه دوم مجاز و براي چه مقادير غيرمجاز است ت+

ln
( ) ( ) ( ) ( )

x pn
x n x n n p

X
n n

f x p X x p p p e
x x

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
11 1  

  دهيم قرار مي

ln , ( ) , ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( )

,

n nn

n

n

p Xn T X p e
p n

X eg E T X E p
n

e
p

θ

θ

θ θ θ

θ β θ

θ

θ θ

−= = = − = +
−

= = = =

+
< < ⇒ = −∞ = +∞

1 11

1
0 1

  

,طبق قضيه كارلين برآوردگر  ( )
( )
Xx

nλ γ
γλδ

λ λ
= +

+ +1 مجاز است اگر دو انتگرال زير  p براي1

  واگرا باشند

)1(                        
nnc

n

c n

e e d e d

e

λλθ
γλθ γλθ

θθ θ
− ∞

−

−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

11 1 
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)2(                                     
n

n

c

e e d
λθ

γλθ θ
∞

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ 1  

λاگر  باشد، آنگاه0>
n

ne e e
λθ

γλθ γλθ− −
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
توانند همزمان واگرا   و بنابراين هر دو انتگرال نمي1

λاگر. باشند λاگر . آنگاه هر دو انتگرال واگرا هستند0=   باشد آنگاه 0<

( )

n n

n n n n

n

n

e e e e

e e e e e

λ λθ θ θ θ

λθ
γλθ λθ γλθ γ λθ− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ > ⇒ + >
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⇒ + > =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1 1

1

  

−γدر اين صورت انتگرال دوم به ازاي  ≥1 γيا   0  واگراست و در انتگرال اول عامل 1≥
n

ne
λθ−⎛ ⎞

⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠
γλگذارد پس اين انتگرال به ازاي رايي يا واگرايي تاثير نمي در همگ1 γ يا 0≤  واگرا 0≤

  .است

)بنابراين در انتگرال در صورتي همزمان واگرا هستند كه  , )λ γ> ≤ ≤00 λ يا 1 a با .0=
λ

=
+
1

 و 1

b γλ
λ

=
)شود كه برآوردگر  نتيجه مي1+ )Xa b

n
 مجاز است اگر           p براي +

( , , )a b a b γλ
λ

+
< < ≥ + = ≤

+
10 1 0 a,    يا    11 b= =1 0  

,كه با ادغام اين دو حالت داريم كه  ,a b a b< ≤ ≥ + ≤0 1 0 1  
≥bبراي  ≤0 a و 1 bδ برآوردگر 0= زيرا اين برآوردگر تنها ( مجاز است =

pبرآوردگري است كه در b= توان  به راحتي مي). داراي مخاطره صفر است

) برآوردگر b و aنشان داد كه براي ساير مقادير  )Xa b
n

بنابراين ). 4- 2مسئله( غيرمجاز است +

)برآوردگر )Xa b
n

) مجاز است اگر و فقط اگر p براي + , )a bير قرار گيرند در مثلث بسته ز :  

                                      {( , ) | , , }a b a b a b≥ ≥ + ≤0 0 1                                         ■  
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  .شود  نتيجه زير حاصل مي7-2از قضيه 
) اگر فضاي پارامتري طيبعي در خانواده نمايي :1-2نتيجه  )( ) T xeθβ θشد، يعني  تمام اعداد حقيقي با

θ = θ و ∞+ = ) براي برآوردT آنگاه ∞− )E Tθتحت تابع زيان درجه دوم مجاز است .  
λبا : اثبات γ و 0= θ*كه شوند موقعي   هر دو انتگرال قضيه كارلين واگرا مي1= → ±∞          ■  

)با توجه به نتيجه فوق در توزيع نرمال , )N μ σ σ با 2 )             معلوم2 )
n nx

f x e
μ μ

σ σ
μ

+
∝

2
2 22

�
  

X براي μ 9- 2مثال(اي  دوجمله مجاز است و در توزيع (X
n

 مجاز است و در توزيع p براي

)lnپواسون  ) n xf x e eμ μ
θ

−=
�

ln  كه  ( , )nθ μ= ∈ −∞   . مجاز استμ براي X برآوردگر ∞+

  هاي مجاز و مينيماكسرابطه برآوردگر
  .يك تصميم مينيماكس استδيك تصميم مجاز با مخاطره ثابت باشد انگاهδ اگر:8-2قضيه

 وجود دارد δ* يك تصميم مينيماكس نباشد در اين صورت تصميم ديگري مانندδفرض كنيد: اثبات

)*                                 كه , ) ( , )Sup R Sup R cθ δ θ δ
Θ Θ

< =  

*بنابراين            *( , ) ( , ) ( , )R SupR c Rθ δ θ δ θ δ θ≤ < = ∀ ∈Θ  
  ■                         .       يك تصميم مينيماكس استδ در تناقض است پسδو اين با مجاز بودن

) و تحت تابع زيان1- 2 تحت فرضيات نتيجه :2-2نتيجه  ( ))
( )
g

V Tθ

δ θ− 2
براي  Tبرآوردگر

( ) ( )g E Tθθ   . برآوردگر يكتاي مينيماكس است=
) برايT، 1-2 طبق نتيجه: اثبات )g θتحت تابع زيان ( ( ))gδ θ−  مجاز است پس تحت تابع 2

)زيان ( ))
( )
g

V Tθ

δ θ− 2
 داراي مخاطره ثابت است پس Tحال چون تحت اين تابع زيان .  نيز مجاز است

) براي T، 8-2 طبق قضيه )g θتابع (شود  حاصل مي1-2يكتايي اين براورد از لم.  مينيماكس است
  ■            .)زيان اكيدا محدب است

  . يك تصميم مجاز استmδ يك تصميم مينيماكس يكتا باشد آنگاه mδ اگر :9-2قضيه 
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كند و در نتيجه   وجود دارد كه بر آن غلبه ميδ مجاز نباشد آنگاه تصميم ديگري مانندmδاگر : اثبات
( , ) ( , )mSup R Sup Rθ δ θ δ

Θ Θ
 نيز يك تصميم مينيماكس است و اين با يكتا بودن δيعني. ≥

  ■ .  يك تصميم مجاز استmδپس .  در تناقض استmδبرآوردگر مينيماكس 

)اگر: 10-2مثال , )X B n p∼تحت تابع زيان2- 2  آنگاه طبق نتيجه ( )p
pq

δ − 2
Xبرآوردگر 

n
 يك 

  ■   .  برآوردگر مجاز است يك9- 2 برآوردگر يكتاي مينيماكس است پس طبق قضيه

,فرض كنيد : 11-2مثال ,..., nX X X1 ) يك نمونه تصادفي از توزيع 2 , )N θ σ σ با 2  معلوم 2
  تحت تابع زيان درجه دوم . باشند
 مجاز θ برايX است پس θيكتاي مينيماكس براي برآوردگر Xهاي قبل ديديم كه   در مثال-الف
  .است

) برآوردگر مجاز با مخاطره ثابتXهاي قبل ديديم كه  در مثال-ب , )R X
n
σθ =

2
 است پس 

  ■.        مينيماكس استθبراي

)فرض كنيد ) اي دو توزيع دو جمله: (12-2مثال , )X B m p∼ و ( , )Y B n π∼ از يكديگر 

Xنشان دهيد كه برآوردگر. مستقل باشند Ya b c
m n

+  تحت تابع زيان درجه دوم و تحت شرايط +

  . مجاز است pزير براي 
( , )a b c= = =1 ) يا   0 , , , , )a c a c b c a b c≤ < ≤ ≤ ≤ + ≤ ≤ + ≤ ≤ + + ≤0 1 0 1 0 1 0 1 0 1  

)فرض كنيد برآوردگر ديگري مانند: اثبات , )X Yδموجود باشد كه   

( ) [( ( , ) ) ]X YE a b c p E X Y p p
m n

δ+ + − ≥ − ∀2 2  

)1(                
( ) ( , )

( ( , ) ) ( , )

m n

x k
m n

x k

x ka b c p P X x Y k
m n

x k p P X x Y kδ

= =

= =

⇒ + + − = =

≥ − = =

∑∑

∑∑

2

0 0

2

0 0

  

πحال اگر   دهد كه نتيجه مي) 1( آنگاه 0→
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)( , ) ( )x m x k n km n
p X x Y k p q

x k
π π− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

k كه به ازاي 1 ) برابر0= )p X x= 

  .)است

( ) ( ) ( ( , ) ) ( )
m m

x x

xa c p P X x x p P X x
m

δ
= =

+ − = ≥ − =∑ ∑2 2

0 0
0  

xa، 9-2 طبق مثال c
m

) تحت شرايط اين مثال مجاز است پس بايستي + , ) xx a c
m

δ =  براي 0+

,هر  ,...,x m=01 . بنابراين عبارتk  πعبارات ديگر شامل يك عامل . شود حذف مي) 1( در 0=
  دهد كه  نتيجه مي) 1(تواند حذف شود و بنابراين  هستند كه مي

)2   (                        
( ) ( )

( ( , ) ) ( )

m n
x m x k n k

x k
m n

x m x k n k

x k

m nx ka b c p p q
x km n

m n
x k p p q

x k

π π

δ π π

− − −

= =

− − −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + − − ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑

∑∑

2 1

0 1

2 1

0 1

1

1
  

πدو مرتبه با    دهد كه نتيجه مي) 2( رابطه 0→

( ) ( ) ( ( , ) ) ( )
m m

x x

x ba c p P X x x p P X x
m n

δ
= =

+ + − = ≥ − =∑ ∑2 2

0 0
1  

baو چون تحت شرايط اين مسئله  c
n

≤ + + ≤0 x برآوردگر 9- 2 پس طبق مثال1 ba c
m n

+  براي +

p دهد كه براي هر  نتيجه مي) 2(بنابراين . مجاز است, ,....,x m=01 ،( , ) x bx a c
m n

δ = + به . 1+

شود كه   پيش برويم نتيجه ميkهمين ترتيب اگر با استقراء روي 
,...,

, ,....,( , ) x m
k n

x kx k a b c
m n

δ ∀ =
== + + 0
)پس برآوردگر . 01 , ) X YX Y a b c

m n
δ = +  تحت +

  . استpدگري مجاز براي شرايط مسئله برآور
)توان نشان داد كه برآوردگر  در خارج از ناحيه داده شده در اين مثال مي , )X Yδ غيرمجاز 

)پس ). 2,21مسئله (است , )X Yδمجاز است اگر و فقط اگر در شرايط اين مسئله صدق كند .      ■  
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