


طراحي الگوريتم ها
Design and Analysis of Algorithms 

گروه مهندسي کامپيوتر، دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه اصفهان 
٩۱-٩٠ترم دوم سال تحصيلي 

پيمان اديبي: ارائه دهنده 



روش تقسيم و حل
Divide-and-Conquer
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تعريف
يک تکنيک طراحي الگوريتم است که  : روش تقسيم و حل

با دريافت يک نمونه مسأله که بايد حل شود مراحل زير را 
: انجام مي دهد

آن نمونه مسأله به چند زيرنمونه کوچکتر از همان  شکستن
)با اندازه ورودƽ کوچکتر(مسأله 

هر زير نمونه بطور مستقل  حل
نمونه اصلي پاسخ زيرنمونه ترکيب ƽها جهت يافتن پاسخي برا
 بالا به پايينتقسيم و حل يک روش )Top-Down (است
اين روش معمولا با روال  ƽبازگشتيها )Recursive (  پياده

. شود سازƽ مي
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ها  بخش
 يک الگوريتم تقسيم و حل معمولاً با چهار مورد زير

: شود مشخص مي
)که مسأله به اندازه کوچکتر از  حد آستانه )الف ƽاندازه ورود

 nT.    آن شکسته نميشود
)؛ معمولاً نسبت اندازه نمونه اصلي به ها اندازه زيرنمونه )ب

 kها تعيين مي شود زيرنمونه
)ها تعداد زيرنمونه )پ      r
)ها  زيرپاسخ الگوريتم ترکيب )ت

) recursive base value(گاهي به حد آستانه اندازه ورودƽ مقدار پايه بازگشتي 
.نيز گفته ميشود
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شکل عمومي يک الگوريتم تقسيم و حل
D_and_C ( int n ) 
{

if ( n <= nT )
Solve problem without (furthur) subdivision;

else {
Split  into r sub-instances each of size n/k;
For each of r sub-instances 

D_and_C ( n/k );
Combine the r resulting sub-solutions 
(to produce the solution to the original problem);

}
}
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)  Binary Search(جستجوƽ دودويي : مثال
)نسخه بازگشتي(

index binsearch_ind (index low, index high) { 
if(low>high) 

return 0;
else{

index mid = floor((low+high)/2);
if(x==S[mid])

return mid;
else if(x<S[mid])

return binsearch_ind (low, mid-1);
else

return binsearch_ind (mid+1, high);
}

}

آيا کليد : مسالهx  در آرايةS  شاملn کليد وجود دارد؟
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn به ترتيب غير نزولي(، آراية مرتب شده (S   ƽحاو

 x، کليد nتا  1کليدها با انديس 
انديس کليد : ها خروجيx  در صورت عدم وجود( 0يا ) در صورت وجود(در آرايه  (

 ;2)(// highlowmid 
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)  Binary Search(جستجوƽ دودويي : مثال
)نسخه بازگشتي(

 دستي ƽاجرا)trace(:
S=[19,25,28,31,32,35,39,41], n=8, x=45

 ;2)(// highlowmid 

index binsearch_ind (index low, index high) { 
if(low>high) 

return 0;
else{

index mid = floor((low+high)/2);
if(x==S[mid])

return mid;
else if(x<S[mid])

return binsearch_ind (low, mid-1);
else

return binsearch_ind (mid+1, high);
}

}
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تحليل پيچيدگي زماني جستجوƽ دودويي 
)نسخه بازگشتي(

عمل اصلي:
ƽاندازه ورود :
  تحليل در هر حالت ؟

 تحليل در بدترين حالت W(n)

)در زبان اسمبلي دو مقايسه با يک دستور انجام ميشوند( S[mid]با  xمقايسه 
 n

وجود ندارد چون تعداد تکرار عمل اصلي وابسته به             
.است) Sو عناصر  x(مقادير وروديها 

index binsearch_ind (index low, index high) { 
if(low>high) 

return 0;
else{

index mid = floor((low+high)/2);
if(x==S[mid])

return mid;
else if(x<S[mid])

return binsearch_ind (low, mid-1);
else

return binsearch_ind (mid+1, high);
}

}
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تحليل پيچيدگي زماني جستجوƽ دودويي 
)نسخه بازگشتي(

بدترين حالت :  
W(n) = W(n/2)+1

      W(1)=1
                                          W(2)=2, W(4)=3, W(8)=4, W(16)=5, …

حدس  :W(n)=1+lgn  ،
: ...اثبات با استقراء

.باشد Sبزرگتر از همه عناصر  xزماني رخ ميدهد که  
هربار طول آرايه نصف ميشود  

index binsearch_ind (index low, index high) { 
if(low>high) 

return 0;
else{

index mid = floor((low+high)/2);
if(x==S[mid])

return mid;
else if(x<S[mid])

return binsearch_ind (low, mid-1);
else

return binsearch_ind (mid+1, high);
}

}

:باشد 2تواني از  nبا فرض اينکه 
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تحليل پيچيدگي زماني جستجوƽ دودويي 
)نسخه بازگشتي(

: ... اثبات با استقراء
 )را زوج و يکبار فرد بگيريد nيکبار (

در حالت کلي  :

: ... B.4اثبات با استفاده از قضيه 
 w(n)ابتدا نشان دهيد (

  )غير نزولي نهايي است

index binsearch_ind (index low, index high) { 
if(low>high) 

return 0;
else{

index mid = floor((low+high)/2);
if(x==S[mid])

return mid;
else if(x<S[mid])

return binsearch_ind (low, mid-1);
else

return binsearch_ind (mid+1, high);
}

}

:نباشد 2محدود به تواني از  nاگر  
1)1(

1)2()(



W

nWnW

  1lg)(  nnW

)(lg)( nnW 
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)Merge Sort(مرتب سازƽ ادغامي : مثال
مرتب کردن : مسالهn کليد به ترتيب غير نزولي
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn آراية ،S  ƽکليدها با انديسها ƽتا  1حاوn
آراية : ها خروجيS   کليدها به ترتيب غير نزولي ƽحاو

----------------------------
باشد 2تواني از  nابتدا فرض ميکنيم 

----------------------------
ايده تقسيم و حل:  

1 . ƽشکستن آرايه به دو زيرآرايه هريک داراn/2 عنصر
اگر بقدر کافي کوچک نباشد بصورت بازگشتي (مرتب سازƽ هر زير آرايه . 2

)عمل ميکنيم
ادغام دو زير آرايه مرتب در يک آرايه مرتب. 3

[25 ,36 ,9 ,3 ,14 ,21 ,11 ,15]:                          مثال
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)Merge Sort(مرتب سازƽ ادغامي 
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)Merge Sort(مرتب سازƽ ادغامي 

 2يک راه انجام مرحلة  
:بصورت بازگشتي

تقسيم را آنقدر ادامه ميدهيم تا  
به يک آرايه تک عنصرƽ برسيم

.   که ذاتاً مرتب است
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)نسخه اول(مرتب سازƽ ادغامي 
مرتب کردن : مسالهn کليد به ترتيب غير نزولي
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn آراية ،S  ƽکليدها با انديسها ƽتا  1حاوn
آراية : ها خروجيS   کليدها به ترتيب غير نزولي ƽحاو
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)نسخه اول) (merge(الگوريتم ادغام 

V[j]و  U[i]مقايسه  
 h  وm

ندارد

ادغام دو آرايه مرتب در يک آرايه مرتب: مساله
ƽاعداد : ها ورودh  وm آراية مرتب ،U  وV  ƽتا  1بترتيب با انديسهاh  تا  1وm
آراية مرتب : ها خروجيS  ƽتا  1با انديسهاh+m  

عمل اصلي  :
ƽاندازه ورود:
تحليل در هر حالت :
زماني که تمام عناصر آرايه با طول کمتر،  : بهترين حالت

:کوچکتر از عناصر آرايه با طول بيشتر باشد
B(h,m)=min(h,m)

زماني که تمام عناصر بجز آخرين عنصر يکي از آرايه ها، : بدترين حالت
:کوچکتر از عناصر آرايه ديگر باشد

W(h,m)=h+m-1
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)نسخه اول(تحليل مرتب سازƽ ادغامي 
عمل اصلي:
ƽاندازه ورود:
تحليل:

:باشد 2تواني از  nبا فرض اينکه 

مقايسه اƽ که در تابع ادغام انجام ميشود
n

:در بدترين حالت
)1()()()(  mhmWhWnW

0)1(
1)2(2)(




W
nnWnW
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)نسخه اول(تحليل مرتب سازƽ ادغامي 
تحليل:

...حل با تغيير متغير و معادله مشخصه 
)کتاب B.19مثال (

با استفاده از استقرا ثابت ميکنيم
 W(n)   غير نزولي نهايي است
استفاده ميکنيم B.4سپس از قضيه ). B.25مشابه مثال (

)()()()1(:در بدترين حالت  mhmWhWnW

0)1(
1)2(2)(




W
nnWnW

:باشد 2تواني از  nاگر 

:نباشد 2محدود به تواني از  nاگر 

)1(lg)(  nnnnW

   
0)1(

1)2()2()(



W

nnWnWnW

)lg()( nnnW 
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)نسخه اول(تحليل مرتب سازƽ ادغامي 
 تحليل پيچيدگي حافظه:
درجا  :تعريف ƽمرتب ساز)in-place :(بيش از آرايه اصلي ندارد ƽنياز به فضا  .
 ادغامي ƽنسخه اول(حافظه مصرفي مرتب ساز:(

  ادغامي ƽپس مرتب ساز
يک مرتب سازƽ درجا نيست

  بهبود مصرف حافظه نسخه دوم ƽبرا
اين الگوريتم ارائه شده است

1221142
lg

0
 



nnnnn
n

i

i 



20

)نسخه دوم(مرتب سازƽ ادغامي 
مرتب کردن : مسالهn کليد به ترتيب غير نزولي
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn آراية ،S  ƽکليدها با انديسها ƽتا  1حاوn
آراية : ها خروجيS   کليدها به ترتيب غير نزولي ƽحاو

 ƽمتغيرهاn  وS 
  ƽبصورت سراسر

.  اند تعريف شده

فراخواني سطح بالا:



مساله  :
ادغام دو آرايه مرتب در 

يک آرايه مرتب
ƽها ورود  :

، low ،mid ،highسه انديس 
که  S[low..high]زيرآرايه  
 ƽبخشها[low..mid] و

 [mid+1..high]   از قبل
.بترتيب غير نزولي مرتب هستند

ها خروجي :
که  S[low..high]زيرآراية  

بترتيب غير نزولي مرتب 
.  شده است

آيا درجاست؟
خير، چون به حافظه 

نياز دارد Uاضافي 
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)نسخه دوم(الگوريتم ادغام 
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)نسخه دوم(مرتب سازƽ ادغامي 
مشابه قبل : پيچيدگي زماني در بدترين حالت   W(n)=θ(nlgn)

حداکثر حافظه مصرفي   :
n  که نسبت به ،

نسخه اول  
تقريبا نصف شده است

آيا ميتوان   :سؤال
الگوريتمي بهتر از

 θ(nlgn)   ƽبرا
مرتب سازƽ پيدا کرد؟

که از طريق مقايسه کليدها عمل ميکند   :پاسخ ƽهر الگوريتم مرتب ساز
Ω(nlgn)  کتاب 7.8اثبات در بخش (است.(
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ضرب اعداد صحيح بزرگ  : مثال
  اعداد صحيحي که تعداد ارقام بيش از حد قابل نمايش توسط ƽمحاسبات بر رو

تقسيم و حلاستفاده از تکنيک  :يک راه  سخت افزار دارند  
 دو عدد صحيحn  رقمي به نامu  وv داريم:

 θ(n2)و سه جمع قابل انجام است ) بصورت بازگشتي(با چهار ضرب 
کاهش تعداد ضربها:

  بدين ترتيب تعداد ضربها از چهار به سه تقليل مي يابد θ(nlg3) 
  شکستن بصورت بازگشتي انجام ميگيرد تا زمانيکه تعداد ارقام کمتر از حد

.آستانه  قابل نمايش توسط سخت افزار شوند

 2
10
10

nm
zwv
yxu

m

m






yzywxzxwvu mm  10)(102

yzxwrywxz
yzywxzxwzwyxr


 )())((
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الگوريتم ضرب اعداد صحيح بزرگ  
vو  uمحاسبه حاصلضرب دو عدد صحيح بزرگ : مساله

ƽاعداد صحيح بزرگ : ها ورودu  وv
vو  uحاصلضرب  prod2: ها خروجي
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ضرب ماتريسها : مثال
محاسبه حاصلضرب دو ماتريس  : مسالهn×n
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn ƽدو آراية دو بعد ،A  وB   با ابعادn×n
آراية : ها خروجيC    با ابعادn×n  که از حاصلضربA×B آيد بدست مي
 بهبود يافته) بدون تقسيم و حل(الگوريتم معمولي:  

void matmult1(int n, n×n_mat A , n×n_mat B , n×n_mat &C){
index i, j, k;
for(i=1; i<=n; i++)

for(j=1; j<=n; j++){
C[i][j] = A[i][1]*B[1][j];
for(k=2; k<=n; k++)

C[i][j]=C[i][j]+A[i][k]*B[k][j];
}

}

n3= تعداد ضربها 

-n2 n3= تعداد جمعها 

چه عمل اصلي را جمع و چه  
    θ(n3)ضرب بگيريم، مرتبه 
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ضرب ماتريسها
 يک ايده تقسيم و حل :

شکستن هر ماتريس به چهار زيرماتريس

  است           θ(n3)نشان دهيد از مرتبة 

!بهبودƽ حاصل نشد 




























2221

1211

2221

1211

2221

1211

BB
BB

AA
AA

CC
CC

BAC

2222122122

2122112121

2212121112

2112111111

BABAC
BABAC
BABAC
BABAC





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ضرب ماتريسها به روش استراسن
 استراسن نشان داد: يک ايده تقسيم و حل  :

                                                                 

: درستي ايده فوق را بر روƽ يک مثال بررسي کنيد
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ضرب ماتريسها به روش استراسن
محاسبه حاصلضرب دو ماتريس  : مسالهn×n
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn ƽدو آراية دو بعد ،A  وB   با ابعادn×n
آراية : ها خروجيC    با ابعادn×n  که از حاصلضربA×B آيد بدست مي
 استراسن) تقسيم و حل(الگوريتم: 
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ضرب ماتريسها به روش استراسن
تحليل پيچيدگي زماني در هر حالت:
ƽاندازه ورود :n
 حالت اول(عمل اصلي( : ƽيک ضرب عدد)اسکالر(

کتاب B.2مثال 
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ضرب ماتريسها به روش استراسن
تحليل پيچيدگي زماني در هر حالت:
ƽاندازه ورود :n
 حالت دوم(عمل اصلي( : ƽيک جمع يا تفريق عدد)اسکالر(

کتاب B.20مثال      
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ضرب ماتريسها به روش استراسن
مقايسه با روش معمولي:

هميشه استراسن بهتر است                    

    ƽبراn بزرگ استراسن بهتر است ƽها

 اگرn  نباشد 2محدود به تواني از :
برسد 2اضافه کردن سطر يا ستون صفر تا به تواني از  :راه اول  .
بازگشتي اگر تعداد سطرها  :راه دوم ƽستونها فرد شد تنها  / در فراخوانيها

.  ستون صفر اضافه کنيم/ يک سطر
راه سوم: ...

اثبات شده که هر الگوريتم ضرب ماتريسها  :حد پايين ضرب ماتريسهاΩ(n2) 
براƽ اين کار ارائه نشده است؛  θ(n2)اما هنوز الگوريتمي از مرتبه . است

.غيرممکن بودن چنين الگوريتمي نيز به اثبات نرسيده است

استراسن معمولي

تعداد ضرب ها n2.81 n3

تعداد جمع ها 6n2.81-6n2 n3-n2
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)Quick Sort(مرتب سازƽ سريع : مثال
مرتب کردن : مسالهn کليد به ترتيب غير نزولي
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn آراية ،S  ƽکليدها با انديسها ƽتا  1حاوn
آراية : ها خروجيS   کليدها به ترتيب غير نزولي ƽحاو

-----------------------------------------------------
ايده تقسيم و حل:  

در نظر گرفته  ) pivot item(عنصر محور ابتدا يکي از عناصر آرايه بعنوان . 1
ميتوان يک عنصر را به تصادف  . معمولاً عنصر اول انتخاب ميشود(ميشود 

).  انتخاب کرد، يا ميانه سه عنصر اول، وسط، و آخر را در نظر گرفت
ميشود، بنحويکه يک بخش حاوƽ  ) افراز(سپس آرايه به دو بخش شکسته . 2

بزرگتر از  و بخش ديگر حاوƽ تمام عناصر عناصر کوچکتر از عنصر محور تمام 
.  باشدعنصر محور 

. سپس هر بخش بطور بازگشتي با همين روش مرتب ميشود. 3
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مرتب سازƽ سريع
مثال:  

12 16 6 8 23 34 7 45 11

11 6 8 7 12 34 16 45 23

23 16 34 45

محور

7 6 8 11

6 7 8 16 23 45

1686
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مرتب سازƽ سريع
مرتب کردن : مسالهn کليد به ترتيب غير نزولي
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn آراية ،S  ƽکليدها با انديسها ƽتا  1حاوn
آراية : ها خروجيS   کليدها به ترتيب غير نزولي ƽحاو
 ƽمتغيرهاn  وS 

  ƽبصورت سراسر
.  اند تعريف شده

فراخواني سطح بالا:



افراز آرايه : مسالهS سريع ƽمرتب ساز ƽبرا
ƽدو انديس : ها ورودlow  وhigh  و زيرآرايه ،S[low..high]  
انديس : ها خروجيpivotpoint که محل عنصر محور در زيرآرايه را مشخص ميکند

ƽمثال عدد:  
           low high

        12, 16, 6, 8, 23, 34, 7, 45, 11
.
.
.

35

)partition(روال افراز 



عمل اصلي:
ƽاندازه ورود:
تحليل در هر حالت :

36

تحليل پيچيدگي زماني روال افراز
 pivotitemبا  S[i]مقايسه 

k=high-low+1

دارد   

T(k)=k-1



عمل اصلي:
ƽاندازه ورود:
تحليل در هر حالت :
 بدترين حالت تحليل)W(n)( /  حالت متوسط)A(n)( /  بهترين حالت)B(n)  (

بدترين حالت هنگامي است که:
.همواره يکي از دو زيرآرايه تهي باشد

  اين وضعيت زماني
:رخ ميدهد که

آرايه از ابتدا بصورت 
.غيرنزولي مرتب باشد

 صفحه بعد(: اثبات مطلب فوق (

 37

تحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع
در روال افراز   pivotitemبا  S[i]مقايسه 

 n  )اندازه آرايه(
ندارد    



اگر آرايه بصورت غيرنزولي مرتب باشد:

  ƽزمان اجرا کوچکتر يا مساو ƽهر آرايه ورود ƽحال با استقرا ثابت ميکنيم برا
:   مقدار فوق خواهد بود، يعني 

پايه استقرا  :
هر : فرض استقرا ƽبراk  کهk<n داريم :
حکم استقرا    :

38

بدترين حالتتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 



فرض کنيد  :اثبات حکم استقراp داريم. انديس عنصر محور باشد:

):n-p<nو  p-1<nچون (بنابر فرض استقرا 

 
39

بدترين حالتتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 
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 بهترين حالت هنگامي است که:
همواره آرايه سطح بالاتر به دو زيرآرايه مساوƽ افراز شود 

 اين حالت زماني رخ ميدهد که:
عناصر آرايه باشد) median(همواره عنصر محور، ميانه 

 با فرض اينکهn  باشد 2تواني از :

a=2, b=2, k=1

40

بهترين حالتتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 

1)2(2)(  nnBnB
)lg()( nnnB 



 فرض ميکنيم احتمال اينکه انديس عنصر محور)p (  برگردانده شده توسط تابع
:   داريم. باشد، يکسان است nتا  1افراز برابر با هريک از مقادير 

ρp   : احتمال اينکهp بعنوان انديس عنصر محور برگردانده شود
αp   : ميانگين تعداد تکرار عمل اصلي وقتيکهp    انديس عنصر محور باشد
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حالت متوسطتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 
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: ضرب شود nدو طرف در 

 ƽبجاn  قرار دهيمn-1:

:تفريق دو رابطه

ƽساده ساز:
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حالت متوسطتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 
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رابطه بازگشتي:

کتاب  B.22حل مشابه مثال 
:                    ): بزرگ  nبا فرض (

  آيا در اينجا تحليل حالت متوسط ارزشمند است؟
ƽگوناگون : يادآور ƽدر کاربردهايي که الگوريتم به تعداد دفعات زياد با وروديها

، تحليل حالت متوسط )عموميمرتب سازƽ مانند يک الگوريتم (اجرا ميشود 
.ارزشمند است
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حالت متوسطتحليل پيچيدگي زماني مرتب سازƽ سريع در 

)1(
)1(2

1 


  nn
naa nn

00 a

nnn
n 2

)1(
)1(2



nan ln2

1
)(




n
nAan

nnAn ln)1(2  )lg()( nnnA 



44

تحليل پيچيدگي حافظه مرتب سازƽ سريع
ميزان حافظة مصرفي در روال افراز؟

.در روال افراز حافظه اضافي مصرف نميشود



 درجا ƽسريع يک مرتب ساز ƽآيا مرتب ساز)in-place (  است؟
:گرچه  حافظه اضافي ندارد، اما يک روش درجا نيز محسوب نميشود، چون

در فراخواني بازگشتي براƽ مرتب سازƽ زيرآرايه اول، انديسهاƽ شروع و پايان  
.بايد در پشته نگهدارƽ شوند) highو  pivotpoint(زيرآرايه دوم 

 ،يعنيدر بدترين حالت  
همواره  هنگامي که

تعداد زيرآرايه دوم تهي باشد،  
n-1 جفت انديس در پشته قرار ميگيرد.

پيچيدگي حافظه
مرتب سازƽ سريع

:در بدترين حالت

                                        قابل تقليل به

45

تحليل پيچيدگي حافظه مرتب سازƽ سريع

)(n)(lg n



تقليل پيچيدگي حافظه   :
را در پشته   زيرآراية بزرگترهمواره انديسهاƽ مربوط به  quicksortاگر در تابع 

قرار دهيم، آنگاه بدترين حالت مصرف حافظه زماني است که هربار آرايه نصف  
ساير روشها  (خواهد شد  θ(lgn)) حافظه مصرفي(در اينحالت عمق پشته . شود

). کتاب 7.5در بخش 

46

بهبود در مرتب سازƽ سريع



انتخاب عنصر محور ƽيک روش بهتر برا  :
بجاƽ عنصر اول، ميانه سه عنصر اول، وسط، و آخر در هر مرحله بعنوان عنصر  

):تضمين ميشود که زيرآرايه ها تهي نباشند(محور انتخاب شود 

pivotitem=median(S[low],S[(low+high)/2],S[high]); 

47

بهبود در مرتب سازƽ سريع

.

.

.

.



سريع و ادغامي از لحاظ ƽپيچيدگي زماني مقايسه مرتب ساز :

سريع و ادغامي از لحاظ ƽپيچيدگي حافظه مقايسه مرتب ساز :

48

مقايسه مرتب سازƽ سريع و ادغامي

پيچيدگي زماني بدترين حالت  حالت متوسط بهترين حالت

مرتب سازƽ سريع 

مرتب سازƽ ادغامي

)( 2n )lg( nn )lg( nn

)lg( nn )lg( nn )lg( nn

پيچيدگي حافظه بدترين حالت 

مرتب سازƽ سريع بهبود يافته 

مرتب سازƽ ادغامي بهبود يافته )(n

)(lg n
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)Convex Hull(يافتن پوسته محدب : مثال
 پوسته محدب)convex hull ( ƽيک مجموعه نقاط دو بعد ƽبراS : عبارت از

.باشد Sکوچکترين چند ضلعي محدب است که شامل تمام نقاط 
 هر دو نقطه دلخواه درون آن، پاره خط   محدبيک چندضلعي را ƽگوييم هرگاه برا

.  واصل آن دو نقطه بطور کامل درون چند ضلعي قرار گيرد
 ƽنقطه 11مثالي از پوسته محدب برا  :
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)Convex Hull(يافتن پوسته محدب : مثال
 ƽميخواهيم الگوريتمي طراحي کنيم که با دريافت مختصات دو بعدn   نقطه يک

را  CH(S)، پوسته محدب آنها )i=1,…,n(ها  Pi=(xi,yi)بصورت  Sمجموعه 
بدست  ) هاƽ ساعت به ترتيب در جهت چرخش عقربه(اƽ از رئوس  بصورت دنباله

.آورده و در خروجي بدهد
جهت بررسي اينکه يک نقطه : يک الگوريتم بديهيP  جزو رئوس ƽاز نقاط ورود

:کنيم پوسته محدب است يا نه، بصورت زير عمل مي
را در نظر گرفته و بررسي ميکنيم  ت ƽممکن از نقاط ورود ƽک تک سه تايي ها

داخل مثلث متشکل از اين سه نقطه هست يا نه؟   Pکه آيا نقطه 
 اگرP   داخل چنين مثلثي باشد جزو رئوس پوسته محدب نيست، و در غير

.اينصورت هست
 ميدانيم بررسي وجود يک نقطه داخل يک مثلث در زمان ثابتϴ(1)   قابل

:    لذا مرتبه اين الگوريتم بديهي ميشود. انجام است
 طراحي کنيم کهتقسيم و حل ميخواهيم الگوريتمي از نوع

.  اين کار را انجام دهد n4که با پيچيدگي زماني کمتر از 
)(

3
4n

n
n 








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Quick Hullالگوريتم 
 ابتدا دو نقطهP1  وP2  ازS  را که به ترتيب کمترين و بيشترين مقدارx   ،را دارند

).فعلاً فرض ميکنيم اين نقاط منحصر به فرد هستند(تعيين ميکنيم 
 چونP1  وP2 دو نقطه انتهايي هستند، حتماً جزو پوسته محدب هستند.
 مجموعهS  همپوشاني(به دو زير مجموعه ƽدارا (S1  وS2 تقسيم ميشود  .

بعلاوه خود    P2و  P1شامل تمام نقاط واقع در يک سمت از خط واصل  S1مجموعه 
P1  وP2  بوده، و مجموعهS2  شامل تمام نقاط واقع در سمت ديگر خط واصلP1   و
P2   بعلاوه خودP1  وP2  باشد مي .

پوسته محدب مجموعه  ƽهاS1  وS2  توسط روال بازگشتيHull بدست مي آيند.
با داشتن پوسته محدب مجموعه  ƽهاS1  وS2  پوسته محدب مجموعه ،S  از

.آيد اجتماع آنها بدست مي
 اگر دو نقطهP1  وP2 مذکور منحصر به فرد نباشند :

 از ميان نقاط با کمترين مقدارx مقدار  آنهايي که کمترين و بيشترينy   را
.    ميناميم ”P1و  ’P1دارند به ترتيب 

480√
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Quick Hullالگوريتم 
 بطور مشابه از ميان نقاط با بيشترين مقدارx آنهايي که کمترين و بيشترين  

.ميناميم ”P2و  ’P2را دارند به ترتيب  yمقدار 
 حال مجموعهS1 شامل تمام نقاط واقع در سمت چپ خط واصلP1”  وP2” 

شامل تمام نقاط واقع در سمت  S2بوده، و مجموعه  ”P2و  ”P1بعلاوه خود 
.       باشد مي  ’P2و  ’P1بعلاوه خود  ’P2و  ’P1راست خط واصل 

 روال بازگشتيHull :  يافتن پوسته ƽيک الگوريتم تقسيم و حل است که برا
:بصورت زير عمل ميکند S1محدب 

 از ميان نقاطS1 که با  آن نقطه ƽاP1  وP2   مثلثي با بيشترين مساحت تشکيل
اگر منحصر  . است S1اين نقطه متعلق به پوسته محدب . مينامد P3ميدهد را 

.را بيشينه ميکند انتخاب ميشود P3P1P2اƽ که زاويه  بفرد نبود، نقطه
 نقاطي که با حرکت از ƽشکستن مساله به دو بخش حاوP1  بهP3  در سمت

  P2به  P3، و نقاطي که در سمت چپ )P3و  P1بعلاوه خود (چپ قرار ميگيرند 
.  ساير نقاط داخلي بوده و لحاظ نميشوند). P2و  P3بعلاوه خود (قرار ميگيرند 

پوسته محدب هر يک از دو بخش فوق بصورت بازگشتي محاسبه ميشود.
پاسخها با هم ادغام ميشوند ،ƽبا قرار دادن نقاط يک پوسته به دنبال ديگر  .

484√
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Quick Hullالگوريتم 
 تحليل پيچيدگي زماني روالHull : اگرS1  شاملm  نقطه باشد، يافتنP3   ،

به دو بخش، و ادغام دو پوسته محدب حاصل، هر يک در زمان   S1شکستن 
ϴ(m) انجام پذير است     :

زمان اجرا ƽرابطه بازگشتي برا  :ϴ(m) t(m)=t(m1)+t(m2)+ ) کهm1  و
m2  تعداد نقاط دو بخش است وm1+m2≤m .(

سريع است ƽمشابه با الگوريتم مرتب ساز.
پيچيدگي زماني در بدترين حالت  :ϴ(m2)
پيچيدگي زماني در حالت متوسط  :ϴ(mlgm)

الگوريتم : تمرين ƽتحليل و پياده سازQuick Hull
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  اندازه زيرنمونه ها تقريباً برابر با اندازه نمونه اصلي باشد

:ام فيبوناچي nالگوريتم بازگشتي محاسبه جمله  :مثال
Fib(n)=Fib(n-1)+Fib(n-2)

   تعداد زيرنمونه ها تقريباً برابر با اندازه نمونه اصلي باشد   
:  مثال

براƽ آنها ميتوان از تقسيم و حل  . البته برخي مسايل ذاتاً از مرتبه نمايي هستند(
)مسأله برجهاƽ هانوƽ :مثال. استفاده کرد، هرچند مرتبه نمايي خواهد بود
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در چه مواردƽ نبايد از روش تقسيم و حل استفاده کرد
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