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مفاهيم
 لذا . استبالا به پايين يک روش روش تقسيم و حل ديديم

از  مستقلبراƽ مسايلي مفيد است که بتوان زيرنمونه ها را 
ها به  در صورت وابستگي حل زيرنمونه. يکديگر حل نمود

يکديگر، اين روش بسيار ناکارآمد خواهد بود، چون منجر 
.هاƽ يکسان ميشود زيرنمونه حل مکرربه 

مثال:
ادغامي ƽآن تقسيم و حل مناسب است : مرتب ساز ƽبعلت (برا

)مستقل بودن حل زيرنمونه ها از يکديگر
 محاسبه جملهn آن تقسيم و حل نامناسب : ام فيبوناچي ƽبرا

)   بعلت وابستگي حل زيرنمونه ها به يکديگر(است 
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مفاهيم
پويا ƽدر اين روش نيز مانند تقسيم و حل : روش برنامه ريز

.  هاƽ کوچکتر تقسيم ميشود يک نمونه مسأله به زيرنمونه
هاƽ يکسان، ابتدا   اما براƽ پرهيز از حل مکرر زيرنمونه

 جدولنمونه هاƽ کوچکتر حل ميشوند و نتايج در يک 
ها، نتايج   در ادامه بجاƽ حل مجدد زيرنمونه. دخيره ميشود

.از اين جدول بازيابي شده و مورد استفاده قرار ميگيرند
 پويا يک روش ƽپايين به بالا بنابراين روش برنامه ريز

)Bottom-Up (  کوچکتر را ƽاست که ابتدا زيرنمونه ها
هاƽ  حل ميکند، و سپس از پاسخ آنها براƽ حل زيرنمونه

.   بزرگتر استفاده ميکند تا به حل نهايي برسد
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مفاهيم
 پويا از نوع ƽبنابراين الگوريتمها در روش برنامه ريز ƽتکرار

)iterative(  بازگشتي هستند نه)recursive( حتي اگر ،
. صورت مسأله يک راه حل بازگشتي را به ذهن آورد

 جدولدر اغلب موارد پس از طراحي الگوريتم با استفاده از ،
 ƽاصلاح نمود که به بخش زياد ƽميتوان الگوريتم را بگونه ا

.  از فضاƽ جدول نياز نداشته باشد
محاسبه جمله : مثال ƽالگوريتم تکرارn  ام فيبوناچي يک

:نمونه از روش برنامه ريزƽ پويا محسوب ميشود
 

f0 f1 f2 f3 f4 f5 …
+ …
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ام فيبوناچي با  nالگوريتم تکرارƽ محاسبة جملة 
کمترين حافظه مصرفي

int fib2 (int n) 
{ 

index i ;
int f[0..n];
f[0]=0;
if (n>0){

f[1]=1;
for(i=2; i<=n; i++)

f[i] = f[i-1] + f[i-2];
}
return f[n]; 

}

int fib3 (int n) 
{ 

index i ;
int F1= 0, F2 = 1, F;
if (n==0 || n==1)

return n; 
for(i=2; i<=n; i++){

F = F1 + F2;
F1 = F2;  F2=F; 

}
return F; 

}

+

F

F2

F1



8

مراحل
 طراحي الگوريتمهايي ƽپويا اغلب برا ƽروش برنامه ريز

که       )optimization(بهينه سازƽ جهت حل مسايل 
در آنها صدق   )principle of optimality(اصل بهينگي 

). گيريها اƽ از تصميم يافتن دنباله بهينه(ميکند، کاربرد دارد 
 پويا ƽمراحل کلي ساخت يک الگوريتم برنامه ريز:   

 نمونه مسأله را بدست  )بهينه(ارائه يک ويژگي بازگشتي که حل
ميدهد

 نمونه مسأله بروش پايين به بالا،  )بهينه(محاسبه يک پاسخ ƽبرا
يعني با حل نمونه هاƽ کوچکتر در آغاز  

 نمونه مسأله بروش پايين به بالا،  )بهينه(تشکيل يک پاسخ ƽبرا
در صورت نياز

مرحله آخر و موارد داخل پرانتز تنها براƽ مسايل بهينه سازƽ مطرح ( 
)هستند
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اƽ محاسبه ضريب دوجمله: مثال
ƽبسط دو جمله ا :(a+b)n 

ƽضريب دوجمله ا :
 ƽبراn بزرگ استفاده مستقيم  از رابطه فوق ناممکن است  .
ƽحدف فاکتوريل از محاسبه ضريب دو جمله ا :

ƽمحاسبه ضريب دو جمله ا ƽالگوريتم تقسيم و حل برا :
تعداد جملات 

:محاسبه شونده

بسيار ناکارآمد بدليل  
انجام محاسبات افزونه  
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اƽ محاسبه ضريب دوجمله
پويا ƽاستفاده از روش برنامه ريز  :

 ƽيک آرايه دو بعدB  در نظر ميگيريم بنحويکهB[i][j]        ƽحاو
.   باشد

مراحل:
حل يک نمونه مسأله ƽارائه يک ويژگي بازگشتي برا

يافتن پاسخ بروش پايين به بالا : ƽسطرهاB  به ترتيب با شروع از
:  سطر اول محاسبه شود

جواب
B[n][k]: نهايي
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الگوريتم برنامه ريزƽ پويا براƽ محاسبه ضريب 
اƽ دوجمله

مساله :ƽمحاسبه ضريب دوجمله ا
ƽاعداد صحيح مثبت : ها ورودn و ،k  کهk<n  
ها خروجي : ƽضريب دوجمله اbin2       
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تحليل الگوريتم برنامه ريزƽ پويا براƽ محاسبه 
اƽ ضريب دوجمله

عمل اصلي:
ƽاندازه ورود :
  تحليل در هر حالت ؟

jمقايسه داخل حلقه 
 kو  nتعداد بيت مورد نياز براƽ ذخيره 

 =         T(k,n)دارد   
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اصلاح الگوريتم برنامه ريزƽ پويا براƽ محاسبه 
اƽ ضريب دوجمله

اصلاح اول:

اصلاح دوم  :

ديگر نيازƽ به مقادير ذخيره شده در  Bپس از محاسبه يک سطر از 
پس ميتوان مصرف حافظه را با نوشتن الگوريتم  . سطر قبل نداريم

 ƽانديسها ƽدارا ƽتا 0با يک آرايه تک بعدk   تمرين(کاهش داد(
:   استفاده از رابطه زير
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ها در گراف  يافتن تمام کوتاهترين مسير: مثال
)Floyd-Warshall Algorithm(بروش فلويد 

 جهت داروزن دار در يک گراف  ƽداراn  رأس، ميخواهيم کوتاهترين
.از هر رأس به ساير رأسها را بدست آوريم) shortest path(مسير 

 مسيرها ازv1  بهv3  :

 است) بدون دور(قطعاً کوتاهترين مسير يک مسير ساده   .

v3 به v1 مسير از نوع مسير طول مسير
v1 ,v2, v3 ساده 1+3=4
v1 ,v4, v3 ساده 1+2=3

v1 ,v2, v4, v3 ساده 1+2+2=5
v1 ,v4, v5 ,v1 ,v2, v3 ƽدور 1+3+3+1+3=11

… … کوتاهترين مسير…
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ها در گراف يافتن تمام کوتاهترين مسير
  ممکن است بين دو رأس بيش از يک مسير با طول کمينه وجود

دراينجا يافتن يکي از اين کوتاهترين مسيرها . داشته باشد
.کافيست

فرض کنيد گراف با ماتريس هم  ƽجوار)adjacency matrix (
W شود نمايش داده مي  :

)وزن يال(يالي وجود داشته باشد                 jو  iاگر بين 
 يالي وجود نداشته باشد jو  iاگر بين 

 باشد i=jاگر  
مثال:


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ها در گراف يافتن تمام کوتاهترين مسير
يک الگوريتم بديهي:  

ساده ممکن  و انتخاب بهترين آنها ƽمحاسبه طول تمام مسيرها
دليل. در بدترين حالت از مرتبة بدتر از نمايي است  :
 يعني از هر رأس به رأس  (فرض کنيد گرافي با اتصالات کامل داريم

):  ديگر يک يال وجو دارد
> تعداد کل مسيرها

  >تعداد کل مسيرها با يک رأس شروع و پايان مشخص  
 ƽشروع و پايان که از همه رأسها ƽتعداد کل مسيرها با همان رأسها

بدتر از نمايي    1 =  (n-2)! …(n-3)(n-2) =ديگر ميگذرند  
 پويا ƽحل با برنامه ريز :

يافتن طول کوتاهترين مسير ارائه ميشود ƽسپس آنرا  . ابتدا الگوريتمي برا
.   بنحوƽ اصلاح ميکنيم که خود کوتاهترين مسير را هم بدهد
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ها در گراف بروش فلويد يافتن کوتاهترين مسير
 تعدادn+1  ƽآرايه دو بعدD(k)  درنظر ميگيريم)k=0,..,n(که ،  :

تنها شامل   vjبه  viطول کوتاهترين مسير از 
بعنوان رئوس مياني {v1,…,vk}رئوس 

مثال:

يافتن  :هدفD  با داشتنW   ≡   يافتنD(n)  ƽاز روD(0)  
            

پايين به بالا   

D(k)[i][j]=

D(0)[1][3]=∞
D(2)[1][3]=4
D(4)[1][3]=min(3,4,5)=3
D(5)[1][3]=3

D(1)[1][3]=∞
D(3)[1][3]=4
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مراحل برنامه ريزƽ پويا در الگوريتم فلويد
حل يک نمونه مسأله :مرحله اول ƽارائه يک ويژگي بازگشتي برا  :

:  دو حالت در نظر ميگيريم
 اقلاً يک کوتاهترين مسير از  : 1حالتvi  بهvj  با رئوس مياني مجاز

[v1,…,vk]  از رأس ،vk در اين حالت. استفاده نميکند  :

 همة کوتاهترين مسيرها از  : 2حالتvi  بهvj   با رئوس مياني مجاز
[v1,…,vk]  از رأس ،vk در اين حالت. استفاده ميکنند  :

  2و  1متشکل از مسيرهاL  ƽيک کوتاهترين مسير بطول 

L1بطول  1مسير  L2بطول  2مسير 

D(k)[i][j]=D(k-1)[i][j]
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مراحل برنامه ريزƽ پويا در الگوريتم فلويد

داريم                                 :
    و

و به همين ترتيب
لذا:

                                              L = L1+L2

 رابطه بازگشتي زير را داريم) 2يا  1حالت(بنابراين در حالت کلي:

  2و  1متشکل از مسيرهاL  ƽيک کوتاهترين مسير بطول 

L1بطول  1مسير  L2بطول  2مسير 

L1 < D(k-1)[i][k]/L1 > D(k-1)[i][k]/L1 = D(k-1)[i][k]
L2 = D(k-1)[k][j]

D(k)[i][j]=D(k-1)[i][k]+D(k-1)[k][j]

1حالت  2حالت 

D(k)[i][j] = min( D(k-1)[i][j] ,  D(k-1)[i][k] + D(k-1)[k][j] )
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مراحل برنامه ريزƽ پويا در الگوريتم فلويد
محاسبه پاسخ بهينه به روش پايين به بالا :مرحله دوم:

 با افزايش دادنk  تا  1ازn  عناصرD(k)  را از عناصرD(k-1)   محاسبه
.نياز داريم Dعملاً در الگوريتم تنها به يک ماتريس . ميکنيم

يافتن ƽکوتاهترين مسيرها طول الگوريتم فلويد برا:
ƽيک گراف وزندار جهتدار نمايش داده شده با ماتريس   :ها ورود

 ƽهمجوارW  وn تعداد رئوس آن
ماتريس  :ها خروجيD طول کوتاهترين مسيرها ƽحاو
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مراحل برنامه ريزƽ پويا در الگوريتم فلويد
بخاطر آنکه  سه خانه موجود در سمت   :درباره اصلاح مصرف حافظه

ام حفظ   k-1راست انتساب در خط آخر الگوريتم مقاديرشان را از مرحله 
  .را دارند D(k-1)هاƽ  کرده اند، لذا نقش خانه

يافتن (تشکيل پاسخ بهينه به روش پايين به بالا  :مرحله سوم
):خود کوتاهترين مسيرها بصورت دنباله اƽ از رئوس

 ƽآرايه دوبعدP را بصورت زير تعريف ميکنيم   :
موجود باشد  vjبه  viاگر رأس مياني در کوتاهترين مسير از     
موجود نباشد  vjبه  viاگر رأس مياني در کوتاهترين مسير از     

به  viبزرگترين انديس رئوس مياني در کوتاهترين مسير از   *jکه در آن 
vj است  .
مثال  :

P[i][j] = j* = 7






0

]][[
*j

jiP

vi v3 v7 v2 vj
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الگوريتم فلويد
محاسبه و ايجاد کوتاهترين مسيرها در يک گراف وزندار جهتدار: مساله
ƽها ورود :W  گراف و ƽماتريس همجوارn تعداد رئوس آن
ماتريس : ها خروجيD  طول کوتاهترين مسيرها و ماتريس ƽحاوP

)()( 3nnT 
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چاپ کوتاهترين مسير حاصل از الگوريتم فلويد
چاپ رئوس مياني کوتاهترين مسير از رأس : مسالهvq  بهvr 
ƽماتريس : ها ورودP  حاصل از الگوريتمfloyd2
رئوس مياني مذکور در فوق : ها خروجي

منفي در گراف وجود داشته باشد، تنها در صورتي  : نکته ƽاگر وزنها
:  مثال. الگوريتم فلويد جواب ميدهد که دور با وزن منفي نداشته باشيم

 

)()( nnW 

v3 v2 v1

-22

1 1
v3 v2 v1

2-2

3 -1

D[1][3] = -∞ D[1][3] = 5
× √
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ƽپويا در مسائل بهينه ساز ƽبرنامه ريز
 پويا حل ƽآنهايي را ميتوان با برنامه ريز ،ƽاز ميان مسائل بهينه ساز

.برايشان برقرار باشداصل بهينگي کرد که 
 اصل بهينگي)principle of optimality :( ƽاگر يک پاسخ بهينه برا

يک نمونه مسأله در بر دارنده پاسخ بهينه براƽ تمام زير نمونه هاƽ آن 
.  مسأله باشد، اصل بهينگي براƽ آن مسأله صدق ميکند

مسأله يافتن کوتاهترين مسير در گراف: مثال:
اين مسأله صدق مي ƽکند، زيرا هر زير مسير از يک   اصل بهينگي برا

.   کوتاهترين مسير، خود کوتاهترين مسير است
مسأله يافتن طولاني ترين  مسير ساده  در گراف: مثال:

اين مسأله صدق نمي ƽکند اصل بهينگي برا  :
Longest path from v1 to v4 = [v1v3v2v4]                
Longest path from v1 to v3 = [v1v2v3] ≠ [v1v3]      
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مسأله ضرب بهينه زنجيره اƽ از ماتريسها : مثال
)Chained Matrix Multiplication(

 ميدانيم ضرب ماتريسها خاصيت جابجايي ندارد، اما خاصيت شرکت
  A(BC)=(AB)C=ABC:                 پذيرƽ دارد

 ضرب يک ماتريس ƽتعداد ضرب اسکالر براm×p در يک ماتريس  
p×r  برابر است با                   :m×p×r    
:  دليل

ماتريسي، با چه ترتيبي ضربها را : سئوال ƽدر يک زنجيره از ضربها
کمترين تعداد ضرب اسکالر را نياز (انجام دهيم که سريعتر باشد 

چيست؟    پرانتز گذارƽ بهينه؟ به عبارت ديگر، )داشته باشد

rmrppm CBA   



p

l
ljilij bac

1



26

ضرب بهينه زنجيره اƽ از ماتريسها
ƽمثال عدد :

: براƽ ضرب چهار ماتريس پنج ترتيب مختلف وجود دارد
A ( B ( C D ) )  تعداد ضرب اسکالر = 4×3×1+2×4×1+5×2×1 = 30
( A B ) ( C D )  تعداد ضرب اسکالر = … = 72
A ( ( B C ) D )  تعداد ضرب اسکالر = … = 40
( ( A B ) C ) D  تعداد ضرب اسکالر = … = 115
( A ( B C ) ) D  تعداد ضرب اسکالر = … = 69

 ميخواهيم ترتيب بهينه ضربn  ماتريس با ابعاد داده شده را بدست
A1 A2 … An:                                آوريم 

الگوريتم بديهي:  
  ممکن ƽبررسي تمام ترتيبها
  آن حداقل نمايي است ƽزمان اجرا صفحه بعد: (دليل(

13344225   DCBA

ترتيب بهينه
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اƽ ماتريسها تعداد کل ترتيبهاƽ ممکن ضرب زنجيره

تعداد کل ترتيبها بطور دقيق                                   :(A1…Ak) (Ak+1…An)

تعداد کل  
ترتيب ها  بعنوان   A1تعداد ترتيبها با 

آخرين ماتريس ضرب شونده 
بعنوان   Anتعداد ترتيبها با 

آخرين ماتريس ضرب شونده 

1nt 1ntnt

A1(A2…An) (A1…An-1)An

تعداد ترتيبها تعداد ترتيبها

1
2

2

1


 

t
tt nn 22  n

nt
حل رابطه بازگشتي

حداقل نمايي

تعداد ترتيبها تعداد ترتيبها
kt knt 

محل آخرين ضرب

,
1

1






n

k
knkn ttt 121  tt
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اƽ ماتريسها تعداد کل ترتيبهاƽ ممکن ضرب زنجيره
تعداد کل ترتيبها   :

:دليل

 
...  tn=Cn-1ميتوان نشان داد 

،اين مسأله برقرار است ƽاصل بهينگي برا
:    مثال. چون در يک ترتيب بهينه تمام زيرترتيبها نيز بايد بهينه باشند

(A8A9)(A7(A6((A3(A4A5))(A1A2)))):ترتيب بهينه

حل با استفاده از 
دنباله کاتالان 

ام کاتالان n+1عدد : 

,
1

1






n

k
knkn ttt

121  tt 











1
221

n
n

n
tn








 
n

i
inin CCC

0
1

10 C
ثابت ميشود 












n
n

n
Cn

2
1

1

)n’th Catalan number(ام کاتالان  nعدد 
23

4
n

C
n

n
n 


و نيز داريم

زير ترتيب هاƽ بهينه 
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
 ابعاد ماتريسها باd0  تاdn  نمايش داده ميشوند، بنحويکه ماتريسAk 

):  k=1,…,n(است  dk-1×dkداراƽ ابعاد 
               d=[d0, d1, … , dn]

 ƽابتدا آرايه دوبعدM که حل در آن بنا ميشود را بصورت زير تعريف ميکنيم:  
 i < j        از ƽانجام ضرب زنجيره ا ƽحداقل تعداد ضرب اسکالر براAi  تاAj  
 i = j                                                                                          0




]][[ jiM
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
 اگر فرض کنيم  آخرين ضرب در زنجيرهAi…Aj  بين دو بخش زير

  (Ak+1…Aj)(Ai…Ak):                         انجام شود
آنگاه  :

لذا ويژگي بازگشتي زير را خواهيم داشت:

 از رابطه فوق مشاهده ميشود که مثلث بالايي ماتريسM ابتدا  . بايد محاسبه شود
.  سپس عناصر قطر فرعي اول را حساب ميکنيم. قطر اصلي را صفر ميگذاريم

.  ادامه مي يابد) M[1][n](اينکار براƽ قطرهاƽ فرعي بعد تا رسيدن به پاسخ 

1بخش  2بخش 


k

jiM min]][[ 
 ƽحداقل تعداد ضرب اسکالر برا

2و  1محاسبه دو بخش 
تعداد ضرب اسکالر براƽ ضرب 

2در بخش  1بخش  }








 

ji
jidddjkMkiM

jiM jkijki

                                                        0
)]][1[]][[(min

]][[ 11
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
ƽمثال عدد:

 0قطر   :
 1قطر   :

 2قطر  :
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
 3قطر   :

 4قطر ...  :
 پاسخ نهايي:  5قطر  :
تمرين  :

     8×7           4×8   5×4        2×5            6×2
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
 ماتريس حاصل :

 ، يافتن ترتيب بهينه ƽبرا
 ƽآرايه دوبعدP بشکل زير
:تعريف ميشود

                            P[i][j]=k 
محل بهينه شکستن  kکه 

به دو بخش Ai…Ajزنجيره 
:ميباشد

(Ai…Ak)(Ak+1…Aj)

پاسخ نهايي
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اƽ ماتريسها برنامه ريزƽ پويا براƽ ضرب زنجيره
ضرب : مساله ƽتعيين حداقل ضرب اسکالر براn  ماتريس و تعيين ترتيب بهينه
ƽعدد صحيح مثبت : ها ورودn و آرايه ،d    ابعاد ماتريسها ƽحاو
ها خروجي :minmult  حداقل تعداد ضرب، و ماتريسP   تعيين ترتيب بهينه ƽبرا
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مسأله فروشنده دوره گرد   : مثال
 )Traveling Salesman Problem - TSP(
 در ) تور بهينه(اين مسأله عبارت از يافتن کوتاهترين مدار هميلتوني

.  يک گراف وزن دار جهت دار است 
يک دور در گراف که از هر رأس دقيقاً يک بار  :مدار هميلتوني يا تور

. ميگذرد
 رأس شروع راv1 ميناميم.
ممکن   :الگوريتم بديهي ƽبررسي تمام تورها  در بدترين حالت

    . مرتبة فاکتوريل استاز  
آيا اصل بهينگي برقرار است؟

  v1 تا vkدر يک تور بهينه باشد، زيرمسير از ) v1(اولين رأس پس از مبدأ vkاگر 
با عبور از تمام رئوس مياني اين زير مسير    v1 تا vkبايد کوتاهترين مسير از 

   .اصل بهينگي برقرار است باشد 



 گرافG = (V , E)   ƽرا با ماتريس همجوارW نمايش ميدهيم .
 آرايهD  با فرض              (را بصورت زير تعريف ميکنيم :(

 = D[vi][A]که          v1به  viطول کوتاهترين مسير از 
دقيقاً يکبار ميگذرد Aاز تمام رئوس  
 با فرض                      و            (رابطه بازگشتي:(

 طول تور بهينه  =  مقدار پاسخ نهايي  =D[v1][V-{v1}]
 تشکيل پاسخ بهينه، يک آرايه ƽبراP مشابه قبل تعريف ميشود... :

36

برنامه ريزƽ پويا براƽ مسأله فروشنده دوره گرد  

VA

Avv i ,11i
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ƽمسأله : مثال عدد ƽپويا برا ƽبرنامه ريزTSP

           W=  

روش پايين به بالا: 
 مجموعه تهي ƽابتدا برا)|A|=0:(
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ƽمسأله : مثال عدد ƽپويا برا ƽبرنامه ريزTSP
 يک رأس ƽحاو ƽمجموعه ها ƽسپس برا)|A|=1:(

           W=  

W=
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ƽمسأله : مثال عدد ƽپويا برا ƽبرنامه ريزTSP
 دو رأس ƽحاو ƽمجموعه ها ƽبرا)|A|=2:(

      

W=
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ƽمسأله : مثال عدد ƽپويا برا ƽبرنامه ريزTSP
 پاسخ)|A|=3:(

      

W=
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ƽمسأله : مثال عدد ƽپويا برا ƽبرنامه ريزTSP
 تشکيل پاسخ:

      

W=
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 ƽپويا برا ƽتحليل الگوريتم برنامه ريزTSP
عمل اصلي:

مقايسه براƽ يافتن  
jمينيمم در حلقه 

ƽاندازه ورود :
)n(تعداد رأسهاƽ گراف 
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 ƽپويا برا ƽتحليل الگوريتم برنامه ريزTSP
 در هر حالت(زمان اجرا:(

      



 در هر حالت(زمان اجرا:(

      

کامل است NPمساله 
44

 ƽپويا برا ƽتحليل الگوريتم برنامه ريزTSP

:کتاب  3.1قضيه 



تحليل پيچيدگي حافظه:

-----------------------------------------------------
 مقايسه با الگوريتم بديهي باn=20 يک سيستم مشخص ƽرو :

 زمان اجرا:

 حافظه مورد نياز:

45

 ƽپويا برا ƽتحليل الگوريتم برنامه ريزTSP
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درخت جستجوƽ دودويي بهينه  : مثال
 )Optimal Binary Search Tree - OBST(
تعاريف اوليه :

 درختي که ريشه آن  : يک گره از درخت دودويي) راست(زير درخت چپ
.آن گره است) راست(فرزند چپ 

دودويي ƽمتعلق به يک  : درخت جستجو ƽيک درخت دودويي از کليدها
مجموعه داراƽ ترتيب که کليدهاƽ زير درخت چپ يک گره کوچکتر يا  
مساوƽ با کليد آن گره، و کليدهاƽ زير درخت راست آن گره بزرگتر يا  

.مساوƽ با کليد آن گره هستند
 مسير ريشه تا آن گره: يک گره) سطح(عمق ƽتعداد يالها.  
حداکثر عمق: عمق درخت

.همه گره هاƽ آن درخت
درختي که: درخت متوازن

عمق دو زير درخت از هر   
واحد  1گره آن بيش از 

.اختلاف نداشته باشد
3نامتوازن با عمق                         2متوازن با عمق           
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درخت جستجوƽ دودويي بهينه
دودويي بهينه ƽتعريف درخت جستجو : ƽيک درخت جستجو

.دودويي که ميانگين زمان جستجوƽ کليدها در آن کمينه باشد
فرضها  :

  هر کليد يک احتمال وقوع دارد که ميتواند با احتمال ساير کليدها متفاوت
).  در صورت برابرƽ احتمالات، درخت بهينه                         خواهد بود(باشد 

کليد مورد جستجو در درخت وجود دارد.
گره ƽها ساختمان داده مورد استفاده برا:
 ƽالگوريتم جستجو در درخت جستجو

:دودويي
ci  :  تعداد عمل اصلي

براƽ يافتن  )مقايسه(
=  ام  iکليد 

depth(keyi)+1 

درخت متوازن
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درخت جستجوƽ دودويي بهينه
متوسط را : هدف ƽيافتن يک آرايش از کليدها که زمان جستجو

:کمينه کند
ci  : يافتن کليد )مقايسه(تعداد عمل اصلي ƽبراi  ام  =depth(keyi)+1  
pi : کليد ƽاحتمال جستجوiام  .
ميخواهيم عبارت مقابل کمينه باشد  :
متوسط زمان جستجو در : مثال

:  کدام درخت کمينه است
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OBSTبرنامه ريزƽ پويا براƽ مسأله 
الگوريتم بديهي  :

 جستجود دودويي ممکن از ƽبررسي تمام درختهاn  کليد    
پويا ƽاستفاده از برنامه ريز  :

A[i][j] : ƽميانگين در درختي شامل کليدها ƽحداقل زمان جستجوi  ام تاj ام  .
                                                   A[i][j] =                       A[i][i]=pi

زير، مقدار : مثال ƽاحتمالات جستجو ƽسه کليد دارا ƽبراA[2][3]   را تعيين
 :کنيد

بايد دو درخت زير را در نظر گيريم:

بدتر از نمايي 

√508
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OBSTبرنامه ريزƽ پويا براƽ مسأله 
  اصل بهينگي؟

برقرار است، چون هر زير درخت از يک درخت بهينه بايد بهينه باشد  .
 درخت بهينه از ميان تمام درختها با ريشهkeyk  :

 اين درخت، زمان ƽبرا
:جستجوƽ متوسط ميشود

√488
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OBSTبرنامه ريزƽ پويا براƽ مسأله 

 ƽتا  1هر يک از گره هاn  1(ميتواند ريشه درخت بهينه باشد≤k≤n :(

 ƽميتوان مطالب فوق را با داشتن کليدهاkeyi  تاkeyj نيز بيان کرد:

فرعي اول تا : روش پايين به بالا ƽمحاسبه قطرهاn-1  ام ماتريسA    .
√508

الگوريتم و مثال از  
کتاب مشاهده شود
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مساله کوله پشتي صفر و يک  : مثال
 )0/1 Knapsack Problem(

 يک کوله پشتي با ظرفيت وزنيM  و تعدادn  شيء{I1,…,In} داريم.
.است piو ارزش آن  wiبرابر  Iiوزن شيء 

ميخواهيم تعدادƽ از اشياء را داخل کوله پشتي قرار دهيم، بنحويکه 
بيشترين ارزش را درون کوله پشتي داشته باشيم و در عين حال وزن 

.  آنها از حد آستانه تحمل کوله پشتي تجاوز نکند
با محدوديت است ƽيک مسأله بهينه ساز:

xi =

است، بنحويکه            (x1, …, xn)هدف يافتن يک دنباله بهينه 
. بيشينه بوده و در عين حال محدوديت                         نيز برقرار باشد

√488

 

n

i ii xp
1

Mxwn

i ii  1

0در کوله پشتي       Iiعدم وجود شيء 
1در کوله پشتي               Iiوجود شيء 
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مساله کوله پشتي صفر و يک
بررسي تمام : الگوريتم بديهيn  تايي هايي که محدوديت را برآورده

. در بدترين حالت از مرتبه نمايي است: ميسازند
 آيا اصل بهينگي برقرار است؟
knap(i, j, m) :  مسأله کوله پشتي با اشياءIi  تاIj  و ظرفيت باقيمانده

m  مسأله اصلي(درون کوله پشتي  :knap(1, n, M).(
 پاسخ بهينه مسألهknap(i, j, m)  که باx=(xi, …, xj)  نمايش داده

:ميشود، دو حالت دارد
 شيء  :1حالتIi  انتخاب نشده است(xi=0):

.ميباشد knap(i+1, j, m)پاسخ بهينه زيرمسأله  (xi+1, …, xj)در اينحالت 
 شيء : 2حالتIi  انتخاب شده است(xi=1):

.است knap(i+1, j, m-wi)پاسخ بهينه زيرمسأله  (xi+1, …, xj)در اينحالت 
مساله ƽبا اندازه  در هر دو حالت پاسخ بهينه برا ƽاk  دربردارنده پاسخ

).k=j-i+1(خواهد بود  k-1بهينه براƽ زيرمسأله ها با اندازه 

√524
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برنامه ريزƽ پويا براƽ مساله کوله پشتي صفر و يک
زماني معتبر است که وزن اشياء و ظرفيت کوله : رويکرد ماتريسي

را بصورت زير تعريف  Fآرايه . پشتي اعدادƽ صحيح و مثبت باشند
knap(1, i, m)  =F[i][m]سود بيشينه حاصل از مسأله :       ميکنيم

: رابطه بازگشتي

.خواهد بود F[n][M]در خانه ) پاسخ نهايي(مقدار سود بيشينه 
الگوريتم:

از مرتبه
θ(nM)









mwmiF
mwwmiFpmiF

miF
i

iii

                                            ]][1[
]}][1[  ],][1[max{

]][[

number  F[0..n][0..M] = zeros[0..n][0..M];
for (i=1; i<=n ; i++)

for (m=0; m<=M; m++){
if(w[i]<=m)

F[i][m]=max(F[i-1][m], p[i]+F[i-1][m-w[i]]);
else

F[i][m]=F[i-1][m];
} 

return F[n][M];
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برنامه ريزƽ پويا براƽ مساله کوله پشتي صفر و يک
 اگرM  که (خيلي بزرگ باشد ممکن است از الگوريتم بديهيθ(2n) بود (

). ميشود θ(n!)باشد، از مرتبه  !M=(n-1)مثلاً اگر (هم بدتر شود 
بنابراين ابتدا . محاسبه همه عناصر از هر سطر مورد نياز نيست :اصلاح

تعيين ميکنيم کدام عناصر در هر سطر مورد نياز است و تنها همانها را 
:محاسبه ميکنيم

 در سطر(n-i)  2ام حداکثرi لذا در بدترين حالت. عنصر محاسبه ميشود   :
    1+2+22+…+2n-1 = 2n-1 = θ(2n)  =تعداد کل عناصر محاسبه شونده
 نهايتاً الگوريتمO(min(2n, nM)) است.
مساله NP-Complete است.

F[n][M]

F[n-1][M-wn] F[n-1][M]

F[n-2][M-wn-wn-1] F[n-2][M-wn] F[n-2][M-wn-1] F[n-2][M]
... ... ... ...

√484


