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Recurrence Equations



4

حل معادلات بازگشتي
 تحليل پيچيدگي زماني توابع بازگشتي ƽبرا)recursive 

functions) (tn( معمولاً زمان اجرا ،) تعداد دفعات تکرار عمل
....)  ، tn-1 ،tn/2(بر حسب زمان اجراƽ فراخوانيهاƽ بازگشتي ) اصلي

.بيان ميشود

 بدين ترتيب يک معادله بازگشتي)recurrence equation (
.خواهيم داشت که با حل آن زمان اجرا بدست مي آيد

 حل اينگونه معادلات بيان شده ƽدر پيوست دوم کتاب روشها
. است



5

)Induction(حل معادلات بازگشتي با استقرا 
آن حدس : راه کلي ƽبا داشتن يک معادله بازگشتي ابتدا پاسخي برا

. زده و سپس درستي اين پاسخ را با استقرا ثابت ميکنيم
مثال :ƽهانو ƽبرجها :

 ميخواهيمn  مختلف را از ميله ƽديسک با قطرهاA  به ميلةC  با کمک ميلةB 
:  در اين انتقال ها دو محدوديت داريم. منتقل کنيم

.  در هر انتقال تنها يک ديسک را ميتوان منتقل نمود -1
.هيچگاه ديسک با قطر بزرگتر نبايد روƽ ديسک با قطر کوچکتر قرار گيرد -2

A B C

√450
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)Induction(حل معادلات بازگشتي با استقرا 
ƽهانو ƽايده بازگشتي حل مساله برجها  :

.  منتقل ميکنيم Cبا کمک  Bبه  Aديسک را از ميله  n-1ابتدا  -1
.منتقل ميکنيم Cبه  Aسپس ديسک آخر را از  -2
.منتقل ميکنيم Cبه  Bديسک را از ميله  n-1نهايتاً  -3
ƽهانو ƽالگوريتم بازگشتي حل مساله برجها  :

ديسک از مبدا به مقصد بکمک ميله واسط با رعايت محدوديتهاƽ فوق nانتقال : مساله
، سه ليست دربردارنده محتويات سه ميله nعدد : وروديها      

ها با محتويات مطلوب   ليستهاƽ ميله: خروجيها
void HanoiTowers(int n, int X[], int Y[], int Z[]) 
{ 

if (n==1)
move the top disk of X to Z;

else {
HanoiTowers(n-1, X, Z, Y);
move the top disk of X to Z;
HanoiTowers(n-1, Y, X, Z);

}
}

:    فراخواني اوليه
A  [1, …, n]              
B  []              
C  []              
HanoiTowers(n, A, B, C);
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)Induction(حل معادلات بازگشتي با استقرا 
ƽهانو ƽتحليل پيچيدگي زماني الگوريتم بازگشتي حل مساله برجها  :

:عمل اصلي
      ƽاندازه ورود:
تحليل در هر حالت؟       

void HanoiTowers(int n, int X[], int Y[], int Z[]) 
{ 

if (n==1)
move the top disk of X to Z;

else {
HanoiTowers(n-1, X, Z, Y);
move the top disk of X to Z;
HanoiTowers(n-1, Y, X, Z);

}
}

)move(انتقال يک ديسک از ميله اƽ به ميله ديگر  

بستگي ندارد nداريم چون تعداد تکرار عمل اصلي به چيزƽ جز 
n









11)1(2
1                 1

)(
nnT
n

nT

:معادله بازگشتي 

T(1)=1:حدس پاسخ 
T(2)=2+1=3
T(3)=6+1=7
T(4)=14+1=15
…

اثبات حدس با استقرا :حدس   T(n)=2n-1
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)Induction(حل معادلات بازگشتي با استقرا 
Induction Base                            :(          T(1)=1(پايه استقرا 

Induction Hypothesis                 :(T(n)=2n-1(فرض استقرا 
Induction Step          :(   T(n+1)=2n+1-1(حکم يا گام استقرا 

T(n+1) = 2T(n)+1 = 2(2n-1)+1= 2n+1-1                          
با فرض اينکه (مطلوبست حل رابطه بازگشتي زير با استقرا : مثالn  2تواني از 

): باشد

  t1=1:                  پايه استقرا 
tn=lgn+1:        فرض استقرا
  t2n=lg(2n)+1:   گام استقرا 

اثبات حدس با استقرا :حدس  









1         1
112n

n
nt

tn

t2=2
t4=2+1=3
t8=3+1=4
t16=4+1=5
…
tn=lgn+1

t2n= t(2n/2)+1= tn+1=lgn+1+1=lg(2n)+1 
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حل معادلات بازگشتي با استقرا
اشکال اين روش  :

 تعيين پاسخ يک معادله ارايه نميدهد، بلکه تنها ƽراهي برا
.درستي يک پاسخ حدس زده شده را بررسي ميکند

هميشه نميتوان پاسخ يک معادله بازگشتي را براحتي حدس زد .
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

دسته بزرگي از معادلات بازگشتي است ƽيک راه حل تحليلي برا .
 معادلات بازگشتي خطي همگن درجهk با ضرايب ثابت :

رابطه بازگشتي همراه با شرايط اوليه زير موجود است:

اين رابطه  :
tiجملاتي چون (هستند  1، چون تمام جملات درجه خطي است

).نداريم titjو  2
.ها برابر با صفر است ti، چون ترکيب خطي همگن است

).ثابت k(است  جمله قبلي بيان شده kبرحسب  tn، چون است kاز درجه 
.اند ها ثابت فرض شده ai، چون داراƽ ضرايب ثابت است

 اگر در رابطه فوق قرار دهيمtn=rn ، را بصورت زير معادله مشخصه
:خواهيم داشت

√448

k)n(for        ,0...110   knknn tatata

111100    , ... ,   ,   kk ItItIt

0...1
10  

k
kk arara
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

 ƽاگر معادله مشخصه داراk  غير مضاعف(ريشه متمايز (r1  تاrk  ،باشد
:تنها پاسخهاƽ معادله بازگشتي بصورت زير خواهند بود

و به کمک  tnضرايب ثابت بوده و در عمل با جايگذارCk  ƽتا  C1که 
.آيند شرايط اوليه بدست مي

ريشه ƽمتعدد  اگر معادله مشخصه دارا ƽهر ) مضاعف(ها ƽباشد، برا
، هر يک از جملات زير را با يک ضريب ثابت mبا تعدد  rريشه متعدد 

:  در مجموع مربوط به پاسخ عمومي معادله بازگشتي وارد ميکنيم

√508

n
kk

n
n rCrCt  ...11

nmnnn rnrnnrr 12    , ...  ,   ,   , 
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

دنباله فيبوناچي: مثال :

√448
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

معادلات بازگشتي خطي نا همگن با ضرايب ثابت  :
رابطه بازگشتي مقابل را در نظر گيريد:

.مخالف تابع صفر است f(n)که 
 چون ترکيب خطي ناهمگن استاين رابطه ،ti ها برابر با صفر نيست.
 اگرgn  پاسخ عمومي بخش همگن رابطه فوق(                                    )  ،

پاسخ  hn+gnيک پاسخ براƽ رابطه ناهمگن فوق باشد، آنگاه   hnبوده و 
. عمومي معادله ناهمگن فوق خواهد بود

 يافتن ƽبراhn  حالات خاص بحث ƽيک قاعده کلي وجود ندارد، لذا برا
.ميکنيم

فرض کنيد                                                     باشد، که : حالت خاصbj 
.    باشند nاز  djها چندجمله اƽ هاƽ درجه  pj(n)ها ثابت و 

)(...110 nftatata knknn  

0...110   knknn tatata

)()()( 11 npbnpbnf S
n
S

n  
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

 در اين حالت خاص، معادله مشخصه رابطه بازگشتي به شکل زير نوشته
:ميشود

 بقيه مراحل مانند قبل شامل حل معادله مشخصه، تشکيل پاسخ
.عمومي از ريشه هاƽ آن، و يافتن ضرايب از شرايط اوليه است

معادله بازگشتي زير را حل کنيد: مثال:

:  ،   جملات سمت راست:                             بخش همگن
:  ، و معادله مشخصه ميشودb1=1 ،d1=2 ،b2=2 ،d2=0: لذا 

√484
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2
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

:پاسخ عمومي

:  لذا چهار شرط اوليه ديگر ميسازيم. شش مجهول و تنها دو شرط اوليه داريم

√484
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

تغيير متغير :
 شناخته شده ƽبرخي از معادلات بازگشتي با يک تغيير متغير مناسب به فرم ها

.تبديل ميشوند
معادله بازگشتي زير را حل کنيد: مثال:

 بعلت وجود جملهn/2  نميتوان
.از روشهاƽ قبلي مستقيماً براƽ حل آن استفاده کرد

تغيير متغير                 :  

 

kn 2

nk lg

√504
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حل معادلات بازگشتي با استفاده از معادلات 
)Characteristic Equations(مشخصه 

اگر : قضيهT(n)  يک تابع پيچيدگي غير نزولي نهايي باشد، و

:آنگاه

.  است bتواني از  s، و a>0 ،b≥2 ،d≥0که در آن 
 قضيه (اثبات با تغيير متغير و معادله مشخصهB.6 کتاب .(
 ƽقضيه فوق با نمادهاO  وΩ  ƽبجاϴ نيز برقرار است  .
تابع : مثالT(n) است؟ ƽ(27)3(234از چه مرتبه ا( nnnTnT 

√484
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 ƽحل معادلات بازگشتي با جايگذار
)Substitution(

با شروع از معادله بازگشتي در حالت کلي تا رسيدن به مقادير اوليه : راه کليn   به
در هر بار، زمان فراخواني هاƽ بازگشتي را با مقادير قبلي  . عقب برميگرديم

.  جايگزين ميکنيم
مثال :ƽهانو ƽبرجها:

 مجموعn  جمله اول از يک تصاعد هندسي با قدر نسبتq  و جمله اولa1:

√484
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 ƽحل معادلات بازگشتي با جايگذار
)Substitution(

رابطه بازگشتي مقابل را حل کنيد: مثال:

 مثالA.9  با فرض کوچک نبودن (پيوست اول کتابn:(

√484
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