
ग़عادلاتد৒ࡶජاീিࣱل
ඟ໋دآور৯ده:৤ජ໑مشاداب



مطالب فهرست

٣ دیفرانسیل معادلات بر ای مقدمه ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادله تشͺیل ٢.١

۶ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات ٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر ͷیͺتف معادلات ٢.٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل ٣.٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته ضرایب ۴.٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برنولͬ ی معادله ۵.٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریͺاتͬ ی معادله ۶.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽن معادلات ٧.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل معادلات ٨.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرالͽیری فاکتورهای ٩.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قائم مسیرهای ١٠.٢

٢٧ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات ٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرتبه خطͬ معادلات ٢.٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت ضرایب با همͽن دوم مرتبه خطͬ معادلات ٣.٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . ثابت ضرایب با n دلخواه ی مرتبه از همͽن خطͬ معادلات ۴.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالاتر و دوم ی مرتبه همͽن غیر خطͬ معادلات ۵.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . ها اپراتور روش به ثابت ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات حل ۶.٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص حالت در دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٧.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر یا کشͬ ی معادله ٨.٣

۵٠ لاپلاس تبدیل ۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل ٢.۴
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق لاپلاس تبدیل ٣.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال لاپلاس تبدیل ۴.۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها s محور بر انتقال ۵.۴
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل از گیری مشتق ۶.۴

١



٢ مطالب فهرست

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل از انتͽرالͽیری ٧.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کانولوشن ٨.۴

۶٣ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل ۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توانͬ سری ٢.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توانͬ سری ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل ٣.۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوالͬ مشتقات روش ۴.۵
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر ی معادله ۵.۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فروبینوس روش ۶.۵

٧٧ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ۶
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حذفͬ روش ٢.۶
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل روش ٣.۶
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اپراتورها روش ۴.۶

٨٣ ضمیمه



١ فصل

دیفرانسیل معادلات بر ای مقدمه

مقدمه ١.١
مشتقات از ͬͺی شامل حداقل که مستقل متغیر به نسبت تابع مشتقات و مستقل متغیر و تابع بین ای رابطه هر

نامند. مͬ دیفرانسیل یͷمعادله را باشد
دیفرانسیل معادله باشد، داشته مستقل متغیر ͷی فقط تابع اگر شوند: مͬ تقسیم دسته دو به دیفرانسیل معادلات
نامند. مͬ مشتقاتجزئͬ با دیفرانسیل معادله را آن باشد، داشته مستقل متغیر ͷی از بیش اگر و نامیده معمولͬ را

معمولͬ دیفرانسیل معادله y′′ + 3(y′)2 + cos x = 4 (١) ١.١.١ مثال

معمولͬ دیفرانسیل معادله (y′′)3 + 6(y′)4 + 2x = 3 (٢)

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ∂2u(x,y)
∂x2 = ∂2u(x,y)

∂x∂y
(٣)

خطͬ دیفرانسیل معادله کلͬ فرم شود. مͬ تقسیم خطͬ غیر و خطͬ دسته دو به معمولͬ دیفرانسیل معادله
است. شده ارائه زیر مثال دوم قسمت در ،n ی تبه مر

خطͬ غیر معادله (y′)2 + 3xy′ − 3y = 0 (١) ٢.١.١ مثال

n مرتبه خطͬ معادله p0(x)y
(n) + p1(x)y

(n−1) + ...+ pn(x)y = g(x) (٢)

نامند. مͬ دیفرانسیل معادله ی مرتبه را دیفرانسیل ی معادله در موجود مشتق ی مرتبه بالاترین ١.١.١ تعریف

ای جمله چند ͷی فرم به معادله در موجود مشتقات به نسبت بتوان را دیفرانسیل معادله ͷی اگر ٢.١.١ تعریف
نامند. مͬ دیفرانسیل معادله ی درجه را معادله در موجود مشتق بالاترین توان آنͽاه نوشت،

کنید. مشخص را زیر معادلات درجه و مرتبه ٣.١.١ مثال

اول درجه اول، مرتبه y′ = 3 (١)

درجه بدون سوم، مرتبه x2y′′′(y′′)
3
4 + e4x sin y′ = y3 + x(y′)5 (٢)

٣



۴ دیفرانسیل معادلات بر ای مقدمه

سوم درجه دوم، مرتبه (y′′)3 + 6(y′)4 + 2x = 3 (٣)

شود. مͬ نامیده دیفرانسیل جوابمعادله کند، صدق دیفرانسیل ی معادله در که تابعͬ هر
تحت جوابها این ͬͽهم جواب). نهایت بͬ (حتͬ باشد داشته جواب ͷی از بیش است ممͺن دیفرانسیل معادله

نامیم. مͬ جوابعمومͬ را جواب این شوند، مͬ بیان است دلخواه ثابت ͷی شامل که فرمول ͷی
معادله خصوصͬ جواب آنͽاه کنیم، تعیین را ثابت پارامتر و دهیم قرار اولیه شرایط تحت را عمومͬ جواب اگر

آید. مͬ بدست عمومͬ جواب از که است پارامتر بدون جوابͬ خصوصͬ، جواب آید. مͬ بدست
بود. خواهد دلخواه ثابت n شامل عمومͬ جواب باشد، n مرتبه از دیفرانسیل معادله اگر

دیفرانسیل معادله تشͺیل ٢.١

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت دو به را منحنͬ های دسته دیفرانسیل، معادله تشͺیل برای بخش این در

منحنͬ دسته مثال عنوان به است. ثابت مقدار c آن در که کنیم مͬ بررسͬ را y = F (x, c) منحنͬ دسته (١)
از که هستند خطوطͬ ، y = cx منحنͬ دسته و باشد مͬ سهمͬ ، cمختلف مقادیر ازای به y = x2 + c

گذرند. مͬ مختصات مبدا
معادله آن جواب y = F (x, c) و باشد نداشته را cثابت پارامتر که است دیفرانسیلͬ معادله ساختن هدف
دستͽاه از را c پارامتر باید منظور این برای بود. خواهد اول مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی معادله، این باشد.

کرد. حذف }زیر
y = F (x, c)
y′ = F ′

x(x, c)

بیابید. را y = x2 + c منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ١.٢.١ مثال
نماییم، مͬ حذف زیر دستͽاه در را c }پارامتر

y = x2 + c
y′ = 2x

از: عبارتست نظر مورد دیفرانسیل معادله بنابراین ندارد، ͬͽبست c پارامتر به دستͽاه دوم معادله چون
.y′ = 2x

بیابید. را y = cx منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ٢.٢.١ مثال
نماییم. مͬ حذف زیر دستͽاه در را c }پارامتر

y = cx
y′ = c

⇒ y′ =
y

x

.y′ = y
x
از: عبارتست نظر مورد ی معادله بنابراین

بیابید. را y = cx2 + 2 منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ٣.٢.١ مثال
نماییم. مͬ حذف زیر دستͽاه در را c }پارامتر

y = cx2 + 2
y′ = 2cx

نماییم. مͬ جایͽذاری دستͽاه اول ی معادله در را c مقدار .c = y′

2x
داریم: دستͽاه دوم ی معادله از

y =
y′

2x
x2 + 2 ⇒ y =

1

2
y′x+ 2



۵ دیفرانسیل معادلات بر ای مقدمه

مانند: باشد، داشته ͬͽبست پارامتر ͷی از بیش به منحنͬ دسته اگر (٢)
y = F (x, c1, c2, . . . , cn)

نماییم. حذف زیر دستͽاه در معادله n+ 1 بین را پارامتر n باید آن دیفرانسیل معادله تشͺیل برای

y = F (x, c1, c2, . . . , cn)
y′ = F ′

x(x, c1, c2, . . . , cn)
y′′ = F ′′

x (x, c1, c2, . . . , cn)
...
y(n) = F

(n)
x (x, c1, c2, . . . , cn)

بود. خواهد n ی مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی نتیجه و

بیابید. را y = 2x2 + c1x+ c2 منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ۴.٢.١ مثال
نماییم. مͬ حذف زیر دستͽاه در را c2 و c1 پارامترهای

y = 2x2 + c1x+ c2
y′ = 4x+ c1
y′′ = 4

.y′′ = 4 از: عبارتست نظر مورد ی معادله بنابراین

بیابید. را y = (c1 + c2x)e
x منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ۵.٢.١ مثال

نماییم. مͬ حذف زیر دستͽاه در را c2 و c1 پارامترهای
y = c1e

x + c2xe
x

y′ = c1e
x + c2e

x + c2xe
x

y′′ = c1e
x + 2c2e

x + c2xe
x

برابر معادله این راست سمت .y′′ − 2y′ = −c1e
x − c2xe

x داریم: دستͽاه سوم و دوم معادلات از
از: عبارتست معادله لذا و است −y

y′′ − 2y′ + y = 0

دهید. تشͺیل را زیر های منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ١ تمرین

y = c1e
x + c2e

−3x (١)
y = (c1 + c2x)e

x + c3 (٢)
ln(x

y
) = 1 + cy (٣)



٢ فصل

اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.٢

تقسیم زیر دسته دو به معادلات باشد.این مͬ F (x, y, y′) = 0 کلͬ فرم به اول مرتبه دیفرانسیل معادله
شوند. مͬ

شوند. مͬ حل مشتق به نسبت که معادلاتͬ (١)
شوند. نمͬ حل مشتق به نسبت که معادلاتͬ (٢)

پذیر ͷیͺتف معادلات ٢.٢

صورت این در باشد y برحسب تابعͬ f2 و x حسب بر تابعͬ f1 آن در که f(x, y) = f1(x)f2(y) اگر
آید: مͬ در زیر صورت به معادله

dy

dx
= f1(x)f2(y) ⇒

dy

f2(y)
= f1(x)dx

آید. مͬ بدست جواب معادله این طرفین از انتͽرالͽیری با که

١.٢.٢ مثال
y′ = ex+y

dy

dx
= ex+y ⇒ dy

ey
= exdx ⇒ e−ydy = exdx∫

e−ydy =

∫
exdx ⇒ −e−y = ex + c

۶
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٢.٢.٢ مثال
y′ =

x(1 + y)

y(x+ 2)

y(x+ 2)dy = x(1 + y)dx ⇒ y

1 + y
dy =

x

x+ 2
dx ⇒ 1 + y − 1

1 + y
dy =

x+ 2− 2

x+ 2
dx∫

(1− 1

1 + y
)dy =

∫
(1− 2

x+ 2
)dx ⇒ y − ln |1 + y| = x− 2 ln |x+ 2|+ c

٣.٢.٢ مثال
y′ =

1 + y2

xy(1 + x2)

dy

dx
=

1 + y2

xy(1 + x2)
⇒ xy(1 + x2)dy = (1 + y2)dx ⇒ y

1 + y2
dy =

1

x(1 + x2)
dx

گیریم مͬ انتͽرال طرفین از سپس و نموده تجزیه زیر صورت به را بالا رابطه در راست سمت کسر ابتدا

1

x(1 + x2)
=

A

x
+

Bx+ C

1 + x2
=

A(1 + x2) + (Bx+ C)x

x(1 + x2)
=

(A+B)x2 + Cx+ A

x(1 + x2)
A = 1
A+B = 0
C = 0

⇒ A = 1, B = −1, C = 0

∫
y

1 + y2
dy =

∫
dx

x
−
∫

x

1 + x2
dx ⇒ 1

2
ln(1 + y2) = ln |x| − 1

2
ln(1 + x2) + ln c

ln(1 + y2) + ln(1 + x2) = 2 ln |x|+ 2 ln c ⇒ ln(1 + y2) + ln(1 + x2) = lnx2 + ln c2

ln(1 + y2)(1 + x2) = ln c2x2 ⇒ (1 + y2)(1 + x2) = c2x2 ⇒ 1 + y2 =
c2x2

1 + x2

اول مرتبه دیفرانسیل معادلات حل ٣.٢

در نیز x = x0 ی نقطه و باشند aپیوسته < x < b ی فاصله روی p(x), g(x) توابع اگر ١.٣.٢ قضیه
دیفرانسیل معادله در که دارد وجود y = ϕ(x) مانند یͺتایͬ تابع آنͽاه باشد، فاصله این
کند. مͬ صدق y(x0) = y0 اولیه شرط با y′ + p(x)y = g(x) (a < x < b)

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالتهای y′ + p(x)y = g(x) اول مرتبه ی معادله حل برای

نماییم: مͬ حل زیر صورت به را معادله آنͽاه p(x) = 0 اگر (١)

y′ = g(x) ⇒ dy

dx
= g(x) ⇒ dy = g(x)dx ⇒ y =

∫
g(x)dx

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight



٨ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

١.٣.٢ مثال
y′ = 3 ⇒ y =

∫
3dx ⇒ y = 3x+ c

نماییم: مͬ حل زیر صورت به را معادله آنͽاه g(x) = 0 اگر (٢)

g(x) = 0 ⇒ y′ + p(x)y = 0 ⇒ dy

dx
+ p(x)y = 0 ⇒ dy + p(x)ydx = 0

dy

y
+ p(x)dx = 0 ⇒

∫
dy

y
+

∫
p(x)dx = 0 ⇒ ln y +

∫
p(x)dx = 0

٢.٣.٢ مثال
y′ + xy = 0

dy

dx
+ xy = 0 ⇒

∫
dy

y
+

∫
xdx = 0 ⇒ ln y = −x2

2
+ c ⇒ y = e−

x2

2 .ec

به معادله جواب و کنیم مͬ ضرب µ(x) = e
∫
p(x)dx در را معادله آنͽاه p(x), g(x) ̸= 0 اگر (٣)

آید: مͬ بدست زیر صورت
y =

1

µ(x)

∫
g(x)µ(x)dx

٣.٣.٢ مثال
y′ + 2y = ex ⇒ µ(x) = e

∫
2dx = e2x

y =
1

e2x

∫
e2xexdx = e−2x(

1

3
e3x + c) ⇒ y =

1

3
ex + ce−2x

۴.٣.٢ مثال
y′ − xy = x , y(0) = 0

µ(x) = e−
∫
xdx = e−

1
2
x2 ⇒ y =

1

e−
1
2
x2

∫
xe−

1
2
x2

dx ⇒ t = −1

2
x2, dt = −xdx

⇒ y = e
1
2
x2

∫
−etdt = e

1
2
x2

(−et + c) = e
1
2
x2

(−e−
1
2
x2

+ c)

y = −1 + ce
1
2
x2

, y(0) = 0 ⇒ c = 1 ⇒ y = e
1
2
x2 − 1

۵.٣.٢ مثال
tanx

dy

dx
+ y = 3x sec x

y′ + y
1

tanx
= 3x

sec x

tanx
⇒ y′ + y cotx = 3x

1
cosx
sinx
cosx

⇒ y′ + y cotx = 3x
1

sin x

y′ + y cotx =
3x

sinx
⇒ µ(x) = e

∫
cotxdx = eln sinx = sin x

y =
1

sin x
(

∫
3x

sinx
sin xdx) =

1

sinx
(

∫
3xdx) =

3

2
x2 csc x+ c cscx

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight

ahmad
Highlight



٩ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

است: زیر فرم به yباشد از تابعͬ عنوان به x به نسبت اول مرتبه دیفرانسیل معادله اگر ١ تبصره
dx

dy
+ xp(y) = g(y)

۶.٣.٢ مثال
y′(x sin y + 2 sin 2y) = 1

x sin y + 2 sin 2y =
dx

dy
⇒ dx

dy
− x sin y = 2 sin 2y ⇒ µ(y) = e

∫
− sin ydy = ecos y

x =
1

ecos y
(

∫
2 sin 2yecos ydy) = e− cos y(4

∫
sin y cos yecos ydy)

شود: مͬ حل زیر صورت به جزء به جزء روش از انتͽرال این
u = cos y , du = − sin ydy

dv = sin yecos ydy , v = −ecos y∫
dv =

∫
sin yecos ydy ⇒ t = cos y , dt = − sin y ⇒ v =

∫
−etdt = −et = −ecos y

x = e− cos y(4(uv −
∫

vdu)) = e− cos y(−4 cos yecos y − 4

∫
sin yecos ydy)

= e− cos y(−4 cos yecos y + 4ecos y + c) = −4 cos y + 4 + ce− cos y

٧.٣.٢ مثال
y′ = y(ex − ln y)

نماییم: مͬ حل زیر صورت به ln y = t متغیر تغییر با را معادله

y′

y
= t′ ⇒ y′ = t′y ⇒ t′y = y(ex − ln y) ⇒ t′ = ex − t ⇒ t′ + t = ex

µ(x) = e
∫
dx = ex ⇒ t =

1

ex

∫
ex.exdx =

1

ex

∫
e2xdx =

1

ex
(
1

2
e2x + c)

t =
1

2
ex + ce−x ⇒ ln y =

1

2
ex + ce−x

٨.٣.٢ مثال
y′ =

y

2y ln y + y − x

dx

dy
=

2y ln y + y − x

y
⇒ dx

dy
= 2 ln y + 1− x

y
⇒ dx

dy
+

x

y
= 2 ln y + 1

µ(y) = e
∫

1
y
dy = eln y = y, x =

1

y

∫
y(2 ln y + 1)dy =

1

y
(2

∫
y ln ydy +

1

2
y2 + c)



١٠ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

شود: مͬ حل زیر صورت به جزء به جزء روش از
∫
y ln ydy انتͽرال

u = ln y, du = 1
y
dy

dv = ydy, v = y2

2∫
y ln ydy = uv −

∫
vdu =

y2

2
ln y −

∫
y2

2
.
1

y
dy =

y2

2
ln y − y2

4
+ c1

از: عبارتست نهایͬ جواب لذا
x =

1

y
(
1

2
y2 + c+ y2 ln y − 1

2
y2 + c1) ⇒ x = y ln y + c3

ناپیوسته ضرایب ۴.٢

است. جهشͬ ͬͽناپیوست دارای آنها از ͬͺی یا و g(x) و p(x) توابع خطͬ دیفرانسیل معادلات در گاهͬ
شود، حل جداگانه x < x0 و x > x0 ازای به معادله است لازم باشد، جهشͬ ͬͽناپیوست ی نقطه x0 اگر

باشد. پیوسته x0 در y که نماییم مͬ مربوط یͺدیͽر به طوری را جواب دو سپس

صورتͬ در را y(0) = 4 شرط با (x + 2)y′ + y = f(x) ی معادله خصوصͬ جواب ١.۴.٢ مثال
که: آورید بدست

f(x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 2
4, x > 2

نویسیم: مͬ زیر صورت به را معادله

y′ +
1

x+ 2
y =

f(x)

x+ 2

µ(x) = e
∫

1
x+2

dx = eln(x+2) = (x+ 2)

y =
1

x+ 2

∫
(x+ 2).

f(x)

x+ 2
dx =

1

x+ 2

∫
f(x)dx∫

f(x)dx =

{
x2 + c1
4x+ c2

از: عبارتست نهایͬ جواب لذا و c1 = c2 = 8 داریم: جواب در جایͽذاری با بنابراین y(0) = 4 چون

y =
1

x+ 2

{
x2 + 8, 0 ≤ x ≤ 2
4x+ 8, x > 2

زیر صورت به f(x) که نمایید حل صورتͬ در را y′ + 2y = f(x) دیفرانسیل ی معادله ٢.۴.٢ مثال
باشد،

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1
0, x > 1

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالت دو



١١ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

بنابراین: y′ + 2y = 1 ، آنͽاه f(x) = 1 اگر (١)

µ(x) = e
∫
2dx = e2x ⇒ y =

1

e2x

∫
e2x.1dx =

1

e2x
(
1

2
e2x + c1) =

1

2
+ c1e

−2x

بنابراین: y′ + 2y = 0 آنͽاه، f(x) = 0 اگر (٢)
y′

y
= −2 ⇒

∫
y′

y
dy =

∫
−2dx ⇒ ln y = −2x+ c2 ⇒ y = ec2 .e−2x = c3e

−2x

بنابراین: باشد. ثابت ͷی دارای باید اول مرتبه دیفرانسیل ی معادله جواب

lim
x→1+

y = lim
x→1−

y ⇒ c3e
−2 =

1

2
+ c1e

−2 ⇒ c3 =
1

2
e2 + c1

y =


1
2
+ c1e

−2x, 0 ≤ x ≤ 1

(1
2
e2 + c1)e

−2x, x > 1

برنولͬ ی معادله ۵.٢

باشد مͬ زیر صورت به معادله این فرم
dy

dx
+ yp(x) = yng(x) (n ̸= 0, 1)

دهیم، مͬ انجام را u = y1−n متغیر تغییر و نموده ضرب y−n در را معادله طرفین معادله، این حل برای
داریم: آنͽاه

u = y1−n ⇒ du

dx
= (1− n)y−n dy

dx

داریم: معادله در جایͽذاری و مراحل این انجام با بنابراین

y−n dy

dx
+ y1−np(x) = g(x)

×(1−n)⇒ (1− n)y−n dy

dx
+ (1− n)y1−np(x) = (1− n)g(x)

صورت: به معادله لذا
du

dx
+ (1− n)up(x) = (1− n)g(x)

است. اول مرتبه خطͬ معادله که آید مͬ در

١.۵.٢ مثال
(2xy5 − y)dx+ 2xdy = 0

dy

dx
= −2xy5 − y

2x
⇒ dy

dx
− y

2x
= −y5 ⇒ n = 5 , (1− n)y−n = −4y−5

×(−4y−5)
=⇒ −4y−5 dy

dx
+

2y−4

x
= 4 ⇒ u = y−4 ,

du

dx
= −4y−5 dy

dx
du

dx
+

2

x
u = 4 ⇒ µ(x) = e

∫
2
x
dx = e2 lnx = elnx2

= x2

u =
1

x2

∫
4x2dx =

1

x2
(
4

3
x3 + c) =

4

3
x+

c

x2
⇒ y−4 =

4

3
x+

c

x2



١٢ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

٢.۵.٢ مثال
3xy′ − 2y =

x3

y2

y′ − 2

3x
y =

x2

3
y−2 ⇒ n = −2, (1− n)y−n = 3y2

×(3y2)
=⇒ 3y2y′ − 2

x
y3 = x2

u = y3 ,
du

dx
= 3y2

dy

dx
⇒ du

dx
− 2

x
u = x2

µ(x) = e
∫
− 2

x
dx = e−2 lnx = elnx−2

= x−2

u = x2

∫
x−2.x2dx = x2

∫
dx = x2(x+ c) = x3 + cx2 ⇒ y3 = x3 + cx2

باشد. تواند مͬ نیز dx
dy

+ xp(y) = xng(y) (n ̸= 0, 1) فرم به برنولͬ معادله ٢ تبصره

٣.۵.٢ مثال
y′ =

3x2

x3 + y + 1

dx

dy
=

x3 + y + 1

3x2
=

x

3
+

1

3
(y + 1)x−2 ⇒ dx

dy
− x

3
=

1

3
(y + 1)x−2

n = −2, (1− n)x−n = 3x2 ×(3x2)
=⇒ 3x2dx

dy
− x3 = (y + 1)

u = x3 ,
du

dy
= 3x2dx

dy
⇒ du

dy
− u = y + 1

µ(y) = e
∫
−dy = e−y ⇒ u =

1

e−y

∫
e−y(y + 1)dy = ey(

∫
ye−ydy +

∫
e−ydy)

شود: مͬ حل زیر صورت به جزء به جزء روش از
∫
ye−ydy انتͽرال

u = y, du = dy

dv = e−ydy, v = −e−y

u = ey(uv −
∫

vdu+

∫
e−ydy) = ey(−ye−y +

∫
e−ydy +

∫
e−ydy)

= ey(−ye−y − e−y − e−y + c) = ey(−ye−y − 2e−y + c)

u = −y + cey − 2 ⇒ x3 = −y + cey − 2

۴.۵.٢ مثال
xy′ + y = 2x2yy′ ln y

y′(x− 2x2y ln y) = −y ⇒ y′ = − y

x− 2x2y ln y
⇒ dx

dy
= −x− 2x2y ln y

y



١٣ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

dx

dy
+

x

y
= 2x2 ln y ⇒ n = 2, (1−n)x−n = −x−2 ×(−x−2)

=⇒ −x−2dx

dy
− 1

y
x−1 = −2 ln y

u = x−1,
du

dy
= −x−2dx

dy
⇒ du

dy
− u

y
= −2 ln y

µ(y) = e−
∫ dy

y = e− ln y =
1

y
⇒ u = y

∫
−2

ln y

y
dy ⇒ t = ln y, dt =

dy

y

u = −2y

∫
tdt = −2y(

t2

2
+ c) = −y ln2 y − 2cy ⇒ x−1 = −y ln2 y − 2cy

ریͺاتͬ ی معادله ۶.٢

باشد: مͬ زیر فرم به معادله این
y′ + y2p1(x) + yp2(x) + p3(x) = 0 , p1(x) ̸= 0

جواب صورت این در باشیم داشته را y1 مانند آن خصوصͬ جواب ͷی باید معادله این حل برای
جایͽذاری با است، x از vتابعͬ آن در که است y = y1 + 1

v
صورت به معادله این عمومͬ

آید. مͬ بدست اول مرتبه خطͬ معادله ͷی ، معادله در y = y1 +
1
v

, y′ = y′1 − v′

v2

١.۶.٢ مثال
y′ = x3 +

2

x
y − 1

x
y2 , y1(x) = −x2

y = −x2 +
1

v
⇒ y′ = −2x− v′

v2
⇒ −2x− v′

v2
= x3 +

2

x
(−x2 +

1

v
)− 1

x
(−x2 +

1

v
)2

−2x− v′

v2
= x3− 2x+

2

xv
− 1

x
(x4− 2x2

v
+

1

v2
) ⇒ − v′

v2
= x3+

2

xv
−x3+

2x

v
− 1

xv2

− v′

v2
=

2

xv
+

2x

v
− 1

xv2
×(−v2)
=⇒ v′ = −2

x
v − 2xv +

1

x

v′+ v(
2

x
+2x) =

1

x
⇒ µ(x) = e

∫
(2x+ 2

x
)dx = ex

2+2 lnx = ex
2+lnx2

= ex
2

.elnx2

= x2ex
2

v =
1

x2ex2

∫
1

x
.x2ex

2

dx =
1

x2ex2

∫
xex

2

dx ⇒ t = x2, dt = 2xdx

v =
1

x2ex2

∫
1

2
etdt =

1

x2ex2 (
1

2
et + c) =

1

x2ex2 (
1

2
ex

2

+ c) =
1

2x2
+

c

x2ex2

v =
2c+ ex

2

2x2ex2 ⇒ y = −x2 +
2x2ex

2

ex2 + 2c



١۴ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

٢.۶.٢ مثال
y′ = 1 +

y

x
− y2

x2
, y1(x) = x

y = x+
1

v
⇒ y′ = 1− v′

v2
⇒ 1− v′

v2
= 1 +

1

x
(x+

1

v
)− 1

x2
(x+

1

v
)2

1− v′

v2
= 1 + 1 +

1

xv
− 1

x2
(x2 +

2x

v
+

1

v2
)

− v′

v2
= 1 +

1

xv
− 1− 2

xv
− 1

x2v2
⇒ − v′

v2
= − 1

xv
− 1

x2v2

×(−v2)
=⇒ v′ =

v

x
+

1

x2
⇒ v′ − 1

x
v =

1

x2

µ(x) = e
∫
− 1

x
dx = e− lnx = elnx−1

=
1

x

v = x

∫
1

x
.
1

x2
dx = x

∫
1

x3
dx = x

∫
x−3dx = x(

x−2

−2
+c) = x(− 1

2x2
+c) = − 1

2x
+cx

⇒ v =
−1 + 2cx2

2x
⇒ y = x+

2x

2cx2 − 1

٣.۶.٢ مثال
y′ = − 2

x2
+ y2 , y1 =

1

x

y =
1

x
+

1

v
⇒ y′ = − 1

x2
− v′

v2
⇒ − 1

x2
− v′

v2
= − 2

x2
+ (

1

x
+

1

v
)2

1

x2
− v′

v2
=

1

x2
+

2

xv
+

1

v2
⇒ − v′

v2
=

2

xv
+

1

v2

×(−v2)
=⇒ v′ = −2v

x
− 1 ⇒ v′ +

2

x
v = −1 ⇒ µ(x) = e

∫
2
x
dx = e2 lnx = elnx2

= x2

v =
1

x2

∫
−x2dx =

1

x2
(−x3

3
+ c) = −x

3
+

c

x2

v =
3c− x3

3x2
⇒ y =

1

x
+

1

v
=

1

x
+

3x2

3c− x3

شامل
{

x1 < x < x2

y1 < y < y2
مستطیل ی ناحیه در f(x, y), ∂f

∂y
توابع کنید فرض ١.۶.٢ قضیه

طوریͺه به دارد وجود (x0 − h, y0 − h) ی فاصله ͷی آنͽاه باشند، کراندار و پیوسته (x0, y0) ی فاصله
دارد. وجود y′ = f(x, y), y(x0) = y0 ی معادله برای فردی به منحصر جواب فاصله این روی



١۵ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

کنید. مشخص را y′ = y
1
3 , y(0) = 0 ی معادله های جواب ۴.۶.٢ مثال

مختصات مبدا شامل که R2 از ای ناحیه روی ∂f
∂y

= 1
3
y−

2
3 = 1

3y
2
3
و پیوسته R2 روی f(x, y) = y

1
3

آید: مͬ بدست زیر صورت به معادله جواب و است پیوسته باشد نمͬ
dy

dx
= y

1
3 ⇒

∫
y−

1
3dy =

∫
dx ⇒ y

2
3

2
3

= x+ c

y
2
3 =

2

3
x+

2

3
c , c = 0 ⇒ y

2
3 =

2

3
x

باشد نمͬ برقرار فوق قضیه شرایط چون لذا و باشد مͬ معادله این برای دیͽری جواب نیز y = 0 طرفͬ از
باشد. نمͬ فرد به منحصر جواب دارای

نمایید. حل را زیر معادلات ٢ تمرین

yx2dy − 2x2dy = y3dx (١)
y′ = 4xy

x2+1
(٢)

xy′ − 2y = x3 cos x (٣)
dy
dx

= 1
x cos y+sin 2y

(۴)
y′ lnx− y

x
= 0 x > 0 (۵)

y′ = xy + x+ y + 1 (۶)
(xy3 + y3)dx+ (y + xy)dy = 0 (٧)

نمایید. حل را زیر برنولͬ معادلات

y′ = 2xy
x2−y2−4

(١)

(xy + x2y3)y′ = 1 (٢)
2dx
dy

− x
y
+ x3 cos y = 0 (٣)

xy′ + y = x5ex

4y3
(۴)

نمایید. حل را زیر ریͺاتͬ معادلات

y′ = 2 tanx secx− y2 sinx , y1(x) = sec x (١)
y′ = 1

x2 − y
x
− y2 , y1(x) =

1
x
(٢)

y′ = y2 − 2
x2 , y1(x) =

1
x
(٣)



١۶ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

همͽن معادلات ٧.٢

.f(λx, λy) = λnf(x, y) گاه هر گوییم n درجه از همͽن را f(x, y) تابع ١.٧.٢ تعریف

کنید. مشخص را زیر توابع بودن همͽن غیر یا همͽن ١.٧.٢ مثال

(١)
f(x, y) = x3 + 5xy2 + 3y3

f(λx, λy) = λ3x3 + 5λxλ2y2 + 3λ3y3 = λ3(x3 + 5xy2 + 3y3) = λ3f(x, y)

است. ٣ ی درجه از همͽن تابع بنابراین
(٢)

f(x, y) = x sin
y

x

١ ی درجه از همͽن f(λx, λy) = λx sin λy
λx

= λx sin y
x
= λf(x, y)

هستند. ناهمͽن ͬͽهم xex, xx + y, xy + 3, (x2 + y2) cos y توابع (٣)

M(x, y), N(x, y) آن در ,M(xکه y)dx+N(x, y)dy = 0 فرم به دیفرانسیل معادله هر ٢.٧.٢ تعریف
نامند. مͬ همͽن دیفرانسیل معادله ͷی را باشند، n ی درجه از همͽن دو هر

کنیم: مͬ استفاده زیر متغیر تغییر از معادلات این حل برای
y = vx ⇒ dy = vdx+ xdv

شود. مͬ پذیر ͷیͺتف ی معادله به تبدیل معادله متغیر تغییر این از استفاده با

٢.٧.٢ مثال
2xydy + (x2 − y2)dx = 0

y = vx ⇒ dy = vdx+ xdv ⇒ 2xvx(vdx+ xdv) + (x2 − v2x2)dx = 0

x2(2v(vdx+ xdv) + (1− v2)dx) = 0
x2 ̸=0
=⇒ 2v(vdx+ xdv) + (1− v2)dx = 0

(v2 + 1)dx+ 2vxdv = 0 ⇒
∫

dx

x
+

∫
2v

1 + v2
dv = 0 ⇒ ln |x|+ ln(1 + v2) = ln c

ln |x|(1 + v2) = ln c ⇒ |x|(1 + v2) = c ⇒ |x|(1 + y2

x2
) = c ⇒ y2 + x2 = c|x|

٣.٧.٢ مثال
y′ =

y

x+
√
xy

(x+
√
xy)dy − ydx = 0 ⇒ (x+

√
vx2)(vdx+ xdv)− vxdx = 0

x((1 +
√
v)(vdx+ xdv)− vdx) = 0

x ̸=0
=⇒ (1 +

√
v)(vdx+ xdv)− vdx = 0

v
√
vdx+x(1+

√
v)dv = 0 ⇒ dx

x
+
1 +

√
v

v
√
v

dv = 0 ⇒
∫

dx

x
+

∫
v−

3
2dv+

∫
dv

v
= 0

lnx− 2v−
1
2 + ln v = c ⇒ ln vx = c+ 2v−

1
2 ⇒ ln y = c+ 2

√
x

y



١٧ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

۴.٧.٢ مثال
y′ =

y − x

y + x

(y + x)dy = (y − x)dx ⇒ (vx+ x)(vdx+ xdv) = (vx− x)dx

x(v + 1)(vdx+ xdv) = x(v − 1)dx ⇒ (v + 1)(vdx+ xdv) = (v − 1)dx

v2dx+ xvdv + xdv = −dx ⇒ (v2 + 1)dx+ x(v + 1)dv = 0

dx

x
+

v + 1

v2 + 1
dv = 0 ⇒

∫
dx

x
+

∫
v

v2 + 1
dv +

∫
dv

v2 + 1
= 0

lnx+
1

2
ln(v2 + 1) + arctan v = c1 ⇒ lnx2(1 + v2) + 2 arctan v = 2c1

ln(x2 + y2) + 2 arctan
y

x
= c , c = 2c1

معادله به تبدیل قابل ولͬ نیست همͽن آنͽاه باشد y′ = f( ax+by+c
a′x+b′y+c′

) صورت به معادله اگر ٣ تبصره
و صورت خط دو هر که است این در y′ = f( ax+by

a′x+b′y
) ی معادله با معادله این اختلاف است. همͽن

دو تلاقͬ محل به را مختصات مبدا باید نباشند موازی خط دو اگر گذرد. نمͬ مختصات مبدا از آن مخرج
گیریم. مͬ نظر در را زیر حالت دو دهیم. انتقال خط

دستͽاه حل از را تلاقͬ نقطه مختصات و کنند مͬ قطع را یͺدیͽر خط دو آنͽاه ab′− ba′ ̸= 0 اگر (١)
ax+ by + c = 0

a′x+ b′y + c′ = 0

متغیر تغییر با باشد (x0, y0) ی نقطه تلاقͬ محل اگر کنیم. مͬ }پیدا
x = X + x0

y = Y + y0

است. همͽن که آید مͬ در dY
dX

= f( aX+bY
a′X+b′Y

) صورت به معادله

۵.٧.٢ مثال
dy

dx
=

x+ y + 2

x− y − 4

ab′ − ba′ = −1− 1 ̸= 0 ⇒
{

x+ y + 2 = 0
x− y − 4 = 0

⇒ (x0, y0) = (1,−3){
x = X + 1 , dx = dX
y = Y − 3 , dy = dY

⇒ dY

dX
=

X + 1 + Y − 3 + 2

X + 1− Y + 3− 4
⇒ dY

dX
=

X + Y

X − Y

Y = vX ⇒ dY = vdX +Xdv ⇒ (X − Y )dY = (X + Y )dX

X(1− v)(vdX +Xdv) = X(1 + v)dX ⇒ (1− v)(vdX +Xdv) = (1 + v)dX

vdX − v2dX +Xdv − vXdv = dX + vdX ⇒ (1 + v2)dX +X(v − 1)dv = 0



١٨ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

dX

X
+

v − 1

1 + v2
dv = 0 ⇒

∫
dX

X
+

∫
v

1 + v2
dv −

∫
1

1 + v2
dv = 0

lnX +
1

2
ln(1 + v2)− arctan v = c ⇒ lnX +

1

2
ln(1 +

Y 2

X2
)− arctan

Y

X
= c

ln(x− 1) +
1

2
ln(1 +

(y + 3)2

(x− 1)2
)− arctan

y + 3

x− 1
= c

معادله به تبدیل ax + by = u متغیر تغییر با و هستند موازی خط دو آنͽاه ab′ − ba′ = 0 اگر (٢)
شود. مͬ پذیر ͷیͺتف

۶.٧.٢ مثال
y′ =

x+ y

1− x− y

u = x+ y ⇒ u′ = 1 + y′ ⇒ y′ = u′ − 1

u′ − 1 =
u

1− u
⇒ u′ =

u

1− u
+ 1 =

1

1− u

u′ =
1

1− u
⇒ du

dx
=

1

1− u
⇒

∫
(1− u)du =

∫
dx

u− 1

2
u2 = x+ c ⇒ x+ y − 1

2
(x+ y)2 = x+ c ⇒ y =

1

2
(x+ y)2 + c

٧.٧.٢ مثال
(x− 2 sin y + 3)dx+ (2x− 4 sin y − 3) cos ydy = 0

داریم: لذا گیریم، مͬ نظر در را sin y = z , cos ydy = dz متغیر تغییر

(x− 2z + 3)dx+ (2x− 4z − 3)dz ⇒ dz

dx
= − x− 2z + 3

2x− 4z − 3
(1)

داریم: u = x− 2z متغیر تغییر با حال
du

dx
= 1− 2

dz

dx
⇒ 1

2
(1− du

dx
) =

dz

dx

داریم: (١) معادله در جایͽذاری با
1

2
(1− du

dx
) = − u+ 3

2u− 3
⇒ du

dx
=

4u+ 3

2u− 3
⇒ 2u− 3

4u+ 3
du = dx

نویسیم: مͬ زیر صورت به را انتͽرال و نموده تقسیم آن مخرج بر را کسر ∫صورت
(
1

2
− 9

2(4u+ 3)
)du =

∫
dx ⇒ u

2
− 9

8
ln |4u+ 3|+ c = x

x =
1

2
(x− 2z)− 9

8
ln |4x− 8z + 3|+ c

8 sin y − 4x+ ln |4x− 8 sin y + 3| = c

شوند. مͬ همͽن معادله به تبدیل y = tα, dy = αtα−1dt متغیر تغییر با معادلات از برخͬ ۴ تبصره
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٨.٧.٢ مثال
(y4 − 3x2)dy + xydx = 0 (1)

y = tα ⇒ (t4α − 3x2)(αtα−1)dt+ xtαdx = 0 ⇒ α(t5α−1 − 3x2tα−1)dt+ xtαdx = 0 (2)

: بنابراین باشند، یͺسان همͽنͬ ی درجه با همͽن دو هر dt, dxضرایب باید شود همͽن (٢) معادله آنͺه برای
5α− 1 = 2 + α− 1 ⇒ α =

1

2

آید: مͬ در زیر صورت به (٢) معادله بنابراین
1

2
(t

3
2 − 3x2t−

1
2 )dt+ xt

1
2dx = 0

×(2t
1
2 )

⇒ (t2 − 3x2)dt+ 2xtdx = 0 (3)

دهیم مͬ قرار (٣) معادله در را t = vx ⇒ dt = vdx+ xdv متغیر تغییر بنابراین است، همͽن (٣) معادله
داریم: لذا و

x2(v2 − 3)(vdx+ xdv) + 2x2vdx = 0 ⇒ x2((v2 − 3)(vdx+ xdv) + 2vdx) = 0

x̸=0
=⇒ (v2 − 3)(vdx+ xdv) + 2vdx = 0 ⇒ v3dx− 3vdx+ v2xdv − 3xdv + 2vdx = 0

(v3 − v)dx+ x(v2 − 3)dv = 0 ⇒ dx

x
+

v2 − 3

v3 − v
dv = 0

کنیم: مͬ تجزیه زیر صورت به را دوم کسر ابتدا رابطه این از انتͽرالͽیری برای
v2 − 3

v(v2 − 1)
=

v2 − 3

v(v − 1)(v + 1)
=

A

v
+

B

v − 1
+

C

v + 1
=

A(v2 − 1) +Bv(v + 1) + Cv(v − 1)

v(v2 − 1)

v2 − 3

v(v2 − 1)
=

(A+B + C)v2 + (B − C)v − A

v(v2 − 1)
A = 3
B − C = 0
A+B + C = 1

⇒ A = 3, B = −1, C = −1

∫
dx

x
+3

∫
dv

v
−
∫

dv

v − 1
−
∫

dv

v + 1
= 0 ⇒ ln |x|+3 ln |v|− ln |v−1|− ln |v+1| = ln c

ln |x|+ ln |v|3 − (ln |v − 1|+ ln |v + 1|) = 0 ⇒ ln |xv3| − ln |v2 − 1| = 0

ln
∣∣∣ xv3

v2 − 1

∣∣∣ = ln c ⇒ xv3

v2 − 1
= c ⇒

x t3

x3

t2

x2 − 1
⇒ t3

t2 − x2
= c, y2 = t ⇒ y6

y4 − x2
= c

کامل معادلات ٨.٢

f(x, y) مانند تابعͬ گاه هر گوییم کامل ,M(xرا y)dx+N(x, y)dy = 0 دیفرانسیل ی معادله ١.٨.٢ تعریف
طوریͺه: به باشد داشته وجود

∂f

∂x
= M(x, y) ,

∂f

∂y
= N(x, y)



٢٠ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

، باشند پیوسته D ی ناحیه در ∂M
∂y

, ∂N
∂x

جزیͬ مشتقات و M(x, y), N(x, y) توابع کنید فرض ١.٨.٢ قضیه
که است آن باشد ,M(xکامل y)dx+N(x, y)dy = 0 دیفرانسیل معادله آنͺه برای کافͬ و لازم شرط آنͽاه

∂M

∂y
=

∂N

∂x

گیریم، مͬ نظر در ثابت) c) f(x, y) = c ابتدا M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 کامل ی معادله حل برای
دهیم: مͬ قرار f(x, y) نمودن پیدا برای سپس

fx(x, y) = M(x, y) (1)

fy(x, y) = N(x, y) (2)

انتͽرالͽیری ثابت آوردن بدست برای و گیرم مͬ dx دیفرانسیل به نسبت انتͽرال (١) ی معادله از ابتدا حالت این در
بدست را نهایͬ جواب (٢) ی معادله با دادن قرار مساوی با و گیریم مͬ مشتق y به نسبت آمده بدست جواب از

آورد. بدست را جواب و داد انجام نیز (٢) ی معادله با توان مͬ را مراحل همین آوریم. مͬ

١.٨.٢ مثال
(2xy + 3)dx+ (x2 + 8y)dy = 0

بنابراین است کامل معادله Myلذا = 2x,Nx = 2x نماییم: مͬ بررسͬ را قضیه شرط ابتدا

f(x, y) =

∫
(2xy + 3)dx = x2y + 3x+ c(y) (1)

fy = x2 +
dc(y)

dy
= x2 + 8y ⇒ dc(y)

dy
= 8y ⇒ c(y) = 4y2 + c1

داریم: لذا و نماییم مͬ جایͽذاری (١) در c(y) جای به
x2y + 3x+ 4y2 + c1 = c ⇒ x2y + 3x+ 4y2 = c2

٢.٨.٢ مثال
(2xy2 + 2y)dx+ (2x2y + 2x)dy = 0

بنابراین: است، کامل معادله لذا My = 4xy + 2 , Nx = 4xy + 2 ⇒ My = Nx

f(x, y) =

∫
(2x2y + 2x)dy = x2y2 + 2xy + c(x) (1)

fx = 2xy2 + 2y +
dc(x)

dx
= 2xy2 + 2y ⇒ dc(x)

dx
= 0 ⇒ c(x) = c1

داریم: لذا و نماییم مͬ جایͽذاری (١) در c(x) جای به

f(x, y) = x2y2 + 2xy + c1 = c ⇒ x2y2 + 2xy = c2

٣.٨.٢ مثال
(
y

x
+ 6x)dx+ (lnx− 2)dy = 0



٢١ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

بنابراین: است، کامل معادله لذا My =
1
x

, Nx = 1
x
⇒ My = Nx

f(x, y) =

∫
(
y

x
+ 6x)dx = y lnx+ 3x2 + c(y) (1)

fy = ln x+
dc(y)

dy
= ln x− 2 ⇒ dc(y)

dy
= −2 ⇒ c(y) = −2y + c1

داریم: (١) در c(y) جایͽذاری با

f(x, y) = y lnx+ 3x2 − 2y + c1 = c ⇒ y lnx+ 3x2 − 2y = c2

انتͽرالͽیری فاکتورهای ٩.٢
است ممͺن My ̸= Nx یعنͬ نباشد، کامل M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1) دیفرانسیل معادله اگر
نماییم، ضرب µ(x, y) در را (١) طرفین اگر که طوری به کرد پیدا را µ(x, y) ̸= 0 مانند مناسبͬ تابع بتوان

نامند. مͬ انتͽرال فاکتور را تابعͬ شود.چنین کامل دیفرانسیل معادله
زیر صورت به توان مͬ را آنها از بعضͬ اما ندارد وجود کلͬ حالت در انتͽرال فاکتور کردن پیدا برای ای قضیه

نمود: تقسیم

بدست زیر صورت به که است µ(x) انتͽرال فاکتور دارای معادله آنͽاه باشد، x از تابعͬ فقط My−Nx

N
اگر (١)

آید: مͬ
f(x) =

My −Nx

N
⇒ µ(x) = e

∫
f(x)dx

١.٩.٢ مثال
(3xy + y2)dx+ (x2 + xy)dy = 0 (1)

نیست. کامل معادله Myلذا = 3x+ 2y,Nx = 2x+ y ⇒ My ̸= Nx
My −Nx

N
=

3x+ 2y − 2x− y

x2 + xy
=

x+ y

x(x+ y)
=

1

x
⇒ µ(x) = e

∫
1
x
dx = elnx = x

است. کامل که شود مͬ حاصل (٢) ی معادله و نماییم مͬ ضرب µ(x) انتͽرال فاکتور در را (١) ی معادله

(3x2y + xy2)dx+ (x3 + x2y)dy = 0 (2)

f(x, y) =

∫
(3x2y + xy2)dx = x3y +

x2y2

2
+ c(y) (3)

fy = x3 + x2y +
dc(y)

dy
= x3 + x2y ⇒ dc(y)

dy
= 0 ⇒ c(y) = c1

داریم: (٣) در c(y) جایͽذاری با

f(x, y) = x3y +
x2y2

2
+ c1 = c ⇒ x3y +

x2y2

2
= c2
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زیر صورت به که است µ(y) انتͽرال فاکتور دارای معادله آنͽاه باشد، y حسب بر تابعͬ فقط My−Nx

M
اگر (٢)

آید: مͬ بدست
g(y) =

My −Nx

M
⇒ µ(y) = e−

∫
g(y)dy

٢.٩.٢ مثال
ydx+ (2x− yey)dy = 0 (1)

نیست. کامل Myمعادله = 1, Nx = 2 ⇒ My ̸= Nx

My −Nx

M
=

1− 2

y
= −1

y
⇒ µ(y) = e−

∫
− 1

y
dy = eln y = y

است. کامل که شود مͬ حاصل (٢) ی معادله و نماییم مͬ ضرب µ(y) انتͽرال فاکتور در را (١) ی معادله

y2dx+ (2xy − y2ey)dy = 0 (2)

f(x, y) =

∫
y2dx = xy2 + c(y) (3)

fy = 2xy +
dc(y)

dy
= 2xy − y2ey ⇒ dc(y)

dy
= −y2ey ⇒ c(y) = −

∫
y2eydy

داریم: لذا و نماییم مͬ حل جزء به جزء روش از u = y2, dv = eydy انتخاب با را انتͽرال این

..
+y2

.

−2y

.

+2

.

0

.
eydy

.

ey

.

ey

.

ey

∫
y2eydy = y2ey − 2yey + 2ey

c(y) = −y2ey + 2(yey − ey)

f(x, y) = xy2 − y2ey + 2(yey − ey)

به که است F (z) انتͽرال فاکتور دارای معادله آنͽاه باشد، xy حسب بر تابعͬ فقط My−Nx

yN−xM
اگر (٣)

آید: مͬ بدست زیر صورت
z = xy , f(z) =

My −Nx

yN − xM
⇒ F (z) = e

∫
f(z)dz

٣.٩.٢ مثال
(y + x4y2)dx+ xdy = 0 (1)

نیست. کامل معادله لذا My = 1 + 2x4y,Nx = 1 ⇒ My ̸= Nx

My −Nx

yN − xM
=

1 + 2x4y − 1

xy − xy − x5y2
= − 2

xy

F (z) = e−2
∫

dz
z = e−2 ln z = eln z−2

= z−2 =
1

z2
⇒ F (z) =

1

x2y2
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است. کامل که شود مͬ حاصل (٢) ی معادله و نماییم مͬ ضرب F (z) انتͽرال فاکتور در را (١) ی معادله

(
1

x2y
+ x2)dx+

1

xy2
dy = 0 (2)

f(x, y) =

∫
(
1

x2y
+ x2)dx =

1

y

∫
x−2dx+

∫
x3dx = − 1

xy
+

1

3
x3 + c(y)

fy =
1

xy2
+

dc(y)

dy
=

1

xy2
⇒ dc(y)

dy
= 0 ⇒ c(y) = c1

f(x, y) = − 1

xy
+

1

3
x3 + c1 = c ⇒ − 1

xy
+

1

3
x3 = c2

باشد: زیر صورت به دیفرانسیل معادله اگر (۴)
y(Kxayb + Lxcyd)dx+ x(Mxayb +Nxcyd)dy = 0 (1)

ی معادله ضرب با است. F = xαyβ صورت به انتͽرال فاکتور دارای معادله KNآنͽاه −ML ̸= 0 و
آوریم. مͬ بدست را α, β بودن کامل شرط بررسͬ و F در (١)

۴.٩.٢ مثال
y(4x+ 3y3)dx+ x(2x+ 5y3)dy = 0 (1)

نماییم. مͬ ضرب F = xαyβ در را (١) ی معادله لذا KN −ML = 20− 6 ̸= 0

(4xα+1yβ+1 + 3xαy4+β)dx+ (2xα+2yβ + 5xα+1yβ+3)dy = 0 (2)

آوریم. مͬ بدست را α, β و نموده بررسͬ (٢) معادله برای را بودن کامل شرط
My = 4(β + 1)xα+1yβ + 3(4 + β)xαy3+β

Nx = 2(α + 2)xα+1yβ + 5(α + 1)xαyβ+3

My = Nx ⇒
{

4(β + 1) = 2(α + 2)
3(4 + β) = 5(α + 1)

⇒ α = 2, β = 1 ⇒ F = x2y

است. کامل که شود مͬ حاصل (٢) ی معادله لذا نماییم، مͬ ضرب F در را (١) ی معادله

(4x3y2 + 3x2y5)dx+ (2x4y + 5x3y4)dy = 0 (2)

f(x, y) =

∫
(4x3y2 + 3x2y5)dx = x4y2 + x3y5 + c(y)

fy = 2x4y + 5x3y4 +
dc(y)

dy
= 2x4y + 5x3y4 ⇒ dc(y)

dy
= 0 ⇒ c(y) = c1

نباشد. انتͽرال فاکتور مستقیم ی محاسبه به نیازی که باشد ای گونه به معادله ظاهر است ممͺن گاهͬ ۵ تبصره
نمود. استفاده زیر فرمولهای از توان مͬ صورت این در



٢۴ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

d(x
y
) = ydx−xdy

y2
(١)

d(xy) = xdy + ydx (٢)

d(x2 + y2) = 2(xdx+ ydy) (٣)

d(arctan(x
y
)) = ydx−xdy

x2+y2
(۴)

d(ln(x
y
)) = ydx−xdy

xy
(۵)

۵.٩.٢ مثال
ydx+ (x2y − x)dy = 0

نیست. کامل معادله Myبنابراین = 1, Nx = 2xy − 1

x2ydy = xdy − ydx ⇒ ydy =
xdy − ydx

x2
(x ̸= 0)

ydy = d(
y

x
) ⇒

∫
ydy =

∫
d(

y

x
)

y2

2
+ c =

y

x
⇒ y =

xy2

2
+ cx

۶.٩.٢ مثال
2x(x2 + y2)dx− xdy + ydx = 0

2xdx+
ydx− xdy

x2 + y2
= 0 ⇒ 2xdx+ d(arctan(

x

y
)) = 0∫

2xdx+

∫
d(arctan(

x

y
)) = 0 ⇒ x2 + arctan(

x

y
) = c

٧.٩.٢ مثال
(x+ y2 + 1)dy = ydx

y2dy + dy = ydx− xdy ⇒ dy +
dy

y2
=

ydx− xdy

y2∫
dy +

∫
y−2dy =

∫
d(
x

y
) ⇒ y +

y−1

−1
+ c =

x

y

y − 1

y
+ c =

x

y



٢۵ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

قائم مسیرهای ١٠.٢

را دسته ͷی صورت این در باشد، عمود دیͽر ی دسته های منحنͬ ی کلیه بر منحنͬ، دسته ͷی از منحنͬ هر اگر
نامند. مͬ دیͽر ی دسته قائم های مسیر

است: زیر صورت به منحنͬ دسته ͷی قائم مسیرهای آوردن بدست روش
زیرا دهیم، مͬ قرار ، − 1

y′
،y′ جای به معادله این در سپس کنیم، مͬ پیدا را اصلͬ مسیر دیفرانسیل معادله ابتدا

اصلͬ مسیر ی زاویه ضریب ی قرینه و عͺس قائم، مسیر منحنͬ ی زاویه ضریب اصلͬ، مسیر روی نقطه هر در
تا نماییم مͬ حل را قائم مسیر دیفرانسیل معادله سپس و آید مͬ بدست قائم مسیر دیفرانسیل معادله لذا است،

آید. بدست قائم مسیر منحنͬ دسته

بیابید. را x2 + y2 = c های منحنͬ دسته قائم مسیرهای ١.١٠.٢ مثال
دهیم، مͬ تشͺیل را اصلͬ مسیر دیفرانسیل معادله }ابتدا

x2 + y2 = c
2x+ 2yy′ = 0

⇒ y′ = −x

y

حل را معادله این حال .− 1
y′
= −x

y
از: عبارتست قائم مسیر معادله لذا و دهیم مͬ قرار − 1

y′
،y′ جای به
نماییم، مͬ

y′ =
y

x
⇒ dy

y
=

dx

x
⇒

∫
dy

y
=

∫
dx

x

ln y = ln x+ c ⇒ ln y = ln x+ ln c1 ⇒ y = c1x

باشند. مͬ قائم مسیرهای های منحنͬ دسته y = c1x بنابراین

بیابید. را x3y − y3x = c های منحنͬ دسته قائم مسیرهای ٢.١٠.٢ مثال
دهیم، مͬ تشͺیل را اصلͬ مسیر دیفرانسیل معادله }ابتدا

x3y − y3x = c
3x2y + x3y′ − y3 − 3y′y2x = 0

داریم: دستͽاه دوم ی معادله از

y′(x3 − 3xy2) = y3 − 3x2y ⇒ y′ =
y3 − 3x2y

x3 − 3xy2

از: عبارتست قائم مسیر ی معادله لذا و دهیم مͬ قرار − 1
y′

،y′ جای به

− 1

y′
=

y − 3x2y

x3 − 3xy2
⇒ dy

dx
=

3xy2 − x3

y3 − 3x2y

نماییم: مͬ حل زیر صورت به را معادله y = vx متغیر تغییر با بنابراین است، همͽن معادله این

dy = vdx+ xdv ⇒ vdx+ xdv

dx
=

3x3v2 − x3

v3x3 − 3x3v
⇒ v +

xdv

dx
=

3v2 − 1

v3 − 3v

xdv

dx
=

3v2 − 1

v3 − v
− v =

−v4 + 6v2 − 1

v3 − 3v
⇒ −dx

x
=

(v3 − 3v)dv

v4 − 6v2 + 1

−
∫

dx

x
=

1

4

∫
4v3 − 12v

v4 − 6v2 + 1
dv ⇒ − lnx =

1

4
ln(v4 − 6v2 + 1)− 1

4
c



٢۶ اول ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

−4 ln x = ln(v4 − 6v2 + 1) + c ⇒ lnx4(v4 − 6v2 + 1) = c

ec = x4(
y4

x4
− 6

y2

x2
+ 1) ⇒ y4 − 6x2y2 + x4 = c1

هستند. قائم مسیرهای های منحنͬ دسته y4 − 6x2y2 + x4 = c1 بنابراین

نمایید. حل را زیر معادلات ٣ تمرین

y′ = 2x2+y2

−2xy+3y2
(١)

y′ = y
x
+ sin y

x
(٢)

dy
dx

= x+y−1
x+4y+2

(٣)

ex ln ydx+ exy−1dy = 0 (۴)
(3x2 lnx+ x2 − y)dx− xdy = 0 (۵)

3x2dx− 2x2ydy = 2xy2dx (۶)
(1− x2y)dx+ x2(y − x)dy = 0 (٧)

(x+ y2)dx− 2xydy = 0 (٨)
(x2 + y2)dx+ 3xydy = 0 (٩)
y(2− 3xy)dx− xdy = 0 (١٠)
x sin( y

x
)y′ = y sin( y

x
) + x (١١)

x(y′ + e
y
x ) = y (١٢)



٣ فصل

بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

مقدمه ١.٣
تعمیم بالاتر مراتب به را حل روش و نموده بیان را دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل ی طریقه فصل این در

باشد: مͬ زیر صورت به ام n ی مرتبه دیفرانسیل ی معادله کلͬ فرم دهیم. مͬ
F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 (1)

به نیز خطͬ دیفرانسیل معادلات نماییم. مͬ تقسیم خطͬ غیر و خطͬ ی دسته دو به را (١) دیفرانسیل ی معادله
شوند: مͬ تقسیم زیر ی دسته دو

ثابت ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات (١)
متغیر ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات (٢)

دوم مرتبه خطͬ معادلات ٢.٣

باشد: مͬ زیر فرم به خطͬ دوم مرتبه دیفرانسیل ی معادله ١.٢.٣ تعریف

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) (1)

نامند. مͬ همͽن غیر آنرا صورت این غیر در و همͽن را معادله آنͽاه r(x) = 0 ، (١) ی معادله در اگر

مانند تابع ͷی تنها آنͽاه ، باشند پیوسته (a, b) باز ی فاصله روی p(x), q(x), r(x) توابع اگر ١.٢.٣ قضیه
ی معادله در که دارد وجود y = G(x)

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) , y(x0) = y0 , y′(x0) = y′0

کند. مͬ صدق (a, b) فاصله در x0 ی نقطه در

همͽن خطͬ دیفرانسیل ی معادله جواب ͷی y1 = G(x) اگر ٢.٢.٣ قضیه
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (1)

بود. خواهد معادله جواب ͷی نیز دلخواه) ثابت c) y = cG(x) آنͽاه باشد،

٢٧



٢٨ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

همͽن دیفرانسیل ی معادله جواب دو y1, y2 اگر ٣.٢.٣ قضیه
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (1)

است. (١) ی معادله جواب ͷی نیز y1 + y2 آنͽاه باشند،

ی معادله برای جواب دو y1, y2 اگر که گرفت نتیجه توان مͬ ٢.٢.٣و٣.٢.٣ های قضیه به توجه با ۶ تبصره
بود. خواهد جواب ͷی نیز c1y1 + c2y2 صورت این در باشند، همͽن دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل

باشد: برقرار زیر ی رابطه گاه هر گویند خطͬ مستقل (a, b) ی فاصله روی را y1(x), y2(x) توابع ٢.٢.٣ تعریف

c1y1(x) + c2y2(x) = 0 ⇔ c1 = c2 = 0

باشیم: داشته اگر دارند خطͬ ͬͽوابست و

y1(x) = ky2(x) ∨ y2(x) = ly1(x) ∀x ∈ (a, b) اعداد) ثابتند k, l)

صورت این غیر در و دارند خطͬ ͬͽوابست y1, y2 آنͽاه y2(x) = 0 یا y1(x) = 0 ، (a, b) ی فاصله در اگر
باشد، x از تابعͬ y1

y2
صورتیͺه در لذا باشد. ثابت مقدار ͷی با برابر y1

y2
اگر وتنها اگر دارند خطͬ ͬͽوابست y1, y2

هستند. خطͬ مستقل y1, y2 آنͽاه

.y1
y2

= 6
5
زیرا: دارند خطͬ ͬͽوابست y1 = 6x, y2 = 5x توابع (١) ١.٢.٣ مثال

.y1
y2

= ex زیرا: اند خطͬ مستقل y1 = e2x, y2 = ex توابع (٢)

y = c1y1+c2y2 آنͽاه باشند، y′′+p(x)y′+q(x)y = ی0 معادله جوابمستقلخطͬ دو y1, y2 اگر ٧ تبصره
است. معادله این عمومͬ جواب

ثابت ضرایب با همͽن دوم مرتبه خطͬ معادلات ٣.٣

باشد: مͬ زیر صورت به ثابت ضرایب با همͽن دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل ی معادله
y′′ + ay′ + by = 0 (a, b ∈ R) (1)

زیر حالتهای سپس دهیم. مͬ تشͺیل t2 + at+ b = 0 صورت به را مفسر ی معادله ابتدا معادله این حل برای
گیریم: مͬ نظر در را

آنͽاه دهیم نشان t1, t2 با را ریشه دو این و باشد متمایز ی ریشه دو دارای مفسر ی معادله اگر (١)
.y = c1e

t1x+c2e
t2x از عبارتست آن جوابعمومͬ لذا باشند، مͬ (١) جوابهای y1 = et1x, y2 = et2x

نمایید. مشخص را y′′ − 2y′ − 15y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ١.٣.٣ مثال
داریم: لذا دهیم، مͬ تشͺیل را مفسر ی معادله ابتدا

t2 − 2t− 15 = 0 ⇒ (t− 5)(t+ 3) = 0 ⇒ t1 = 5, t2 = −3 ⇒ y = c1e
5x + c2e

−3x



٢٩ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. مشخص را زیر دیفرانسیل ی معادله عمومͬ جواب ٢.٣.٣ مثال
y′′ − y′ − 6y = 0 , y(0) = 3 , y′(0) = −4

t1 = −2, t2 = 3 از: عبارتست آن های ریشه که باشد مͬ t2 − t − 6 = صورت0 به مفسر ی معادله
باشد: مͬ زیر صورت به عمومͬ جواب لذا

y = c1e
−2x + c2e

3x (1)

y′ = −2c1e
−2x + 3c2e

3x (2) گیریم: مͬ مشتق (١) ی معادله از
دهیم: مͬ قرار (٢) (١)و های معادله در را اولیه }شرایط

c1 + c2 = 3
−2c1 + 3c2 = −4

. y = 13
5
e−2x + 2

5
e3x بنابراین: c1 = 13

5
, c2 =

2
5
داریم: دستͽاه حل از

بنابراین ،t = t1 = t2 صورت این در باشد مضاعف ی ریشه دارای مفسر ی معادله اگر (٢)
از: عبارتست عمومͬ جواب لذا باشند، مͬ (١) جوابهای y1 = et1x, y2 = xet1x

y = c1e
t1x + c2xe

t1x

کنید. مشخص را y′′ − 6y′ + 9y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٣.٣.٣ مثال
t2 − 6t+ 9 = 0 ⇒ (t− 3)2 = 0 ⇒ t = 3

.y = (c1 + c2x)e
3x از: عبارتست عمومͬ جواب لذا

دهیم: زیرنشان صورت به را ریشه دو این و باشد مختلط متمایز ی ریشه دو دارای مفسر ی معادله اگر (٣)
t1 = p+ iq, t2 = p− iq q ̸= 0

از: عبارتست (١) ی معادله عمومͬ جواب بنابراین اند خطͬ مستقل y1, y2 چون آنͽاه
y = c1e

(p+iq)x + c2e
(p−iq)x

خطͬ مستقل epx cos qx, epx sin qx چون .eiθ = cos θ+ i sin θ داریم: اویلر فرمول به بنا طرفͬ از از
آید: مͬ بدست زیر صورت به عمومͬ جواب c1 =

1
2
(A− iB), c2 =

1
2
(A+ iB) دادن: قرار با اند

y = epx(A cos qx+B sin qx)

کنید. مشخص را y′′ + 9y = 0 دیفرانسیل ی معادله عمومͬ جواب ۴.٣.٣ مثال
t2 + 9 = 0 ⇒ t1 = 3i, t2 = −3i ⇒ y = A cos 3x+B sin 3x

کنید. مشخص را y′′ + 2y′ + 10y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ۵.٣.٣ مثال

t2 + 2t+ 10 = 0 ⇒ t =
−2±

√
4− 40

2
=

−2±
√
−36

2
=

−2± 6i

2

⇒ t1 = −1 + 3i, t2 = −1− 3i ⇒ y = e−x(A cos 3x+B sin 3x)

آورید. بدست را زیر ی ها معادله عمومͬ جواب ۴ تمرین
y′′ − 3y′ + 2y = 0 (١)
y′′ + y′ + 2y = 0 (٢)

y′′ − 3y′ = 0 (٣)



٣٠ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. حل را زیر اولیه شرایط با معادلات
y′′ + 3y′ + 2y = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 2 (١)

y′′ + 9y = 0 , y(0) = 2 , y′(0) = 9 (٢)
y′′ − 4y′ + 4y = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = −6 (٣)

ثابت ضرایب با n دلخواه ی مرتبه از همͽن معادلاتخطͬ ۴.٣
باشد: مͬ زیر صورت به ثابت ضرایب با n ی مرتبه همͽن ی معادله ͷی

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = 0 (2)

هرگاه: نامند مͬ خطͬ مستقل I ی فاصله روی را y1, y2, ..., yn توابع ١.۴.٣ تعریف
c1y1 + c2y2 + ...+ cnyn = 0 ⇔ c1 = c2 = ... = cn = 0

y1, y2, . . . , yn رونسͺین باشند. تعریفشده [a, b]ی فاصله روی y1, y2, . . . , yn توابع فرضکنید ٢.۴.٣ تعریف
زیر: ماتریس دترمینان از عبارتست ، شود مͬ داده Wنشان [y1, y2, . . . , yn]علامت با که

W [y1, y2 . . . , yn] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
... ... . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[a, b] ی فاصله روی (٢) دیفرانسیل ی معادله خطͬ مستقل جوابهای y1, y2 . . . , yn توابع اگر ١.۴.٣ قضیه

باشد. صفر تواند نمͬ [a, b] نقاط تمام Wدر [y1, y2, . . . , yn] آنͽاه باشند

عبارتست آن عمومͬ جواب آنͽاه باشند (٢) ی معادله خطͬ مستقل جوابهای y1, y2, ..., yn اگر ٢.۴.٣ قضیه
از:

y = c1y1 + c2y2 + ...+ cnyn

دهیم: مͬ تشͺیل زیر صورت به را مفسر ی معادله ابتدا (٢) ی معادله برای
tn + a1t

n−1 + ...+ an−1t+ an = 0

چون نماییم. مشخصمͬ را y1, y2, . . . , yn خطͬ مستقل جوابهای مفسر ی معادله های ریشه از استفاده با سپس
گیریم: مͬ نظر در را زیر حالتهای است حقیقͬ ضرایب با n ی درجه از کثیرالجمله ͷی مفسر ی معادله

جوابهای صورت این در باشد t1 ̸= t2 ̸= . . . ̸= tn حقیقͬ متمایز ی ریشه n دارای مفسر ی معادله (١)
y1 = et1x , y2 = et2x , . . . , yn = etnx

باشد: مͬ زیر صورت به (٢) ی معادله عمومͬ جواب لذا هستند. خطͬ مستقل
y = c1e

t1x + c2e
t2x + . . .+ cne

tnx

کنید. مشخص را y′′′ − 2y′′ − 3y′ = 0 ی معادله عمومͬ جواب ١.۴.٣ مثال

t3 − 2t2 − 3t = 0 ⇒ t(t2 − 2t− 3) = 0

t1 = 0, t2 = 3, t3 = −1 ⇒ y = c1 + c2e
3x + c3e

−x



٣١ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

صورت این در باشند. مساوی هم با آنها mتای و باشد حقیقͬ ی ریشه n دارای مفسر ی معادله (٢)
بنابراین t1 = t2 = . . . = tm

y1 = et1x , y2 = xet1x , y3 = x2et1x, . . . , ym = xm−1et1x

هستند. اول حالت مانند ym+1, . . . , yn و

کنید. مشخص را y′′′ − y′′ − y′ + y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٢.۴.٣ مثال

t3 − t2 − t+ 1 = 0 ⇒ (t3 − t2)− (t− 1) = 0 ⇒ t2(t− 1)− (t− 1) = 0

(t− 1)(t2 − 1) = 0 ⇒ t1 = t2 = 1, t3 = −1

y1 = ex, y2 = xex, y3 = e−x ⇒ y = (c1 + c2x)e
x + c3e

−x

حقیقͬ آن ی ها ریشه بقیه و باشد t1 = p+ iq, t2 = p− iq مختلط های ریشه دارای مفسر ی معادله اگر (٣)
را epx(c1 cos qx+ c2 sin qx) عبارت c1y1 + c1y2 جای به عمومͬ جواب در صورت این در باشند

دهیم. مͬ قرار

کنید. مشخص را y(4) − y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٣.۴.٣ مثال

t4 − 1 = 0 ⇒ (t2 + 1)(t− 1)(t+ 1) = 0 ⇒ t1 = i, t2 = −i, t3 = 1, t4 = −1

y = c1 cos x+ c2 sin x+ c3e
x + c4e

−x

قسمت این به مربوط جواب 2m صورت این در باشد تͺراری مختلط ریشه m دارای مفسر ی معادله اگر (۴)
از: عبارتند

epx cos qx, epx sin qx, . . . , xm−1epx cos qx, xm−1epx sin qx

داریم: را زیر عبارت mجواب جای به عمومͬ جواب در بنابراین
epx(c1 + c2x+ . . .+ cmx

m−1) cos qx+ epx(cm+1 + cm+2x+ . . .+ c2mx
m−1) sin qx

کنید. مشخص را y(6) + y(4) − y′′ − y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ۴.۴.٣ مثال

t6 + t4 − t2 − 1 = 0 ⇒ t4(t2 + 1)− (t2 + 1) = 0 ⇒ (t2 + 1)(t4 − 1) = 0

(t2 + 1)(t2 + 1)(t2 − 1) = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = −1, t3 = t4 = i, t5 = t6 = −i

⇒ y = c1e
x + c2e

−x + (c3 + c4x) cos x+ (c5 + c6x) sinx

بالاتر و دوم ی مرتبه همͽن غیر معادلاتخطͬ ۵.٣

باشد: مͬ زیر صورت به دوم ی مرتبه همͽن غیر خطͬ معادلات کلͬ فرم

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = g(x) (1)

ساده جواب ͷی yp(x) که است yp(x), yc(x) مجموع صورت به (١) ی معادله عمومͬ جواب ١.۵.٣ قضیه
باشد: مͬ زیر همͽن ی معادله عمومͬ جواب yc(x) و است (١) ی معادله پارامتر بدون

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = 0 (2)

باشد. مͬ y(x) = yc(x) + yp(x) صورت به (١) ی معادله عمومͬ جواب یعنͬ
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باشد: زیر صورت به تابع چند مجموع صورت به g(x) ،(١) ی معادله در کنید فرض ٢.۵.٣ قضیه
y′′ + f1(x)y

′ + f2(x)y = g1(x) + g2(x) + . . .+ gm(x) (3)

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x) = g1(x) ی معادله جواب ͷی y1(x) و

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = g2(x) ی معادله جواب ͷی y2(x) و

جواب ͷی آنͽاه باشد y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = gm(x) ی معادله جواب ͷی ym(x) ترتیب همین به و

باشد: مͬ زیر صورت به (٣) ی معادله خصوصͬ
yp(x) = y1(x) + y2(x) + . . .+ ym(x)

داریم: زیر صورت به روش دو yp(x) خصوصͬ جواب آوردن بدست برای

روشණراশࢋ಻൓ग़ฬن (١)
خصوصͬ جواب آوردن بدست برای برد. کار به توان مͬ ثابت ضرایب با معادلات برای فقط را روش این

ی معادله
y′′ + a1y

′ + a2y = g(x) (3)

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالتهای

به را خصوصͬ جواب فرم آنͽاه باشد، n ی درجه از ای جمله چند ͷی (٣) ی معادله در g(x) اگر (الف)
گیریم: مͬ نظر در زیر صورت

yp = xs(A0 + A1x+ . . .+ Anx
n)

ضرایب نمودن مشخص باشد.برای مͬ مفسر ی معادله در صفر مساوی های ریشه تعداد s آن در که
از ضرایب دادن قرار برابر با و داده قرار (٣) ی معادله در را y′′p , y′p, yp عبارتهای A0, A1, . . . , An

آوریم. مͬ بدست را ضرایب تساوی طرف دو
نمایید. حل را y′′ + 3y′ = x2 دیفرانسیل ی معادله ١.۵.٣ مثال

نماییم. مͬ حل را y′′ + 3y′ = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t2 + 3t = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −3 ⇒ yc = c1 + c2e
−3x

در که گیریم مͬ نظر در yp = xs(A0 + A1x+ A2x
صورت(2 به را yp خصوصͬ جواب سپس

بنابراین: s = 1 آن
yp = A0x+ A1x

2 + A2x
3 ⇒ y′p = A0 + 2A1x+ 3A2x

2 ⇒ y′′p = 2A1 + 6A2x

داریم: لذا و دهیم مͬ ′′yقرار + 3y′ = x2 ی معادله در را yp, y′p, y′′p
2A1 + 6A2x+ 3A0 + 6A1x+ 9A2x

2 = x2
9A2 = 1
6A2 + 6A1 = 0
2A1 + 3A0 = 0

A1 = −1

9
, A2 =

1

9
, A0 =

2

27
⇒ yp =

2

27
x− 1

9
x2 +

1

9
x3, y = yp + yc

n ی درجه از ای جمله چند p(x) آن در که باشد p(x)eαx صورت به (٣) ی معادله در g(x) اگر (ب)
گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را خصوصͬ جواب فرم آنͽاه است،

yp = xs(A0 + A1x+ . . .+ Anx
n)eαx

باشد. مͬ مفسر ی معادله در α مساوی های ریشه تعداد s آن در که
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کنید. مشخص را y′′ + 3y′ + 2y = e−2x ی معادله عمومͬ جواب ٢.۵.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را y′′ + 3y′ + 2y = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t2 + 3t+ 2 = 0 ⇒ t1 = −1, t2 = −2 ⇒ yc = c1e
−x + c2e

−2x

بنابراین: s = 1 آن در که yp = xsA0e
−2x از: عبارتست yp خصوصͬ جواب بنابراین

yp = A0xe
−2x, y′p = A0e

−2x − 2A0xe
−2x, y′′p = −4A0e

−2x + 4A0xe
−2x

داریم: لذا و دهیم مͬ قرار y′′ + 3y′ + 2y = e−2x ی معادله در را yp, y′p, y′′p

−4A0e
−2x+4A0xe

−2x+3A0e
−2x−6A0xe

−2x+2A0xe
−2x = e−2x ⇒ −A0e

−2x = e−2x

A0 = −1 ⇒ y = yc + yp ⇒ y = c1e
−x + (c2 − x)e−2x

ی تبه مر از ثابت ضرایب با معادلات برای توان مͬ حالتها تمام در را نامعین ضرایب روش ٨ تبصره
برد. کار به n دلخواه

نمایید. مشخص را زیر ی معادله خصوصͬ جواب فرم ٣.۵.٣ مثال
y(4) + 2y(3) + y′′ = (x2 + 3)e−x + 4x

نماییم. مͬ مشخص را همͽن مفسر ی معادله های ریشه ابتدا
t4 + 2t3 + t2 = 0 ⇒ t2(t+ 1)2 = 0 ⇒ t1 = t2 = 0, t3 = t4 = −1

لذا: و است g1(x) = (x2 + 3)e−x, g2(x) = 4x مجموع g(x) معادله این در
یعنͬ مفسر ی معادله 1−در مساوی های ریشه تعداد s آن در که yp1 = xse−x(Ax2 +Bx+C)
یعنͬ مفسر ی معادله در صفر مساوی های ریشه تعداد s آن در که yp2 = xs(Dx + F ) و s = 2

باشد،بنابراین: مͬ s = 2
yp = x2e−x(Ax2 +Bx+ C) + x2(Dx+ F )

p(x) آن در که باشد p(x)eαx sin βx یا p(x)eαx cos βx صورت به (٣) ی معادله در g(x) اگر (ج)
گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را خصوصͬ جواب فرم آنͽاه است n ی درجه از ای جمله چند

yp = xseαx((A0 +A1x+ . . .+Anx
n) cos βx+ (B0 +B1x+ . . .+Bnx

n) sin βx))

باشد. مͬ مفسر ی معادله در α + iβ مساوی های ریشه تعداد s آن در که
کنید. مشخص را y′′ + 4y = 3 cos 5x ی معادله عمومͬ جواب ۴.۵.٣ مثال

نماییم. مͬ مشخص را y′′ + 4y = 0 همͽن ی معادله جواب ابتدا
t2 + 4 = 0 ⇒ t = ±2i ⇒ yc = c1 cos 2x+ c2 sin 2x

چون گیریم. مͬ نظر در yp = xs(A cos 5x+B sin 5x)صورت به را yp خصوصͬ جواب سپس
داریم: لذا و s = 0 بنابراین ندارد، 5i ی ریشه مفسر ی معادله

yp = A cos 5x+B sin 5x ⇒ y′′p = −25A cos 5x− 25B sin 5x

بنابراین: دهیم، مͬ قرار y′′ + 4y = 3 cos 5x ی معادله در را yp, y
′′
p

A = −1

7
, B = 0 ⇒ yp = −1

7
cos 5x ⇒ y = c1 cos 2x+ c2 sin 2x− 1

7
cos 5x
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نمایید. مشخص را زیر ی معادله خصوصͬ جواب فرم ۵.۵.٣ مثال
y′′ + 4y = x2 sin 2x

و است ±2i برابر y′′ + 4y = 0 همͽن ی معادله مفسر ی معادله های ریشه قبل مثال به توجه با
بنابراین: است مفسر ی معادله ی ریشه بار ͷی +2i چون

yp = x((Ax2 +Bx+ C) cos 2x+ (Dx2 + Ex+ F ) sin 2x)

نمایید. مشخص را y′′′ + y′′ = ex cosx ی معادله عمومͬ جواب ۶.۵.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را y′′′ + y′′ = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t3 + t2 = 0 ⇒ t1 = t2 = 0, t3 = −1 ⇒ yc = c1 + c2x+ c3e
−x

s آن در که گیریم مͬ نظر در yp = xsex(A cosx + B sinx) صورت به را yp خصوصͬ جواب
yp خصوصͬ جواب بنابراین ، s = 0 و باشد مͬ مفسر ی معادله در 1 + i مساوی های ریشه تعداد

.yp = ex(A cosx+B sin x) : از عبارتست

y′p = ex((A+B) cos x+ (A−B) sin x) ⇒ y′′p = ex(2B cosx− 2A sinx)

y′′′p = ex((2B − 2A) cos x− (2A+ 2B) sin x)

داریم: لذا و دهیم مͬ قرار y′′′ + y′′ = ex cos x ی درمعادله را y′′p , y′′′p
A = − 1

10
, B =

1

5
⇒ y = c1 + c2x+ c3e

−x + ex(− 1

10
cos x+

1

5
sin x)

روشඵෲ൝ৎرپاراනෂر (ب)

رود. مͬ کار به کلͬ حالت در همͽن غیر خطͬ معادلات حل برای روش این
دیفرانسیل ی معادله در کنید فرض

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = g(x)

روش از yp جوابخصوصͬ کردن پیدا برای باشند. پیوسته باز ی فاصله ͷی در f1(x), f1(x), g(x) توابع
کنیم. مͬ استفاده دارد نام پارامتر تغییر روش که زیر

سپس باشد. موجود yc = c1y1 + c2y2 صورت به متناظر همͽن ی معادله عمومͬ جواب کنید فرض
حسب بر توابعͬ v1(x), v2(x) که گیریم مͬ نظر در yp = v1(x)y1+ v2(x)y2 صورت به را yp جواب

زیر دستͽاه از v1(x), v2(x)ضرایب نمودن مشخص برای هستند. x
v′1(x)y1 + v′2(x)y2 = 0

v′1(x)y
′
1 + v′2(x)y

′
2 = g(x)

آوریم. مͬ بدست را v1(x), v2(x) انتͽرالͽیری با سپس و نموده مشخص را v′1(x), v′2(x)
زیر فرمول دو از لذا Wو [y1, y2] = y1y

′
2 − y′1y2 ̸= 0 بنابراین اند خطͬ مستقل y1, y2 جوابهای چون

آورد. بدست را v1(x), v2(x) توان مͬ نیز

v1(x) = −
∫

y2g(x)

W
dx , v2(x) =

∫
y1g(x)

W
dx

کنید. مشخص را y′′ + 2y′ + 2y = e−x

cos3 x
ی معادله عمومͬ جواب ٧.۵.٣ مثال

نماییم. مͬ حل را y′′ + 2y′ + 2y = 0 همͽن ی معادله ابتدا
t2 + 2t+ 2 = 0 ⇒ t1 = −1− i, t2 = −1 + i ⇒ yc = e−x(c1 cos x+ c2 sinx)
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بنابراین: y1 = e−x cosx, y2 = e−x sinx کنید: فرض
y′1 = −e−x cosx− e−x sinx, y′2 = −e−x sin x+ e−x cosx

W [y1, y2] = y1y
′
2 − y′1y2

= −e−2x cosx sinx+ e−2x cos2 x+ e−2x sinx cosx+ e−2x sin2 x = e−2x

v1(x) = −
∫

y2g(x)

W
dx = −

∫
e−2x sin x

e−2x cos3 x
dx = −

∫
cos−3 x sinxdx

u = cos x, du = − sinxdx ⇒ v1(x) =

∫
u−3du =

u−2

−2
=

cos−2 x

−2
= − 1

2 cos2 x

v2(x) =

∫
y1g(x)

W
dx =

∫
e−2x cos x

e−2x cos3 x
dx =

∫
1

cos2 x
dx =

∫
sec2 xdx = tanx

yp = y1v1 + y2v2 = e−x cosx.(− 1

2 cos2 x
+ e−x sinx. tanx)

= −1

2
e−x 1

cos x
+ e−x sin x

sinx

cosx
= e−x(

−1 + 2 sin2 x

2 cos x
)

y = e−x(c1 cosx+ c2 sinx+
−1 + 2 sin2 x

2 cos x
)

نمایید. مشخص را y′′ + y = sec3 x ی معادله عمومͬ جواب ٨.۵.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را y′′ + y = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t2 + 1 = 0 ⇒ t = ±i ⇒ yc = c1 cosx+ c2 sinx

بنابراین: y1 = cos x, y2 = sinx, yp = v1 cosx+ v2 sinx کنید: فرض
v′1 cosx+ v′2 sinx = 0

−v′1 sinx+ v′2 cosx = sec3 x
⇒


v′1 cos x sin x+ v′2 sin

2 x = 0

−v′1 sin x cos x+ v′2 cos
2 x = sec3 x cos x

v′2(sin
2 x+ cos2 x) =

1

cos3 x
cos x ⇒ v′2 =

1

cos2 x
⇒ v2 =

∫
1

cos2 x
dx = tanx

v′1 = −v′2
sin x

cos x
= − sinx

cos3 x
⇒ v1 = −

∫
cos−3 x sin xdx = − 1

2 cos2 x

yp = v1 cos x+ v2 sin x = − 1

2 cos x
+

sin2 x

cosx

نمایید. مشخص را y′′ + 2y′ + y = 4e−x lnx ی معادله عمومͬ جواب ٩.۵.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را y′′ + 2y′ + y = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t2 + 2t+ 1 = 0 ⇒ t1 = t2 = −1 ⇒ yc = (c1 + c2x)e
−x

بنابراین: yp = v1e
−x + v2xe

−x و y1 = e−x, y2 = xe−x کنید: فرض

y′1 = −e−x, y′2 = e−x − xe−x ⇒ W [y1, y2] = y1y
′
2 − y′1y2 = e−2x
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v1 = −
∫

y2g(x)

W
dx = −

∫
4e−2xx lnx

e−2x
dx = −4

∫
x lnxdx ⇒


u = ln x, du = 1

x
dx

dv = xdx, v = x2

2

⇒ v1 = uv −
∫

vdu = −4(
x2

2
lnx−

∫
x

2
dx) = −2x2 lnx+ x2

v2 =

∫
y1g(x)

W
dx =

∫
4e−2x lnx

e−2x
dx = 4

∫
lnxdx ⇒


u = ln x, du = 1

x
dx

dv = dx, v = x

v2 = 4(uv −
∫

vdu) = 4(x lnx−
∫

dx) = 4(x lnx− x)

⇒ y = e−x(c1 + c2x) + x2e−x(2 lnx− 3)

است. برقرار نیز دلخواه ی مرتبه از همͽن غیر خطͬ معادلات برای پارامتر تغییر روش ٩ تبصره
متناظر همͽن ی معادله عمومͬ جواب ابتدا ،n ی مرتبه از همͽن غیر خطͬ ی معادله ͷی حل برای کلͬ حالت در

آوریم، مͬ بدست را
yc = c1y1 + c2y2 + . . .+ cnyn

توابعͬ (1 ≤ i ≤ n) viها آن در که گیریم مͬ نظر در yp = v1y1+v2y2+ . . .+vnyn صورت به را yp سپس
گیریم. مͬ انتͽرال سپس و آوریم مͬ بدست زیر دستͽاه حل از را v′iها ابتدا viها، ی محاسبه برای هستند. x از

v′1y1 + v′2y2 + . . .+ v′nyn = 0

v′1y
′
1 + v′2y

′
2 + . . .+ v′ny

′
n = 0

...
v′1y

(n−1)
1 + v′2y

(n−1)
2 + . . .+ v′ny

(n−1)
n = g(x)

نمود، محاسبه را زیر دترمینانهای ابتدا توان مͬ viها ی محاسبه برای همچنین

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . . yn
y′1 y′2 . . . y′n
... ... . . .

...
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , Wi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 . . .

ستون i ︷︸︸︷ام
o . . . yn

y′1 y′2 . . . 0 . . .
... ... . . . 0 . . .

...
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . 1 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
نمود. محاسبه را آنها vi =

∫ Wig(x)
W

dx فرمول از استفاده با سپس

نمایید. مشخص را y′′′ + 4y′′ − 5y′ = e3x ی معادله عمومͬ جواب ١٠.۵.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را y′′′ + 4y′′ − 5y′ = 0 همͽن ی معادله ابتدا

t3 + 4t2 − 5t = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = 1, t3 = −5 ⇒ yc = c1 + c2e
x + c3e

−5x



٣٧ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

بنابراین: yp = v1 + v2e
x + v3e

−5x و y1 = 1, y2 = ex, y3 = e−5x کنید: فرض
v′1 + v′2e

x + v′3e
−5x = 0

0 + v′2e
x − 5v′3e

−5x = 0

0 + v′2e
x + 25v′3e

−5x = e3x

⇒


v′1 = −1

5
e3x

v′2 =
1
6
e2x

v′3 =
1
30
e8x

⇒


v1 = − 1

15
e3x

v2 =
1
12
e2x

v3 =
1

240
e8x

yp = − 1

15
e3x +

1

12
e3x +

1

240
e3x =

1

48
e3x ⇒ y = c1 + c2e

x + c3e
−5x +

1

48
e3x

نمایید. مشخص را y′′′ + y′ = tan x (0 < x < π
2
) ی معادله عمومͬ جواب ١١.۵.٣ مثال

نماییم. مͬ حل را y′′′ + y′ = 0 همͽن ی معادله ابتدا
t3 + t = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = i, t3 = −i ⇒ yc = c1 + c2 cosx+ c3 sin x

بنابراین: yp = v1 + v2 cos x+ v3 sin x و y1 = 1, y2 = cosx, y3 = sin x کنید: فرض
v′1 + v′2 cos x+ v′3 sinx = 0 (1)

0− v′2 sinx+ v′3 cosx = 0 (2)

0− v′2 cos x− v′3 sin x = tan x (3)

⇒ (1) + (3) ⇒ v′1 = tanx ⇒ v1 = − ln | cos x|

داریم: (٣) در جایͽذاری با و v′2 = v′3 cotx شود: مͬ نتیجه (٢) ی معادله از

−v′3 cotx cos x− v′3 sinx = tanx ⇒ −v′3(
cos2 x

sin x
+ sin x) = tan x

−v′3(
cos2 x+ sin2 x

sinx
) = tan x ⇒ − v′3

sin x
= tanx ⇒ v′3 = −sin2 x

cosx
=

−1 + cos2 x

cos x

v′3 = − secx+ cos x ⇒ v3 = −
∫

sec xdx+

∫
cos xdx = − ln | sec x+ tan x|+ sinx

داریم: لذا و دهیم مͬ قرار v′2 = v′3 cotx ی معادله در را v′3
v′2 = (− sec x+ cosx) cotx = − sin x ⇒ v2 = cos x

y = c1 + c2 cosx+ c3 sin x− ln | cos x|+ cos2 x+ (sin x− ln | sec x+ tan x|) sin x

نمایید. حل را زیر همͽن غیر معادلات ۵ تمرین
y′′ + y = sin 2x (١)

y′′ − 9y = e3x + sin 3x (٢)
y′′ + 4y = 12 cos2 x (٣)

y′′ + y = tanx (۴)
y′′ − 2y′ + y = ex

(1−x)2
(۵)



٣٨ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

ها اپراتور روش به ثابت ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلات حل ۶.٣

گیریم: مͬ نظر در را زیر نمادهای ابتدا اپراتور روش از دیفرانسیل ی معادله حل برای

D =
d

dx
, D2 =

d2

dx2
, . . . , Dn =

dn

dxn

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالت دو سپس

زیر: صورت به ثابت ضرایب با همͽن دیفرانسیل ی معادله اگر (١)
y(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = 0

نویسیم. مͬ زیر صورت به را دیفرانسیل ی معادله آنͽاه باشد،
(Dn + a1D

n−1 . . .+ an−1D + an)y = 0

در F (D)y = 0 صورت به معادله دهیم، نشان F (D) با را فوق ی معادله در پرانتز داخل عبارت اگر
از توان مͬ را مفسر معادله های ریشه نامیم. مͬ ام n مرتبه خطͬ دیفرانسیل اپراتور را آن که آید مͬ

آورد. بدست F (D) ی معادله

نمایید. حل را y(4) − y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 0 دیفرانسیل ی معادله ١.۶.٣ مثال
های ریشه همان که آن های ریشه نویسیم. مͬ (D4 −D3 − 4D2 + 4D)y = 0 صورت به را معادله

آوریم. مͬ بدست را است مفسر معادله
D(D − 1)(D − 2)(D + 2) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = 1, t3 = 2, t4 = −2

.y = c1 + c2e
x + c3e

2x + c4e
−2x از: عبارتست عمومͬ جواب بنابراین

باشد: زیر صورت به ثابت ضرایب با همͽن غیر دیفرانسیل ی معادله اگر (٢)

y(n) + b1y
(n−1) + . . .+ bny = g(x) (1)

نویسیم، مͬ زیر صورت به را معادله ابتدا
(Dn + b1D

n−1 + . . .+ bn−1D + bn)y = g(x) (2)

باشد. مͬ اپراتور ای جمله چند F (D) آن در که نویسیم مͬ F (D)y = g(x)صورت به را (٢) ی معادله
کنیم، مͬ تجزیه اول عوامل حاصلضرب صورت به را F (D) ابتدا

F (D) = (D − a1)(D − a2) . . . (D − an)

باشند. مͬ مختلط یا حقیقͬ ثابت مقادیر ai معادله این در
ی تجزیه از پس ،yp آوردن بدست برای . است y = yc + yp صورت به (٢) ی معادله عمومͬ جواب

آید مͬ در زیر صورت به معادله ، F (D)
(D − a1)(D − a2) . . . (D − an)y = g(x) (3)

به (٣) ی معادله بنابراین . V1 = (D − a2)(D − a3) . . . (D − an)y (4) کنیم: مͬ فرض سپس
آید: مͬ در زیر صورت

(D − a1)V1 = g(x) ⇒ DV1 − a1V1 = g(x) ⇒ V ′
1 − a1V1 = g(x)



٣٩ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

بنابراین: است، اول مرتبه خطͬ معادله این

V1 = ea1x
∫

g(x)e−a1xdx

: کنیم مͬ فرض و نماییم مͬ جایͽذاری (۴) در را V1 شده مقدارمحاسبه حال
V2 = (D − a3)(D − a4) . . . (D − an)y

بنابراین:
(D − a2)V2 = V1 ⇒ DV2 − a2V2 = V1 ⇒ V ′

2 − a2V2 = V1

بنابراین: است، اول مرتبه خطͬ نیز معادله این

V2 = ea2x
∫

V1e
−a2xdz

داریم: دهیم، انجام را کار این که مرحله n− 1 از بعد

(D − an)y = Vn−1 ⇒ yp = eanx
∫

Vn−1e
−anxdx

نمایید. حل را y′′ − 4y′ + 3y = 1 دیفرانسیل ی معادله ٢.۶.٣ مثال
نویسیم، مͬ ی اپراتور فرم به را معادله ابتدا

(D2 − 4D + 3)y = 1 (1)

آوریم. مͬ بدست زیر صورت به را متناظر همͽن ی معادله عمومͬ جواب سپس

(D − 1)(D − 3)y = 0 ⇒ (D − 1)(D − 3) = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = 3 ⇒ yc = c1e
x + c2e

3x

داریم: (١) در V1 جایͽذاری با . (D − 3)y = V1 کنیم: مͬ فرض ،yp ی محاسبه برای

(D − 1)V1 = 1 ⇒ V1 = ex
∫

e−xdx = ex(−e−x) = −1

داریم: V1 مقدار جایͽذاری با

(D − 3)y = −1 ⇒ yp = e3x
∫

−e−3xdx = e3x(
1

3
e−3x) =

1

3

⇒ y = yc + yp = c1e
x + c2e

3x +
1

3

نمایید. حل را y′′ + 4y = ex دیفرانسیل معادله ٣.۶.٣ مثال
نویسیم: مͬ زیر صورت به را معادله ابتدا

(D2 + 4)y = ex ⇒ (D + 2i)(D − 2i)y = ex (1)

(D + 2i)(D − 2i) = 0 ⇒ t1 = 2i, t2 = −2i ⇒ yc = c1 cos 2x+ c2 sin 2x



۴٠ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

داریم: (١) ی معادله در V1 جایͽذاری با .(D − 2i)y = V1 کنیم: مͬ فرض yp ی محاسبه برای

(D+2i)V1 = ex ⇒ V1 = e−2ix

∫
e2ix.exdx = e−2ix

∫
e(1+2i)xdx =

1

1 + 2i
e−2ix.e(1−2i)x =

ex

1 + 2i

داریم: لذا و کنیم مͬ جایͽذاری را V1 مقدار

(D − 2i)y =
ex

1 + 2i
⇒ yp = e2ix

∫
ex

1 + 2i
e−2ixdx =

e2ix

1 + 2i

∫
e(1−2i)xdx

yp =
e2ix

1 + 2i

e(1−2i)x

1− 2i
=

1

1 + 2i
.

1

1− 2i
e2ix.ex.e−2ix =

1

5
ex

y = yc + yp = c1 cos 2x+ c2 sin 2x+
1

5
ex

آورید. بدست را زیر معادلات عمومͬ جواب ۶ تمرین
(D3 +D2 − 2D)y = 0 (١)

(D4 − 6D3 + 12D2 − 8D)y = 0 (٢)
(D4 + 4D2)y = 0 (٣)

نمایید. حل D اپراتور روش از را زیر همͽن غیر معادلات
y′′ − y′ − 2y = ex (١)

y′′ + 3y′ + 2y = sin x (٢)
y(4) − 2y′′ + y = x− sinx (٣)

y′′′ − y′ = e2x sin2 x (۴)

حالتخاص در دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٧.٣

کلͬ حالت در کنیم. مͬ بررسͬ را باشند نمͬ ثابت ضرایب با خطͬ فرم به که دوم ی مرتبه معادلات بخش این در
بررسͬ را خاص حالتهای از برخͬ فقط بخش این در و نمود بیان توان نمͬ معادلات این حل برای کلͬ روشͬ

کنیم. مͬ

بار دو با آنͽاه y′′ = f(x) یعنͬ باشد، x حسب بر y′′ و باشد F (x, y′′) = 0 فرم به معادله اگر (الف)
کند. مͬ صدق نیز بالاتر مراتب برای روش آید.این مͬ بدست عمومͬ جواب انتͽرالͽیری

نمایید. مشخص را y′′ = 2x ی معادله عمومͬ جواب ١.٧.٣ مثال

y′ = x2 + c1 ⇒ y =
1

3
x3 + c1x+ c2

نمایید. مشخص را y(4) = sinx ی معادله عمومͬ جواب ٢.٧.٣ مثال

y′′′ = − cos x+ c1 ⇒ y′′ = − sin x+ c1x+ c2 ⇒ y′ = cos x+ c1
x2

2
+ c2x+ c3

y = sin x+ c1
x3

6
+ c2

x2

2
+ c3x+ c4



۴١ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

ग़عادଔید৒ࡶජاീিࣱلद༙دভหع (ب)
y′′ = dp

dx
= p′ بنابراین y′ = p کنیم: مͬ فرض باشد. F (x, y′, y′′) = 0 (1) فرم به معادله اگر

ی معادله ͷی که آید مͬ در F (x, p, p′) = 0 فرم به معادله ، (١) ی معادله در جایͽذاری با لذا و
باشد. مͬ اول مرتبه دیفرانسیل

نمایید. مشخص را xy′′ + y′ = 1, (x > 0) ی معادله عمومͬ جواب ٣.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با لذا y′ = p, y′′ = p′ کنیم: مͬ فرض بنابراین است تابع فاقد معادله

xp′ + p = 1 ⇒ p′ +
1

x
p =

1

x

µ(x) = e
∫

1
x
dx = elnx = x ⇒ p =

1

x

∫
x.
1

x
dx =

1

x
(x+ c1) = 1 +

c1
x

p = 1 +
c1
x

⇒ y′ = 1 +
c1
x

⇒ y = x+ c1 lnx+ c2

نمایید. مشخص را y′′ + x(y′)2 = 0 ی معادله عمومͬ جواب ۴.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با لذا y′ = p, y′′ = p′ کنیم: مͬ فرض بنابراین است تابع فاقد معادله

p′ + xp2 = 0 ⇒ dp

dx
+ xp2 = 0 ⇒ dp

p2
+ xdx = 0 ⇒

∫
dp

p2
+

∫
xdx = 0

−1

p
+

1

2
x2 = c ⇒ p =

2

x2 − 2c
, 2c = c21 ⇒ p =

2

x2 − c21

y′ =
2

x2 − c21
⇒ y =

1

c1
ln

x− c1
x+ c1

+ c2, c1 ̸= 0

آنͽاه F (x, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0 یعنͬ باشد، تابع فاقد n ی مرتبه دیفرانسیل ی معادله اگر ١٠ تبصره
انتخاب با

y′ = p, y′′ = p′, . . . , y(n) = p(n−1)

n ی مرتبه دیفرانسیل ی معادله اگر و شود مͬ (n− 1) ی مرتبه دیفرانسیل ی معادله ͷی به تبدیل معادله
انتخاب با آنͽاه F (x, y(m), y(m+1), . . . , y(n)) = 0 یعنͬ mباشد، ی مرتبه تا مشتق و تابع فاقد

y(m) = p, y(m+1) = p′, . . . , y(n) = p(n−m)

شود. مͬ n−m ی مرتبه ی معادله به تبدیل معادله

نمایید. مشخص را xy(5) − y(4) = 0 ی معادله عمومͬ جواب ۵.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با لذا y(4) = p, y(5) = p′ کنیم: مͬ فرض بنابراین است تابع فاقد معادله

xp′ − p = 0 ⇒ x
dp

dx
− p = 0 ⇒ dp

dx
=

1

x
p ⇒ dp

p
=

dx

x
⇒

∫
dp

p
=

∫
dx

x

ln p = ln x+ c ⇒ ln p = ln x+ ln c0 ⇒ p = c0x ⇒ y(4) = c0x

y = c1x
5 + c2x

3 + c3x
2 + c4x+ c5 از: عبارتست جواب انتͽرالͽیری بار چهار با سپس



۴٢ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. مشخص را xy′′′ + y′′ = x+ 1 ی معادله عمومͬ جواب ۶.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با لذا y′′ = p, y′′′ = p′ کنیم: مͬ فرض بنابراین است تابع فاقد معادله

xp′ + p = x+ 1 ⇒ p′ +
1

x
p =

x+ 1

x
⇒ µ(x) = e

∫
1
x
dx = elnx = x

p =
1

x

∫
x.
x+ 1

x
dx =

1

x

∫
(x+ 1)dx =

1

x
(
x2

2
+ x+ c1) ⇒ p =

x

2
+ 1 +

c1
x

y′′ =
x

2
+ 1 +

c1
x

⇒ y′ =
x2

4
+ x+ c1 lnx+ c2

⇒ y =
x3

12
+

x2

2
+ c1(x lnx− x) + c2x+ c3

ग़عادଔد৒ࡶජاീিࣱلद༙دඵෝࣞਵر੆ज़ࣞ࢞ل (پ)
نظر در y از تابعͬ عنوان به را p و y′ = p کنیم: مͬ فرض باشد. F (y, y′, y′′) = 0 فرم به معادله اگر

داریم: لذا و گیریم مͬ

y′ = p, y′′ =
dp

dx
=

dp

dy
.
dy

dx
⇒ y′′ = p

dp

dy

صدق نیز بالاتر مراتب برای روش این شود. مͬ اول مرتبه ی معادله به تبدیل ، معادله در جایͽذاری با
کند. مͬ

نمایید. مشخص را yy′′ + (y + 1)(y′)2 = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٧.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با و y′ = p, y′′ = pdp

dy
کنیم: مͬ فرض

yp
dp

dy
+ (y + 1)p2 = 0 ⇒ yp2(

1

p

dp

dy
+

y + 1

y
) = 0

y ̸=0
=⇒ p2(

dp

p
+ (1 +

1

y
)dy) = 0

p2 = 0 ⇒ p = 0 ⇒ y′ = 0 ⇒ y = c

dp

p
+ (1 +

1

y
)dy = 0 ⇒

∫
dp

p
+

∫
(1 +

1

y
)dy = 0 ⇒ ln p+ ln y = c− y

ln(py) = c− y ⇒ py = ec−y ⇒ y′y = ec.e−y ⇒ y
dy

dx
= c1e

−y ⇒ yeydy = c1dx∫
yeydy =

∫
c1dx ⇒ ey(y − 1) = c1x+ c2

نمایید. مشخص را y′′ − (y′)2 + y(y′)3 = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٨.٧.٣ مثال
داریم: معادله در جایͽذاری با و y′ = p, y′′ = pdp

dy
کنیم: مͬ فرض

p
dp

dy
− p2 + yp3 = 0 ⇒ p(

dp

dy
− p+ yp2) = 0

p = 0 ⇒ y′ = 0 ⇒ y = c

نماییم مͬ تقسیم p2 بر را معادله طرفین حل برای است. برنولͬ ی معادله ͷی dp
dy
−p = −yp2 ی معادله

بنابراین: گیریم، مͬ نظر در را u = p−1, du
dy

= −p−2 dp
dy

متغیر تغییر و

p−2 dp

dy
− p−1 = −y ⇒ du

dy
+ u = y ⇒ µ(y) = e

∫
1dy = ey



۴٣ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

u =
1

ey

∫
yeydy ⇒ u =

1

ey
(ey(y − 1) + c1) ⇒ u = y − 1 + c1e

−y

dy

dx
=

1

y − 1 + c1e−y
⇒

∫
(y − 1 + c1e

−y)dy =

∫
dx ⇒ 1

2
y2 − y − c1e

−y = x+ c2

نمایید. مشخص را 2y′′ − (y′)2 + 4 = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٩.٧.٣ مثال
بنابراین شود. استفاده تابع فاقد روش از است بهتر حالتͬ چنین در است. متغیر فاقد و تابع فاقد معادله

داریم، معادله در جایͽذاری با و y′ = p, y′′ = p′ کنیم: مͬ فرض

2p′ − p2 + 4 = 0 ⇒ 2
dp

dx
= p2 − 4 ⇒

∫
2dp

p2 − 4
=

∫
dx ⇒ 1

2
ln

p− 2

p+ 2
= x+ c

ln
p− 2

p+ 2
= 2(x+ c) ⇒ p− 2

p+ 2
= e2x.e2c

c1=e2c
=⇒ p = 2(1 +

2c1e
2x

1− c1e2x
)

y′=p
=⇒

∫
dy =

∫
2(1 +

2c1e
2x

1− c1e2x
)dx ⇒ y = 2x− 2 ln(1− c1e

2x) + c2

روشکا঒ش૚঺ජ໑ه (ت)
باشد: زیر صورت به متغیر ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل ی معادله اگر

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = f3(x) (1)

موجود متناظر همͽن ی معادله خصوصͬ جواب ͷی و هستند پیوسته توابعͬ f2(x) و f1(x) آن در که
گیریم مͬ نظر در y = v(x)y1 صورت به را عمومͬ جواب پارامتر، تغییر روش از استفاده با آنͽاه باشد،

دهیم. مͬ قرار (١) در را y′′ و y′ ،y عبارتهای ،v(x) تعیین برای و

y = vy1 , y′ = v′y1 + vy′1 , y′′ = v′′y1 + 2v′y′1 + vy′′1

v(y′′1 + y′1f1 + y1f2) + v′(2y′1 + y1f1) + v′′y1 = f3

بنابراین است. متناظر همͽن ی معادله جواب ͷی y1 زیرا است، صفر بالا عبارت در چپ سمت اول پرانتز
داریم: y1 بر رابطه طرفین تقسیم با

v′′ + v′(
2y′1
y1

+ f1) =
f3
y1

بدست زیر صورت به اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل ی معادله ͷی بنابراین .v′ = p, v′′ = p′ کنیم: فرضمͬ
آید: مͬ

p′ + p(
2y′1
y1

+ f1) =
f3
y1

آید. مͬ بدست v(x) ،p از گرفتن انتͽرال با و p معادله این حل با
آید، مͬ بدست زیر ی رابطه از v(x) آنͽاه باشد، f3(x) = 0 معادله در اگر

v(x) =

∫
1

y21
e−

∫
f1(x)dxdx



۴۴ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. حل را x2y′′ − x(x+ 2)y′ + (x+ 2)y = 0 دیفرانسیل ی معادله ١٠.٧.٣ مثال
بنابراین: نماییم، مͬ تقسیم y′′ ضریب بر را معادله طرفین ابتدا

y′′ − x+ 2

x
y′ +

x+ 2

x2
y = 0 (1)

بنابراین: است، همͽن معادله چون است. (١) ی معادله جواب ͷی y1 = x

v(x) =

∫
1

x2
e
∫
(x+2

x
)dxdx =

∫
1

x2
e
∫
(1+ 2

x
)dxdx =

∫
1

x2
e(x+2 lnx)dx

=

∫
1

x2
ex.elnx2

dx =

∫
1

x2
exx2dx =

∫
exdx = ex

.y = c1x+ c2xe
x از: عبارتست مͬ عمو جواب بنابراین .y2 = xex لذا

نمایید. حل را (1 + x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 2 دیفرانسیل ی معادله ١١.٧.٣ مثال
نماییم. مͬ تقسیم (1 + x2) بر را معادله طرفین ابتدا

y′′ − 2x

1 + x2
y′ +

1

1 + x2
y =

1

1 + x2

بنابراین: است. y = xv(x) فرم به عمومͬ جواب و است متناظر همͽن معادله جواب ͷی y1 = x

v′′ + v′(
2

x
− 2x

1 + x2
) =

2

x(1 + x2)

: داریم بنابراین ،v′ = p, v′′ = p′ کنیم: مͬ فرض

p′ + p(
2

x
− 2x

1 + x2
) =

2

x(1 + x2)
⇒ µ(x) = e

∫
( 2
x
− 2x

1+x2
)dx

= e2 lnx−ln(1+x2) =
x2

1 + x2

p =
1 + x2

x2
(

∫
x2

1 + x2
.

2

x(1 + x2)
dx) =

1 + x2

x2

∫
2x

(1 + x2)2
dx

=
1 + x2

x2
(− 1

1 + x2
+ c1) = − 1

x2
+ c1

1 + x2

x2

v = −
∫

dx

x2
+ c1

∫
1 + x2

x2
dx =

1

x
− c1

x
+ c1x+ c2

.y = 1− c1 + c1x
2 + c2x بنابراین: ، y = xv(x) چون

اویلر یا کشͬ ی معادله ٨.٣
نماییم. مͬ بررسͬ را n−ام ی مرتبه سپس و دوم ی مرتبه کشͬ ی معادله ابتدا بخش این در

باشد: مͬ زیر فرم دو از ͬͺی به دوم مرتبه کشͬ ی معادله
x2y′′ + a1xy

′ + a2y = g(x) (1)

(ax+ b)2y′′ + a1(ax+ b)y′ + a2(ax+ b)y = g(x) (2)



۴۵ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

مرتبه خطͬ ی معادله به تبدیل ax+ b = ez متغیر تغییر با (٢) ی معادله و x = ez متغیر تغییر با (١) ی معادله
شود. مͬ ثابت ضرایب با دوم

نماییم. مͬ بررسͬ را مطلب درستͬ (١) ی معادله برای

x = ez ⇒ z = ln x ⇒ dz

dx
=

1

x
⇒ y′ =

dy

dx
=

dy

dz
.
dz

dx
=

1

x

dy

dz

y′′ = − 1

x2

dy

dz
+

1

x2

d2y

dz2
=

1

x2
(
d2y

dz2
− dy

dz
)

داریم: (١) در جایͽذاری با
d2y

dz2
+ (a1 − 1)

dy

dz
+ a2y = g(ez) (3)

است: زیر صورت به آن مفسر ی معادله و است ثابت ضرایب با معادله ͷی (٣) ی معادله
t2 + (a1 − 1)t+ a2 = 0

آنͽاه: باشد، t1 ̸= t2 حقیقͬ متمایز ی ریشه دو دارای مفسر ی معادله اگر (الف)
y1 = et1z = et1 lnx = elnxt1 = xt1

y2 = et2z = et2 lnx = elnxt2 = xt2

⇒ yc = c1x
t1 + c2x

t2

است. t2 + (a1 − 1)t+ a2 = 0 همͽن ی معادله عمومͬ جواب yc

آنͽاه: باشد، t حقیقͬ مضاعف ی ریشه دارای مفسر ی معادله اگر (ب)
y1 = etz = et lnx = xt

y2 = zetz = ln xet lnx = xt lnx
⇒ yc = (c1 + c2 lnx)x

t

صورت به متناظر همͽن ی معادله جوابعمومͬ آنͽاه باشد، p±iq مختلط ریشه دارای مفسر ی معادله اگر (ج)
باشد: مͬ زیر

yc = epz(c1 cos qz + c2 sin qz) ⇒ yc = xp(c1 cos(q lnx) + c2 sin(q lnx))

نمایید. مشخص را x2y′′ + xy′ − y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ١.٨.٣ مثال

t2 + 0t− 1 = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = −1 ⇒ y = c1x+ c2x
−1

نمایید. مشخص را x2y′′ − xy′ + y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٢.٨.٣ مثال

t2 − 2t+ 1 = 0 ⇒ t1 = t2 = 1 ⇒ y = (c1 + c2 lnx)x

نمایید. مشخص را x2y′′ + 3xy′ + 5y = 0 ی معادله عمومͬ جواب ٣.٨.٣ مثال

t2 + 2t+ 5 = 0 ⇒ t =
−2±

√
4− 20

2
=

−2±
√
−16

2
=

−2± 4i

2

t = −1± 2i ⇒ y = x−1(c1 cos(2 ln x) + c2 sin(2 lnx))



۴۶ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. مشخص را x2y′′ − 2xy′ + 2y = x3 cosx(x > 0) ی معادله عمومͬ جواب ۴.٨.٣ مثال

y′′− 2
x
y′+ 2

x2y = 0 همͽن ی سپسمعادله گیریم. مͬ نظر در y′′− 2
x
y′+ 2

x2y = x cosx فرم به را معادله
است. کشͬ ی معادله که گیریم مͬ نظر در x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 فرم به را معادله این نماییم. مͬ حل را

t2 − 3t+ 2 = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = 2 ⇒ yc = c1x+ c2x
2

بنابراین y1 = x, y2 = x2 کنیم: مͬ فرض

W =

∣∣∣∣ x x2

1 2x

∣∣∣∣ = 2x2 − x2 = x2

داریم: لذا

v1 = −
∫

y2g(x)

W
dx = −

∫
x2(x cos x)

x2
dx = −

∫
x cos xdx

u = x, du = dx

dv = cos xdx, v = sin x

v1 = uv −
∫

vdu = −x sin x+

∫
sinxdx = −x sinx− cos x

v2 =

∫
y1g(x)

W
dx =

∫
x(x cos x)

x2
dx =

∫
cosxdx = sin x

yp = v1y1 + v2y2 = x(−x sin x− cos x) + x2 sinx = −x cos x

y = yc + yp = c1x+ c2x
2 − x cosx

نمایید. مشخص را زیر ی معادله عمومͬ جواب ۵.٨.٣ مثال

(3x+ 1)2y′′ + 9(3x+ 1)y′ + 9y =
9

3x+ 1
(1)

گیریم، مͬ نظر در را 3x+ 1 = ez متغیر تغییر لذا است کشͬ ی معادله

3
dx

dz
= ez ⇒ dz

dx
= 3e−z, y′ =

dy

dx
=

dy

dz
.
dz

dx
= 3e−z dy

dz

y′′ =
d

dx
(
dy

dx
) =

d

dz
(3e−z dy

dz
)
dz

dx
= (−3e−z dy

dz
+ 3e−z d

2y

dz2
)3e−z

y′ = 3e−z dy

dz
, y′′ = 9e−2z(

d2y

dz2
− dy

dz
)

داریم: لذا و نماییم مͬ جایͽذاری (١) ی معادله در
9y′′ + 18y′ + 9y = 9e−z ⇒ y′′ + 2y′ + y = e−z

نماییم. مͬ حل را y′′ + 2y′ + y = 0 همͽن ی معادله ابتدا
t2 + 2t+ 1 = 0 ⇒ t1 = t2 = −1 ⇒ yc = (c1 + c2t)e

−t

جواب لذا و A = 1
2
داریم: y′′ + 2y′ + y = e−t ی معادله در جایͽذاری با که yp = At2e−t صورت این در

y = yc + yp = (c1 + c2t)e
−t + 1

2
t2e−t از: عبارتست عمومͬ



۴٧ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

باشد: مͬ زیر صورت دو به n−ام مرتبه کشͬ ی معادله کلͬ فرم ١١ تبصره
xny(n) + a1x

n−1y(n−1) + a2x
n−2y(n−2) + . . .+ any = g(x) (1)

(ax+ b)ny(n) + a1(ax+ b)n−1y(n−1) + . . .+ any = g(x) (2)

این بر علاوه نمود. استفاده دوم مرتبه حالت برای شده بیان متغیرهای تغییر از توان مͬ معادلات این حل برای
نمود، محاسبه زیر صورت به را مشتقاتش و گرفت نظر در y = xt فرم به را جواب ͷی توان مͬ

y′ = txt−1, y′′ = t(t− 1)xt−2, . . . , y(n) = t(t− 1)(t− 2) . . . (t− (n− 1))xt−n

داریم: (١) ی معادله در جایͽذاری با
xt((t(t− 1) . . . (t− n+ 1)) + a1(t(t− 1) . . . (t− (n− 2)) + . . .+ an) = 0

ͬͺکم معادله ی ریشه t کنیم مͬ فرض
t(t− 1) . . . (t− n+ 1) + a1t(t− 1) . . . (t− n+ 2) + . . .+ an = 0

گیریم: مͬ نظر در را زیر حالتهای بنابراین باشد،
جوابها صورت این در باشد t1 ̸= t2 ̸= . . . ̸= tn حقیقͬ متمایز ی ریشه n دارای ͬͺکم ی معادله (١)

از: عبارتند
y1 = xt1 , y2 = xt2 , . . . , yn = xtn

.y = c1x
t1 + c2x

t2 + . . .+ cnx
tn بنابراین:

یعنͬ باشند، مساوی آنها mتای که باشد حقیقͬ ی ریشه n دارای ͬͺکم ی معادله اگر (٢)
آنͽاه ،t1 = t2 = . . . = tm

y1 = xt1 , y2 = xt1 lnx, y3 = xt1(lnx)2, . . . , ym = xt1(lnx)m−1

هستند. اول حالت مانند ym+1, . . . , yn و
آن های ریشه ی بقیه و باشد t1 = p + iq, t2 = p − iq مختلط های ریشه دارای ͬͺکم ی معادله اگر (٣)

عبارت c1y1 + c2y2 جای به عمومͬ جواب در صورت این در باشند حقیقͬ
دهیم. مͬ قرار را xp(c1 cos(q lnx) + c2 sin(q lnx))

زیر عبارت mجواب جای به نهایͬ جواب در باشد تͺراری مختلط ی mریشه دارای ͬͺکم ی معادله اگر (۴)
داریم: را

y = xp(c1 cos(q lnx) + c2 sin(q lnx)) + xp lnx(c3 cos(q lnx+ c4 sin(q lnx)) + . . .

+ xp(lnx)m−1(c2m−1 cos(q lnx) + c2m sin(q lnx))

نمایید. حل را x3y′′′ + x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x4 (x > 0) ی معادله ۶.٨.٣ مثال
است. سوم مرتبه کشͬ معادله این نماییم. مͬ حل را x3y′′′ + x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 همͽن ی معادله ابتدا

بنابراین: دهیم، مͬ قرار کشͬ ی معادله در و y = xt کنیم مͬ فرض
t(t− 1)(t− 2) + t(t− 1)− 2t+ 2 = 0 ⇒ t(t− 1)(t− 2) + t(t− 1)− 2(t− 1) = 0

(t− 1)[t(t− 2) + t− 2] = 0 ⇒ (t− 1)[t2 − t− 2] = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = 2, t3 = −1

yc = c1x+ c2x
2 + c3x

−1



۴٨ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

بنابراین: yp = v1x+ v2x
2 + v3x

−1 : کنیم مͬ فرض

W =

∣∣∣∣∣∣
x x2 x−1

1 2x −x−2

0 2 2x−3

∣∣∣∣∣∣ = 6x−1,W1 =

∣∣∣∣∣∣
0 x2 x−1

0 2x −x−2

1 2 2x−3

∣∣∣∣∣∣ = −3,W2 =

∣∣∣∣∣∣
x 0 x−1

1 0 −x−2

0 1 2x−3

∣∣∣∣∣∣ = 2x−1

W3 =

∣∣∣∣∣∣
x x2 0
1 2x 0
0 2 1

∣∣∣∣∣∣ = x2 ⇒ v1 =

∫
W1g(x)

W
dx =

∫
−3(2x4)

6x−1
dx = −

∫
x5dx = −x6

6

v2 =

∫
W2g(x)

W
dx =

∫
(2x−1)(2x4)

6x−1
dx =

2

3

∫
x4dx =

2

15
x5

v3 =

∫
W3g(x)

W
dx =

∫
x2(2x4)

6x−1
dx =

1

3

∫
x7dx =

1

24
x8

yp = −1

6
x7 +

2

15
x7 +

1

24
x7 =

1

120
x7 ⇒ y = c1x+ c2x

2 + c3x
−1 +

1

120
x7

نمایید. حل را x2y′′ − 2xy′ + 2y = x lnx (x > 0) ی معادله ٧.٨.٣ مثال
نماییم. مͬ حل را است دوم مرتبه کشͬ ی معادله که x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0 همͽن ی معادله ابتدا

بنابراین: دهیم، مͬ قرار کشͬ ی معادله در و y = xt کنیم: مͬ فرض
t2 − 3t+ 2 = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = 2 ⇒ yc = c1x+ c2x

2

بنابراین: yp = v1x+ v2x
2 کنیم: مͬ فرض

W =

∣∣∣∣ x x2

1 2x

∣∣∣∣ = x2, W1 =

∣∣∣∣ 0 x2

1 2x

∣∣∣∣ = −x2, W2 =

∣∣∣∣ x 0
1 1

∣∣∣∣ = x

v1 =

∫
W1g(x)

W
dx =

∫
−x3 lnx

x2
dx = −

∫
x lnxdx

u = ln x, du = dx
x

dv = xdx, v = x2

2

⇒ v1 = uv −
∫

vdu = −1

2
x2 lnx+

1

4
x2

v2 =

∫
W2g(x)

W
dx =

∫
x2 lnx

x2
dx =

∫
lnxdx

u = ln x, du = 1
x
dx

dv = dx, v = x
⇒ v2 = uv −

∫
vdu = x lnx−

∫
dx = x lnx− x

y = yc + yp = c1x+ c2x
2 +

1

2
x3 lnx− 3

4
x3



۴٩ بالاتر و دوم ی مرتبه دیفرانسیل معادلات

نمایید. حل را زیر معادلات ٧ تمرین
y′′ = 1

cos2 x
(١)

y′′ = x+ sin x (٢)
y(4) = 1

x4 (٣)
xy′′ + y′ = (y′)2 (۴)

x2y′′ + xy′ − y = 4 (۵)
x2y′′ − 2xy′ + 2y = x2 (۶)
2x2y′′ − 5xy′ + 3y = 0 (٧)



۴ فصل

لاپلاس تبدیل

مقدمه ١.۴
کنیم. مͬ معرفͬ را لاپلاس تبدیل روش اولیه، شرایط با خطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای فصل این در

سپس نموده، حل را متناظر همͽن ی معادله ابتدا که ترتیب این به شد. بیان معادلات این حل روش سوم فصل در
که است اصلͬ ی معادله عمومͬ جواب جواب، دو مجموع آنͽاه نمودیم، مͬ پیدا را معادله خصوصͬ جواب ͷی
به مستقیم طور به لاپلاس تبدیل روش در آوردیم. مͬ بدست را معادله خصوصͬ جواب اولیه شرایط دادن قرار با

رسیم. مͬ معادله خصوصͬ جواب

لاپلاس تبدیل ٢.۴
صورت در و شود مͬ داده (f(t))£نشان یا F (s) نماد با ، f(t) (t > 0) تابع لاپلاس تبدیل ١.٢.۴ تعریف

از: عبارتست زیر انتͽرال وجود

£(f(t)) = F (s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt

نماد با را آن و گوییم مͬ F (s) معͺوس تبدیل را f(t) تابع و نامیم، مͬ f(t) تابع لاپلاس تبدیل را F (s) تابع
.f(t) = £−1(F ) دهیم، مͬ نشان £−1(F )

داریم: c1, c2 ∈ C هر ازای به آنͽاه باشند، لاپلاس تبدیل دارای f1(t), f2(t) کنید فرض ١.٢.۴ قضیه

£(c1f1(t) + c2f2(t)) = c1£f1(t) + c2£f2(t)

است. خطͬ خاصیت دارای لاپلاس تبدیل بنابراین

داریم: c1, c2 ∈ C هر ازای به آنͽاه ،£(f1(t)) = F1(s),£(f2(t)) = F2(s) کنید فرض ٢.٢.۴ قضیه

£−1(c1F1(s) + c2F2(s)) = c1£
−1(F1(s)) + c2£

−1(F2(s))

است. خطͬ خاصیت دارای معͺوسلاپلاس تبدیل بنابراین

۵٠



۵١ لاپلاس تبدیل

با را فاصله این بتوان گاه هر نامند مͬ ای قطعه ی پیوسته a ≤ t ≤ b ی فاصله روی را f(t) تابع ٢.٢.۴ تعریف
طوریͺه: به نمود تقسیم a = t0 < t1 < . . . < tn = b نقاط از متناهͬ تعدادی

باشد. پیوسته ti−1 < t < ti ی فاصله زیر هر روی f(t) (١)
باشد. متناهͬ حد دارای f(t) کند، میل آن انتهایͬ نقاط به فاصله زیر هر درون از ای نقطه هنͽامیͺه (٢)

ͬͽناپیوست نقاط متناهͬ تعدادی جز به اگر است ای قطعه ی پیوسته a ≤ t ≤ b روی f(t) دیͽر، عبارت به
باشد. پیوسته نقاط ی بقیه در جهشͬ،

است، ای قطعه ی پیوسته (0, 4) ی فاصله روی f(t) تابع ١.٢.۴ مثال

f(t) =


3t, 0 < t < 1
2, 1 ≤ t < 2
−1, 2 ≤ t < 4

باشد: زیر شرایط دارای f(t) تابع اگر ٣.٢.۴ قضیه
باشد، ای قطعه ی پیوسته 0 ≤ t ≤ T ی فاصله هر در (١)

،|f(t)| ≤ Meat: طوریͺه به باشد داشته Mوجود مثبت عدد t > T هر برای (٢)
دارد. وجود s > a هر برای f(t)لاپلاس تبدیل آنͽاه

آورید. بدست را زیر توابع لاپلاس تبدیل ٢.٢.۴ مثال
(١)

f(t) = 1, t ≥ 0

£(1) =

∫ ∞

0

e−stdt = lim
A→∞

∫ A

0

e−stdt = lim
A→∞

(−1

s
e−st)

∣∣∣A
0
= −1

s
lim
A→∞

(
1

esA
−1) =

1

s
, (s > 0)

(٢)
f(t) = eat, t ≥ 0

£(eat) =

∫ ∞

0

e−st.eatdt = lim
A→∞

∫ A

0

e−(s−a)tdt = lim
A→∞

(− 1

s− a
e−(s−a)t)

∣∣∣A
0
=

1

s− a
, (s > 0)

آورید. بدست را sin at, cos at توابع لاپلاس تبدیل (٣)
داریم: اویلر فرمول به توجه با

eiat = cos at+ i sin at ⇒ £(eiat) = £(cos at) + i£(sin at)

£(eiat) =
1

s− ia
=

s+ ia

s2 + a2
=

s

s2 + a2
+ i

a

s2 + a2

£(cos at) =
s

s2 + a2
, £(sin at) =

a

s2 + a2

آورید. بدست را sinh at, cosh at توابع لاپلاس تبدیل (۴)
داریم: cosh at = 1

2
(eat + e−at), sinh at = 1

2
(eat − e−at) فرمولهای به توجه با

£(cosh at) =
1

2
(£(eat) +£(e−at)) =

1

2
(

1

s− a
+

1

s+ a
) =

s

s2 − a2

£(sinh at) =
1

2
(£(eat)−£(e−at)) =

1

2
(

1

s− a
− 1

s+ a
) =

a

s2 − a2



۵٢ لاپلاس تبدیل

آورید. بدست را f(t) = 4t2 − 2 cos 3t+ 5e−t − 3 sinh 2t+ 1 لاپلاس تبدیل ٣.٢.۴ مثال

£(f(t)) = 4£(t2)− 2£(cos 3t) + 5£(e−t)− 3£(sinh 2t) +£(1)

=
8

s3
− 2s

s2 + 9
+

5

s+ 1
− 6

s2 − 4
+

1

s

آورید. بدست را F (s) = 5s−1
s(s2+1)(s−1)

لاپلاس معͺوس تبدیل ۴.٢.۴ مثال
کنیم: مͬ ͷیͺتف زیر صورت به را F (s) ابتدا

5s− 1

s(s2 + 1)(s− 1)
=

A

s
+

B

s− 1
+

Cs+D

s2 + 1
⇒

{
A = 1, B = 2
C = −3, D = −2

£−1(F (s)) = £−1(
1

s
+

2

s− 1
− 3s+ 2

s2 + 1
)

= £−1(
1

s
) + 2£−1(

1

s− 1
)− 3£−1(

s

s2 + 1
)− 2£−1(

1

s2 + 1
)

= 1 + 2et − 3 cos t− 2 sin t

آورید. بدست را F (s) = s+3
s2−2

معͺوس تبدیل ۵.٢.۴ مثال

F (s) =
s+ 3

s2 − 2
=

s

s2 − 2
+

3√
2
.

√
2

s2 − 2

£−1(F (s)) = £−1(
s

s2 − 2
) +

3√
2
£−1(

√
2

s2 − 2
) = cosh

√
2t+

3√
2
sinh

√
2t

است. شده ارائه دارند، بیشتری کاربرد که توابع از برخͬ لاپلاس تبدیل ادامه در

توابع از برخͬ لاپلاس تبدیل
f(t) F (s) f(t) F (s)

a a
s

, (s > a) k cos at k s
s2+a2

, (s > 0)

atn a n!
sn+1 , (s > 0) k sin at k a

s2+a2
, (s > a)

kta, a > −1 k Γ(a+1)
sa+1 , (s > 0) k cosh at k s

s2−a2
, (s > |a|)

keat k
s−a

, (s > a) k sinh at k a
s2−a2

, (s > |a|)

شود: مͬ تعریف زیر صورت به شود مͬ داده نشان Γ(α) نماد با که α گامای تابع ١٢ تبصره

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−xdx

است: زیر خواص دارای تابع این
Γ(α + 1) = αΓ(α) , Γ(α + 1) = α!



۵٣ لاپلاس تبدیل

مشتق لاپلاس تبدیل ٣.۴
قضیه شرایط در که باشند پیوسته توابعͬ t ≥ 0 ازای به f(t), f ′(t), . . . , f (n−1)(t) کنیم فرض ١.٣.۴ قضیه

آنͽاه باشد، ای قطعه ی پیوسته t ≥ 0 ازای به f (n)(t) و کنند صدق لاپلاس تبدیل وجود ی

£(f (n)(t)) = sn£(f(t))− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+)− . . .− f (n−1)(0+)

داریم: n = 3 و n = 2 و n = 1 ازای به و
£(f ′(t)) = s£(f(t))− f(0+), £(f(′′t)) = s2£(f(t))− sf(0+)− f ′(0+)

£(f ′′′(t)) = s3£(f(t))− s2f(0+)− sf ′(0+)− f ′′(0+)

آورید. بدست را زیر توابع لاپلاس تبدیل قضیه، از استفاده با ١.٣.۴ مثال
(١)

f(t) = t

f ′(t) = 1, f(0) = 0 ⇒ £(1) =
1

s
= s£(t)− 0 ⇒ £(t) =

1

s2

(٢)
f(t) = sin t

f ′(t) = cos t , f ′′(t) = − sin t, f(0) = 0, f ′(0) = 1

£(− sin t) = −£(sin t) = s2£(sin t)− 0− 1 ⇒ £(sin t) =
1

1 + s2

(٣)
f(t) = t cos 2t

f ′(t) = cos 2t− 2t sin 2t, f ′′(t) = −4 sin 2t− 4t cos 2t, f(0) = 0, f ′(0) = 1

£(f ′′(t)) = −4£(sin 2t)−4£(t cos 2t) = s2£(t cos 2t)−1 ⇒ −4£(sin 2t) = (s2+4)£(t cos 2t)−1

1− 8

s2 + 4
= (s2 + 4)£(t cos 2t) ⇒ £(t cos 2t) =

s2 − 4

(s2 + 4)2

(۴)
f(t) = cos2 t

f ′(t) = −2 cos t sin t = − sin 2t, f(0) = 1 ⇒ £(− sin 2t) = s£(cos2 t)− 1

s£(cos2 t) = 1− 2

s2 + 4
=

s2 + 2

s2 + 4
⇒ £(cos2 t) =

s2 + 2

s(s2 + 4)



۵۴ لاپلاس تبدیل

دهیم: مͬ انجام را زیر مراحل لاپلاس تبدیل روش از دیفرانسیل ی معادله ͷی حل برای ١٣ تبصره

کنیم. مͬ تبدیل اول ی درجه جبری ی معادله ͷی به لاپلاس تبدیل از استفاده با را دیفرانسیل ی معادله (١)

آوریم. مͬ بدست را جبری ی معادله جواب (٢)

آوریم. مͬ بدست را اصلͬ ی معادله جواب دوم، ی مرحله جواب از لاپلاس معͺوس تبدیل از استفاده با (٣)

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ٢.٣.۴ مثال

y′′ − 2y′ − 3y = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 7

بنابراین: .£(y(t)) = Y (s) یعنͬ باشد، Y (s) آن لاپلاس تبدیل و y(t) معادله جواب کنیم مͬ فرض

£(y′′ − 2y′ − 3y) = £(y′′)− 2£(y′)− 3£(y) = 0

s2Y − sy(0)− y′(0)− 2sY + 2y(0)− 3Y = 0 ⇒ Y (s2 − 2s− 3) = s+ 5

Y =
s+ 5

(s− 3)(s+ 1)
=

A

s− 3
+

B

s+ 1
=

2

s− 3
− 1

s+ 1
⇒ y(t) = £−1(

2

s− 3
− 1

s+ 1
)

y(t) = 2£−1(
1

s− 3
)−£−1(

1

s+ 1
) ⇒ y(t) = 2e3t − e−t

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ٣.٣.۴ مثال

y′′ − 3y′ + 2y = 2e−t , y(0) = 2 , y′(0) = −1

£(y′′)− 3£(y′) + 2£(y) = 2£(e−t) ⇒ s2Y − sy(0)− y′(0)− 3(sY − y(0)) + 2Y =
2

s+ 1

s2Y − 2s+ 1− 3sY + 6 + 2Y =
2

s+ 1
⇒ Y (s2 − 3s+ 2) =

2

s+ 1
+ 2s− 7

Y =
2s2 − 5s− 5

(s+ 1)(s− 1)(s− 2)
=

A

s+ 1
+

B

s− 1
+

C

s− 2
=

1

3
.

1

s+ 1
+

4

s− 1
− 7

3
.

1

s− 2

y(t) = £−1(Y ) =
1

3
£−1(

1

s+ 1
) + 4£−1(

1

s− 1
)− 7

3
£−1(

1

s− 2
)

y(t) =
1

3
e−t + 4et − 7

3
e2t

انتͽرال لاپلاس تبدیل ۴.۴
و کند صدق لاپلاس تبدیل وجود ی قضیه شرایط در و ای قطعه ی پیوسته f(t) تابع کنید فرض ١.۴.۴ قضیه

آنͽاه: £(f(t)) = F (s)

£(

∫ t

0

f(r)dr) =
1

s
F (s) , £−1(

1

s
F (s)) =

∫ t

0

f(r)dr



۵۵ لاپلاس تبدیل

آورید. بدست را h(t) =
∫ t

0
sin rdr لاپلاس تبدیل ١.۴.۴ مثال

f(t) = sin t, F (s) =
1

s2 + 1
,⇒ £(

∫ t

0

sin rdr) =
1

s(s2 + 1)

آورید. بدست را 1
s(s+2)

معͺوس تبدیل ٢.۴.۴ مثال

£−1(
1

s+ 2
) = e−2t ⇒ £−1(

1

s
(

1

s+ 2
)) =

∫ t

0

e−2rdr = −1

2
e−2r

∣∣∣t
0
=

1

2
(1− e−2t)

آورید. بدست را 1
s2(s2−1)

لاپلاس معͺوس تبدیل ٣.۴.۴ مثال

£−1(
1

s2 − 1
) = sinh t,£−1(

1

s
(

1

s2 − 1
)) =

∫ t

0

sinh rdr = cosh r
∣∣∣t
0
= cosh t− 1

£−1(
1

s
(

1

s(s2 − 1)
)) =

∫ t

0

(cosh r − 1)dr = (sinh r − r)
∣∣∣t
0
= sinh t− t

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ۴.۴.۴ مثال

y′′ − 4y′ = 1 , y(0) = 0 , y′(0) = 0

£(y′′)− 4£(y′) = £(1) ⇒ s2Y − sy(0)− y′(0)− 4(sY − y(0)) =
1

s

s2Y − 4sY =
1

s
⇒ Y =

1

s2
(

1

s− 4
) ⇒ y(t) = £−1(Y ) = £−1(

1

s2
(

1

s− 4
))

£−1(
1

s− 4
) = e4t, £−1(

1

s
(

1

s− 4
)) =

∫ t

0

e4rdr =
1

4
e4r

∣∣∣t
0
=

1

4
(e4t − 1)

£−1(
1

s
(

1

s(s− 4)
)) =

1

4

∫ t

0

(e4r − 1)dr =
1

4
(
1

4
e4r − r)

∣∣∣t
0
=

1

4
(
1

4
e4t − 1

4
− t)

y(t) =
1

4
(
1

4
e4t − 1

4
− t)

ها s محور بر انتقال ۵.۴
آنͽاه: £(f(t)) = F (s) (s > a) کنید فرض ١.۵.۴ قضیه

£(ebtf(t)) = F (s− b) (s ≥ a+ b)

باشد. مͬ دلخواه ثابت b

آورید. بدست را زیر توابع لاپلاس تبدیل ١.۵.۴ مثال
(١)

g(t) = te2t

f(t) = t, F (s) =
1

s2
, b = 2 ⇒ £(te2t) = F (s− 2) =

1

(s− 2)2



۵۶ لاپلاس تبدیل

(٢)
g(t) = e−3t cos 2t

f(t) = cos 2t , F (s) =
s

s2 + 4
, b = −3

£(e−3t cos 2t) = F (s+ 3) =
s+ 3

(s+ 3)2 + 4

(٣)
g(t) = e−2t(sin t+ 4t2 − 1)

f(t) = sin t+ 4t2 − 1 , b = −2 , F (s) =
1

s2 + 1
+

8

s3
− 1

s

£(e−2t(sin t+ 4t2 − 1)) = F (s+ 2) =
1

(s+ 2)2 + 1
+

8

(s+ 2)3
− 1

s+ 2

آورید. بدست را 2s+1
s2+4s+13

لاپلاس معͺوس تبدیل ٢.۵.۴ مثال
نماییم: مͬ تجزیه زیر صورت به را کسر ابتدا

2s+ 1

s2 + 4s+ 13
=

2(s+ 2)− 3

(s+ 2)2 + 9
= 2

s+ 2

(s+ 2)2 + 9
− 3

(s+ 2)2 + 9

£−1(
2s+ 1

s2 + 4s+ 13
) = 2£−1(

s+ 2

(s+ 2)2 + 9
)−£−1(

3

(s+ 2)2 + 9
)

= 2e−2t£−1(
s

s2 + 9
)− e−2t£−1(

3

s2 + 9
)

= e−2t(2 cos 3t− sin 3t)

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ٣.۵.۴ مثال

y′′ + 2y′ + 5y = 0 , y(0) = 2 , y′(0) = −4

£(y′′) + 2£(y′) + 5£(y) = 0 ⇒ s2Y − sy(0)− y′(0) + 2(sY − y(0)) + 5Y = 0

s2Y − 2s+ 4 + 2sY − 4 + 5Y = 0 ⇒ Y =
2s

s2 + 2s+ 5

Y =
2s

(s+ 1)2 + 4
= 2

s+ 1

(s+ 1)2 + 4
− 2

(s+ 1)2 + 4

y(t) = £−1(Y ) = 2£−1(
s+ 1

(s+ 1)2 + 4
)−£−1(

2

(s+ 1)2 + 4
)

= 2e−t£−1(
s

s2 + 4
)− e−t£−1(

2

s2 + 4
)

= e−t(2 cos 2t− sin 2t)



۵٧ لاپلاس تبدیل

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ۴.۵.۴ مثال

y′′ − 4y′ + 4y = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 2

£(y′′)− 4£(y′) + 4£(y) = 0 ⇒ s2Y − sy(0)− y′(0)− 4(sY − y(0)) + 4Y = 0

s2Y − 2− 4sY + 4Y = 0 ⇒ Y =
2

s2 − 4s+ 4
=

2

(s− 2)2

y(t) = £−1(Y ) = £−1(
2

(s− 2)2
) = e2t£−1(

2

s2
) = 2te2t

لاپلاس تبدیل از گیری مشتق ۶.۴

برای آنͽاه باشد، لاپلاس تبدیل دارای a > 0 برای و ای قطعه ی پیوسته t ≥ 0 روی f(t) تابع اگر ١.۶.۴ قضیه
n = 1, 2, 3, . . .

F (n)(s) =
dnF (s)

dsn
= £((−t)nf(t)) , s > a

نمایید. مشخص را g(t) = t cos at تابع لاپلاس تبدیل ١.۶.۴ مثال
. F (s) = £(cos at) = s

s2+a2
آنͽاه ، f(t) = cos at کنیم مͬ فرض

بنابراین: £(tf(t)) = −F ′(s) داریم: قضیه به بنا طرفͬ از

£(t cos at) = −(
s

s2 + a2
)′ =

s2 − a2

(s2 + a2)2

نمایید. مشخص را g(t) = t2 sin at تابع لاپلاس تبدیل ٢.۶.۴ مثال
. F (s) = £(sin at) = a

s2+a2
آنͽاه ، f(t) = sin at کنیم مͬ فرض

بنابراین: £(t2f(t)) = F ′′(s) داریم: قضیه به بنا طرفͬ از

£(t2 sin at) = (
a

s2 + a2
)′′ =

6as− 2a3

(s2 + a2)3

آورید. بدست را ln( s
s−1

لاپلاس( معͺوس تبدیل ٣.۶.۴ مثال
بنابراین: F (s) = ln( s

s−1
) کنیم مͬ فرض

F ′(s) =
( s
s−1

)′

( s
s−1

)
= − 1

s(s− 1)
⇒ F ′(s) = − 1

s(s− 1)

داریم: قضیه به توجه با

F ′(s) = £(−tf(t)) ⇒ £−1(F ′(s)) = −tf(t) ⇒ f(t) =
1

t
£−1(

1

s(s− 1)
)

بنابراین: ،£−1( 1
s(s−1)

) =
∫ t

0
erdr داریم: انتͽرال ی قضیه به توجه با و £−1( 1

s−1
) = et طرفͬ از

f(t) =
1

t
£−1(

1

s(s− 1)
) =

1

t

∫ t

0

erdr =
et − 1

t
⇒ £−1(ln(

s

s− 1
)) =

et − 1

t



۵٨ لاپلاس تبدیل

آورید. بدست را ln( s−3
s+2

لاپلاس( معͺوس تبدیل ۴.۶.۴ مثال
بنابراین: ، F (s) = ln( s−3

s+2
) کنیم مͬ فرض

F ′(s) =
( s−3
s+2

)′

( s−3
s+2

)
=

s+2−s+3
(s+2)2

s−3
s+2

=
5

(s− 3)(s+ 2)

F ′(s) =
5

(s− 3)(s+ 2)
=

A

s− 3
+

B

s+ 2
⇒ F ′(s) =

1

s− 3
− 1

s+ 2

داریم: قضیه به توجه با

F ′(s) = £(−tf(t)) ⇒ f(t) = −1

t
£−1(F ′(s)) = −1

t
£−1(

1

s− 3
− 1

s+ 2
)

f(t) = −1

t
(£−1(

1

s− 3
)−£−1(

1

s+ 2
)) = −1

t
(e3t − e−2t)

⇒ £−1(ln(
s− 3

s+ 2
)) =

e−2t − e3t

t

لاپلاس تبدیل از انتͽرالͽیری ٧.۴

داشته وجود limt→0+
f(t)
t

و کند صدق لاپلاس تبدیل وجود ی قضیه شرایط در f(t) تابع اگر ١.٧.۴ قضیه
آنͽاه ، £(f(t)) = F (s) و باشد

£(
f(t)

t
) =

∫ ∞

s

F (u)du

داریم: لاپلاس معͺوس تبدیل از استفاده با صورت این در

f(t) = t£−1(

∫ ∞

s

F (u)du)

نمایید. مشخص را sin 3t
t

تابع لاپلاس تبدیل ١.٧.۴ مثال
داریم: طرفͬ از ، £(sin 3t) = 3

s2+9
بنابراین ، f(t) = sin 3t کنیم مͬ فرض

lim
t→0+

f(t)

t
= lim

t→0+

sin 3t

t
= lim

t→0+

3t

t
= 3

داریم: لذا است، برقرار قضیه شرایط

£(
sin 3t

t
) =

∫ ∞

s

3

u2 + 9
du = arctan(

u

3
)
∣∣∣∞
s

=
π

2
− arctan(

s

3
)

نمایید. مشخص را 1−cos t
t

تابع لاپلاس تبدیل ٢.٧.۴ مثال
همچنین: ، £(1− cos t) = 1

s
− s

s2+1
بنابراین: f(t) = 1− cos t کنیم مͬ فرض

lim
t→0+

f(t)

t
= lim

t→0+

1− cos t

t
= lim

t→0+

2 sin2 t
2

t
= lim

t→0+

2. t
2

2

t
= 0



۵٩ لاپلاس تبدیل

داریم: قضیه به بنا لذا

£(
1− cos t

t
) =

∫ ∞

s

(
1

u
− u

u2 + 1
)du = (lnu− 1

2
ln(u2 + 1))

∣∣∣∞
s

= (lnu− ln(
√
u2 + 1))

∣∣∣∞
s

= ln(
u√

u2 + 1
)
∣∣∣∞
s

= ln(

√
s2 + 1

s
)

نمایید. مشخص را F (s) = s
(s2+4)2

تابع لاپلاس معͺوس تبدیل ٣.٧.۴ مثال
داریم: قضیه به توجه با

f(t) = t£−1(

∫ ∞

s

u

(u2 + 4)2
du) ⇒ u2 + 4 = z , dz = 2udu

⇒ f(t) = t£−1(

∫ ∞

s2+4

1

z2
.
1

2
dz) =

t

2
£−1(

z−1

−1

∣∣∣∞
s2+4

)

=
t

2
£−1(− 1

u2 + 4

∣∣∣∞
s
) =

t

2
£−1(

1

s2 + 4
) =

t

4
sin 2t

کانولوشن ٨.۴
از: عبارتست شود، مͬ داده نشان (f ∗ g)(t) نماد با که g(t) و f(t) تابع دو ١ کانولوشن ١.٨.۴ تعریف

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

f(λ)g(t− λ)dλ

باشد: مͬ زیر خواص دارای کانولوشن
.f ∗ g = g ∗ f جابجایͬ خاصیت (١)

.f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h پذیری توزیع خاصیت (٢)

.f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h پذیری شرکت خاصیت (٣)

.f ∗ 0 = 0 ∗ f = 0 (۴)

.f ∗ (cg) = (cf) ∗ g = c(f ∗ g) (۵)
نیست. برقرار f ∗ f ≥ 0 و 1 ∗ f = f کلͬ حالت در

آورید. بدست را (f ∗ f)(t) باشد، f(t) = cos t اگر ١.٨.۴ مثال

(f ∗ f)(t) =
∫ t

0

cosλ cos(t− λ)dλ =
1

2

∫ t

0

(cos t+ cos(2λ− t)dλ =
1

2
(t cos t+ sin t)

.(f ∗ f)(t) ≱ 0 لذا است، −π
2
برابر t = π ازای به فوق عبارت

convolution١



۶٠ لاپلاس تبدیل

لاپلاس تبدیل آنͽاه باشند، مͬ لاپلاس تبدیل دارای در که باشند تابع دو g(t) و f(t) کنید فرض ١.٨.۴ قضیه
دیͽر: عبارت به است، F (s)G(s) برابر و دارد وجود s > a ازای به (f ∗ g)(t)

£−1(F (s)G(s)) = (f ∗ g)(t)

نمایید. مشخص را 1
(s−2)(s+3)

تابع لاپلاس معͺوس تبدیل ٢.٨.۴ مثال

بنابراین: .f(t) = e2t, g(t) = e−3t لذا: ،F (s) = 1
s−2

, G(s) = 1
s+3

کنیم: مͬ فرض

£−1(
1

(s− 2)(s+ 3)
) =

∫ t

0

e2λe−3(t−λ)dλ = e−3t

∫ t

0

e5λdλ =
1

5
e−3t(e5t − 1)

نمایید. مشخص را s2

(s2+1)2
لاپلاس معͺوس تبدیل ٣.٨.۴ مثال

نویسیم. مͬ s2

(s2+1)2
= s

(s2+1)
. s
(s2+1)

: صورت به را کسر ابتدا
داریم: بنابراین £−1( s

s2+1
) = cos t طرفͬ از

£−1(
s2

(s2 + 1)2
) =

∫ t

0

cosλ cos(t− λ)dλ =

∫ t

0

1

2
(cos t+ cos(t− 2λ))dλ

=
1

2
(t cos t− 1

2
sin(t− 2λ))

∣∣∣t
0
=

1

2
(t cos t+ sin t)

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ۴.٨.۴ مثال

y′′ + 4y = 2 sin 3t , y(0) = 0 , y′(0) = 0

£(y′′) + 4£(y) = 2£(sin 3t) ⇒ s2Y + 4Y =
6

s2 + 9

Y =
6

(s2 + 9)(s2 + 4)
⇒ £−1(Y ) = £−1(

3

s2 + 9
.

2

s2 + 4
)

بنابراین: ، £−1( 3
s2+9

) = sin 3t,£−1( 2
s2+4

) = sin 2t طرفͬ از

y(t) =

∫ t

0

sin 3λ sin 2(t− λ)dλ =
1

2

∫ t

0

(cos(5λ− 2t)− cos(2t+ λ))dλ

=
1

2
(
1

5
sin(5λ− 2t)− sin(2t+ λ))

∣∣∣t
0
=

3

5
sin 2t− 2

5
sin 3t

باشد. مͬ انتͽرال علامت زیر مجهول تابع که هستند معادلاتͬ انتͽرالͬ، معادلات ٢.٨.۴ تعریف

نیز مجهول تابع مشتقات شامل که هستند انتͽرالͬ معادلات انتͽرالͬ، دیفرانسیل معادلات ٣.٨.۴ تعریف
باشند. مͬ

نمایید. حل را y(t) = sin 2t+
∫ t

0
y(λ) sin 2(t− λ)dλ ی معادله ۵.٨.۴ مثال

گیریم: مͬ لاپلاس معادله طرفین از

£(y(t)) = £(sin 2t) +£(

∫ t

0

y(λ) sin 2(t− λ)dλ)



۶١ لاپلاس تبدیل

Y =
2

s2 + 4
+£(y ∗ sin 2t) ⇒ Y =

2

s2 + 4
+ Y.

2

s2 + 4
⇒ Y =

2

s2 + 2

£−1(Y ) = £−1(
2

s2 + 2
) ⇒ y(t) =

√
2 sin

√
2t

نمایید. حل را y(t) = e−t − 2
∫ t

0
cos(t− λ)y(λ)dλ ی معادله ۶.٨.۴ مثال

گیریم: مͬ لاپلاس طرفین از

£(y(t)) = £(e−t)− 2£(y ∗ cos t) ⇒ Y =
1

s+ 1
− 2

s

s2 + 1
.Y ⇒ Y =

s2 + 1

(s+ 1)3

Y =
1

s+ 1
− 2

(s+ 1)2
+

2

(s+ 1)3
=

A

s+ 1
+

B

(s+ 1)2
+

C

(s+ 1)3

⇒ £−1(Y ) = £−1(
1

s+ 1
)−£−1(

2

(s+ 1)2
) +£−1(

2

(s+ 1)3
)

y(t) = e−t − 2te−t + t2e−t ⇒ y(t) = (1− t)2e−t

نمایید. حل را y′(t) + 5
∫ t

0
cos(2t− λ)y(λ)dλ = 10, y(0) = 2 ی معادله ٧.٨.۴ مثال

گیریم: مͬ لاپلاس طرفین از

£(y′(t)) + 5£(

∫ t

0

cos(2t− λ)y(λ)dλ) = £(10) ⇒ sY − y(0) + 5£(cos 2t ∗ y(t)) = 10
1

s

sY − 2 + 5
s

s2 + 4
Y =

10

s
⇒ Y =

(2s+ 10)(s2 + 4)

s2(s2 + 9)

داریم: کسر ی تجزیه از پس

Y =
A

s2
+

B

s
+

Cs+D

s2 + 9
=

40
9

s2
+

8
9

s
+

10
9
s+ 50

9

s2 + 9

£−1(y(t)) =
40

9
£−1(

1

s2
) +

8

9
£−1(

1

s
) +

10

9
£−1(

s

s2 + 9
) +

50

27
£−1(

3

s2 + 9
)

y(t) =
40

9
t+

8

9
+

10

9
cos 3t+

50

27
sin 3t ⇒ y(t) =

1

27
(24 + 120t+ 30 cos 3t+ 50 sin 3t)



۶٢ لاپلاس تبدیل

آورید. بدست را لاپلاس تبدیل ٨ تمرین
f(t) = 4e3t + 2 cos t− 1 (١)

f(t) = cos(at+ b) (٢)
sinh(at+ b) (٣)

f(t) = 1
16
(sin 2t− 2t cos 2t) (۴)∫ t

0
1−cosx

x
dx (۵)

(۶)
f(t) =

{
sin 3t 0 ≤ t < π
3 t ≥ π

آورید. بدست را لاپلاس معͺوس تبدیل
F (s) = 3s+1

(s−1)(s2+1)
(١)

F (s) = s2+s+1
s(s2+1)

(٢)

F (s) = 1
s3(s−5)

(٣)

F (s) = ln( 2s
(s2+1)2

) (۴)

F (s) = ln( s
2+4
s2

) (۵)
نمایید. حل لاپلاس تبدیل از استفاده با را زیر معادلات

y′′ + 4y = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 1 (١)
y′′ + 9y = sin 2t , y(0) = 1 , y′(0) = 1 (٢)

y′′ + y′ − 12y = t , y(0) = 0 , y′(0) = 0 (٣)
y′′ + y = 2 , y(0) = 0 , y′(0) = 1 (۴)

y(t) +
∫ t

0
(t− x)y(x)dx = sin 2t (۵)



۵ فصل

سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

مقدمه ١.۵
این حل بررسͬ به فصل این در نمودیم. بررسͬ را متغیر ضرایب با خطͬ معادلات از خاصͬ حالات ٣ فصل در

فرم به معادلات یعنͬ معادلات
f1(x)y

′′ + f2(x)y
′ + f3(x)y = 0

معادلات حل برای را شود مͬ ارائه که روشͬ پردازیم. مͬ هستند، xحسب بر ای جمله چند f3 و f2 ،f1 آن در که
است، شده، بیان ٣ فصل در که روشͬ از تر مشͺل خیلͬ روش این ولͬ برد، کار به توان مͬ نیز ثابت ضرایب با
در توانͬ سری فرم به را جواب روش، این در است. متغیر ضرایب با خطͬ معادلات حل برای مناسبͬ روش اما

نامند. مͬ توانͬ سری روش را آن علت همین به و گیریم مͬ نظر

توانͬ سری ٢.۵
دو به x− a و x مثبت و صحیح صعودی، توانهای حسب بر که باشد مͬ تابع سریهای انواع از ͬͺی توانͬ سری

باشد: مͬ زیر صورت
∞∑
n=0

cnx
n = c0 + c1x+ c2x

2 + . . .+ cnx
n + . . . (1)

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .+ cn(x− a)n + . . . (2)

داریم: (١) فرمول برای کنیم. مͬ بررسͬ را آنها مطلق همͽرایͬ ، سریها این همͽرایͬ تعیین برای

lim
n→∞

∣∣∣cn+1x
n+1

cnxn

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣cn+1

cn
x
∣∣∣ = |x| lim

n→∞

∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣
limn→∞

∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣ = 1
R
کنیم: فرض اگر . |x| limn→∞

∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣ < 1 که: همͽراست صورتͬ در سری این
های x ازای به یعنͬ ،(−R,R) از: عبارتست سری همͽرایͬ ی فاصله بنابراین |x| 1

R
< 1 ⇒ |x| < R آنͽاه:

نقاط برای سری واگرایͬ و همͽرایͬ البته واگراست. فاصله این خارج های x ازای به و همͽرا فاصله این درون
(٢) فرمول سری برای مشابه طور به را مراحل همین شود. بررسͬ مستقیم طور به باید x = R, x = −R

۶٣



۶۴ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

نمود. بیان توان مͬ
نامند. مͬ سری همͽرایͬ شعاع را R مثبت عدد

نمایید. مشخص را
∑∞

n=0
xn

n+1
سری همͽرایͬ شعاع ١.٢.۵ مثال

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣∣∣ 1
n+2
1

n+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣n+ 1

n+ 2

∣∣∣ = 1 ⇒ R = 1

و
∑∞

n=1 ncnx
n−1 سریهای آنͽاه باشد، R برابر

∑∞
n=0 cnx

n سری یͬ همͽرا شعاع اگر ١.٢.۵ قضیه
هستند. R همͽرایͬ شعاع دارای و همͽرا نیز

∑∞
n=2 n(n− 1)cnx

n−2

(x0−R, x0+R) ی فاصله در مشتقاتش تمام و f(x) که طوری به باشد تابعͬ f(x) فرضکنید ٢.٢.۵ قضیه
است: زیر فرم به و دارد وجود |x− x0| < R که هایͬ x تمام برای f(x) تابع تیلور بسط آنͽاه باشند، موجود

f(x) =
∞∑
n=0

(x− x0)
nf

(n)(x0)

n!
(1)

اگر تنها و اگر

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f (n+1)(ξn)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0 (x0 < ξn < x)

گویند. مͬ لورن ͷم سری آن به شود انتخاب x0 = 0 ،(١) تیلور سری در اگر

باشد. داشته تیلور بسط x = a در هرگاه شود، مͬ نامیده تحلیلͬ x = a ی نقطه در f(x) تابع ١.٢.۵ تعریف

اند. تحلیلͬ n دلخواه ی درجه از ایها جمله چند (١) ٢.٢.۵ مثال
است، زیر صورت به آنها تیلور بسط و اند تحلیلͬ ex, sin x, cosx, sinhx, coshx توابع (٢)

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . .

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . .

sinhx = x+
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+ . . .

coshx = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ . . .



۶۵ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

توانͬ کمͷسری به دیفرانسیل معادلات حل ٣.۵
کنیم. مͬ بررسͬ را توانͬ سریهای توسط متغیر ضرایب با دوم ی مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادلات بخشحل این در
ادامه در را شرایط این از برخͬ که است نیاز شرایطͬ باشد، توانͬ صورتسری به معادلاتͬ چنین جواب اینͺه برای

کنیم. مͬ بیان

دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل ی معادله در اگر ١.٣.۵ قضیه
y′′ + p1(x)y

′ + p2(x)y = p3(x)

ی نقطه در معادله این جواب هر آنͽاه باشند، تحلیلͬ x = a ی نقطه در ͬͽهم p3(x) و p2(x) ،p1(x) توابع
است. تحلیلͬ x = a

دیفرانسیل ی معادله در ١.٣.۵ تعریف
f1(x)y

′′ + f2(x)y
′ + f3(x)y = 0

گوییم مͬ معمولͬ ی نقطه ͷی را x = a ی نقطه هستند، xحسب بر ای جمله چند ͬͽهم f3 و f2 ،f1 آن در که
گوییم. مͬ منفرد ی نقطه ͷی را x = a ی نقطه صورت این غیر در ، f1(a) ̸= 0 گاه هر

دیفرانسیل ی معادله معمولͬ ی نقطه ͷی x = a اگر ٢.٣.۵ قضیه
f1(x)y

′′ + f2(x)y
′ + f3(x)y = 0

صورت به عمومͬ جواب و بود خواهد x−a توانهای حسب بر توانͬ سری فرم به جوابͬ دارای معادله آنͽاه باشد،
باشد: مͬ زیر

y = c(x− aͷی سری توانͬ بر حسب توانهای ) + c∗(x− aͷی سری توانͬ بر حسب توانهای )
هستند. همͽرا x = aاطراف ناحیه ͷی در و بوده خطͬ مستقل سری دو هر جواب این در

شرایط اگر و ، y =
∑∞

n=0 cnx
n صورت به را جواب باشد، y(0) = صورت0 به اولیه شرایط اگر ١۴ تبصره

گیریم. مͬ نظر در y =
∑∞

n=0 cn(x− a)n صورت به را جواب باشد، y(a) = y0 صورت به اولیه

تمام ابتدا باشد، توانͬ سری صورت به جواب دارای معادله اگر سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل برای
در را مشتقاتش تمام و y سپس و نویسیم مͬ توانͬ سری صورت به را دیفرانسیل ی معادله در موجود توابع

بدست را توانͬ ضرایبسری همتوان، های xضرایب دادن قرار مساوی با آنͽاه دهیم، مͬ قرار دیفرانسیل ی معادله
آوریم. مͬ

نمایید. حل را y′ − 3xy = x , y(0) = 1 دیفرانسیل ی معادله ١.٣.۵ مثال
بنابراین است. y =

∑∞
n=0 cnx

n توانͬ سری صورت به جواب دارای معادله بنابراین f1(x) = 1 چون
داریم: بنابراین دهیم، مͬ قرار معادله در را y, y′ حل برای .y′ =

∑∞
n=1 ncnx

n−1

∞∑
n=1

ncnx
n−1 − 3

∞∑
n=0

cnx
n+1 = x ⇒

∞∑
n=0

(n+ 1)cn+1x
n − 3

∞∑
n=1

cn−1x
n = x

c1 +
∞∑
n=1

(n+ 1)cn+1x
n − 3

∞∑
n=1

cn−1x
n = x ⇒ c1 +

∞∑
n=1

((n+ 1)cn+1 − 3cn−1)x
n = x

آید: مͬ بدست زیر ی رابطه همتوان های xضرایب دادن قرار مساوی با
c1 = 0 , (n+ 1)cn+1 − 3cn−1 = 0 ⇒ cn+1 =

3

n+ 1
cn−1 (n > 1)



۶۶ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

نماییم، مͬ محاسبه n مقادیر از برخͬ ازای به را cn ضرایب رابطه این در

n = 1, 2c2 − 3c0 = 1 ⇒ c2 =
1

2
(3c0 + 1)

n = 2 : 3c3 − 3c1 = 0 ⇒ c3 = c5 = . . . = c2n+1 = 0

باشد: مͬ زیر صورت به توانͬ سری بنابراین
y = c0 + (3c0 + 1)(

1

2
x2 +

3

2× 4
x4 + . . .) , y(0) = 0

از: عبارتست معادله جواب لذا و آید مͬ بدست c0 = 1 و دهیم مͬ قرار سری در را y(0) = 0 ی اولیه شرط

y = 1 + 4(
1

2
x2 +

3

2× 4
x4 + . . .)

نمایید. حل y′′ − xy′ + y = 0 دیفرانسیل ی معادله ٢.٣.۵ مثال
و باشد مͬ معمولͬ ی نقطه ͷی x = 0 بنابراین .f1(0) = 1 ̸= 0 و هستند ای جمله چند y′′ و y′ ، y ضرایب

باشد. مͬ y =
∑∞

n=0 cnx
n فرم به توانͬ سری صورت به جواب دارای معادله لذ

y =
∞∑
n=0

cnx
n , y′ =

∞∑
n=1

ncnx
n−1 , y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2

دهیم. مͬ قرار معادله در را y, y′, y′′
∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 − x

∞∑
n=1

ncnx
n−1 +

∞∑
n=0

cnx
n = 0

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n −

∞∑
n=1

ncnx
n +

∞∑
n=0

cnx
n = 0

2c2 +
∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n −

∞∑
n=1

ncnx
n + c0 +

∞∑
n=1

cnx
n = 0

(2c2 + c0) + (
∞∑
n=1

((n+ 2)(n+ 1)cn+2 − ncn))x
n = 0

2c2 + c0 = 0 ⇒ c2 = −c0
2

(n+ 2)(n+ 1)cn+2 + (1− n)cn = 0 ⇒ cn+2 =
n− 1

(n+ 2)(n+ 1)
cn, n ≥ 1

c1 مقادیر جمیع ازای به بازگشتͬ ی رابطه و شود مͬ حاصل c3 = 0 ، بازگشتͬ ی رابطه در n = 1 جایͽذاری با
گیریم. مͬ نظر در پارامتر عنوان به را c1 بنابراین است، برقرار

c3 = c5 = c7 = . . . = c2n+1 = 0

n = 2 : c4 =
1

4× 3
c2 = − 1

4!
c0, n = 4 : c6 =

3

6× 5
= − 3

6!
c0

از: عبارتست معادله جواب بنابراین

y = c0(1−
x2

2!
− x4

4!
− 3

6!
x6 − . . .) + c1x



۶٧ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

نمایید. حل را y′′ + 2x2y = 0 دیفرانسیل ی معادله ٣.٣.۵ مثال
جواب دارای معادله و است معمولͬ ی نقطه ͷی x = 0 بنابراین . f1(0) = 1 ̸= 0 و ای جمله چند y ضریب

باشد. مͬ توانͬ سری صورت به

y =
∞∑
n=0

cnx
n , y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2

دهیم. مͬ قرار معادله در را y, y′′
∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 + 2

∞∑
n=0

cnx
n+2 = 0 ⇒

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n + 2

∞∑
n=2

cn−2x
n = 0

2c2 + 6c3x+
∞∑
n=2

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n + 2

∞∑
n=2

cn−2x
n = 0

2c2 + 6c3x+ (
∞∑
n=2

((n+ 2)(n+ 1)cn+2 + 2cn−2))x
n = 0

2c2 = 0 ⇒ c2 = 0 , 6c3 = 0 ⇒ c3 = 0

(n+ 2)(n+ 1)cn+2 + 2cn−2 = 0 ⇒ cn+2 =
−2

(n+ 2)(n+ 1)
cn−2, n ≥ 2

n = 2 : c4 =
−2

4× 3
c0 = −1

6
c0 , n = 3 : c5 =

−2

5× 4
c1 = − 1

10
c1

n = 4 : c6 =
−2

6× 5
c2 = 0 , n = 5 : c7 =

−2

7× 6
c3 = 0

از: عبارتست معادله جواب بنابراین

y = c0(1−
1

6
x4 +

1

168
x6 − . . .) + c1(x− x5

10
+

x9

360
− . . .)

متوالͬ مشتقات روش ۴.۵
روشمشتقات را آن که زیر روش از توان مͬ توانͬ، سری فرم به دیفرانسیل ی معادله جواب نمودن مشخص برای
است. مناسبͬ روش باشد، شده داده اولیه شرایط با معادله که حالتͬ در روش این نمود. استفاده نامند مͬ متوالͬ

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را جواب روش این در

y = y(a) +
(x− a)

1!
y′(a) +

(x− a)2

2!
y′′(a) + . . .+

(x− a)n

n!
y(n)(a) + . . .

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ١.۴.۵ مثال

y′′ = yy′ − x2 , y(0) = 1 , y′(0) = 1 (1)

.y′′(0) = y(0)y′(0)− 0 ⇒ y′′(0) = 1 بنابرین: دهیم، مͬ قرار را x = 0 معادله در
گیریم: مͬ مشتق (١) ی معادله از

y′′′ = (y′)2 + yy′′ − 2x (2) ⇒ y′′′(0) = 1 + 1 = 2



۶٨ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

داریم: (٢) از گیری مشتق با
y(4) = 3y′y′′ + yy′′′ − 2 ⇒ y(4)(0) = 3 + 2− 2 = 3

از: عبارتست پنجم ی جمله تا جواب لورن ͷم بسط بنابراین

y = 1 + x+
x2

2!
+

2

3!
x3 +

3

4!
x4 + . . .

نمایید. حل را زیر دیفرانسیل ی معادله ٢.۴.۵ مثال

y′′ + y′ sinx+ exy = 0 (1)

.y′′(0) + y(0) = 0 ⇒ y′′(0) = −y(0) دهیم: مͬ قرار معادله در را x = 0 ابتدا
داریم: (١) از گیری مشتق با

y′′′ + y′′ sin x+ y′ cos x+ exy + exy′ = 0 (2)

y′′′(0) + 2y′(0) + y(0) = 0 ⇒ y′′′(0) = −2y′(0)− y(0)

داریم: (٢) از گیری مشتق با و
y(4) + y′′′ sinx+ 2y′′ cos x− y′ sinx+ exy + 2exy′ + exy′′ = 0

y(4)(0) + 3y′′(0) + y(0) + 2y′(0) = 0 ⇒ y(4)(0) = 2y(0)− 2y′(0)

از: عبارتست عمومͬ جواب بنابراین

y = y(0) + xy′(0) +
x2

2!
y′′(0) +

x3

3!
y′′′(0) +

x4

4!
y(4)(0) + . . .

y = y(0)(1− x2

2
− x3

6
+

x4

12
+ . . .) + y′(0)(x− x3

3
− x4

12
+ . . .)

بنویسید. ام k ی جمله تا a = 0 ی نقطه حول توانͬ سری فرم به را زیر دیفرانسیل معادلات های جواب ٩ تمرین
y′′ − xy′ + 2y = 0 , k = 7 (١)

y′′ − xy′ − y = sin x , k = 5 (٢)
(2 + x2)y′′ − xy′ + 4y = 0 , k = 4 (٣)

لژاندر ی معادله ۵.۵
باشد: مͬ زیر صورت به لژاندر دیفرانسیل ی معادله

(1− x2)y′′ − 2xy′ + v(v + 1)y = 0 (1)

ͷی x = 0 ی نقطه و کند مͬ صدق ٢.٣.۵ ی قضیه شرایط در معادله این است. حقیقͬ عددی v معادله این در
مشتق باشد. مͬ y =

∑∞
n=0 cnx

n صورت به توانͬ سری فرم به جوابͬ دارای معادله و است معمولͬ ی نقطه
از همتوان های x ضرایب دادن قرار مساوی با دهیم. مͬ قرار (١) ی معادله در و نموده مشخص را y دوم و اول

آید. مͬ بدست زیر بازگشتͬ ی رابطه تساوی طرف دو

cn+2 = −(v − n)(v + n+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
cn , (n ≥ 0)



۶٩ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

، شوند مشخصمͬ c0 حسب بر زوج ضرایب تمام و c1 حسب بر فرد ضرایب تمام بازگشتͬ، ی رابطه به توجه با
باشد: مͬ زیر فرم به (١) ی معادله عمومͬ جواب بنابراین هستند. دلخواه های ثابت c1 و c0

y(x) = c0Rv(x) + c1Sv(x)

هستند. خطͬ مستقل جواب دو Sv(x) و Rv(x)
باشد، نامنفͬ) صحیح عدد n ) v = n اگر است. نامنفͬ صحیح عدد ͷی v پارامتر کاربردی، مسائل اغلب در
سری باشد، زوج n که هنͽامͬ نتیجه در . cn+2 = cn+4 = . . . = 0 داریم: بازگشتͬ ی رابطه به توجه با آنͽاه
فرد n که هنͽامͬ و باشد مͬ سری ͷی صورت به Sn(x) و بود خواهد n ی درجه از ای جمله چند ͷی Rn(x)
عدد هر برای بنابراین بود. خواهد سری صورت به Rn(x) و n ی درجه از ای جمله چند ͷی Sn(x) سری باشد،
را ایها جمله چند این باشد. مͬ n ی درجه از ای جمله چند ͷی دو) هر (نه Sn(x) یا Rn(x) ،n نامنفͬ صحیح

نامند. مͬ لژاندر های ای جمله چند اند، شده ضرب ثابتͬ مقادیر در که

نمایید. حل را (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0 لژاندر ی معادله ١.۵.۵ مثال
لذا: است y =

∑∞
n=0 cnx

n فرم به جواب دارای معادله بنابراین است، عادی ی نقطه ͷی x = 0 ی نقطه

y′ =
∞∑
n=1

ncnx
n−1 , y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2

بنابراین: دهیم، مͬ قرار لژاندر ی معادله در را y′′ و y′ ،y

(1− x2)
∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 − 2x

∞∑
n=1

ncnx
n−1 + 2

∞∑
n=0

cnx
n = 0

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 −

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n −

∞∑
n=1

2ncnx
n +

∞∑
n=0

2cnx
n = 0

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 −

∞∑
n=0

n(n− 1)cnx
n −

∞∑
n=0

2ncnx
n +

∞∑
n=0

2cnx
n = 0

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 +

∞∑
n=0

(−n(n− 1)− 2n+ 2)cnx
n = 0

∞∑
n=0

(n+2)(n+1)cn+2x
n−

∞∑
n=0

(n+2)(n−1)cnx
n = 0 ⇒

∞∑
n=0

(n+2)((n+1)cn+2−(n−1)cn)x
n = 0

(n+ 1)cn+2 − (n− 1)cn = 0 ⇒ cn+2 =
n− 1

n+ 1
cn : رابطه بازگشتͬ

یعنͬ: است، صفر فرد ضرایب ی بقیه c1 استثنای به آمده بدست بازگشتͬ ی رابطه به توجه با
c3 = c5 = . . . = c2n+1 = 0

.c2 = −c0 , c4 = −1
3
c0 , c6 = −1

5
c0 , . . . , c2n = − 1

2n−1
c0 و
بنابراین:

y =
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

c2n+1x
2n+1+

∞∑
n=0

c2nx
2n = c1x+c0+

∞∑
n=1

cx
2n

2n = c1x+c0−
∞∑
n=1

1

2n− 1
c0x

2n



٧٠ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

y = c1x+ c0(1−
∞∑
n=1

1

2n− 1
x2n) , y1 = x , y2 = 1−

∞∑
n=1

1

2n− 1
x2n

باشند. مͬ معادله خطͬ مستقل جواب دو y2 و y1

فروبینوس روش ۶.۵
f1(x)y

′′ + f2(x)y
′ + f3(x)y = 0 دیفرانسیل ی معادله در ١.۶.۵ تعریف

را x = a ی نقطه باشند، موجود زیر حدهای اگر و f1(a) = 0 اگر گوییم منفرد ی نقطه ͷی را x = a ی نقطه
شود. مͬ نامیده منظم نا منفرد ی نقطه صورت این غیر در و منظم منفرد ی نقطه

lim
x→a

(x− a)
f2(x)

f1(x)
, lim

x→a
(x− a)2

f3(x)

f1(x)

است. منظم منفرد ی نقطه ͷی x = 1 ی نقطه دهید نشان y′′ lnx+ 1
2
y′+y = 0 ی معادله در ١.۶.۵ مثال

lim
x→1

x− 1

2 ln x
=

0

0

hop⇒ lim
x→

1
2
x

= lim
x→1

x

2
=

1

2

lim
x→1

(x− 1)2

lnx
=

0

0

hop⇒ lim
x→1

2(x− 1)
1
x

= lim
x→1

2x(x− 1) = 0

f1(x)y
′′ + f2(x)y

′ + f3(x)y = 0 (1) دیفرانسیل ی معادله در ٢.۶.۵ تعریف
طرفین چنانچه و f1(a) = 0 اگر گوییم منفرد را x = a ی نقطه باشند، مͬ ای جمله چند f3 و f2 ،f1 آن در که

بنویسیم، زیر صورت به را آن و نماییم تقسیم y′′ ضریب بر را معادله

y′′ +
g(x)

x− a
y′ +

h(x)

x− a
y = 0

غیر در و منظم منفرد را x = a ی نقطه صورت این در باشند تحلیلͬ x = a ی نقطه در دو هر h(x) و g(x) و
گوییم. مͬ نامنظم منفرد را آن صورت این

ͷی x = 0 ی نقطه f1(x)y
′′ + f2(x)y

′ + f3(x)y = 0 دیفرانسیل ی معادله در اگر ١.۶.۵ قضیه
باشد مͬ زیر صورت به جواب ͷی حداقل دارای معادله آنͽاه باشد، منظم منفرد ی نقطه

y = xr

∞∑
m=0

cmx
m , c0 ̸= 0

فرم به دیفرانسیل ی معادله هر ٢.۶.۵ قضیه

y′′ +
g(x)

x
y′ +

h(x)

x2
y = 0 (2)

صورت به جواب ͷی دارای حداقل هستند، تحلیلͬ x = 0 ی نقطه در g(x), h(x) توابع آن در که

y = xr

∞∑
m=0

cmx
m , c0 ̸= 0

است. c0 ̸= 0 که شود مͬ انتخاب طوری و باشد موهومͬ یا حقیقͬ تواند مͬ r و بود خواهد



٧١ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

داد. قرار x− a ، x جای به توان مͬ فوق قضیه در
به را آن ابتدا (٢) حل برای است. معروف فروبینوس روش به رود مͬ کار به (٢) ی معادله حل برای که روشͬ

نویسیم: مͬ زیر صورت
x2y′′ + xg(x)y′ + h(x)y = 0

بنابراین: هستند، تحلیلͬ x = 0 در h(x) و g(x) طرفͬ از

g(x) = g(0) +
x

1!
g′(0) +

x2

2!
g′′(0) + . . . , h(x) = h(0) +

x

1!
h′(0) +

x2

2!
h′′(0) + . . .

بنابراین: گیریم. مͬ نظر در y =
∑∞

m=0 cmx
m+r صورت به را جواب

y′ =
∞∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r−1 , y′′ =

∞∑
m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−2

داریم: (٢) ی معادله در روابط این جایͽذاری با

xr
( ∞∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m + (

∞∑
m=0

(m+ r)cmx
m)(g(0) +

x

1!
g′(0) + . . .)

+ (
∞∑

m=0

cmx
m)(h(0) +

x

1!
h′(0) + . . .)

)
= 0 (3)

آید. بدست ها ci و r تا دهیم مͬ قرار مساوی را همتوان های xضریب حال
از: عبارتست xr ضریب لذا .m = 0 دهیم مͬ ار قر (٣) در بنابراین است، r ،(٣) در x توان کمترین چون

(r(r − 1) + rg(0) + h(0))c0 = 0

شود، مͬ نامیده شاخصͬ ی معادله که شود مͬ حاصل زیر ی معادله بنابراین c0 ̸= 0 چون
r2 + (g(0)− 1)r + h(0) = 0

های x ضرایب دادن قرار مساوی و (٣) ی معادله در جایͽذاری با و آورده بدست را r شاخصͬ ی معادله حل با
آیند. مͬ بدست ها ci همتوان

آوردن بدست برای و است y = xr
∑∞

m=0 cmx
m c0 ̸= 0 فرم به همیشه (٢) ی معادله های جواب از ͬͺی

نظر در را زیر حالتهای شاخصͬ ی معادله های ریشه به توجه با باشد، خطͬ مستقل اول جواب با که دیͽر جواب
گیریم: مͬ

اگر صورت این در نباشد. صحیح عدد آنها تقاضل که باشد متمایز ی ریشه دو دارای شاخصͬ ی معادله (١)
ضرایب دادن قرار مساوی و (٣) ی معادله در جایͽذاری با آنͽاه گیریم، نظر در r2 و r1 صورت به را ها ریشه

از: عبارتند ها جواب بنابراین آوریم، مͬ بدست را ها ci همتوان، های x

y1 = xr1

∞∑
m=0

cmx
m , y2 = xr2

∞∑
m=0

cmx
m

است: زیر صورت به عمومͬ جواب و هستند خطͬ مستقل جواب دو y2 و y1
y = Ay1 +By2

.



٧٢ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

نمایید. حل را 4xy′′ + 2(1− x)y′ − y = 0 (1) دیفرانسیل ی معادله ٢.۶.۵ مثال
تقسیم y′′ ضریب بر را معادله طرفین لذا باشد. مͬ منفرد ی نقطه ͷی x = 0 بنابراین f1(0) = 0 چون

نویسیم، مͬ زیر صورت به را معادله و نموده

y′′ +
(1− x)

2x
y′ − 1

4x
y = 0 ⇒ y′′ +

1

x
.
1− x

2
y′ − x

4
.
1

x2
y = 0

معادله و است منظم منفرد ی نقطه ͷی x = 0 لذا هستند، تحلیلͬ x = 0 در دو هر −x
4
و 1−x

2
توابع

(١) ی معادله در y′′ و y′ ،y جایͽذاری با .y = xr
∑∞

m=0 cmx
m , c0 ̸= 0 فرم به جوابͬ دارای

داریم:

4
∞∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−1 + 2

∞∑
m=0

(m+ r)cmx
m+r−1

− 2
∞∑

m=0

(m+ r)cmx
m+r −

∞∑
m=0

cmx
m+r = 0

بنابراین
∞∑

m=0

(m+ r)(4m+ 4r − 2)cmx
m+r−1 −

∞∑
m=0

(2m+ 2r + 1)cmx
m+r = 0 (2)

از: عبارتست شاخصͬ ی معادله بنابراین ،m = 0 دهیم مͬ قرار (٢) ی معادله در

r(4r − 2) = 0 ⇒ r1 =
1

2
, r2 = 0

بنابراین .r = 1
2
دهیم مͬ قرار (٢) در حال

∞∑
m=0

(m+
1

2
)(4m)cmx

(m− 1
2
) −

∞∑
m=0

(2m+ 2)cmx
(m+ 1

2
) = 0

دهیم. مͬ قرار مساوی را همتوان های xضریب

x
1
ضریب2 : 4(1 +

1

2
)c1 − 2c0 = 0 ⇒ c1 =

c0
3

x1+ 1
ضریب2 : 8(2 +

1

2
)c2 − (2 + 2)c1 = 0 ⇒ c2 =

c1
5

=
c0

3× 5

xn+ 1
ضریب2 : (n+ 1 +

1

2
)(4(n+ 1))cn+1 − 2(n+ 1)cn = 0 ⇒ cn+1 =

cn
2n+ 3

است: زیر صورت به معادله اول جواب بنابراین

y1 = x
1
2 c0(1 +

x

3
+

x2

3× 5
+ . . .)

دهیم: مͬ قرار r = 0 مقدار r جای به (٢) در دوم، جواب آوردن بدست برای
∞∑

m=0

m(4m− 2)cmx
m−1 −

∞∑
m=0

(2m+ 1)cmx
m = 0

x0ضریب : 1× 2c1 − c0 ⇒ c1 =
c0

1× 2



٧٣ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

xضریب : 2(8− 2)c2 − (2 + 1)c1 = 0 ⇒ c2 =
c1
22

=
c0

22 × 2!

xnضریب : (n+ 1)(4(n+ 1)− 2)cn+1 − (2n+ 1)cn = 0 ⇒ cn+1 =
cn

2(n+ 1)

است: زیر صورت به دوم جواب و

y2 = x0c0(1 +
x

2× 1!
+

x2

22 × 2!
+ . . .)

همͽراست. x مقادیر جمیع ازای به که است زیر صورت به عمومͬ جواب لذا

y = Ay1 +By2

مانند معادله اول جواب حالت این در .r1 = r2 یعنͬ باشد، مضاعف ی ریشه دارای شاخصͬ ی معادله اگر (٢)
دوم جواب و نموده استفاده پارامتر تغییر روش از دوم جواب ی محاسبه برای و آید مͬ بدست قبل حالت
به دوم جواب و آوریم مͬ بدست را u معادله در y2 جایͽذاری با و گیریم مͬ نظر در y2 = uy1 فرم به را

است: زیر صورت

y2(x) = y1(x) ln x+ xr1

∞∑
m=1

amx
m (x > 0)

.y = Ay1 +By2 از: عبارتست نیز عمومͬ جواب

نمایید. حل را x2y′′ − xy′ + (x2 + 1)y = 0 (1) دیفرانسیل ی معادله ٣.۶.۵ مثال
ضریب بر را (١) ی معادله طرفین باشد. مͬ منفرد ی نقطه ͷی x = 0 بنابراین است، f1(0) = 0 چون

نویسیم: مͬ زیر صورت به را معادله و نموده تقسیم y′′

y′′ − 1

x
y′ +

x2 + 1

x2
y = 0

ی معادله و است منظم منفرد ی نقطه ͷی x = 0 پس هستند، تحلیلͬ x = 0 در x2 + 1 و −1 توابع
باشد: مͬ زیر فرم به جوابͬ دارای دیفرانسیل

y = xr

∞∑
m=0

cmx
m , c0 ̸= 0

داریم: (١) دیفرانسیل معادله در y′′ و y′ و y جایͽذاری با

∞∑
m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r −

∞∑
m=0

(m+ r)cmx
m+r

+
∞∑

m=0

cmx
m+r+2 +

∞∑
m=0

cmx
m+r = 0

بنابراین:
∞∑

m=0

(m+ r − 1)2cmx
m+r +

∞∑
m=0

cmx
m+r+2 = 0 (2)



٧۴ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

.(r − 1)2 = 0 ⇒ r1 = r2 = 1 از: عبارتست شاخصͬ ی معادله لذا
بنابراین: ،r = 1 دهیم: مͬ قرار (٢) ی معادله در اول جواب آوردن بدست برای

∞∑
m=0

m2cmx
m+1 +

∞∑
m=0

cmx
m+3 = 0

آوریم: مͬ بدست را ها ci همتوان، های xضرایب دادن قرار مساوی با و
x2ضریب : 12c1 = 0 ⇒ c1 = 0

x3ضریب : 22c2 + c0 = 0 ⇒ c2 = − c0
22

xn+3ضریب : (n+ 2)2cn+2 + cn = 0 ⇒ cn+2 = − cn
(n+ 2)2

داریم: c0 = انتخاب1 با و باشد مͬ صفر فرد ضرایب تمام

y1 = x(1− x2

22
+

x4

22 × 42
− . . .)

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را y2 دوم، جواب آوردن بدست برای

y2 = y1 lnx+ x

∞∑
m=1

amx
m

نماییم مͬ حساب را y′′2 و y′2

y′2 = y′1 lnx+ y1
1

x
+

∞∑
m=1

(m+ 1)amx
m

y′′2 = y′′1 lnx+ 2y′1
1

x
− y1

x2
+

∞∑
m=1

m(m+ 1)amx
m−1

داریم: (١) دیفرانسیل معادله در y′′2 و y′2 جایͽذاری با

(x2y′′1 − xy′1 + (x2 + 1)y1) ln x+ 2xy′1 − 2y1

+
∞∑

m=1

m2amx
m+1 +

∞∑
m=1

amx
m+3 = 0

داریم: و باشد مͬ صفر مساوی lnxضریب لذا است، معادله جواب y1 چون و

2x(1− 3x2

22
+

5x4

22 × 42
− 7x6

x2 × 42 × 62
+ . . .)

− 2(x− x3

22
+

x5

22 × 42
− x7

22 × 42 × 62
+ . . .)

+
∞∑

m=1

m2amx
m+1 +

∞∑
m=1

amx
m+3 = 0



٧۵ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

است، زیر صورت به دوم جواب و آمده بدست ai ضرایب همتوان های xضرایب دادن قرار مساوی با

y2 = y1 lnx+ x(
x2

22
− x4

22 × 42
(1 +

1

2
) + . . .)

.y = Ay1 +By2 از: عبارتست نیز عمومͬ جواب

یعنͬ باشد، صحیح عدد آنها تفاضل که باشد متمایز ی ریشه دو دارای شاخصͬ ی معادله اگر (٣)
کنیم: مͬ حساب زیر صورت به بزرگتر ی ریشه با متناظر را اول جواب آنͽاه ،r1 − r2 = n, n ∈ N

y1 = xr1

∞∑
m=0

cmx
m , c0 ̸= 0

باشد: مͬ زیر صورت به دوم جواب فرم و کنیم مͬ استفاده پارامتر تغییر روش از دوم جواب تعیین برای و

y2 = ky1 lnx+ xr2

∞∑
m=0

amx
m (x > 0)

.y = Ay1 +By2 از: عبارتست نیز عمومͬ جواب

نمایید. حل را xy′′ − 2y′ + y = 0 (1) دیفرانسیل ی معادله ۴.۶.۵ مثال
زیر صورت به را معادله و نموده تقسیم y′′ ضریب بر را (١) طرفین لذا است، منظم منفرد x = 0 ی نقطه

نویسیم: مͬ

y′′ − 2

x
y′ +

x

x2
y = 0

با و است منظم منفرد ی نقطه ͷی x = 0 پس باشند، مͬ تحلیلͬ x = 0 ی نقطه در x و −2 توابع
داریم: (١) در y′′ و y′ ،y جایͽذاری

∞∑
m=0

(m+ r)(m+ r − 1)cmx
m+r−1 − 2

∞∑
m=0

(m+ r)cmx
m+r−1 +

∞∑
m=0

cmx
m+r = 0

یا
∞∑

m=0

(m+ r)(m+ r − 3)cmx
m+r−1 +

∞∑
m=0

cmx
m+r = 0 (2)

عدد ها ریشه تفاضل چون .r(r − 3) = 0 ⇒ r1 = 3, r2 = 0 : از عبارتست شاخصͬ ی معادله
قرار (٢) در کار این برای آوریم. مͬ بدست بزرگتر ی ریشه با متناظر را اول اب جو باشد، مͬ صحیح

داریم: بنابراین r = 3 دهیم مͬ
∞∑

m=0

(m+ 3)mcmx
m+2 +

∞∑
m=0

cmx
m+3 = 0

x3ضریب : 4c1 + c0 = 0 ⇒ c1 = −c0
4

x4ضریب : 10c2 + c1 = 0 ⇒ c2 =
c0
40

xn+3ضریب : (n+ 4)(n+ 1)cn+1 + cn = 0 ⇒ cn+1 =
cn

(n+ 4)(n+ 1)



٧۶ سریها از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل

باشد: مͬ زیر صورت به c0 = انتخاب1 با معادله اول جواب لذا

y = x3(1− x

4
+

x2

40
− x3

720
+ . . .)

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را دوم جواب

y2 = ky1 lnx+ x0

∞∑
m=0

amx
m

نماییم، مͬ حساب را y′′2 و y′2

y′2 = ky′1 lnx+ ky1
1

x
+

∞∑
m=0

mamx
m−1

y′′2 = ky′′1 lnx+ 2ky′1
1

x
− ky1

x2
+

∞∑
m=0

m(m− 1)amx
m−2

داریم: (١) دیفرانسیل معادله در y′′2 و y′2 ، y2 جایͽذاری با

(xy′′1 − 2y′1 + y1)k lnx+ 2ky′1 − 3
ky1
x

+
∞∑

m=0

m(m− 3)amx
m−1 +

∞∑
m=0

amx
m = 0

بنابراین: است. صفر k lnxضریب است، معادله جواب y1 چون

2k(3x2 − x3 +
x4

8
− x5

120
+ . . .)− 3k(x2 − x3

4
+

x4

8
− x5

720
+ . . .)

+
∞∑

m=0

m(m− 3)amx
m−1 +

∞∑
m=0

amx
m = 0

داریم: ضرایب دادن قرار مساوی با

y2 = −a0
12

y1 lnx+ a0(1 +
x

2
+

x4

4
− . . .) + a3x

3(1− x

4
+

x2

40
+ . . .)

.y = Ay1 +By2 از: عبارتست عمومͬ جواب بنابراین

آورید. بدست را زیر معادلات عمومͬ جواب ١٠ تمرین
(1− x2)y′′ − 2xy′ + 6y = 0 (١)
5x2y′′ + xy′ − (1− x3)y = 0 (٢)

3x2y′′ + x(2− x)y′ − (2 + x2)y = 0 (٣)



۶ فصل

خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

مقدمه ١.۶
خطͬ را دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی باشند. x مستقل متغیر ͷی از توابعͬ yn ، ...،y2 ،y1 کنیم مͬ فرض
دستͽاه حل ی طریقه فصل این در باشد. خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی دستͽاه، معادلات از ͷی هر اگر گوییم،

دهیم. مͬ ارائه اپراتوری و حذفͬ روش دو از را ثابت ضرایب با خطͬ معادلات

روشحذفͬ ٢.۶
ͷی شامل فقط که آوریم مͬ بدست ای معادله توابع، این مشتقات و مجهول های تابع کردن حذف با روش این در
های تابع سایر سپس و آید مͬ بدست مجهول توابع از ͬͺی معادله، این حل با و باشد آن ومشتقات مجهول تابع

آوریم. مͬ بدست را مجهول

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ١.٢.۶ مثال
y′1 = 2y1 − 5y2 (1)

y′2 = 5y1 − 6y2 (2)

گیریم. مͬ مشتق بار ͷی و آورده بدست را y2 ،(١) مثلا́ دستͽاه معادلات از ͬͺی از ابتدا

y2 =
2

5
y1 −

1

5
y′1 (3) ⇒ y′2 =

2

5
y′1 −

1

5
y′′1 (4)

بنابراین، دهیم، مͬ قرار (٣) از y2 جای به و (۴) از y′2 جای به (٢) در

y′′1 + 4y′1 + 13y1 = 0 (5)

را y1 و نماییم مͬ حل را معادله این است. ثابت ضرایب با دوم مرتبه همͽن خطͬ دیفرانسیل ی معادله ͷی (۵)
آوریم. مͬ بدست

t2 + 4t+ 13 = 0 ⇒ t = −2± 3i ⇒ y1 = e−2x(c1 cos 3x+ c2 sin 3x) (6)

٧٧



٧٨ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

آوریم. مͬ بدست را y′1 ، (۶) از

y′1 = −2e−2x(c1 cos 3x+ c2 sin 3x) + e−2x(−3c1 sin 3x+ 3c2 cos 3x)

آوریم. مͬ بدست را y2 و نماییم مͬ جایͽذاری (٣) در را y′1 و y1

y2 =
1

5
e−2x((4c1 − 3c2) cos 3x+ (3c1 + 4c2) sin 3x)

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ٢.٢.۶ مثال
y′′1 + 2y1 + 4y2 = ex (1)

y′′2 − y1 − 3y2 = −x (2)

گیریم. مͬ مشتق بار دو و آورده بدست را y2 ،(١) ی معادله از ابتدا

y2 = −1

4
y′′1 −

1

2
y1 +

1

4
ex (3) ⇒ y′′2 = −1

4
y
(4)
1 − 1

2
y′′1 +

1

4
ex (4)

داریم، لذا و نماییم مͬ جایͽذاری (٣) از y2 جای به و (۴) از y′′2 جای به (٢) در

y
(4)
1 − y′′1 − 2y1 = 4x− 2ex ⇒ t4 − t2 − 2 = (t2 + 1)(t2 − 2) = 0 ⇒ t = ±i, t = ±

√
2

y1 = c1e
x
√
2 + c2e

−x
√
2 + c3 cos x+ c4 sin x+ ex − 2x

نماییم. مͬ جایͽذاری (٣) در را y′′1 و y1 و آورده بدست را y′′1 معادله این از

y2 = −c1e
x
√
2 − c2e

−x
√
2 − c3

4
cos x− c4

4
sinx− 1

2
ex + x

لاپلاس تبدیل روش ٣.۶

بدست را مجهول توابع حذفͬ روش از استفاده با سپس و گرفته لاپلاس تبدیل دستͽاه معادلات از روش این در
آوریم. مͬ

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ١.٣.۶ }مثال
x′ = −y
y′ = x

, x(0) = 1 , y(0) = 0

گیریم، مͬ لاپلاس تبدیل دستͽاه معادلات از
£(x′) = −£(y)

£(y′) = £(x)
⇒


sX − x(0) = −Y

sY − y(0) = X
⇒


sX − 1 = −Y

sY = X

⇒


sX − 1 = −Y

s2Y − sX = 0
⇒ s2Y + Y = 1 ⇒ Y =

1

s2 + 1



٧٩ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

£−1(Y ) = £−1(
1

s2 + 1
) ⇒ y(t) = sin t

داریم: sY = X ی معادله در Y = 1
s2+1

جایͽذاری با
X =

s

s2 + 1
⇒ £−1(X) = £1(

s

s2 + 1
) ⇒ x(t) = cos t

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ٢.٣.۶ }مثال
x′ + y = 2 sin t
y′ + x = cos t

, x(0) = y(0) = 0

گیریم، مͬ لاپلاس تبدیل دستͽاه معادلات از
£(x′) +£(y) = 2£(sin t)

£(y′) +£(x) = £(cos t)
⇒


s£(x)− x(0) +£(y)− y(0) = 2

s2+1

s£(y)− y(0) +£(x)− x(0) = s
s2+1

sX + Y = 2
s2+1

sY +X = s
s2+1

⇒


−s2X − sY = − 2s

s2+1

sY +X = s
s2+1

⇒ X(1− s2) = − s

s2 + 1

X =
s

(s2 − 1)(s2 + 1)
=

A

s− 1
+

B

s+ 1
+

Cs+D

s2 + 1

A =
1

4
, B =

1

4
, C = −1

2
, D = 0 ⇒ X =

1
4

s− 1
+

1
4

s+ 1
−

1
2

s2 + 1

£−1(X) =
1

4
£−1(

1

s− 1
) +

1

4
£−1(

1

s+ 1
)− 1

2
£−1(

1

s2 + 1
)

x =
1

4
et +

1

4
e−t − 1

2
sin t ⇒ x′ =

1

4
et − 1

4
e−t − 1

2
cos t

دهیم، مͬ قرار x′ + y = 2 sin t ی معادله در را x′

y = 2 sin t+
1

4
(e−t − et) +

1

2
cos t

اپراتورها روش ۴.۶

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ١.۴.۶ مثال
dx
dt

− 2x− 3y = 2e2t (1)

−x+ dy
dt

− 4y = 3e2t (2)

Dداریم: = d
dt

نماد از استفاده با
(D − 2)x− 3y = 2e2t

−x+ (D − 4)y = 3e2t



٨٠ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

داریم: کرامر دستور از استفاده با

x =

∣∣∣ 2e2t −3
3e2t D − 4

∣∣∣∣∣∣ D − 2 −3
−1 D − 4

∣∣∣ =
2(D − 4)e2t + 9e2t

D2 − 6D + 5
=

4e2t − 8e2t + 9e2t

D2 − 6D + 5
=

5e2t

D2 − 6D + 5

نماییم. مͬ حل را معادله این .(D2 − 6D + 5)x = 5e2t (3) بنابراین:
(D − 1)(D − 5) = 0 ⇒ t1 = 1, t2 = 5 ⇒ yc = c1e

t + c2e
5t

(D − 5)x = V1 ⇒ (D − 1)V1 = 5e2t ⇒ V1 = et
∫

e−t.(5e2t)dt = 5et
∫

etdt = 5e2t

داریم: V1 مقدار جایͽذاری با

(D−5)x = 5e2t ⇒ x = e5t
∫

e−5t.(5e2t)dt = 5et
∫

e−3tdt = 5e5t.(−1

3
e−3t) ⇒ x = −5

3
e2t

ترتیب، همین به .x = c1e
t + c2e

5t − 5
3
e2t بنابراین:

y =

∣∣∣ D − 2 2et

−1 3e2t

∣∣∣
D2 − 6D + 5

=
3(D − 2)e2t + 2e2t

D2 − 6D + 5
=

6e2t − 6e2t + 2e2t

D2 − 6D + 5
=

2e2t

D2 − 6D + 5

داریم: بنابراین

(D2 − 6D + 5)y = 2e2t ⇒ y = Aet +Be5t − 2

3
e2t

،x جایͽذاری با مثلا́ آورد، بدست دیͽر تای دو حسب بر را آنها تای دو توان مͬ و نیستند مستقل B و A ،c2 ،c1
داریم: (١) در y و x′

c1e
t + 5c2e

5t − 10

3
e2t − 2c1e

t − 2c2e
5t +

10

3
e2t − 3Aet − 3Be5t + 2e2t = 2e2t{

−c1 − 3A = 0
3c2 − 3B = 0

⇒ c1 = −3A , c2 = B

باشد، مͬ زیر صورت به جوابها بنابراین

x = −3Aet +Be5t − 5

3
e2t , y = Aet +Be5t − 2

3
e2t

نمایید. حل را زیر معادلات دستͽاه ٢.۴.۶ مثال

dx
dt

+ dy
dt

+ 2y − x = et + 1

dy
dt

+ dz
dt
+ z + 2y = et + 2

dz
dt
+ dx

dt
− x+ z = et + 3



٨١ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

نویسیم. مͬ اپراتوری فرم به را دستͽاه ابتدا
(D − 1)x+ (D + 2)y = et + 1
(D + 2)y + (D + 1)z = et + 2
(D − 1)x+ (D + 1)z = et + 3

نماییم. مͬ محاسبه را ضرایب دترمینال

∆ =

∣∣∣∣∣
D − 1 D + 2 0

0 D + 2 D + 1
D − 1 0 D + 1

∣∣∣∣∣ = 2(D + 2)(D + 1)(D − 1)

داریم: کرامر دستور از استفاده با

x =

∣∣∣∣∣
et + 1 D + 2 0
et + 2 D + 2 D + 1
et + 3 0 D + 1

∣∣∣∣∣
2(D + 2)(D + 1)(D − 1)

=
(D + 1)(D + 2)(et + 2)

2(D + 2)(D + 1)(D − 1)
=

et + 2

2(D − 1)

2(D − 1)x = et + 2 ⇒ dx

dt
− x = 1 +

1

2
et (1)

از: عبارتست آن جواب و است اول مرتبه خطͬ (١) ی معادله
µ(t) = e

∫
−dt = e−t ⇒ x =

1

e−t

∫
e−t(1 +

1

2
et)dt = et

∫
(e−t +

1

2
)dt

⇒ x = et(−e−t +
1

2
t+ c1) =

t

2
et − 1 + c1e

t

نماییم. مͬ محاسبه را z و y ترتیب همین به

y =

∣∣∣∣∣
D − 1 et + 1 0

0 et + 2 D + 1
D − 1 et + 3 D + 1

∣∣∣∣∣
2(D + 2)(D + 1)(D − 1)

=
(D − 1)(D + 1)et

2(D + 2)(D + 1)(D − 1)
=

et

2(D + 2)

2(D + 2)y = et ⇒ dy

dt
+ 2y =

1

2
et

µ(t) = e
∫
2dt = e2t ⇒ y =

1

e2t

∫
e2t.

1

2
etdt = e−2t

∫
1

2
e3tdt

y = e−2t(
1

6
e3t + c2) =

1

6
et + c2e

−2t

z =

∣∣∣∣∣
D − 1 D + 2 et + 1

0 D + 2 et + 2
D − 1 0 et + 3

∣∣∣∣∣
2(D + 2)(D + 1)(D − 1)

=
et + 4

2(D + 1)

2(D + 1)z = et + 4 ⇒ dz

dt
+ z =

1

2
et + 2 ⇒ z =

1

4
et + 2 + c3e

−t



٨٢ خطͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه

نمایید. حل را زیر معادلات های دستͽاه ١١ }تمرین
y′1 = y1 + y2
y′2 = 4y1 − 2y2

•{
y′1 = 3y1 − 2y2 − e−x sin x
y′2 = 4y1 − y2 + 2e−x cos x

•{
y′1 = y1 − 5y2 , y1(0) = 1
y′2 = 2y1 − 5y2 , y2(0) = 0

•{
y′′ − 4x = −4et

x′′ − x = 3y
, x(0) = 2, x′(0) = 3, y(0) = 1, y′(0) = 2 •



ضمیمه

انتͽرالͽیری فرمولهای از برخͬ

(١)
∫
xndx = xn+1

n+1
+ c (n ̸= −1)

(٢)
∫

dx
x
= ln |x|+ c

(٣)
∫
du = u+ c

(۴)
∫

dx
x2−a2

= 1
2a
ln
∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣+ c

آنͽاه: ثابتند اعداد b و a کنید فرض •
(۵)

∫
eax+bdx = 1

a
eax+b + c

(۶)
∫
axdx = ax

ln a
+ c

(٧)
∫

dx
ax+b

= 1
a
ln |ax+ b|+ c

(٨)
∫
(ax+ b)ndx = (ax+b)n+1

a(n+1)
+ c

(٩)
∫

du
u
= ln |u|+ c

٨٣



٨۴ �ضمیمه

مثلثاتͬ: توابع انتͽرال فرمولهای •
(١)

∫
sin(ax+ b)dx = − 1

a
cos(ax+ b) + c

(٢)
∫
cos(ax+ b)dx = 1

a
sin(ax+ b) + c

(٣)
∫
tan(ax+ b)dx = − 1

a
ln | cos(ax+ b)|+ c

(۴)
∫
cot(ax+ b)dx = 1

a
ln | sin(ax+ b)|+ c

(۵)
∫
sec2(ax+ b)dx = 1

a
tan(ax+ b) + c

(۶)
∫
csc2(ax+ b)dx = − 1

a
cot(ax+ b) + c

(٧)
∫
sec(ax+ b)dx = 1

a
ln | sec(ax+ b) + tan(ax+ b)|+ c

(٨)
∫
csc(ax+ b)dx = − 1

a
ln | csc(ax+ b) + cot(ax+ b)|+ c

(٩)
∫

dx
x2+a2

= 1
a
arctan(x

a
) + c

(١٠)
∫

dx√
a2−x2 = arcsin(x

a
) + c




