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١ فصل

معمولی دیفرانسیل معادلات

مقدمه (١ - ١

يا معمولی۳ ديفرانسيل معادلات بحث اصلی موضوع اما است، ديفرانسيل۲ معادلات درس کلی عنوان
.[۱] می باشد  ODE

کلیات و تعاریف (١ - ٢

جبری معادلات (١ - ٢ - ١

هستند. f(x) = ۰ صورت به کلی حالت در که شده ايم آشنا جبری معادلات انواع با پايه رياضيات در قبلا
تابع همچنين .f(x, y, z, . . . ) = ۰ مانند: باشد، مجهول چند از تابعی می تواند f تابع پيچيده تر حالت در

.[۱] نوشت  معادلات دستگاه شکل به را آن و باشد برداری صورت به می تواند f

و بوده خطی نوع از معادلات اين بگيريد. نظر در را زير جبری معادلات حالت ساده ترين در ١ - ١ مثال ex11 - 

هستند. حل قابل براحتی

ax+ b = ۰ ⇒ x = − b

a

ax۲ + bx+ c = ۰ ⇒ x =
−b±

√
b۲ − ۴ac
۲a , b۲ − ۴ac = ∆

(۱ - ۱)

گوس-سايدل رافسون، نيوتن مانند عددی روش های از نباشند حل قابل براحتی جبری معادلات که مواقعی در
می شود. استفاده آن ها حل برای ... و

2Differential Equations
3Ordinary Differential Equations

۳



معمولی دیفرانسیل معادلات . ١ فصل ۴

شمارش غيرقابل يا و (محدود) شمارش قابل می تواند x بود. x مجهول کردن پيدا هدف مثال ۱ - ۱ در
نقطه چهار در f تابع شکل ۱ - ۱ در هستند. x محور با f نمودار برخورد محل xها درواقع، باشد. (نامحدود)
جبری، معادلات در دارد.  جواب چهار y = f(x) = ۰ جبری معادله يعنی است، کرده قطع را x محور

x محور با برخورد محل :۱ - ۱ fig7شکل

معادلات اساسی فرق است. (تابع) رابطه يک مجهول ديفرانسيل، معادلات در اما است (نقطه) عدد يک مجهول
.[۱] است  همين ديفرانسيل معادلات و جبری

.[۲] کنيد  بررسی را زير معادلات ١ - ٢ مثال

۵yx۲ + y۳ex − ۴ = ۰ (۲ - ۱) eq11 - 

y۲ + x

∫ x

۰
y(t)dt− ۴ = ۰ (۳ - ۱) eq12 - 

.[۲] نيست  ... يا و y′′ يا y′ از اثری زيرا هستند، انتگرالی نوع از معادله ۱ - ۳ و جبری نوع از معادله ۱ - ۲ حل:

معمولی دیفرانسیل معادلات (١ - ٢ - ٢

نسبت تابع مشتقات و مستقل متغیر و تابع بین رابطه ای هر دیفرانسیل) (معادلات ١ - ١ تعریف

.[٣] می نامیم  دیفرانسیل معادله یک را مستقل متغیر به

ديفرانسيل معادله باشد، داشته مستقل متغير يک فقط تابع اگر می شوند: تقسيم دسته دو به ديفرانسيل معادلات
با ديفرانسيل معادله يا نسبی ديفرانسيل معادله را آن باشد، داشته متغير يک از بيش اگر و ناميده معمولی را

.[۳] می نامند  (PDE ۱) جزيی مشتقات
1Partial Differential Equations



۵ کلیات و تعاریف . ١ - ٢

١ - ٣ مثال ex1

y′ = ۳ (۴ - ۱) eq1

y′′ + ۳(y′)۲ + cosx = ۴ (۵ - ۱) eq2

x۲y′′′(v′′)
۳
۴ + e۴x sin y′ = y۳ + x(y′)۵ (۶ - ۱) eq3

(y′′)۳ + x(y′)
۱
۲ + v sin y′ = ۷x۲ + ۱ (۷ - ۱) eq4

(y′′)۳ + ۶(y′)۴ + ۲x = ۳ (۸ - ۱) eq5

∂۲u(x, y)
∂x۲ =

∂۲u(x, y)
∂y∂x

(۹ - ۱) eq6

∂۲u(x, y)
∂t۲ +

∂۲u(x, t)
∂x∂t

= ۴x۲t (۱۰ - ۱) eq7

.[۳] هستند  نسبی و (۱ - ۱۰) شماره های (۱ - ۹) و معمولی الی (۱ - ۸)، شماره (۱ - ۴)

مرتبه را دیفرانسیل معادله در موجود مشتق مرتبه بالاترین دیفرانسیل) معادله (مرتبه ١ - ٢ تعریف

.[٣] گوییم  دیفرانسیل معادله

مشتق مرتبه بالاترين برحسب را ديفرانسيل معادله يک «چنانچه است: شده تعريف اينچنين [۲] مرجع  در
می گوييم.» ديفرانسيل معادله درجه را چندجمله ای آن درجه نوشت، چندجمله ای يک صورت به بتوان موجود،

 

مرتبه از معادله  (۱ - ۶) دوم، مرتبه از معادله (۱ - ۵) اول، مرتبه از معادله (۱ - ۴) مثال ۱ - ۳ در ۴ - ١ مثال

.[۳] می باشند  دوم مرتبه از معادله (۱ - ۸) و دوم مرتبه از معادله (۱ - ۷) سوم،

مشتقات به نسبت بتوان را دیفرانسیل معادله یک اگر دیفرانسیل) معادله (درجه ١ - ٣ تعریف

درجه را معادله در موجود مشتق بالاترین توان آنگاه نوشت، جمله ای چند فرم به معادله در موجود

.[٣] می نامند  دیفرانسیل معادله

درجه، بدون معادله (۱ - ۶) اول، درجه از معادله (۱ - ۵) اول، درجه از معادله (۱ - ۴) مثال ۱ - ۳ در ۵ - ١ مثال

.[۳] می باشند  سوم درجه از معادله (۱ - ۸) و درجه بدون معادله (۱ - ۷)

:[۳] می کنيم  دسته بندی را معادلات بالا تعاريف از استفاده با

اول مرتبه ديفرانسيل معادلات الف)



معمولی دیفرانسیل معادلات . ١ فصل ۶

دوم مرتبه ديفرانسيل معادلات ب)

n دلخواه مرتبه از ديفرانسيل معادلات ج)

که نوشت گونه ای به بتوان را دیفرانسیل معادله یک اگر خطی) دیفرانسیل (معادله ۴ - ١ تعریف

خطی نوع از را دیفرانسیل معادله آن آنگاه نباشد، تابع مشتقات و تابع از غیرخطی جمله هیچ شامل

.[٢] می گوییم 

گویند، همگن نوع از را خطی دیفرانسیل معادله یک همگن) خطی دیفرانسل (معادله ۵ - ١ تعریف

.[٢] باشد  آن مشتقات از یکی یا و تابع شامل دیفرانسیل معادله آن جملات تمام هرگاه

.[۲] کنيد  بحث زير ديفرانسيل معادلات درباره ۶ - ١ مثال

x۳y′′ + y′۴ − ۴x = ۰ (۱۱ - ۱) eq8

(x− ۱)y′′ + cos y sin y′′ − ۴y = x۲ (۱۲ - ۱) eq9

x۲ ∂
۲u

∂y۲ − x
∂u

∂x
+ y۳ ∂u

∂y
− ۴x = ۰ (۱۳ - ۱) eq10

واسطه به می باشد. ۲ معادله مرتبه y′′ ترم وجود واسطه به است. ديفرانسيل معادله يک معادله ۱ - ۱۱، حل:
است. اول درجه ،(y′′)۱ ترم وجود دليل به ديفرانسيل معادله اين درجه است. غيرخطی معادله y′۴ ترم وجود
دوم مرتبه y′′ ترم وجود دليل به ديفرانسيل معادله اين مرتبه است. ديفرانسيل معادله يک معادله ۱ - ۱۲،
معادله درجه تشخيص برای چون است. غيرخطی نوع از cos y و sin y′′ ترم های وجود واسطه به است.
بواسطه که است، y′′ مشتق مرتبه بالاترين مثال اين در نيز و رفت مشتق بالاترين توانی درجه سراغ به بايد

است. درجه فاقد معادله پس است. رفته کار به sin y′′ صورت به y′′ ترم که آن
مرتبه ∂۲u

∂y۲ ترم واسطه به معادله اين مرتبه است. جزئی مشتقات نوع از ديفرانسيل معادله معادله ۱ - ۱۳،
عبارتی است (کافی است غيرهمگن معادله ندارد. u از غيرخطی فرم چون است، خطی نوع از معادله است. ۲

است). جزئی مشتقات نوع از معادله (چون ندارد درجه باشد). نداشته u که ببينيم را

دیفرانسیل معادله تشکیل (١ - ٣

اختيار c که مختلفی مقادير ازای به است. ثابت مقدار c می کنيم . بررسی را y = F (x, c) منحنی دسته
.[۳] شد خواهد رسم بيشماری منحنی های می کند،



۷ دیفرانسیل معادله تشکیل . ١ - ٣

۷ - ۱ مثال :۲ - ۱ fig1شکل

.[۳] کنيد  رسم را y = x۲ + c منحنی دسته ١ - ٧ مثال ex4

 

.[۳] کنيد  رسم را y = cx منحنی دسته ١ - ٨ مثال ex5

۸ - ۱ مثال :۳ - ۱ fig2شکل

 

.[۳] کنيد  رسم را y = cx۲ + ۲ منحنی دسته ١ - ٩ مثال ex6

 
اين باشد. معادله آن جواب y = F (x, c) و نداشته را c ثابت پارامتر که بنويسيم معادله ای می خواهيم
حذف زير دستگاه در را c پارامتر بايد منظور اين برای بود. خواهد اول مرتبه ديفرانسيل معادله يک معادله



معمولی دیفرانسیل معادلات . ١ فصل ۸

۹ - ۱ مثال :۴ - ۱ fig3شکل

:[۳] }کرد 
y = F (x, c)

y′ = F ′
x(x, c)

.[۳] کنيد  پيدا را مثال ۱ - ۷ منحنی دسته ديفرانسيل معادله ١ - ١٠ مثال

.[۳] می کنيم  حذف زير دستگاه در را c پارامتر }حل:
y = x۲ + c

y′ = ۲x
.[۳] بود  خواهد y′ = ۲x مطلوب جواب پس ندارد بستگی c به دستگاه دوم معادله چون

.[۳] کنيد  پيدا را مثال ۱ - ۸ منحنی دسته ديفرانسيل معادله ١ - ١١ مثال

.[۳] می کنيم  حذف زير دستگاه در را c پارامتر }حل:
y = cx

y′ = c
⇒ y′ =

y

x

.[۳] کنيد  پيدا را مثال ۱ - ۹ منحنی دسته ديفرانسيل معادله ١ - ١٢ مثال

.[۳] می کنيم  حذف زير دستگاه در را c پارامتر yحل: = cx۲ + ۲
y′ = ۲cx ⇒ c =

y′

۲x
می گذاريم: مقدار c جای به دستگاه اول معادله در

y =
y′

۲xx
۲ + ۲ = ۱

۲y
′x+ ۲



۹ دیفرانسیل معادله تشکیل . ١ - ٣

مشخص را y = c sin ۲x+cos ۲x توابع دسته در c ثابت حذف از حاصل ديفرانسيل معادله ١ - ١٣ مثال

.[۲] کنيد 

}حل:
y − cos ۲x = c sin ۲x
y′ + ۲ sin ۲x = ۲c cos ۲x ⇒ y − cos ۲x

y′ + ۲ sin ۲x =
c sin ۲x
۲c cos ۲x ⇒

۲y cos ۲x− ۲ cos۲ ۲x = y′ sin ۲x+ ۲ sin۲ ۲x ⇒ y′ sin ۲x− ۲y cos ۲x+ ۲ = ۰
y = F (x, c۱, c۲, . . . , cn) مانند: باشد، داشته بستگی پارامتر يک از بيش به منحنی دسته اگر

،[۳] کرد  حذف زير دستگاه در معادله، n+ ۱ بين را پارامتر n بايد آن ديفرانسيل معادله تشکيل برای

y = F (x, c۱, c۲, . . . , cn)
y′ = F ′

x(x, c۱, c۲, . . . , cn)
y′′ = F ′′

x۲(x, c۱, c۲, . . . , cn)
...
y(n) = F

(n)
xn (x, c۱, c۲, . . . , cn)

بود. خواهد n مرتبه ديفرانسيل معادله يک نتيجه که

توابعی y۱(x), y۲(x), . . . , yn(x) و اختياری ثابت های k۱, k۲, . . . , kn کنيد فرض ١ - ٣ - ١ نکته
دسته ،k۱, k۲, . . . , kn ثابت های حذف از حاصل ديفرانسيل معادله که داد نشان می توان باشند. معلوم

:[۲] بود  خواهد زير صورت به y = k۱y۱ + k۲y۲ + · · ·+ knyn ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣منحنی های
y y′ . . . y(n)

y۱ y′۱ . . . y
(n)
۱... ... ... ...

yn y′n . . . y
(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰

اختياری پارامترهای b و a آن در که y = ae۲x + bx۲ توابع دسته نظير ديفرانسيل معادله ١۴ - ١ مثال

.[۲] کنيد  مشخص را می باشند

y۱ = e۲x, y۲ = x۲ داشت: خواهيم نکته ۱ - ۳ - ۱ به توجه ∣∣∣∣∣∣با
y y′ y′′

e۲x ۲e۲x ۴e۲x
x۲ ۲x ۲

∣∣∣∣∣∣ = ۰ ⇒ e۲x
∣∣∣∣∣∣
y y′ y′′

۱ ۲ ۴
x۲ ۲x ۲

∣∣∣∣∣∣ = ۰ ⇒
∣∣∣∣∣∣
y y′ y′′

۱ ۲ ۴
x۲ ۲x ۲

∣∣∣∣∣∣ = ۰ ⇒

y(۴− ۸x)− y′(۲− ۴x۲) + y′′(۲x− ۲x۲) = ۰
y = ۲x۲ + c۱x+ c۲ .[۳] کنيد  پيدا را زير منحنی دسته ديفرانسيل معادله ١۵ - ١ مثال



معمولی دیفرانسیل معادلات . ١ فصل ۱۰

می کنيم: حذف زير دستگاه در را c۲ و c۱ پارامترهای حل.
y = ۲x۲ + c۱x+ c۲
y′ = ۴x+ c۱
y′′ = ۴

است. مطلوب جواب y′′ = ۴

y = (c۱ + c۲x)ex .[۳] کنيد  پيدا را زير منحنی دسته ديفرانسيل معادله ١۶ - ١ مثال

می کنيم: حذف زير دستگاه در را c۲ و c۱ پارامترهای حل.
y = c۱ex + c۲xex

y′ = c۱ex + c۲ex + c۲xex

y′′ = c۱ex + ۲c۲ex + c۲xex

y′′ − ۲y′ = −c۱ex − c۲xex داريم: دستگاه سوم و دوم معادلات از
y′′ − ۲y′ + y = ۰ مطلوب: جواب و می باشد −y برابر عبارت راست طرف

جواب کند، صدق دیفرانسیل معادله در که تابعی هر دیفرانسیل) معادله (جواب ۶ - ١ تعریف

.[٣] می شود نامیده دیفرانسیل معادله

y از زيرا می باشد، y′ + ۴y = ۰ اول مرتبه ديفرانسيل معادله جواب يک y = ۲e−۴x تابع ١ - ١٧ مثال

−۸e−۴x+۸e−۴x = ۰ :[۳] داريم اصلی معادله در جايگذاری با y′ = −۸e−۴x داريم: می گيريم، مشتق

می باشد؛ y′′+۴y = ۰ دوم مرتبه ديفرانسيل معادله جواب يک y = cos ۲x+sin ۲x تابع ١ - ١٨ مثال

داريم: و می گيريم را y دوم و اول مشتق زيرا

y′ = −۶ sin ۲x+ ۲ cos ۲x y′′ = −۱۲ cos ۲x− ۴ sin ۲x

:[۳] است برقرار اتحاد y′′ و y′ جايگذاری با

−۱۲ cos ۲x− ۴ sin ۲x+ ۱۲ cos ۲x+ ۴ sin ۲x = ۰

معادله جواب يک y = − cos و y = − cosx+ ۲ ،y = − cosx− ۵ توابع از يک هر ١ - ١٩ مثال ex14

می باشد، ديفرانسيل معادله جواب y = − cosx+ c کلی طور به می دانيم و می باشد y′ = sinx ديفرانسيل
.[۳] است دلخواه ثابت c که
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معادله جواب يک y = xex+ex و y = xex−۲ex ،y = xex+
۵
۲ e

x توابع از يک هر ١ - ٢٠ مثال

که می باشد ديفرانسيل معادله جواب y = xex + cex کلی بطور و y′ − y = ex می باشد: زير ديفرانسيل
.[۳] است دلخواه ثابت c

حتی باشد؛ داشته جواب يک از بيش است ممکن ديفرانسيل معادله که ديد خواهيم بالا مثال دو به توجه با
را جوابی چنين می شوند. بيان است دلخواه ثابت يک شامل که فرمول يک تحت همگی که جواب، بی نهايت

.[۳] می ناميم عمومی جواب
.[۳] بود خواهد دلخواه ثابت n شامل عمومی جواب باشد، n مرتبه از ديفرانسيل معادله اگر توجه:

کند، عبور (۰, ۱) دلخواه نقطه از جواب منحنی که کنيم تعيين طوری را جواب بخواهيم مثال ۱ - ۱۹ در اگر
c = ۲ عمومی جواب در ۱ = − cos ۰ + c ⇒ c = ۲ می دهيم: قرار x = ۰, y = ۱ عمومی جواب در

y = − cosx+ ۲ :[۳] می دهيم قرار
.[۳] گويند خصوصی جواب جواب، اين به

پارامتر و می دهيم قرار اوليه شرايط تحت را عمومی جواب که می آيد بدست ترتيب اين به خصوصی جواب
.[۳] می کنيم تعيين را ثابت

روشن برای می آيد. بدست عمومی جواب از هميشه و پارامتر بدون است جوابی خصوصی، جواب توجه:
.[۳] ببينيد  را زير مثال مطلب، شدن

می شود. چقدر ساعت t از بعد آن جرم بدانيم می خواهيم و داريم راديواکتيويته ای ماده کنيد فرض ١ - ٢١ مثال ex16

:[۳] باشد  y جرم کنيم فرض اگر پس است. موجود جرم با متناسب شدن متلاشی ميزان که می دانيم

dy

dt
= −ky ⇒ dy

y
= −kdt ⇒ Lny = −kt+ Lnc ⇒ Ln

y

c
= −kt ⇒ y

c
= e−kt

۷ = ce۰ ⇒ داريم: اوليه) (شرايط y = ۷ گرم ،t = ۰ در کنيم فرض اگر و y = ce−kt عمومی جواب
می شود، نصف جرم مدتی چه از بعد بدانيم بخواهيم اگر می باشد. y = ۷e−kt خصوصی جواب و c = ۷

است). معلوم تناسب ضريب k) کنيم تعيين را t و دهيم قرار y۲ مقدار y جای به خصوصی جواب در بايد

 

نمایش منحنی که است جوابی دیفرانسیل، معادله غیرعادی۱ جواب غیرعادی) (جواب ١ - ٧ تعریف

.[٣] باشد  مماس عمومی جواب منحنی های تمام بر آن
1Singular Solution
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۲۱ - ۱ مثال :۵ - ۱ fig4شکل

که است (x − c)۲ + y۲ = ۴ عمومی جواب دارای y۲(۱ + y′۲) = ۴ ديفرانسيل معادله ١ - ٢٢ مثال ex17

.[۳] می باشد  (c, ۰) نقاط آن ها مرکز که هستند دوايری دسته نشان دهنده

۲۲ - ۱ مثال :۶ - ۱ fig5شکل

معادله اين غيرعادی جواب های y = ±۲ که می کنند صدق معادله در نيز y = −۲ و y = ۲ خط دو  
می باشند.

کرد. خواهيم صحبت بعدا غيرعادی جواب های کردن پيدا راه های درباره

جواب و می باشد y = cx +
۱
c

عمومی جواب دارای y = xy′ +
۱
y′

ديفرانسيل معادله ١ - ٢٣ مثال

.[۳] است  y۲ = ۴x معادله غيرعادی

:[۳] تذکر 
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نمی آيد. بدست عمومی جواب از اوليه ای شرط هيچ تحت ديفرانسيل معادله غيرعادی جواب الف)

ندارند. غيرعادی جواب خطی ديفرانسيل معادلات ب)

اعداد مجموعه در که y′۲ + ۳ = ۰ مانند نباشند. عمومی جواب دارای است ممکن معادلات از بعضی ج)
عمومی جواب و است y ≡ ۰ جواب يک دارای تنها |y′|+ |y| = ۰ معادله و نيست جواب دارای حقيقی

ندارد.
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