
  
  دكتر عليرضا فيوض -ديناميك سازه ها

  
  سرفصل مطالب

  مقدمه -1فصل 
  معادله حركت سيستمهاي يك درجه آزاد – 2فصل 
  ارتعاش آزاد سيستمهاي يك درجه آزاد -3فصل 
  پاسخ در برابر بارهاي هارمونيك -4فصل 
  بارهاي متناوبپاسخ در برابر  -5فصل 
  پاسخ در برابر بارهاي ضربه اي -6فصل 
  پاسخ در برابر بارهاي كلي -7فصل 
  روش هاي عددي -8فصل 
  سيستم هاي غير خطي -9فصل 
  سيستمهاي تعميم يافته -10فصل 
  معادله حركت سيستمهاي چند درجه آزاد -11فصل 
  ارتعاش آزاد سيستم هاي چند درجه آزاد – 12فصل 
  خ سيستم هاي چند درجه آزادپاس – 13فصل 
  معادله حركت سيستمهاي پيوسته - 14فصل 
  ارتعاش آزاد سيستم هاي پيوسته – 15فصل 
  پاسخ سيستم هاي پيوسته – 16فصل 

  
  ارزيابي
  درصد 10                       تكاليف

  درصد 45     7تا  1ميان ترم از فصل 
 درصد 45       16تا  8نهايي از فصل 

  
  مراجع

1-“Dynamics of Structures”, R.W. Clough and J.Penzien, Computers and Structures Inc.,                    
3rd edition, 2003. 
 
2- “Dynamics of Structures, theory and application to earthquake engineering”, A.K. Chopra, 
Prentice-Hall, 1995. 

  

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com
Golkari
Typewriter
Earthquake.blog.ir

http://earthquake.blog.ir/


 

 

  
  
  
  
  
  

  ديناميك سازه ها
  
  
  
  

  دكتر عليرضا فيوض
  
  
  
  
  

 
 
 
 
 

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 عليرضا فيوض                                                         ميك سازه ها                                                                      دينا

 

٢ 
 

  
  

  فصل اول
  
  مقدمه

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 مقدمه                                                                                                                                                         فصل اول

 
 

3 
 

  ديناميك سازه ها 1-1

منظور از پاسخ سازه . موضوع علم ديناميك سازه عبارت است از محاسبه پاسخ سازه ها در برابر بارهاي ديناميكي

 .تكيه گاه، نيروهاي داخلي و تنش ها و كرنش هـا مـي باشـد    كميت هايي نظير تغييرمكان، سرعت، شتاب، عكس العمل

  .تابعي از زمان باشد هاآن يا جهت منظور از بارهاي ديناميكي بارهايي است كه مقدار يا محل اثر

  

  بارهاي ديناميكي انواع  1-2

  :توان تقسيم بندي نمود را به دو دسته مي بارهاي ديناميكي

 ) Prescribed( يا بارهاي از پيش تعريف شده) Deterministic(نيبارهاي متع -الف

  )Probabilistic(يا احتمالي) Random( تصادفي يا) Nondeterministic(غيرمتعيَِن بارهاي  -ب 

بارهاي متعين بارهايي هستند كه تغييرات زمـاني آنهـا معلـوم اسـت ولـي بارهـاي غيـرمتعيَِن بارهـايي هسـتند كـه           

علوم نيست ولي مي توان بعضي از توابع آماري آنها نظير ميانگين، ميانگين مربعـات، واريـانس   تغييرات زماني آنها دقيقاَ م

توان گفت كه بارهاي متعين بارهايي هستند كه اتفاق افتاده اند ولي بارهـاي غيـرمتعيَِن بارهـايي     مي. را تعريف نمود... و 

چـون تغييـرات زمـاني آن     اتفاق افتـاده اسـت متعـين اسـت     مثلاً زلزله اي كه. شوند هستند كه در آينده به سازه وارد مي

چون تغييـرات   شود غيرمتعيَِن است ولي زلزله اي كه در آينده اتفاق مي افتد و سازه براي آن طراحي مي .مشخص است

  .زماني آن معلوم نيست

د بارهـاي تصـادفي   شـود بـه سـازه وارد شـون     به اين ترتيب كليه بارهايي كه در هنگام طراحي سازه پيش بيني مي

شود به سازه وارد  چون بار مرده اي كه در هنگام طراحي فرض مي مرده ساختمان نيز بار تصادفي است،حتي بار . هستند

و احتمالاً در طول زمان تغيير خواهد كرد كـه تغييـرات آن بـا زمـان مشـخص       بيني نمود را دقيقاً نمي توان پيش مي شود

  .نيست
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  .توان به انواع مختلفي تقسيم بندي نمود بارهاي متعين را مي .تعين استموضوع اين درس بارهاي م

شـكل  ( شـود  بارهايي هستند كه شكل آنها در يك محدوده زماني تكرار مي )Periodic(بارهاي متناوب -الف

1-1 .(  

  

                
 مثال هايي از بارهاي متناوب 1-1شكل 

 

 

  :يم بندي ميشوندتناوب خود به دو دسته تقسمبارهاي 

 يـا كسينوسـي   ينوسـي بارهايي كه فقط از يـك مـوج س  ) Simple Harmonic(بار هارمونيك ساده -1

  ).2-1شكل(تشكيل ميشوند

  

  

  

   

  مثال هايي از بارهاي هارمونيك ساده  2-1شكل      
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  ) Complex periodic(بار تناوبي پيچيده -2

و يـا حتـي نـامنظم     )3-1شـكل  ( اده با فركانس و دامنه هاي مختلـف نوع بار تركيبي از چند بار هارمونيك ساين 

  .يا اسكله ها هستند نيروي امواج بر سازه هاي دريايينمونه اي از اين بارها . ميتواند باشد

  

  

  

  

  

  نمونه اي از بار تناوبي پيچيده  3-1شكل 

  

  )Impulsive loading(بارهاي ضربه اي  -ب

مثل نيروي انفجار يا ضربه آسانسور يـا برخـورد كـاميون بـه     .نها بسيار كوتاه باشدبارهايي كه مدت زمان اعمال آ 

  ).4-1شكل (پايه پل 

  
  نمونه اي از بار انفجاري 4-1شكل 
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  )Irregular(بارهاي نامنظم -پ

  ).5-1شكل ( كه شكل هندسي خاصي ندارند مثل بار زلزله هستند بارهايي 

  

  
  شتاب زلزله السنترو  5-1شكل 

  

  

  مثال هايي از بارهاي ديناميكي 1-3

چون واضح است كه وابسته به زمان مي . يك نوع بار ديناميكي است زلزله بار. )Earthquake(بار زلزله  -الف

البته زلزله خود بار نيست بلكه حركات زمين است كه چون در جرم ساختمان شتاب ايجاد مي كنـد، باعـث توليـد     .باشد

  .كه اصطلاحاً نيروي زلزله ناميده مي شود نيروي اينرسي در سازه شده

يعني در يك لحظه از زمان ممكن است . واضح است كه فشار باد تابعي از زمان مي باشد . )wind(فشار باد -ب

  .بنابراين فشار باد نيز يك نوع بار ديناميكي محسوب مي شود .مقداري باشد و پس از آن كم يا زياد شود
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و  ، نيرويي ايجاد مي كند كه تـابعي از زمـان  ي ساحلي و فراساحليسازه ها ياج روفشار امو . )wave(موج -پ

  .است در نتيجه ديناميكي

باري اسـت كـه مقـدار آن را مـي تـوان ثابـت        حركت اتومبيل روي پل. )moving load(بارهاي متحرك -ت

بنـابراين بارهـاي محـرك نيـز     . ولـي موقعيـت آن بـا زمـان متغيـر اسـت      ) با صرفنظر كردن از اثرات ضربه(درنظر گرفت 

  .ديناميكي محسوب ميشوند

در معـرض  ...) مثل پايه پل هـا يـا حفـاظ هـاي اطـراف جـاده و      (بعضي از سازه ها . )Impact(ضربه اتومبيل -ث

  .اين نيرو نيز تابعي از زمان وديناميكي است. برخورد اتومبيل هستند

صـورتي  ماشين آلاتي كه به سازه متصـل مـي شـوند در     . )rotating machinery(ماشين آلات ارتعاشي -ت

، نيرويي به سازه وارد مي كنند كه تابعي از زمان ...)مثل آسانسور، چيلر، كمپرسور و(كه يك موتور محرك داشته باشند

  .و ديناميكي است

ملايـم  ، وزش ارتعاشاتي كه بر اثر عوامل محيطي مثل ترافيـك . )ambient vibration(ارتعاشات محيطي -ج

  .هاي ريز زمين ايجاد ميشود نيز در زمره بارهاي ديناميكي محسوب ميشوندو لرزش  هوا،

بار زنده وارد بر سازه ها نيز ديناميكي است زيرا اين بار بعضي اوقات به سـازه وارد   .)Live Load(بار زنده -چ

  .بعضي اوقات اين بار وجود نداردمي شود و 

بار مرده ساختمان را نيز مي توان ديناميكي محسوب نمود زيرا اين بار نيز بـه  حتي . (Dead Load)بار مرده -ح

حتي در زمان بهره برداري ممكـن اسـت بـارمرده بـه سـاختمان تغييـر كنـد         .شود مان به سازه وارد ميتدريج ودر طول ز

  .بنابراين بار مرده نيز تابعي از زمان ميباشد
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  يكيتفاوت بين مسائل ديناميكي و استات 1-4

  :بين مسائل استاتيكي و ديناميكي سه تفاوت عمده وجود دارد

چون نيروي يناميكي ولي در مسائل د نسبت به زمان ثابت هستندنيروي وارد و پاسخ سازه  در مسائل استاتيكي -1

  .زمان مي باشدوارد به سازه تابعي از زمان است پاسخ سازه نيز تابعي از 

ر مكان سازه تابعي از زمان است بنابر اين ذرات مختلـف سـازه داراي سـرعت و    چون در مسائل ديناميكي تغيي -2

همانطور كه مي دانيم حاصل ضرب جرم ذرات در شـتاب آنهـا نيرويـي بوجـود مـي آورد كـه نيـروي        . شتاب نيز هستند

يـد اثـر نيـروي اينرسـي     بنابراين در مسائل دينـاميكي با . در مسائل استاتيكي اين نيرو وجود ندارد. اينرسي ناميده مي شود

  .درنظر گرفته شود

اگر سازه اي داراي تغيير مكان، سرعت يا شتاب اوليه باشد و سپس به آن نيرو وارد نشود به تدريج و به مـرور   -3

علـت ايـن امـر اتـلاف انـرژي اسـت كـه خـاص مسـائل          . زمان دامنه حركت آن كاهش مييابد تا بالاخره به صفر ميرسـد 

در مسائل استاتيكي ميرايي وجود ندارد . امل اتلاف انرژي در مسائل ديناميكي ميرايي ناميده ميشودع. ديناميكي مي باشد

 .ولي در مسائل ديناميكي لازم است ميرايي نيز درنظر گرفته شود

 

  روش مدلسازي  1-5

  :به دو صورت مي توان يك سازه را مدلسازي نمود

سازه در نقاط معيني بـه صـورت متمركـزدر     يرايي و نيروي، سختي، مدر اين روش جرم: مدل جرم متمركز)الف(

  . نظر گرفته مي شود

در اين روش جرم، سختي، ميرايي يا نيروي  سازه به صورت پيوسـته در نظـر گرفتـه مـي     : مدل جرم پيوسته) ب ( 

  . شود
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توان آنهـا را بـه    مي توان گفت كه كليه سازه هاي واقعي از مدل جرم پيوسته تبعيت مي كنند ولي با فرضياتي مي

 . صورت جرم متمركز درنظر گرفت 

 

 

  ديناميكي سازه ها تحليل اصلي فرضيات 1-6

درنظر گرفتـه مـي شـود همـان فرضـيات اصـلي تحليـل         در اين درس فرضياتي كه براي تحليل ديناميكي سازه ها

  :كه عبارتند از استاتيكي سازه ها مي باشند

ين فرض تغيير فرمها آنقدر كوچك هستند كه روي روابط تعادل تـأثير  بر اساس ا: تغيير فرم هاي كوچك) الف(

  .زيادي نمي گذارند

اين فرض به اين مفهوم در نظر گرفته مي شود كه رابطه بين تـنش و كـرنش بـه صـورت     : خطي بودن سازه) ب ( 

بـا   .خود بر مـي گـردد   همچنين رفتار سيستم به صورت ارتجاعي است يعني با برداشتن بار سازه به جاي اول. خطي است

  .صادق بودن اين فرض اصل جمع آثار قوا نيز برقرار خواهد بود

  .اين درس بجز در جاهايي كه صراحتاً ذكر مي شود از اين دو فرض استفاده مي شود در
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عادله حركت سيستم هاي م
  يكدرجه آزاد
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  سيستمهاي يك درجه آزاد 2-1
  

توان بر حسـب جابجـايي يـك    تند كه جابجايي كليه نقاط آن را مي سيستم هاي يك درجه آزاد سيستم هايي هس
  :مثال هايي از اين سيستم عبارت است از. نقطه بيان نمود
نشـان داده   دامپـر -فنر-سيستم جرم 1 -2شكل نمونه اي از اين سيستم ها در،  دامپر -فنر -سيستم جرم -الف
 .شده است

  .جابجايي اين سيستم بوسيله جرم آن بيان ميشود

  

 دامپر-فنر- سيستم جرم 1 -2شكل 

 
  ك درجه آزاد از يك قاب يك طبقهمدل ي -ب

به صورت يك سيستم يك درجه آزاد در نظـر گرفـت    يك قاب يك طبقه كه سقف آن صلب باشد را مي توان
تنها حركتي كه براي اين قاب امكان پذير است جابجايي افقي سقف است كه بـه عنـوان درجـه آزادي در    ). 2-2شكل (

  .نظر گرفته مي شود

m
R ig id

c

  
  مدل سقف صلب 2-2شكل 
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  اجزاي سيستم هاي ديناميكي 2-2
  :شده اند لكليه سيستم هاي ديناميكي از اجزاي زير تشكي

  .سيستمهاي ديناميكي حتماً جرم دارند ،)Mass(جرم  -الف
  .سيستم هاي ديناميكي حتماً داراي سختي هستند ،)Stiffness(سختي  –ب  
يرايي جزء خصوصيات ذاتي سيستم هاي ديناميكي است و در كليه ايـن سيسـتمها وجـود    م ،)Damping(ميرايي  –ج  

  .دارد
البته وارد شدن نيرو جزء شروط الزامي سيسـتم  . به سيستمهاي ديناميكي ممكن است نيرو وارد شود ،)Force(نيرو  –د  

  .نيرو وارد نشودديناميكي سيستم يك  به هاي ديناميكي نيست و ممكن است
  
  
  Equation of Motion of SDOF   معادله حركت سيستم هاي يك درجه آزادي 2-3

  :عبارتند ازروش هاي نوشتن معادله حركت سيستم هاي ديناميكي 
  .شود كه روابط تعادل ديناميكي بدست مي آيد از قانون دوم نيوتن استفاده ميدر اين روش  :اصل دالامبر) 1     
اسـتاتيكي يـا   (مي در حـال تعـادل   بر اساس اين اصل بنا شـده اسـت كـه اگـر سيسـت      اين روش: روش كار مجازي) 2     
باشد و به آن يك تغيير مكان كوچك كه با تكيه گاههاي آن سازگار باشـد داده شـود، مجمـوع كـار انجـام       )اميكيدين

  .شده توسط نيروهاي وارد بر آن صفر است
بر اساس آن مجمـوع انـرژي پتانسـيل وجنبشـي سيسـتم در هـر        .اين روش همان روش انرژي است :اصل هاميلتون) 3     

  .لحظه از زمان ثابت مي ماند
  

  . در اينجا از روش تعادل براي نوشتن معادله حركت استفاده مي شود
نمـودار جسـم آزاد سيسـتم    . در اين روش ابتدا نمودار جسم آزاد سازه ترسيم شده، سپس روابط تعادل نوشـته مـي شـود   

  .نشان داده شده است 3-2در شكل  tه در لحظ فنر-جرم
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  نمودار جسم آزاد سيستم جرم فنر 3-2شكل 

  
  

  .رابطه تعادل براي اين سيستم به صورت زير نوشته مي شود
)2-1                                                                                                                    (fI(t) + fD(t) + fS(t) = P(t)  

  :كه در آن
FI(t)   =  نيروي اينرسيInertia force  

FD(t)   =  نيروي ميراييDamping force  
Fs(t)   = نيروي فنري  Spring force  

 P(t)   =  نيروي خارجي External force 

  
نيـروي فنـري وبعضـي اوقـات نيـروي      اين نيرو نيرويي است كه در فنر بوجود مي آيد به همين دليل به آن  : fsمحاسبه  

خواهيم  )4-2شكل ( بر حسب تغيير مكان ي فنريبا فرض خطي بودن تغييرات نيرو  .گفته مي شود) elastic(ارتجاعي 
  .داشت

  

u

k
1

Fs

  
  رابطه نيروي فنري با تغيير فرم 4-2شكل 
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)2-2                                          (                                                                                      fS (t) = k.u(t)  
، ناميـده مـي   kدر اين رابطه فرض شده است كه نيروي فنر با تغيير فرم آن متناسب است و ضـريب تناسـب سـختي فنـر،     

  .مي باشند تغيير مكان سيستم u(t)نيروي فنري و  fS (t)همچنين  .شود
  

شـكل  (ضريب تناسب جرم مي باشد بر اساس قانون دوم نيوتن نيروي اينرسي با شتاب نسبت مستقيم دارد و:  fIمحاسبه 
2-5(  
  

ü

m
1

FI

 
  رابطه نيروي اينرسي با شتاب 5-2شكل 

  
  

  :بنابراين
)2-3                                                   (                                                                                If (t)=m.u(t) 

If كه در آن (t)  ،نيروي اينرسيm جرم سيستم و u(t)  مي باشد )شتاب(مشتق دوم تغيير مكان.  
 
در اصـل رابطـه اي كـه بتـوان     . نيروي ميرايي وضعيت پيچيده تري نسبت به نيروهاي فنري و اينرسي دارد : fDمحاسبه  

ولي مي تـوان گفـت   . نيروي ميرايي را بر اساس آن بدست آيد و مورد قبول همه محققين باشد هنوز بدست نيامده است
كه ضريب تناسب، ضريب ميرايي ناميـده مـي    )6-2 شكل( كه براي اكثر سازه ها نيروي ميرايي متناسب با سرعت است 

) viscouse(لازم به ذكر است كه ميرايي سيستمي كه در آن نيروي ميرايي متناسب با سرعت باشد، ميرايـي لـزج   . شود
  .ناميده مي شود
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ù

c
1

FD

 
  رابطه نيروي ميرايي با سرعت 6-2شكل 

  
  

  :ي توان نوشتبنابراين در اين مورد نيز م

)2-4                                                                                                                            (        Df (t)=c.u(t)  

Df كه در آن (t)  ،نيروي ميراييc و  ضريب ميراييu(t)  مي باشد) سرعت(مشتق اول تغيير مكان. 

  
  :خواهيم داشت ذاري اين روابط در معادله تعادلجايگبا 
)2-5                                                                                                                  (mu(t)+cu(t)+ku(t)=p(t) 

همانطور كه مشاهده مي شود اين معادله يك معادله ديفرانسـيل  . اين معادله، معادله حركت سيستم يك درجه آزاد است
 .دارد p(t)با ضرايب ثابت است كه حل آن بستگي به  2خطي مرتبه 

 
 
  تحت نيروي وارد بر سقف سقف صلبمعادله حركت سيستم  2-4

در اين مـورد نيـز معادلـه تعـادل بـه      . نشان داده شده است) 7-2(يستم سقف صلب در شكل دياگرام جسم آزاد س
  .شود صورت زير نوشته مي

)2-6                                                                                                           (fI(t) + fD(t) + fS(t) = P(t) 

نيروي اينرسي برابر با حاصلضرب جرم سقف در شتاب آن، نيـروي ميرايـي برابـر بـا حاصلضـرب      در اينحالت نيز 
بايـد  . ضريب ميرايي در سرعت سقف و نيروي فنري برابر با حاصلضرب سختي ستون ها در جابجـايي سـقف مـي شـود    

ر از سـختي سـتون نيـز    منظـو . توجه داشت كه منظور از جابجايي سقف، تغيير مكان نسبي سقف نسبت به تكيه گاه است
  .همان تعريف استاندارد سختي يعني نيروي لازم براي ايجاد تغيير مكان واحد در سقف است
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  نمودار جسم آزاد سيستم سقف صلب 7-2شكل 
  
  

، ولي بايـد توجـه نمـود    مي باشد) 5-2(بنابراين در مورد سيستم هاي سقف صلب نيز معادله حركت همان معادله 
  .تغييرمكان نسبي سقف نسبت به زمين است u(t)كه منظور از 

  
  
  سقف صلب تحت شتاب پايهمعادله حركت سيستم  2-5

در اينجا فرض بر اين است كه به سسيتم سقف صلب نيروي خـارجي وارد نمـي شـود، در عـوض تكيـه گـاه آن       
شـكل ديـده مـي شـود      چنانچـه در ايـن   .نشان داده شده است 8-2نمودار جسم آزاد سقف در شكل . حركت افقي دارد

نسبت به تكيه گـاه تغييرمكـان پيـدا كـرده      u(t)جابجا شده است و سقف سازه به اندازه   ug(t)تكيه گاه سازه به اندازه 
  :معادله تعادل سقف در اين حالت به صورت زير نوشته مي شود . است

)2-7                                                                 (                                                               I D Sf +f f =0+  

  
  نمودار جسم آزاد سقف صلب تحت اثر حركت تكيه گاه 8-2شكل 

f /2
P

sf /2s fD

f I
u
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. همانطور كه انتظار مي رود چون به سقف نيروي خارجي وارد نمي شود بنابراين سمت راسـت ايـن معادلـه صـفر اسـت     
  :نيروي فنري از رابطه زير بدست مي آيد

)2-8                                                                                                                   (               fS (t) = k.u(t)  
  .سختي ستون ها است kتغييرمكان نسبي سقف نسبت به تكيه گاه و  u(t)كه در آن 

  :نيروي ميرايي نيز از رابطه زير بدست مي آيد

)2-9                                                                                                         (                                  Df (t)=c.u(t)  
  .ضريب ميرايي سيستم است cسرعت نسبي سقف نسبت به تكيه گاه و  u(t)كه در آن 

  :يعني. نيروي اينرسي برابر با حاصلضرب جرم سقف در شتاب مطلق آن است

)2-10                                    (                                                                                                     t
If (t)=m.u (t)  

tuكه در آن  (t)  شتاب مطلق سقف وm مي توان نوشت 8-2با توجه به شكل  .جرم آن است:  

)2-11                             (                                                                                           t
gu (t)=u(t)+u (t)  

  :با مشتق گيري از آن داريم

)2-12                                                                                                             (              t
gu (t)=u(t)+u (t)  

)2-13                                                                                                                         (t
gu (t)=u(t)+u (t)  

  :مي رسيم به رابطه زير) 7-2(در رابطه ) 13-2(و ) 9-2(، )8-2(با جايگذاري روابط 
)2-14                                                                                                   (gmu(t)+cu(t)+ku(t)=-mu (t)  

عبارت  P(t)است ولي در سمت راست آن بجاي ) 5-2(ملاحظه مي شود كه اين معادله همان معادله 

g-mu (t) بنابراين مي توان نتيجه گرفت كه سازه اي كه تكيه گاه تحت اثر شتاب پايه . است ظاهر شدهgu (t)  قرار
g-muگرفته است معادل با سازه اي است كه تكيه گاه آن ثابت است ولي سقف آن تحت اثر نيروي  (t)  قرار گرفته

  :ه مي شودزلزله ناميد مؤثراين نيرو، نيروي . است
)2-15                                                                                                                            (         eff gP (t)=-mu (t) 

  :پس در اين حالت نيز معادله حركت به صورت زير نوشته مي شود
)2-16                    (                                                                                  effmu(t)+cu(t)+ku(t)=P (t)  
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  ارتجاعي سختي سيستم هاي 2-6
بدليل اهميت زيادي كه سختي سازه ها در تحليل ديناميكي سازه ها دارند، در اين قسـمت روش محاسـبه سـختي    

سـختي سيسـتم هـاي يـك درجـه آزاد      همانگونه كه قبلاً گفته شد . بي شرح داده مي شودبعضي از سيستم هاي باربر جان
  .واحدتغيير مكان است با نيروي لازم براي ايجاد  برابر

)2-17                                                                                                                       (PP=k    k=
∆

∆ ⇒  

در مثال هاي زير توضيح  براي محاسبه اين نيرو از روش هاي كلاسيك تحليل سازه ها مي توان استفاده نمود كه 
  .داده مي شوند

 
 .ه گاه آن گيردار و تكيه گاه ديگر آن هدايت شونده اسـت را بدسـت آوريـد   يسختي يك ستون كه يك تك – 1مثال 

  .است Lآن و طول  EIسختي خمشي ستون 
  

  
 
 
 
 
 
 
  

  
 
 

سـختي را  ) 17-2(وارد كرده وتغيير مكان آن را حساب و سپس از رابطة  Bرا در انتهاي  Pبراي محاسبه سختي، نيروي 
براي محاسبة تغيير مكان از هر يك از روش هاي تحليل سازه ميتوان استفاده نمود كه براي ايـن مثـال   . بدست مي آوريم

  .مي كنيمده افت استفا-ش شيباز رو
  
  

A

B

L

u

P
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   .بدست آوريدرا  hو ارتفاع  قاب يك طبقه با سقف صلبسختي   -2مثال
  

  
  

  
  
  

  

3در اين حالت چون سختي هر ستون 

12EI
h

  :است، سختي قاب برابر است با 

3

24EIK=
h

 

 

AB AB BA 2

A BA BA AB BA 3

3

2EI u -6EIuM = (-3 )   M =M =
L L L

12EIM =0   V L=M +M   ,  P=-V    P= u
L

12EIPK=     K=    u L

⇒

⇒ ⇒

⇒

∑

P

u
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 وضيف رضايمعادله حركت                                     عل: فصل دوم يها نيسازه ها                                    تمر كيناميد

 

 

 
  .بدست آوريد داده شده راهاي نشان  يك ستون هر سختي -1
  
  
  
  
  
  
  
  
ممان . درجة آزادي را تغييرمكان افقي تير در نظر بگيريد. بدست آوريدسختي قاب يك طبقه با تير انعطاف پذير را  -2

  .بگيريد Eضريب الاستيسيته را . اينرسي هاي تير و ستون و ابعاد قاب روي شكل نشان داده شده است
 
 
     

  
  
  

  . بدست آوريدتير با ممان اينرسي صفر ) ب(و   بتير صل) الف( خاص حالت هاي سختي قاب را در  همچنين
  

  
  بدست آوريد را Eو ضريب الاستيسيتة  L، طول  Aمقطع  عضو مورب با سطحسختي يك  -3
  
  
  
  
  

A

B

L EI

A

B

L EI

A

B

L EI
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   .محاسبه كنيدرا نشان داده شده  سختي ديوار برشي  -4

 Eالاستيسيته ضريب 

 νپواسون ضريب 

  5/1شكل براي مقاطع مستطيلي ضريب 
  
  
  
  
  را بدست آوريد؟نشان داده شده  سختي سيستم  -5
  
  
  
  
  :معادله حركت سيستم نشان داده شده را بدست آوريد  -6
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  3فصل 
  

سيستم هاي يك  ارتعاش آزاد
  درجه آزاد
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  مقدمه 3-1

  :در فصل قبل ديديم كه معادله حركت سيستم هاي يك درجه آزاد به صورت زير است
     mu+cu+ku=P(t)       

را  P(t)ستكه تيروي ناي د اولين حالتي كه در نظر گرفته مي شو. دارد P(t)حل اين معادله ديفرانسيل بستگي به نيروي 
اين حالت بسيار مهم در معادلات ديفرانسيل، حالت همگن و در ديناميك سازه ها ارتعاش آزاد . برابر صفر قرار دهيم

سيستم را به دو  .دهدمي بدون وارد شدن نيرو انجام  كه سيستم شي استامنظور  از ارتعاش آزاد ارتع .ناميده مي شود
  .در اين فصل معادله ارتعاش آزاد سيستم هاي ناميرا و ميرا حل مي شود. ناميرا و ميرا: گرفتصورت مي توان در نظر 

  .مي باشد هاي يك درجه آزادي ارتعاش آزاد سيستم معادله فوق معادله
  
  سيستم ناميرا 3-2

كـت بـه صـورت    ، در نتيجه معادله حرC=0در اين حالت فرض به اين است كه در سيستم، ميرايي وجود ندارد و داريم 
  :زير در مي آيد

mu+ku=0 )3-1                                                                                                                            (                         

  : خواهيم داشت) m(فوق بر جرم عادله با تقسيم م
ku+ u=0
m

)3-2                                                                                                                            (                         

 2ωآنهـا را  بـراي سـادگي حاصـل تقسـيم     . كميت هايي مثبت هستند و تقسيم آنهـا نيـز مثبـت اسـت     mو  kپارامترهاي 
  .ميناميم

)3-3                                                                                                                            (    2 k kω =     ω=
m m

⇒  
  :بنابراين معادله حركت به صورت زير در مي آيد

)3-4         (                                                                                                                                            2u+ω u=0  
  

  : معادله عبارتست از  اين جواب
)3-5                                                        (                                                                                                λtu(t)=e  

2 قرار دادن اين رابطه و رابطهبا . از قرار دادن اين رابطه در معادله بدست مي آيد λكه در آن  پارامتر  λtu=λ e  در معادله
  :داريم )3-2(
)3-6                                                                                   (( )2 λt 2 λt 2 2 λt 2 2λ e +ω e =0 λ +ω e =0  λ +ω =0⇒ ⇒  
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ناميده مي شود كه از حل آن دو مقدار موهومي  )characteristic equation( اين معادله بسيار مهم، معادله مشخصه
  :بدست مي آيد λبراي 

)3-7        (                                                                                                                              1 2λ =+iω  ,  λ =-iω  
=iكه در آن    :زير مي شود بدست آمده است پس جواب معادله حركت به صورت λچون دو مقدار متمايز براي . 1-

 1 2λ t λ t iωt -iωt
1 2 1 2u(t)=c e +c e =c e +c e   )3-8                                                                                                            (  

 ايـن رابطـه جـواب معادلـه     .ثابتهاي انتگرال گيري مي باشند كـه از شـرايط اوليـه بدسـت مـي آينـد       c2و  c1در اين رابطه
  .حركت است كه مي توان آن را به صورت ساده تري نيز نوشت

)با استفاده از اتحاد اولر ixe =cos(x)+i sin(x)    :داريم  (
)3-9                                                                                  (( ) ( )1 2u(t)=c cos(ωt)+isin(ωt) +c cos(ωt)-isin(ωt)  

  :و يا
)3-10            (                                                                                  ( ) ( )1 2 1 2u(t)= c +c cos(ωt)+ ic -ic sin(ωt)  

)ثابتي هستند، مقادير  مقادير  c2و  c1  از آنجايي كه )1 2c +c  و( )1 2ic -ic  نيز ثابت هستند و مي توان فرض كرد:  
)3-11                                                                                                                      (1 2 1 2A=c +c     ,     B=ic -ic  

  :بنابراين معادله حركت را به صورت زير نيز نوشته ميشود
)3-12                                                (                                                                              u(t)=Acosωt+Bsinωt 

  .همان ثابتهاي انتگرال گيري مي باشند B,A در آن كه
  :زير نيز نوشت را به فرم u(t)مي توان معادله همچنين 

)3-13                                                (                                                                                      u(t)=ρcos(ωt+θ)  
  :به صورت زير رابطه دارند Βو  Αبا ثابت هاي انتگرال گيري هستند كه  θو  ρدر اين رابطه 

)3-14                                                        (                                                                  2 2 2 -Bρ =A +B   ,   tanθ=
A

 

  :نيز نوشته مي شود زير به فرم  u(t)وبالاخره 
)3-15                                                                                                                    (                 u(t)=ρ sin(ωt+θ )′ ′  
ρθه در آن ك   :به صورت زير است Βو  Α كه رابطه آنها با  ي هستندثابتهاي انتگرال گير ,′′

2 2 2 Aρ =A +B   ,   tanθ =
B

′ ′  

ر فـرم زيـر   پس معادله حركت سيستم يك درجه آزادي كه در حالت ارتعاش آزاد ناميرا مي باشد را مـي تـوان بـه چهـا    
  :نوشت

iωt -iωt
1 2u(t)=c e +c e             

u(t)=Acosωt+Bsinωt      
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u(t)=ρcos(ωt+θ)           

u(t)=ρ sin(ωt+θ )′ ′             
 )Initial Condition(شرايط اوليه

زمـان صـفر تغييـر مكـان و سـرعت      فرض مي شود كه در . براي يافتن ثابتهاي انتگرال گيري نياز به شرايط اوليه مي باشد
  يعني. هستند 0uو  0uبرابر 

)3-16           (                                                                                                      0 0@t=0  :  u(t)=u   ,   u(t)=u  
) 16-3(مثلاً بـا قـرار دادن رابطـه    . ر دادن اين شرايط در يكي از جواب ها ثابت هاي انتگرال گيري بدست مي آيندبا قرا

  :داريم) 12-3(در رابطه 
  

)3-17                                                                                                                          (           0
0

uA=u    ,    B=
ω

  
:بنابراين جواب معادله حركت به صورت زير در مي آيد  

)3-18                                                                                                                          (0
0

uu(t)=u cosωt+ sinωt
ω

  
  :ط زير بدست مي آينداز رواب θو  ρهمچنين 

)3-19 (                                                                                 2 2 2 20 0
0

0

u uBρ= A +B = u +( )    ,   tanθ=- =-
ω A u ω

 

             
تلاف فـاز نـام   نيز اخ ـ θو  فته مي شوددامنه حركت گماكزيمم جابجايي سيستم است كه به آن  ρلازم به ذكر است كه 

  .دارد
  

  فركانس 
، حركـت  ديـده مـي شـود    و اين شـكل ) 18-3(از معادله  چنانكه. ترسيم شده است 1-3در شكل ) 18-3(نمودار معادله 

  :كه تعاريف زير در رابطه با آن بيان مي شود استساده يك حركت هارمونيك سيستم در اين حالت 
  

. نشان داده مي شود Tو معمولاً با  فت و برگشت انجام مي گرددكه يك راست  مدت زماني: )Period(دوره تناوب 
  .مي باشد) sec(واحد دوره تناوب ثانيه 

ها س دوره تناوب مي باشد كه عبارتست از تعداد رفت و برگشت وعكم: )cyclic frequency(فركانس دايره اي 
  .نشان داده مي شود fو با  شدمي با (Hz)يا هرتز  واحد فركانس دايره اي دور در ثانيه. در يك ثانيه

)3-20                                                                                                                            (                               1f=
T

  
  .هرتز است 2، فركانس دايره آن ثانيه باشد 5/0مثلاً اگر دوره تناوب يك سازه 
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 ارتعاش آزاد سيستم يك درجه آزاد ناميرا 1-3شكل 

 
  

راديان وواحد آن  است كه در يك ثانيه طي مي شود مقدار زاويه اي :)Angular frequency(فركانس زاويه اي 
rad(بر ثانيه  sec  ( بوده و باω 2برگشت چون يك رفت و  .نشان داده مي شودπ راديان است، پس:  

)3-21                                                                                                                            (                   2πω=2πf=
T

  
ميتوان نتيجه گرفت كه ) 3-3(ا توجه به رابطه ب ذاتي سيستم است،جزء خصوصيات  mو  kلازم به ذكر است كه چون 

  .دوره تناوب هم جزء خصوصيات ذاتي سيستم مي باشدفركانس و 
  
  
 )Damped Free Vibration(ارتعاش آزاد ميرا   3-3

  :ست و معادله حركت به صورت زير استبرابر صفر نيميرايي در اين حالت 
)3-22                                       (                                                                                                    mu+cu+ku=0  

  : داريم mر بمعادله  اين با تقسيم طرفين
)3-23                                                                                       (                                                 c ku+ u+ u=0

m m
  

  :به صورت زير c/mبا تعريف 
)3-24                                                                                                                            (                         c =2ξω

m
  

  :معادله تعادل به صورت زير در مي آيد) 3-3(و استفاده از رابطه 
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)3-25                                                                                                                            (           2u+2ξωu+ω u=0  
 

لازم به ذكر است كه مقدار ضـريب ميرايـي   . نسبت ميرايي ناميده مي شودكه مقدار بدون بعدي است،  ξط فوق در رواب
،  ξنسـبت ميرايـي ،   .يا نسبت ميرايي قابل محاسبه نيست و فقط براي سازه هاي توسط آزمايش قابل انـدازه گيـري اسـت   

در . درصد مـي باشـد   7تا  2موجود نسبت آن بين  مقدار كوچكي است و بر اساس آزمايشات انجام شده روي سازه هاي
  . درصد در نظر گرفته مي شود 5صورت موجود نبودن اطلاعات دقيقي راجع به ميرايي سازه، معمولاً نسبت ميرايي 

  :به صورت زير است) 25-3(جواب معادله 
)3-26                                                                      (                                                                                λtu(t)=e 

  :كه مشتقات آن عبارتند از
)3-27                                                                                                                  (λt 2 λtu(t)=λe         ,      u(t)=λ e  

  .بدست مي آيد) 28-3(، معادله )25-3(با جايگذاري اين روابط در معادله 
)3-28                                                                                                                         ( 2 λt λt 2 λtλ e +2ξωλe +ω e =0          

λteو چون   :بنابراين ≠0
)3-29                                                                                                                            (           2 2λ +2ξωλ+ω =0     

يستم بدست مي آيد، به همين دليل بعضي وقتها به آن اين معادله همان معادله مشخصه است كه از حل آن فركانس س
  :جوابهاي اين معادله عبارتند از .معادله فركانس نيز گفته مي شود

)3-30 (                                                                                        2 2
1 2λ =-ξω+ω ξ -1       ,        λ =-ξω-ω ξ -1  

اين دو ريشه ممكن  ، ξكه معادله مشخصه دو ريشه متمايز دارد، ولي بسته به مقدار  در اين حالت نيز ديده مي شود
  .در ادامه اين سه حالت مورد بررسي قرار مي گيرند .موهومي، حقيقي و يا تكراري باشند

 
   ξ<1: حالت اول

ميرايـي زيـر    ،اين حالت. تدرصد اس 5است و چنانكه قبلاً گفته شد، در حدود  1خيلي كمتر از  در اكثر سازه ها ميرايي
جواب هاي معادله مشخصه به صورت موهومي در  در اين حالت .مي شودناميده   (Undercritically damped)بحراني 
  :و آنها را مي توان به صورت زير نوشت مي آيند

)3-31(                                                                                            2 2
1 2λ =-ξω+iω 1-ξ      ,     λ =-ξω-iω 1-ξ  

  :به صورت زير تعريف مي شود (damped frequency) فركانس ميرا ،براي ساده شدن روابط
)3-32 (                                                                                                                                             2

dω =ω 1-ξ  
  :، مي توان گفتالبته چون نسبت ميرايي عدد خيلي كوچكي است

)3-33 (                                                                                                                                                      dω ω≈  

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 ارتعاش آزاد سيستم هاي يك درجه آزاد            فصل سوم                                                                                                                      

 
 

7 
 

  .استفاده مي شود 32-3ولي در اين فصل از رابطه 
  :عبارت است از) 25-3(به اين ترتيب جواب معادله 

)3-34                                          (d d d d1 2 (-ξω+iω )t (-ξω-iω )t iω t -iω tλ t λ t -ξωt -ξωt
1 2 1 2 1 2u(t)=c e +c e =c e +c e =c e ×e +c e ×e  

  :وداين معادله به صورت زير ساده ميش. ثابت هاي انتگرال گيري هستند c2و  c1كه در آن 

)3-35                                                                                                                    (( )d diω t -iω t-ξωt
1 2u(t)=e c e +c e  

بطه شبيه ، ملاحظه مي شود كه عبارت درون پرانتز اين را)8-3معادله ( ،با مقايسه اين معادله با معادله ارتعاش آزاد ناميرا
تفاوت مهم اين دو . البته اين تغيير، تغيير خيلي مهمي نيست. وجود دارد ω  ،ωdبه معادله ارتعاش آزاد است ولي بجاي 

بنابراين نزولي مي . با توان منفي است اين عبارت يك تابع نمايي. مي باشد) 35-3(معادله عبارت جلوي پرانتز در رابطه 
ز يك تابع هارمونيك است كه وقتي در تابع نزولي ضرب مي شود دامنه آن كاهش مي البته عبارت درون پرانت. باشد
  .بايد

  :در اين مورد نيز با استفاده از اتحاد اولر معادله حركت به صورت زير در مي آيد
)3-36                                                                                               (             -ξωt

d du(t)=e [Acos(ω t)+Bsin(ω t)]  
ارتعاش  همان رابطه ،باشد ξ=0اگر در اين رابطه  قابل توجه اينكه. ثابت هاي انتگرال گيري هستند Bو  Aكه در آن 

  .ميرا بدست خواهد آمدنا آزاد
  :همچنين ميتوان معادله حركت را به صورت زير نوشت

)3-37             (                                                                                                              -ξωt
du(t)=ρe [cos(ω t+θ)]  

 2-3نمودار حركت سيستم در حالت ارتعاش آزاد ميرا در شكل  .ثابت هاي انتگرال گيري هستند θو  ρدر اين رابطه 
  .نشان داده شده است
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  ارتعاش آزاد سيستم ميرا 2-3شكل 

  
چنانچه در اين شكل ديده مي شود دامنه ارتعاش پس از هر سيكل رفت و برگشت كاهش مي يابد و به سمت صفر ميل 

  .مي كند
  :عبارتند ازمرزي  طشرايدر اين حالت نيز 

)3-38                                                                     (                                                      0 0@t=0  :  u=u   ,   u=u  
  :كه با اعمال معادله حركت به صورت زير در مي آيد

)3-39                                                                                              (-ξωt 0 0
D 0 D

D

u +u ξωu(t)=e [( )sinω t+u cosω t]
ω

 

  .پارامتر ميرايي را با انجام آزمايش ارتعاش آزاد ميرا در سازه به دست مي آورند معمولاً
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  ):Logarithmic  Decrement(تنزل لگاريتمي 
روش هـاي مختلفـي بـراي     .انطور كه قبلاً گفته شد، ضريب ميرايي و نسبت ميرايي از طريق آزمايش بدست مي آيندهم

در اينجا بدون وارد شدن بـه جزييـات انجـام    . آنها استفاده از آزمايش ارتعاش آزاد استاين كار وجود دارد كه يكي از 
بدسـت   4-3شـكل  آزمايش فرض مي شود كه نمودار تغيير مكان بر حسب زمان در آزمايش ارتعـاش آزاد بـه صـورت    

   .آمده است
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ارتعاش آزاد نمونه اي از نمودار تغييرمكان بر حسب زمان در آزمايش 4-3شكل 
  

  tm+nتغييرمكان در لحظه   unو  tmتغييرمكان در لحظه   umفرض كنيد . را درنظر بگيريد tm+nو  tmدو زمان مختلف 

  بنابراين  ثانيه است، TDچون هر سيكل ارتعاش برابر  .سيكل است nفاصله زماني بين اين دو لحظه برابر با . باشد
)3-40                           (                                                                                     m+n m D m

D

2nπt =t +nT = t +
ω

  

  :برابر است با) 37-3(با استفاده از رابطة  tm+nو  tmتغيير مكان در لحظه هاي 
)3-41                                                               (                                                  m-ξωt

m D mu =e [ρcos(ω t +θ)]  
)3-42                                                                                                           (m+n-ξωt

m+n D m+nu =e [ρcos(ω t +θ)]  
  :مي توان به صورت زير نوشت) 40-3(از رابطه را با استفاده ) 42-3(درون پرانتز رابطه عبارت 

)3-43                                                                      (( )D m+n D m D D m D D D mω t =ω t +nT =ω t +nω T =ω t +n×2π  
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  :بنابراين
)3-44                                                          (D m+n D m D m+n D mcos(ω t )=cos(ω t +n×2π)    cos(ω t )=cos(ω t )⇒  

  :خواهيم داشت) 42-3(رابطه در رابطه  با قرار دادن اين
)3-45                                                                                                            (m+n-ξωt

m+n D mu =e [ρcos(ω t +θ)]  
  :داريم) 45-3(بر ) 41-3(از تقسيم رابطة 

)3-46                                     (                                                                                                      m

m+n

-ξωt
m

-ξωt
m+n

u e=
u e

  

  :، رابطة زير بدست مي آيد) 40-3(با استفاده از رابطة 
)3-47                                                                        (                         m+n m D m 2

2πωt =ω(t +nT )=ωt +nω
ω 1-ξ

   

  در نتيجه

)3-48                                                                                                                 (m 2

2
m

2nπ
-ξωt

1-ξm

-2nπm+n
1-ξ-ξωt

u e= =e
u

e ×e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :ر بدست مي آيداگر از طرفين اين رابطه لگاريتم گرفته شود، رابطة زي
)3-49 (                                                                                                                           m

2
m+n

u ξln( )=2nπ
u 1-ξ

  

  :اگر فرض كنيم. اين رابطه به رابطة تنزل لگاريتمي معروف است
)3-50                       (                                                                                                                       m

m+n

uδ=ln( )
u

  

  :آنگاه 
)3-51                                                                                                   (                                      

2

ξδ=2nπ
1-ξ

  

لازم به يادآوري است كه فرض بر اين است كه  تغيير مكان بر حسـب  . از اين رابطه ميتوان نسبت ميرايي را بدست آورد
بدسـت آورد و  ) 50-3(را مي توان از رابطة  δهستند در نتيجه  معلوم  um+nو  umزمان اندازه گيري شده است و مقادير 

  .مقدار نسبت ميرايي را محاسبه نمود) 51-3(آنگاه از رابطة 

تقريبـاٌ برابـر يـك مـي     ) 51-3(مخرج رابطـة  ، )كه در سازه هاي معمولي اينچنين است( اگر نسبت ميرايي كوچك باشد
  :شود و مي توان نوشت

)3-52                                                      (                                                                   δδ 2nπξ      ξ
2nπ

≈ ⇒ ≈  
  :اگر تعداد سيكل ها نيز يك انتخاب شود، رابطة محاسبة نسبت ميرايي به صورت سادة زير در مي آيد

)3-53 (                                                                                                                                                     δξ=
2π
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 ξ=1 )حالت دوم
  :اين حالت ميرايي سيستم از رابطه زير بدست مي آيد در .نام دارد) Critically Damped(حالت ميرايي بحراني  اين

)3-54(                                                                                                        c
kξ=1  c =2mω=2m =2 km
m

⇒  
قبلاٌ ديديم كه سختي و جرم و ميرايي جزء خصوصيات ذاتي سيستم هاي ديناميكي هسـتند وايـن سـه پـارامتر مسـتقل از      

  . برقرار باشد، ميرايي سيستم ميرايي بحراني است) 54-3(اگر بين اين سه پارامتر رابطة . يكديگر مي باشند
  :برابرند با )30-3( مشخصه معادلة ريشه هاي در اين حالت

)3-55 (                                                                                                                                           1 2λ =λ =-ω  
  :به صورت زير در مي آيد) 25-3(بنابراين جواب معادلة ديفرانسيل . يعني معادلة مشخصه ريشه هاي تكراري دارد

)3-56                                                                                                                            (        -ωt
1 2u(t)=(c +c t)e  

شرايط اوليه را به صورت زير در . ثابت هاي انتگرال گيري هستند كه از شرايط اوليه بدست مي آيند c2و   c1كه در آن 
  :نظر مي گيريم

)3-57                                                                                                        (                0 0@t=0  :  u=u ,u=u  
  :داشتخواهيم ) 56-3(در معادلة شرايط  اين با اعمال

)3-58                                                                                                                        (1 0 2 0 0c =u   ,   c =u +u ω  
  :خواهد شد) 59-3(سيستم به صورت معادلة  در نتيجه پاسخ

)3-59                                                                                                                       (-ωt
0 0 0u(t)=[u +(u +u ω)t]e  

ادامـه مـي يابـد تـا بـه       0uشده، بـا شـيب   شروع  0uاين حركت از  .ترسيم شده است) 5-3(اين معادله در شكل  نمودار
ايـن حركـت   چنانچه ملاحظـه مـي شـود    . ماكزيمم جابجايي برسد و سپس به صورت نمايي كاهش يافته تا به صفر برسد

ركـت از حالـت   كمترين مقدار نسبت ميرايـي اسـت كـه بـه ازاي آن ح     ξ=1در اصل مي توان گفت كه . نوساني نيست
  .به همين دليل به آن ميرايي بحراني گفته مي شود. نوساني به غيرنوساني تبديل مي شود
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  نمودار جابجايي سيستم در حالت ميرايي بحراني 5-3شكل 
  
  

  
 ξ>1) حالت سوم

جـواب هـاي معادلـة     در ايـن حالـت  . ناميـده مـي شـود   ) Overcritically damped(اين حالت ميرايي فوق بحرانـي  
  :مشخصه به صورت زير در مي آيد

)3-60                                                                                                  (2 2
1 2λ =-ξω+ω ξ -1   ,   λ =-ξω-ω ξ -1  

  :به صورت زير تعريف مي شود براي سادگي روابط پارامتر 
)3-61                        (                                                                                                                    2ω̂=ω ξ -1  

  :با اين تعريف ريشه هاي معادلة مشخصه عبارت است از
)3-62 (                                                                                                                     1 2ˆ ˆλ =-ξω+ω   ,   λ =-ξω-ω  

  :به صورت زير نوشته مي شوداين دو ريشه حقيقي متمايز هستند، در نتيجه جواب معادلة حركت 
)3-61 (                                                                                                                         ˆ ˆ(-ξω+ω)t (-ξω-ω)t

1 2u(t)=c e +c e  
  : روابط زيربا توجه به . ثابت هاي انتگرال گيري هستند و از شرايط مرزي بدست مي آيند c2و  c1كه در آن 

)3-62                                                                              (x -xe =cosh(x)+sinh(x)    ,    e =cosh(x)-sinh(x)  
  :را به شكل زير نيز مي توان نوشت) 61-3(لة معاد

)3-63 (                                                                                                    -ξωt ˆ ˆu(t)=e [Acosh(ωt)+Bsinh(ωt)]  

0

0

u =0.2
u =2
ω=2
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درنظـر  ) 57-3معادلـة  (همـان شـرايط اوليـة قبلـي      در اين حالت نيـز . ثابت هاي انتگرال گيري هستند  Bو  Aكه در آن 
  :گرفته مي شود كه با اعمال آن ثابت هاي انتگرال گيري به صورت زير بدست مي آيند

)3-62  (                                                                                                                 0 0
0

u +ξωuA=u    ,    B=
ω̂

  
  :بنابراين در اين حالت تغييرمكان سيستم به صورت زير در مي آيد

)3-63                                                                                         (-ξωt 0 0
0

u +ξωuˆ ˆu(t)=e u cosh(ωt)+ sinh(ωt)
ω̂

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

  
ود ايـن نمـودار هـم نظيـر نمـودار معادلـه       چنانچـه ملاحظـه مـي ش ـ   .نشان داده شده است 6-3نمودار اين معادله در شكل 

  .در اين حالت نيز تغيير مكان به صورت نوساني نيست .حركت سيستم با ميرايي بحراني است
  
  
  
  
  
  
 
 
 
  
  
  
  

 هاي با ميرايي فوق بحراني نمودار تغييرمكان بر حسب زمان براي سيستم 6-3شكل 

0

0

u =0.3
u =2
ω=4
ξ=1.1
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  مقدمه  -4-1
 1-4نمونه اي از اين نوع بار در شكل . در اين فصل فرض مي شود كه بار وارد بر سيستم به صورت هارمونيك است

 :بار هارمونيك به صورت زير تعريف مي شود. نشان داده شده است

)4-1                                              (                                                                                                 0p(t)=p sinωt  
  

  
  نمودار بار هارمونيك 1-4شكل 

  
  

P0  و  دامنه بارω زمان تناوب بار هم از رابطة زير بدست مي آيد. فركانس آن است:  

)4-2                                                                                                                            (                              2πT=
ω

  

  :معادله حركت سيستم در اين فصل به صورت زير است
)4-3                     (                                                                                                              0mu+cu+ku=P sinωt  

  .استفاده مي كنيم) 24-3(و ) 3-3(تقسيم كرده و از تعاريف  mبراي حل اين معادله آن را بر 

)4-4                                (                                                                                            2 0pu+2ξωu+ω u= sinωt
m

  

  .آن را حل مي كنيم  در ادامه اين معادله، معادله حركت سيستم يك درجه آزاد تحت اثر نيروي هارمونيك است كه
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  پاسخ سيستم 4-2
  :وجواب خصوصيهمگن قسمت تشكيل مي شود، جواب و جواب معادله حركت از د

)4-5                                                                                                                            (             h pu(t)=u (t)+u (t)  
huكه در آن  (t) و  واب همگنيا ج جواب عموميpu (t) جواب خصوصي است و در ادامه بدست مي آيند.  

  
 :جواب همگن

 hu (t) همانطور كه در . وقتي كه سمت راست آن صفر باشد) 3-4(جواب همگن است و برابر است با جواب معادله
  .ه صورت زير نوشته مي شودديديم اين حالت، ارتعاش آزاد نام دارد و جواب آن ب 3فصل 

)4-6                                                                                                                    (-ξωt
h D Du =e (Acosω t+Bsinω t)  

  
  : يجواب خصوص

pu (t) اين جواب به صورت زير نوشته مي . دق مي كندص) 3-4(است كه جوابي است كه در معادله  يجواب خصوص
  :شود

)4-7                                                                                                                            (   p 1 2u =G sinωt+G cosωt  
  :عبارتند از) 7- 4(مشتقات رابطه . بدست مي آيد )3-4(در معادله ) 7-4(از قرار دادن رابطه  G2و  G1ضرايب 

)4-8                                                                  (2 2
p 1 2 p 1 2u =G ωcosωt-G ωsinωt    ,    u =-G ω sinωt-G ω cosωt  

  :داريم) 3-4(در رابطه ) 8-4(و ) 7-4(با قراردادن روابط 
)4-9 (

( ) ( ) ( )2 2 2 0
1 2 1 2 1 2

P-G ω sin(ωt)-G ω cos(ωt) +2ξω G ωcos(ωt)-G ωsin(ωt) +ω G sin(ωt)+G cos(ωt) = sin(ωt)
m

  

  :توان نوشتاين رابطه را به صورت زير مي 

)4-10                                      (( ) ( )2 2 2 20
1 2 2 1

PG ω -ω -G ×2ξωω- sin(ωt)+ G ω -ω -G ×2ξωω cos(ωt)=0
m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
  

در  هچون توابع سينوس و كسينوس مستقل از يكديگر هستند، شرط برقراري تساوي فوق اينستكه عبارتهاي درون كروش
  :صفر باشد) 10-4(رابطه 
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)4-11                                           (                                                                    ( )
( )

2 2 0
1 2

2 2
1 2

PG ω -ω -G ×2ξωω
m

-G ×2ξωω G ω -ω 0

⎧ =⎪
⎨
⎪ + =⎩

  

  :به صورت زير بدست مي آيند G2و G1از حل اين دو معادله، ضرايب 

)4-12   (                                                                                                            

2 2
0

1 2 2 2 2

0
2 2 2 2 2

p (ω -ω )G = ×
m (ω -ω ) +(2ξωω)
p (-2ξωω)G = ×
m (ω -ω ) +(2ξωω)

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

  

=2m تقسيم كنيم و از رابطه ω2اگر صورت و مخرج روابط فوق را بر  k ω  نيز استفاده كنيم، آنگاه  
  

)4-13(                                                                                                                      

2
0

1 2 2 2

0
2 2 2 2

P (1-β )G = ×
k (1-β ) +(2ξβ)
P (-2ξβ)G = ×
k (1-β ) +(2ξβ)

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

  

β   نسبت فركانس ناميده مي شود و برابر است با:  

)4-14                                                                                                                            (                              ωβ=
ω

  

  . نسبت فركانس نيروي وارد به فركانس طبيعي سيستم است βدر اصل 
  :ب مخصوص به صورت زير بدست مي آيدجوا) 7-4(در رابطه ) 13-4(با قرار دادن روابط 

)4-15 (                                                                        20
p 2 2 2

P 1u = (1-β )sinωt-(2ξβ)cosωt
k (1-β ) +(2ξβ)

⎡ ⎤× ⎣ ⎦  

  :اين جواب را به صورت زير نيز مي توان نوشت

)4-16(                                                                                                [ ]0
p 2 2 2

P 1u = × sin(ωt+θ)
k (1-β ) +(2ξβ)

  

  :كه در آن

)4-17 (                                                                                                                                       -1
2

-2ξβθ=tan
1-β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

         

  :جواب كلي 
  :بدست مي آيد) 15-4(و ) 6-4(از جمع روابط ) 4-4(جواب كلي معادله 

)4-18              ([ ]-ξωt 20
D D 2 2 2

P 1u(t)=e Acos(ω t)+Bsin(ω t) + × (1-β )sin(ωt)-(2ξβ)cos(ωt)
k (1-β ) +(2ξβ)

⎡ ⎤⎣ ⎦  
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A  وB  شرايط  ،يكي از مهمترين شرايط اوليه. از شرايط اوليه بدست مي آيندثابت هاي انتگرال گيري هستند كه
  :يعني در ابتداي حركت تغييرمكان و سرعت صفر است. سكون است

)4-19                                                                                                                            (@t=0  :   u=0   ,    u=0  
  :ثابت هاي انتگرال گيري به صورت زير بدست مي آيد) 18-4(با قرار دادن اين شرايط در رابطة 

)4-20(                            
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 20 0
2 22 22 2

P Pβ 2ξβB= × 2ξ β- 1-β         ,       A= ×
k k1-β + 2ξβ 1-β + 2ξβ

⎡ ⎤
⎣ ⎦  

جواب همگن و  قسمت اول مربوط به. دو قسمت دارد )18-4معادلة (معادلة حركت  همانطور كه قبلاً گفته شد جواب
  . ترسيم شده اند) 2-4(اين جوابها در شكل . قسمت دوم مربوط به جواب مخصوص است

مربوط به ارتعاش آزاد است كه بدليل وجود  )الف 2-4شكل ( همانطور كه مشاهده مي شود قسمت اول اين جواب
. نيز گفته مي شود )Transient( ارتعاش گذرا ت از جواب،اين قسم كاهش يابنده است و به همين دليل بهξωte-ضريب 

حالت هارمونيك دارد كه دامنه آن ثابت  ،كه مربوط به جواب مخصوص است )ب 2-4شكل ( ولي قسمت دوم جواب
نيز يا ماندگار   (steady state)حالت يكنواخت اين قسمت از جواب به همين دليل به. است و تا بي نهايت ادامه دارد

چنانچه ملاحظه مي شود اثر ارتعاش . پ نشان داده شده است 2-4مجموع اين دو جواب نيز در شكل . مي شود گفته
با  بنابراين .آزاد بسيار كم بوده و در سيكل هاي ابتدايي است و پس از آن پاسخ كلي و پاسخ ماندگار يكي مي شوند

  :يعني  ،رابر در نظر گرفتدقت بسيار خوبي مي توان پاسخ كلي و پاسخ حالت ماندگار را ب
)4-21                                                                                                                            (                    pu(t) u (t)≈  

  
  )Static Displacement(تغيير مكان استاتيكي  4-3

حالت  واست كه به نير sin(ωt)است و ترم دوم   Pترم اول دامنه نيرو يعني . از دو ترم تشكيل شده است  P(t)نيروي 
صرفنظر گردد آنگاه تغيير مكان sin(ωt)از جمله  و به صورت استاتيكي وارد شود يعنيراگر اين ني. ديناميكي مي دهد

0Pسيستم نيز به صورت استاتيكي مي شود و برابر با  k مي باشد.  

)4-22                                                                      (                                                                              0
st

Pu =
k

  

  .به اين تغيير مكان، تغيير مكان استاتيكي گفته مي شود
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  )الف(

 
  )ب(

  
  )پ(

  جواب كلي) پ(جواب مخصوص،  ) ب(جواب همگن، ) الف: (ونيكپاسخ هارم 2-4شكل 
  
  
 (Response ratio)نسبت پاسخ  4-4

  :نشان مي دهند R(t)گويند و با استاتيكي را نسبت پاسخ مي  نسبت تغيير مكان ديناميكي به تغيير مكان

)4-23 (                                                                                                                                               
st

u(t)R(t)=
u

  

  
  

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 هارمونيكبارهاي                                                                                                                                                                 چهارمفصل 

 
 

7 
 

   )Dynamic Amplification Factor( ضريب بزرگنمايي ديناميكي  4-5
م در تغيير مكان سيست با برابردر حالت ماندگار  سيستم پاسخ حداكثر نشان داده شد) 16-4(كه در معادلة همانطور 

0Pحالت استاتيكي  k 0(حداكثر تغيير مكان در حالت ديناميكي  ضربدر
2 2 2

P 1×
k (1-β ) +(2ξβ)

اين نكته . است )

  :نشان مي دهد كه حداكثر تغيير مكان در حالت ديناميكي را مي توان به صورت زير نوشت
)4-24                                                 (                                                                                              max stu =u ×D  

  :ضريب بزرگنمايي ديناميكي ناميده مي شود و برابر است با Dكه در آن 

)4-25                                                               (                                                               
2 2 2

1D=
(1-β ) +(2ξβ)

  

 .م ديناميكي برابر است با تغيير مكان استاتيكي ضربدر ضريب بزرگنمايي ديناميكيمبه عبارت ديگر تغيير مكان ماكزي
م ليلي ديناميكي، تغيير مكان ماكزيمبدون انجام تح آن مي توان زرابطه بسيار مهمي است زيرا با استفاده ا) 25-4(رابطه 

) 24-4(بايد توجه داشت كه محاسبه تغيير مكان استاتيكي، ساده است و براي استفاده از رابطه . سيستم را بدست آورد
لازم به ذكر است كه در حالتيكه نيروي وارد بر سيستم به . تنها كافيست ضريب بزرگنمايي ديناميكي محاسبه شود

بدست مي آيد ولي براي ساير نيروها بايد اين ) 25-4(ورت هارمونيك باشد ضريب بزرگنمايي ديناميكي از رابطه ص
  .ضريب محاسبه گردد

 3- 4در شكل  آن نمودار. ضريب بزرگنمايي ديناميكي بار هارمونيك به نسبت فركانس و نسبت ميرايي بستگي دارد
كه در اين شكل وجود دارد اينستكه با افزايش نسبت ميرايي، ضريب بزرگنمايي كاهش مي نكته اي . ترسيم شده است

  .يابد
  
  )Resonant Response( پاسخ تشديد  4-6

كزيمم آن از رابطة براي پيدا كردن مقدار ما. ديديم ضريب بزرگنمايي ديناميكي تابعي از نسبت فركانس استچنانچه 
  . مشتق گرفته و مساوي صفر قرار مي دهيم βنسبت به ) 4-25(

)4-26                                                                                                                    (2
Peak

D =0     β = 1-2ξ
β

∂
⇒

∂
  

البته براي سازه هاي واقعي كه نسبت ميرايي . به نسبت ميرايي بستگي دارد βدر اين رابطه ديده مي شود كه حداكثر 
Peakβ، آنگاه ) ξ=0(اگر نسبت ميرايي صفر باشد . مي شود 0/1نزديك  βخيلي كوچك است، حداكثر    اين . 1=
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  نمودار ضريب بزرگنمايي بار هارمونيك  3-4شكل 

  
 

ر نتيجه پاسخ ديناميكي در حالت تشديد ضريب ديناميكي و د. حالت خيلي مهم، تشديد يا رزونانس ناميده مي شود
  .ماكزيمم خواهد شد

  :، ماكزيمم ضريب بزرگنمايي ديناميكي بدست مي آيد)25-4(با قرار دادن اين مقدار در رابطة 

)4-27                                                                                                                            (           max 2

1D =
2ξ 1-ξ

  

  :براي نسبت هاي ميرايي سازه ها مي توان نوشت

)4-28                                                                                                                            (                     max
1D
2ξ

≈  

 10باشد، پاسخ ديناميكي نسبت به پاسخ استاتيكي  05/0رابطه به اين مفهوم است كه مثلاٌ اگرنسبت ميرايي سازه اين 
  .برابر خواهد شد

بدست مي ) 15-4(در اين حالت پاسخ سيستم از رابطة . مي كنيمباشد بررسي  β=1حال تغيير فرم سيستم را وقتي كه 
  :از آيد كه عبارت است

)4-29                                                                                          (-ξωt 0
D D

p ku(t)=e (Asinω t+Bcosω t)- cosωt
2ξ

  

  :به صورت زير محاسبه مي شوند Bو   Aضرايب  با در نظر گرفتن شرايط اوليه سكون
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)4-30 (                                                                                    0 0 0
2

D

P P Pω 1 1A= = ×       ,      B= ×
k 2ω k k 2ξ2 1-ξ

  

  :در نتيجه پاسخ سيستم عبارت است از

)4-31                                                                       (-ξωt0
D D2

P 1 ξu(t)= × e ( )sinω t+cosω t -cosωt
k 2ξ 1-ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Dsinωجمله  ، ضريبكوچك است ξبا توجه به اينكه مقدار  t  31-4در عبارت درون پرانتز رابطة  1در مقابل ضريب 
Dωهمچنين  . كوچك مي شود و مي توان از آن صرف نظر نمود ω≈  در نتيجه:  

)4-32           (                                                                                                         -ξωt0p 1u(t)= × cosωt(e -1)
k 2ξ

  

  :همچنين نسبت پاسخ به صورت زير بدست مي آيد

)4-33                                                                                                                (-ξωt

0

u(t) 1R(t)= = cosωt(e -1)
P /k 2ξ

  

از قاعده هوپيتال استفاده مي شود كه پس از اين براي رفع ابهام . بصورت مبهم خواهد بود R(t)باشد آنگاه  ξ=0اگر 
  .كار نسبت پاسخ به صورت زير در مي آيد

)4-34                                                                                                                            (     1R(t)= ×(-ωtcosωt)
2

  

   شكل، در دوحالت سيستم ناميرا و سيستم ميرا در )β=1(باشد  0/1نمودار پاسخ سيستم در حالتي كه نسبت فركانس 
در حالت . ملاحظه مي شود كه در حالت ناميرا، پاسخ سيستم به طور نامحدودي افزايش مي يابد .ترسيم شده است 4-4

1ابد ولي ميزان افزايش محدود است و حد آنميرا پاسخ سيستم افزايش مي ي (2ξ)  مي باشد.  
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  ξ=0.05سيستم ميرا  ) الف(

  
  سيستم ناميرا) ب(

  پاسخ سيستم در حالت تشديد 4-4شكل
  
  
 )Vibration Isolation(جدا سازي ارتعاش   4-7

مفصـل مـورد بررسـي قـرار گيـرد خـود ميتوانـد        جداسازي ارتعاش بحث بسيار گسترده است و اگر بخواهد بطـور  بحث 
جـدا سـازي ارتعـاش بـه دو      .در اينجا اين بحث بطور خيلي سـاده و خلاصـه مطـرح مـي شـود      .موضوع يك كتاب باشد

يكي جلوگيري از انتقـال ارتعـاش ماشـين آلات بـه سـازه و ديگـري جلـوگيري از انتقـال         . مطرح شودصورت مي تواند 
  .دوحالت در ادامه مورد بحث قرار مي گيرنداين . ارتعاش زمين به سازه

  
  سازهاز  ماشين آلاتجداسازي ارتعاش  -الف

يك ماشين مكانيكي به سازه متصل شده باشد كه در مواقعي كه كار مي كنـد نيـروي هـارمونيكي بـه ميـزان      فرض كنيد 
0P(t)=P sinωt نتقل مي شود را حساب كنيممي خواهيم نيرويي كه به سازه م .)5-4شكل (توليد مي كند .  
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  ماشين مكانيكي متصل به سازه 5-4شكل 
  

بدست مي آيد كه مي ) 16-4(بنابراين تغيير مكان سيستم از رابطة  است،) 4-4(اين سيستم همان معادلة معادلة حركت 
  :تواند به صورت زير بازنويسي شود

)4-35(                                                                                                                                0Pu(t)= Dsin(ωt+θ)
k

  
  :سرعت سيستم با مشتق گيري از اين رابطه بدست مي آيد

)4-36(                                                                                                                              0Pu(t)= Dωsin(ωt+θ)
k

  
نيرويي كه به سازه منتقل مي شود، همانطوريكه از روي شكل مشخص است برابر است با جمع نيروي فنر و نيروي 

  .ميرايي
)4-37                                                                                                                          (               S Df(t)=f (t)+f (t)  

 ندنيروي فنر و ميرايي از روابط زير محاسبه مي شو

)4-38                                                                             (                                          
S 0

0
D

f =ku=P Dsin(ωt+θ)
Pf =cu=c Dωcos(ωt+θ)
k

  

β=ωو  2k=mωو  c=2mωξ: استفاده از تعاريف كه نيروي ميرايي با  ω به صورت زير در مي آيد:  
)4-39 (                                         ( )D 0f =cu=P 2ξβ Dcos(ωt+θ)  
  :نتيجه نيروي منتقل شده به سازه عبارت است از در

)4-40                                                                                            (  ( )0 0f(t)=P Dsin(ωt+θ)+P 2ξβ Dcos(ωt+θ)  
  :اين نيرو را به صورت زير نيز مي توان نمايش داد

)4-41                                                                                                     (          ( )2
0f(t)=P D 1+ 2ξβ sin(ωt+θ )′  

P(t)=P sin( t)0
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  :بنابراين حداكثر نيروي وارد بر سازه برابر است با
)4-42                                                            (                                                                   ( )2

max 0f =P D 1+ 2ξβ  
است ولي حداكثر نيرويي كه به سازه وارد  0Pحظه مي شود كه حداكثر نيرويي كه ماشين مكانيكي توليد مي كند ملا

)مي شود  )2
max 0f =P D 1+ 2ξβ به نسبت اين دو نيرو ضريب انتقال گفته شده و با . استTR نشان داده مي شود.  

)4-43                      (                                                                           ( ) ( )
( ) ( )

2
2

2 22

1+ 2ξβ
TR=D 1+ 2ξβ =

1-β + 2ξβ
  

ضريب انتقال تابعي از  .قع ضريب انتقال نشان مي دهد كه چه مقدار از نيروي توليد شده به سازه منتقل مي شوددر وا
نمودار ضريب انتقال براي نسبت ميرايي هاي مختلف بر حسب نسبت فركانس در . نسبت ميرايي و نسبت فركانس است

  به عبارت ديگر اگر . مي گذرند 2نمودارها از  چنانچه در اين شكل ديده مي شود همة. ترسيم شده است 6-4شكل 
  
  

  
  نمودار ضريب انتقال 6-4شكل 

  
بـديهي اسـت اگـر بخـواهيم نيـروي       .مـي شـود   0/1باشد، براي كلية ميرايي ها، ضريب انتقـال   2 برابر نسبت فركانس

شـود، بنـابراين بـا     0/1، بايد ضريب انتقال كـوچكتر از  به سازه وارد شود مي كند توليدكمتري نسبت به آنچه كه ماشين 
در اين حالـت ملاحظـه مـي شـود كـه بـا افـزايش ميرايـي،          .باشد 2بايد نسبت فركانس بزرگتر از  6-4توجه به شكل 

رين ضريب انتقال وقتي بدست مي آيد كه نسبت فركانس بنابراين مي توان گفت كه كمت. ضريب انتقال كاهش مي يابد
  .باشد و نسبت ميرايي تا حد ممكن بزرگ انتخاب شود 2بزرگتر از 

  

2

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 هارمونيكبارهاي                                                                                                                                                                 چهارمفصل 

 
 

13 
 

  جداسازي ارتعاش زمين از سازه -ب
نـيم  در ايـن حالـت فـرض مـي ك    . )7-4شكل (، جداسازي ارتعاش زمين از سازه استحالت مهم ديگري كه وجود دارد

  :زير استتغييرمكان زمين يك تابع هارمونيك به صورت 
)4-44                                                                                                                        (   g g0u (t)=u sin(ωt)  

  :معادلة تعادل سازه عبارت است از .فركانس حركت زمين است ωحداكثر تغييرمكان زمين و  g0u در آن كه
)4-45                                                                                             (                           I D sf (t)+f (t)+f (t)=0  

  :نيروهاي اينرسي، ميرايي و فنري به صورت زير هستند
)4-46                                                                    ( t t t

I D g I gf (t)=mu     ,     f (t)=c(u -u )    ,    f (t)=k(u -u )      
  :بنابراين. تغييرمكان كل سازه است tuكه در آن 

)4-47                                                                                          (               t t t
g gmu +c(u -u )+k(u -u ) = 0  

  :و يا
)4-48                                                                                                  (         t t t

g gmu +cu +ku  = cu +ku  
gو رابطة ) 44-4(ة با توجه به رابط g0u (t)=u ωcos(ωt) رابطة فوق به صورت زير در مي آيد ،:  

)4-49                                                                       (          t t t
g0 g0mu +cu +ku  = cu ωcos(ωt)+ku sin(ωt)  

  :كه به صورت زير نيز مي تواند نوشته شود
)4-49                                                                             (       t t t 2 2 2

g0mu +cu +ku  = u k +c ω  sin(ωt+θ)  
  اگر فرض كنيم كه

)4-50                                         (                                                                              2 2 2
0 g0P  = u k +c ω     

  :بنابراين پاسخ آن به صورت زير خواهد شد. خواهد شد) 3-4(شبيه به معادلة  )50-4(آنگاه معادلة 
)4-51                                                                                                   (               t 0Pu (t) = D sin(ωt+θ)

k
  

  :بنابراين حداكثر تغييرمكان سازه برابر است با

)4-52                                                                                                     (            
2 2 2

g0
max

u k +c ω
u  = D

k
  

  :كه با كمي ساده سازي به صورت زير در مي آيد

)4-53                                                                                                  (        
2

t
max g0 2 2 2

1+(2ξβ)u  =u
(1-β ) +(2ξβ)

  

خواهد شد و دقيقـاٌ   )رابطة (در اين حالت نسبت حداكثر تغيير مكان سازه به حداكثر تغييرمكان زمين همان ضريب انتقال
  .جداسازي ارتعاش ماشين آلات از سازه مطرح شد در اين مورد نيز صادق استهمان بحث هايي كه در رابطه با 
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  مين از سازهجداسازي  ارتعاش ز  7-4شكل 
  

  
  
  

  .نشان داده مي شود Eضريب مهم ديگري كه مي توان تعريف نمود، كارايي سيستم است كه با 
)4-54                                                                       (                                                                E=1-TR  

است ولـي اگـر ضـريب    % 100اگر ضريب انتقال صفر باشد، يعني هيچ نيرويي به سازه منتقل نشود، آنگاه كارايي سيستم 
  .ي تمام نيروي توليد شده به سازه منتقل شده و كارايي سيستم صفر استباشد، يعن 0/1انتقال 

  

u (t)=u   sin(ωt)g0g

u (t)t
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 1

In the Name of God 

Dynamics of Structures 

Problems of ch. 4 Response to Harmonic Loading 

 
 

1. Consider the basic structure of Fig. P1 with zero damping and subjected to 

harmonic excitation at the frequency ratio β = 0.8 . Including both steady-state and 

transient effects, plot the response ratio R(t).  

 

 
Fig. P1 

 
 

2. Consider the basic system of Fig. P1 with the following properties: m =350 ton 

and k = 4000 Kn/m. If this system is subjected to resonant harmonic loading 

( ωω = ) starting from “at rest” conditions, determine the value of the response 

ratio R(t) after four cycles ( ωt=8π ), assuming: 

(a) c = 0  

(b) c = 90 Kn-Sec/m  

(c) c = 350 Kn-Sec/m 

 
3. Consider the same vehicle and bridge structure of Fig. P2. Assuming that the 
mass of the vehicle is 1800 kg, the equivalent stiffness of the spring system is 225 
Kn/m and the damping is 40 percent of critical. 
 Determine: 

(a) the vehicle speed required to induce resonance in the vehicle spring system. 

(b) the total amplitude of vertical motion t
maxv  at resonance. 

(c) the total amplitude of vertical motion t
maxv  at the speed of 72 km/hr. 
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 2

 
Fig. P2 

 

4. A control console containing delicate instrumentation is to be located on the floor 

of a test laboratory where it has been determined that the floor slab is vibrating 

vertically with an amplitude of 0.76 mm at 20 Hz. If the weight of the console is 360 

kg, determine the stiffness of the vibration isolation system required to reduce the 

vertical-motion amplitude of the console to 0.127 mm. 

 
 
 
 

5. A sieving machine weighs 30 Kn, and when operating at full capacity, it exerts a 

harmonic force on its supports of 320 Kn amplitude at 12 Hz. After mounting the 

machine on spring-type vibration isolators, it was found that the harmonic force 

exerted on the supports had been reduced to 225 Kn amplitude. Determine the 

spring stiffness k of the isolation system. 
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5فصل   

 

 بارهاي متناوب
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  مقدمه 5-1

 كه دوره تناوب ناميده مي شود، بارهاي متناوب بارهايي هستند كه شكل آنها در دوره هاي زماني خاصي
در  بارچنانچه ملاحظه مي شود شكل  .نشان داده شده است) 1-5(نمونه اي از اين بارها در شكل   .ثابت مي ماند
البته لازمة اينكه اين بار تناوبي باشد اينستكه اين روند از . است  4πتا    2πدر زمان   بارشكل  مثل 2πزمان صفر تا  

در اين فصل  . است 2π آندوره تناوب بنابراين اولاٌ بار به صورت تناوبي بوده و ثانياٌ . ادامه داشته باشد∞+تا  ∞-
قبل از اينكه پاسخ سازه محاسبه شود كلياتي راجع به تبديل توابع . پاسخ سازه در مقابل چنين بارهايي بدست مي آيد

 .متناوب به توابع هارمونيك ارائه خواهد شد

  

  
  مثالي از بارمتناوب 1-5شكل 

  

  

  

  

-2.5
-2

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5
2

2.5

Fo
rc

e

Time 

π/2 π 3π/2 2π 4π
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  )Fourier series(سري فوريه  5-2

باشد، مي توان   Tpيك تابع متناوب با دورة تناوب  P(t)در رياضيات مهندسي ثابت مي شود كه اگر تابع 
  :آن را به صورت مجموعه اي از توابع هارمونيك به صورت زير نوشت

)5-1                                                                           (                      [ ]0 n n n n
n=1

P(t)=a + a sin(ω t)+b cos(ω t)
∞

∑
  

  كه در آن 

)5-2                                                                                                                            (                     n
P

2nπω =
T  

  .به صورت زير تعريف مي شوند bn , an , a0و ضرايب 

)5-3(                                                                                                                     

p

p

p

T

0 0
P

T

n n0
p

T

n n0
p

1a = P(t)dt
T
2a = P(t)sin(ω t)dt
T

2b = P(t)cos(ω t)dt
T

∫

∫

∫
  

مي شود كه تعداد جملات سري وقتي دقيقاً برقرار ) 1-5(توجه شود كه رابطة  .را سري فوريه مي نامند) 1-5(رابطة 
. تقريبي خواهد شد) 1-5(بي نهايت شود، ليكن چون عملاً تعداد جملاتي كه استفاده مي شود محدود است، رابطة 

در مثال زير  .بديهي است هر چه تعداد جملات بيشتر شود، جواب سري فوريه به جواب دقيق نزديكتر خواهد شد
  .خواهد شدداده مورد استفاده سري فوريه نشان 
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  .تابع زير را به صورت سري فوريه نشان دهيد:  مثال

1 2 3 4 5 x

f(x)

1

-1

  
  : حل

  :اين تابع به صورت زير تعريف مي شود .است 2چنانچه ملاحظه مي شود دورة تناوب اين تابع 

                                                                                                                                         1 0 x<1
f(x)=

-1 1 x<2
≤⎧

⎨ ≤⎩
  

  :برابر است با nωهمچنين 

                        n
p

2nπω = =nπ
T

  

  :بنابراين ضرايب سري فوريه برابرند با

1 2

0 0 1

1a = (1)dx (-1)dx 0
2

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
  

( )pT 1 2

n n0 0 1
p

42 1-cos(nπ) n=1,3,5,...2 2a = f(x)sin(ω x)dx= (1)sin(nπx)dx (-1)sin(nπx)dx = nπ
T 2 nπ 0 n=2,4,6,...

⎧
⎪⎡ ⎤+ = ⎨⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎩

∫ ∫ ∫
 

pT 1 2

n n0 0 1
p

2 2b = f(x)cos(ω x)dx= (1)cos(nπx)dx ( 1)cos(nπx)dx =0   ,   n=1,2,3,...
T 2

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  
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  :به صورت زير  در مي آيد f(x)در نتيجه 

n=1,3,5,...

4f(x)= sin(nπx)
nπ

∞ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

  :گسترده عبارت است ازصورت به اين رابطه 

4 4 4 4f(x)= sin(πx)+ sin(3πx)+ sin(5πx)+ sin(7πx)+
π 3π 5π 7π

⋅ ⋅ ⋅ 

چنانچه ملاحظه ميشود با افزايش تعداد جملات، سري به سمت  .در شكل زير نشان داده شده است  f(x)نمودار 
   .جواب دقيق ميل مي كند

  
  

  

  

  

  

‐1.5

‐1

‐0.5

0

0.5

1

1.5

0 1 2

exact

n=1

n=3

n=5

n=7
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  پاسخ به بارگذاري سري فوريه 5-3

هر نيرويي كه بصورت متناوب باشد را مي توان  بر حسب مجموعه از نيروهاي ) 1-5(بر اساس رابطة 
به عبارت ديگر اگر نيروي وارد بر سيستم تناوبي باشد آنگاه معادلة حركت بصورت زير در . نمودهارمونيك بيان 

  :مي آيد

)5-4                                                                                     ([ ]0 n n n n
n=1

mu+cu+ku=a + a sin(ω t)+b cos(ω t)
∞

∑  

برقرار است يعني مي توان معادلة جمع آثار قوا اصل  ابراينكرده ايم بن خطي فرضچون رفتار سيستم را بصورت 
  .فوق را براي هر يك از جملات سمت راست بطور جداگانه حل نمود و سپس پاسخ ها را با يكديگر جمع كرد

0aابتدا پاسخ سيستم در برابر جملة  در اين حالت چون مقدار نيرو ثابت است و به زمان . بدست مي آوريم  
صفر خواهند شد و پاسخ سيستم در اين حالت عبارت   uو   uجملات   و بستگي ندارد پس پاسخ هم ثابت است

  :است از

 )5-5(                                                                                                                                                 0au(t)=
k  

nپاسخ سيستم در برابر جملة  na sin(ω t)  بدست مي آيد بصورت زير )15-4(از رابطة:  

)5-6                                                       (2n
n n n n2 2 2

n n

a 1u(t)= (1-β )sin(ω t)-(2ξβ )cos(ω t)
k (1-β ) +(2ξβ )

⎡ ⎤× ⎣ ⎦  

  :برابر است با nβكه در آن 

)5-7  (                                                                                                                 n
n

ωβ =
ω

  

nخره پاسخ سيستم در برابر جملة بالا nb cos(ω t) نيز برابر است با:  

)5-7                                                              (2n
2 2 2

b 1u(t)= (1-β )cos(ωt)+(2ξβ)sin(ωt)
k (1-β ) +(2ξβ)

⎡ ⎤× ⎣ ⎦  

  :ه عبارت است ازبدست مي آيدك) 7-5(و ) 6-5(، )5-5(از جمع روابط ) 4-5(جواب معادلة بنابراين 
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)5-8 (                      
20 n
n n n n2 2 2

1 n n

2n
n n n n

a a1u(t)= (1-β )sin(ω t)-(2ξβ )cos(ω t)
k (1-β ) +(2ξβ ) k

b                                                     + × (1-β )cos(ω t)-(2ξβ )sin(ω t)
k

n

∞

=

⎧⎡ ⎤⎪ ⎛ ⎡ ⎤+ × × +⎨⎢ ⎥ ⎜ ⎣ ⎦⎝⎪⎣ ⎦⎩
⎫⎞⎡ ⎤ ⎬⎟⎣ ⎦ ⎠⎭

∑
  

  

  سري فوريهفرم نمايي   5-4

همچنين . نشان داده شد كه هر تابع متناوب را مي توان به مجموعه اي از توابع هارمونيك تبديل نمود 2-5بخش  در
  :در رياضيات مهندسي نشان داده ميشود كه توابع متناوب را به صورت زير نيز ميتوان نمايش داد

)5-9(                                                                                                                                   ni(ω t)
n

n=-
P(t)= c e

+∞

∞
∑  

   :از رابطة زير محاسبه مي شود cn كه

)5-10  (                                                                                                                     p
n

T -i(ω t)
n 0

p

1c = P(t)e dt
T ∫  

بدست آورد و سپس با استفاده  را cnضرايب ) 10- 5(ابتدا بايد از رابطة  P(t)به عبارت ديگر براي يك تابع متناوب 
در اصل روابط . نمايي سري فوريه ناميده مي شود فرم) 9-5(رابطة . تابع را به صورت نمايي نشان داد) 9-5(از رابطة 

براي نشان دادن اينكه روابط . همان روابط سري فوريه هستند كه به شكل ديگري نوشته شده اند) 10-5(و ) 5-9(
 .يكي هستند به صورت زير عمل مي كنيم) 10-5(و ) 9-5(با روابط ) 3-5(و ) 5-1(

  :نوشترا به صورت زير مي نوان ) 9-5(رابطة 

)5-11                                                                                                           (n n-iω t iω t
0 -n n

1
P(t)=c c e +c e

n

∞

=

⎡ ⎤+ ⎣ ⎦∑  

iθe(كه با استفاده از اتحاد اولر  =cosθ+isinθ (رابطة زير حاصل مي شود:  

)5-12   (                                               ( ) ( )0 -n n n n n n
n=1

P(t)=c + c cos(ω t)-isin(ω t) +c cos(ω t)+isin(ω t)
∞

⎡ ⎤⎣ ⎦∑
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:وبا دسته بندي آن، به رابطة زير مي رسيم
   

)5-13                                                                      (( ) ( )0 n -n n n -n n
n=1

P(t)=c + c c cos(ω t)-i c -c sin(ω t)
∞

⎡ ⎤+⎣ ⎦∑
  

  :داشتخواهيم  )10-5(ة با توجه به رابطحال 

)5-14                                                  (
P P P

n

P P P
n

T T T-iω t
n n n0 0 0

P P P

T T T+iω t
-n n n0 0 0

P P P

1 1 ic = p(t)e dt= p(t)cosω tdt- p(t)sinω tdt
T T T
1 1 ic = p(t)e dt= p(t)cosω tdt+ p(t)sinω tdt
T T T

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

  :نتيجهدر 

)5-15                                                                                                            (
P

P

T

n -n n0
P

T

n -n n0
P

2c +c = p(t)cos(ω t)dt
T

-2ic -c = p(t)sin(ω t)dt
T

∫

∫
  

  :هاي زير را درنظر مي گيريمحال تغيير متغير 

)5-16                                                                                                                            (          ( )
0 0

n n -n

n n n

a =c            
a =-i c -c
b =c +c      

  

  :را ميتوان به صورت زير نوشت) 13-5(بنابراين معادلة 

)5-17  (                                                                        [ ]0 n n n n
n=1

P(t)=a + a sin(ω t)+b cos(ω t)
∞

∑  

  :عبارتند از)  16-5(و ) 15-5(نيز با توجه به روابط   bn و an ضرايب . است) 1-5(رابطة همان  كه

)5-18(                                                                                                 
P

P

T

n n -n n0
P

T

n n -n n0
P

2b =c +c = p(t)cos(ω t)dt
T

2a =-i(c -c )= p(t)sin(ω t)dt
T

∫

∫
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  . است) 3-5(كه همان روابط 

  .نيز نشان داد) 10-5و  9-5روابط (به اين ترتيب نشان داده شد كه توابع متناوب را مي توان به فرم نمايي 

  

  

  پاسخ به فرم نمايي سري فوريه  5-5

ابتدا . اين قسمت پاسخ سازه در برابر بارهاي متناوب، وقتي كه اين بار به فرم نمايي نوشته شود، بدست مي آيددر 
  :يعني معادلة حركت به صورت زير نوشته مي شود. پاسخ سازه در برابر يك تابع نمايي محاسبه مي شود

)5-19(                                                                                                                         niω tmu+cu+ku=p(t)=e  

مخصوص كه در ديده شد، جواب  4كه در فصل نطور هما. دارد همگن و مخصوص جواب اين معادله دو قسمت
. شود، اهميت بيشتري دارد و مي توان از جواب همگن صرفنظر نمود ديناميك سازه ها، پاسخ ماندگار ناميده مي

  : بصورت زير است معادلة فوق ماندگارپاسخ 

)5-20 (                                                                                                                                         ninω tu(t)=He  

  :برابرند با) 20-5(مشتقات رابطة . بدست مي آيد) 19-5(در رابطة ) 20-5(قرار دادن رابطة از  Hضريب 

)5-21  (                                                                                 iω tn
niω t 2

n nu(t)=H(iω )e        ,         u(t)=H(-ω )e  

  :به صورت زير در مي آيد) 19-5(بنابراين معادلة 

)5-22 (                                                                                    iω tn
n n niω t iω t iω t2

n nmH(-ω )e +CH(iω )e +KHe =e  

niωچون   te   :رت زير بدست مي آيدبه صو Hاين ضريب از طرفين رابطة فوق حذف شده و ، پس  ≠0

)5-23  (                                                                                                                          2
n n

1H=
-mω +Ciω +K
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nH(ωاست، به همين دليل معمولاً به صورت  nωتابعي از  H، ضريب شود چنانچه ديده مي نوشته شده و به آن  (
اين تابع را به صورت زير نيز مي توان . گفته مي شود )Frequency Response Function( تابع پاسخ فركانسي

  :نوشت

)5-24  (                                                                                                              n 2
n n

1H(ω )=
k[(2ξβ i)+(1-β )]

  

  :به صورت زير مي شود) 19-5(بنابراين جواب معادلة 

)5-25 (                                                                                                           niω t
2

n n

1u(t)= ×e
k[(2ξβ i)+(1-β )]

  
نوشته شده باشد، آنگاه پاسخ سيستم به صورت زير خواهد ) 9-5( پس اگر نيروي وارد بر سيستم به صورت رابطة

  :شد

)5-26  (                                                                                                                        niω t
n n

n=-
u(t)= c H(ω )e

∞

∞
∑  
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In the Name of God 

Dynamics of Structures 

Problems of Ch. 5 Periodic Loading 

 
1-Express the periodic loading shown in Fig. P1 as a Fourier series. Thus, determine 

the coefficients an  and bn  for the periodic loading given by 

                       ) 2πt  (0              t)
T
3πsin( PP(t)

p
0 <<=  

                         )3πt (2π                           0P(t) <<=  

 

Then write the loading in the series form. 

 
Fig. P1 

 
2- Repeat Prob. 1 for the periodic loading shown in Fig. P2. 
  

            
Fig. P2 
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 2

3- Consider the system and loading shown in Fig. P3. The loading consists of the 

positive portion of a simple sine function. (a) Express the loading as Fourier 

coefficients. (b) Determine the response of the system to the loading. 

Assume 10%  damping. 

 
Fig. P3 

 
 
4- The periodic loading of Fig. P4 can be expressed by the sine series 

∑
∞

=
=

1n
nn t)ωsin(bP(t)  

where 
n0

n 1)(
nπ
2Pb −−=  

Plot the steady-state response of a SDOF structure to this loading for one full 

period, considering only the first four terms of the series and evaluating at time 

increments given by    30 ∆t  ω1 = . Assume 0%  damping. 

 
 

 
Fig. P4 
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  6فصل 
  

  بارهاي ضربه اي 
  
  
  

Impulsive loading 
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 عليرضا فيوض                                       ديناميك سازه ها                                                                                           

 

2 
 

 
 
 

  مقدمه 6-1
  

البته موضوع  .ديناميكي گفته مي شود كه مدت زمان تأثير نيرو بر سازه كوتاه باشد بارگذاري ضربه اي به نوعي بار
 اينكه زمان تأثير نيروچقدر كوتاه باشد تا بتوان آن را ضربه اي محسوب نمود، موضوعي است كه نياز به بررسي دارد و

  .در اين فصل ضابطه اي براي آن بدست مي آيد
  

. يا شيميايي باشد انفجار ميتواند ناشي از انفجارهاي فيزيكي. است) Blast(بارگذاري ضربه اي، بار انفجار انواع يكي از 
از مثال هاي ديگر بارهاي ضربه اي مي توان از برخورد كاميون به پايه پل يا ضربه ناشي از شروع يا توقف ناگهاني 

چنانچه ملاحظه مي . نشان داده شده است) 1-6(يك نمونه از بارهاي ضربه اي در شكل  .جرثقيل يا آسانسور نام برد
سپس كاهش يافته تا به صفر . سرعت افزايش مي يابد تا به مقدار حداكثر خود ميرسدشود بار در مدت زمان كوتاهي به 

پس از آن نيروي . در اين فاز نيروي وارد بر سازه به صورت فشار است. اين زمان فاز مثبت ناميده مي شود. مي رسد
  .رسدوارد بر سازه به صورت منفي يا مكش ميشود و بعد از آن با يكي دو نوسان به صفر مي 

 
در مرحله اول نيرو وارد مي شود كه مي توان آن . توان به دو مرحله مختلف تقسيم بندي نمود زمان تأثير بار را ميمدت 

-6شكل ( را  مرحله ي نيرويي ناميد و در مرحله بعد كه نيرو وارد نمي شود و مي توان آن را مرحله ارتعاش آزاد ناميد
1(.  
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 بارهاي ضربه  اي                                             فصل ششم                                                                                                                      

 
 

3 
 

  
  بارهاي ضربه اينمونه اي از  1-6شكل 

براي تحليل معمولاً از شـكل هـاي سـاده تـري كـه بوسـيلة روابـط        . نمونه اي واقعي از بارهاي انفجاري است 1-6شكل 
سه نمونه از اين نوع بارها در شكل . قابل بيان باشند و بار انفجاري را نيز به خوبي مدلسازي كنند استفاده مي شودرياضي 

  .نشان داده شده است 6-2
  
  

 ضربه اي ساده شدهنمونه هايي از بارهاي  2-6شكل 

  
  

  .در ادامه پاسخ سازه در برابر اين بارها بدست مي آيد
  
  

t

P(t)

td
t

P(t)

td
t

P(t)

td

P0 P0
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 عليرضا فيوض                                       ديناميك سازه ها                                                                                           

 

4 
 

  موج سينوسي بار نيم 6-2
  

-6شكل (اين نوع بار در واقع بار هارمونيك سينوسي است كه مدت زمان تأثير آن فقط تا نصف زمان تناوب آن است
  .اين بار را به صورت زير تعريف مي شود). 3

)6-1                                                                                                              (      0 d

d

P sinωt    0<t<t
P(t)=

    0          t <t<
⎧
⎨ ∞⎩

     

  :رابطة مدت زمان بارگذاري و زمان تناوب و فركانس آن به صورت زير است

 )6-2                                                                                                                            (            d
T 2π πt = = =
2 2ω ω

  
  

  
 
  
  

  بار نيم موج سينوسي 3-6شكل 
  
  

به همين دليل در مدت سرعت سيستم تغيير قابل ملاحظه اي ندارد و در بار هاي ضربه اي به دليل سرعت زياد بارگذاري 
در اين فصل در مرحلة اول بارگذاري سيستم به صورت ناميرا  .زمان تأثير نيرو، سيستم را ميتوان نا ميرايي در نظر گرفت

  :در نتيجه معادلة حركت به صورت زير است. در نظر گرفته مي شود
)6-3                                                                                                                            (                  mu+ku=P(t)

  :اين معادله در دو مرحلة به صورت مجزا حل مي شود  

  

  مرحلة نيرويي    : مرحلة اول
  

  :در اين مرحله معادلة حركت به صورت زير نوشته مي شود
)6-4                                                                                                                            (         0mu+ku=P sin(ωt)

  :ديده شد، جواب اين معادله عبارت است از 4همانطور كه در فصل   

d0<t<t

P0

t

P(t)

td t
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)6-5                                                                                                          ([ ]0
I 2

P 1u (t)= × sin(ωt)-βsin(ωt)
k 1-β

  :در پايان اين مرحله تغيير مكان و سرعت سيستم برابر است با. به پاسخ در مرحلة اول اشاره دارد Iدر اين رابطه انديس 

)6-6         (                                          [ ] [ ]0 0
I d I d2 2

P P1 -ωu (t )= × -βsin(π/β)     ,     u (t )= × 1+cos(π/β)
k 1-β k 1-β  

  
  
  

      ارتعاش آزاد   : دوممرحلة 
  

معادلة . در اين مرحله به سيستم نيرو وارد نمي شود و سيستم تحت اثر تغيير مكان و سرعت اوليه ارتعاش مي كند
  :حركت سيستم در اين مرحله برابر است با

)6-7                (                                                                                                                                    mu+ku=0
  :كه پاسخ آن عبارت است از  

)6-8                                                                                                                      (( )IIu t =Asin(ωt)+Bcos(ωt)  
در اين رابطه ثابت هاي انتگرال گيري هستند كه از  Bو  A  .در اين رابطه به پاسخ در مرحلة دوم اشاره دارد IIانديس 

به صورت رابطة ) 7-6(گرفته شود، آنگاه پاسخ معادلة   tdدر مرحلة دوم اگر مبدأ زمان  . شرايط اوليه بدست مي آيند
  :خواهد شد) 3-18(
)6-9                                                                               (                                  ( ) 0

II 0
uu t = sin(ω t)+u cos(ω t)
ω  

 0u  0وu  مقادير تغيير مكان و سرعت در ابتداي مرحلة دوم هستند و  
 )6-10                                                                                                                            (                            dt=t-t  

Iبا جايگذاري   du (t Iو   0u به جاي ( du (t   :رابطة زير بدست مي آيد 0u به جاي (

)6-11            (                                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
II 2

P -β π πu t = × sin cos ω t + 1 cos sin ω tβ βk 1-β
⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦  
  : بنابراين به طور خلاصه مي توان پاسخ سيستم در برابر بار نيم موج سينوسي را به صورت زير نوشت

)6-12                               (
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0
d2

0
d d d2

P 1× sin ωt -βsin ωt 0<t<t
k 1-β

u=
P -β π π× sin cos ω t-t + 1 cos sin ω t-t t <tβ βk 1-β

⎧ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎪⎪
⎨

⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

  

dt <t
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در ادامه پاسخ ماكزيمم سيستم در برابر بار نيم . همانطور كه قبلاً گفته شد در طراحي به مقادير ماكزيمم پاسخ نياز است
نسبت به زمان را برابر صفر قرار داده تا زمان ماكزيمم پاسخ  uI(t)براي اين منظور مشتق رابطة . سينوسي بدست مي آيد

  : بدست آيد
)6-13                  (                                                                                                 ( ) ( )m mωcos ωt -βωcos ωt =0  

  :و يا
)6-14                                                                                                                            (   ( ) ( )m mcos ωt =cos ωt  

  :از حل اين معادله زمان ماكزيمم بدست مي آيد
)6-15                                               (                                   m m m

2nπωt = ωt +2nπ    t =     n=1,2,3,...
ω ω

± ⇒
±  

  :برابر است با) زماني كه براي اولين بار ماكزيمم اتفاق مي افتد( كوچكترين زمان ماكزيمم 

)6-16                                                                                                                            (        m
2π Tt =
ω+ω 1+1 β

=  
mاگر  dt t≤  شرط اينكه ماكزيمم پاسخ در مرحلة اول ، يا به عبارتي باشد ماكزيمم پاسخ در مرحلة اول اتفاق مي افتد

  :اتفاق بيافتد اينستكه
)6-17                                                                                                                            (              m d

Tt = t
1+1 β

≤  

dو چون 
Tt
2

  :شرط وقوع ماكزيمم در مرحلة اول به صورت زير بيان مي شود است، پس  =
)6-18                                                                                                                            (     

d
Tβ 1        t
2

≤ ⇒ ≥  
جه گرفت كه اگر مدت زمان تأثير نيرو بيشتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، ماكزيمم پاسخ از اين رابطه مي توان نتي

ولي اگر مدت زمان تأثير نيرو كمتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، ماكزيمم پاسخ در . در مرحلة اول اتفاق مي افتد
بنابراين بار ضربه اي . ه اي وارد شده استدر اين حالت مي توان گفت كه بار به صورت ضرب. مرحلة دوم اتفاق مي افتد

  :را به صورت زير مي توان تعريف كرد
  

اتفاق بيافتد بار،  ارتعاش آزادماكزيمم پاسخ در مرحلة به حدي كم باشد كه اگر مدت زمان تأثير نيرو  :بار ضربه اي
  .ضربه اي محسوب مي شود

  
بنابراين در مورد بار نيم سينوسي اگر مدت زمان تأثير بار كمتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، بار ضربه اي محسوب 

  :بدست مي آيد  Iuدر   mtمقدار ماكزيمم پاسخ از قرار دادن . مي شود
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)6-19                                                                                (0
I,max 2

P 1 2π 2πu × sin ω -βsin ω
k 1-β ω+ω ω+ω

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦  
  :و يا

)6-20            (                                                                             0
I,max 2

P 1 2πβ 2πu × sin -βsin
k 1-β 1+β 1+β

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦  
  :ديناميكي برابر است باضريب بزرگنمايي 

)6-21                                                                                      (I,max
I 2

0

u 1 2πβ 2πD = sin -βsin
P 1-β 1+β 1+β

k

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

مشتق  tنسبت به  uIIبراي بدست آوردن ماكزيمم پاسخ در مرحلة دوم نيز به همين ترتيب عمل مي كنيم، يعني ابتدا از 
و آنگاه ضريب بزرگنمايي ديناميكي در مرحلة ، مقدار ماكزيمم  uIIبدست آيد، سپس با جايگزيني آن در  tm گرفته تا

  :بدست مي آيد كه عبارت است از ارتعاش آزاد 

)6-22                                                                                                                    (II,max
II 2

0

π-2βcos
u 2β

D = =
P (1-β )

k

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
  :بنابراين ضريب بزرگنمايي ديناميكي عبارت است از

)6-22                                                      (                             
2

2

1 2πβ 2πsin -βsin          β 1
1-β 1+β 1+β

D= π-2βcos
2β

                               β>1
(1-β )

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎪
⎨ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪⎩  

است و چون  βملاحظه مي شود كه ضريب بزرگنمايي تابعي از 
d

Tβ=
2t

dtپس ضريب بزرگنمايي تابعي از  
T

خواهد  

از قانون هوپيتال استفاده مي شود كه به صورت زير براي رفع ابهام . استمبهم  D، رابطة  β=1توجه شود كه در . بود
  :در مي آيد

)6-23        (                                       ( ) ( )2 2
2π 2πβ 2π 2πβ 2πcos -sin + cos

1+β 1+β 1+β1+β 1+β πβ=1    D= =
-2β 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒

  
dtنمودار ضريب بزرگنمايي بر حسب  4-6در شكل 

T
يادآور ميشود كه با داشتن اين نمودار يا رابطة . رسم شده است 

. مي توان بدون تحليل ديناميكي پاسخ ماكزيمم را بدست آورد بنابراين از اهميت زيادي برخوردار است) 6-22(
به همين دليل به آن طيف  .كه همپايه شده است همچنين ملاحظه مي شود كه محور افقي اين نمودار فركانس است
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كه نمودار آن در  بر حسب زمان تناوب نيز رسم نمود، مي توان طيف پاسخ را .پاسخ بار نيم سينوسي نيز گفته مي شود
  .در اين نمودار زمان تناوب هم پايه شده است .ترسيم شده است 5-6شكل 

  

  
  بر حسب فركانس هم پايه شده ضريب بزرگنمايي ديناميكي براي بار نيم سينوسي 4-6شكل 

 
  
  

  
  بر حسب زمان تناوب هم پايه شده ضريب بزرگنمايي ديناميكي براي بار نيم سينوسي 5-6شكل 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

D

td/T

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

D

T/td
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  بار مستطيلي 6-3
  

 P0مقدار بار ثابت و برابـر   tdچنانچه ملاحظه مي شود در مدت زمان  .نشان داده شده است) 6-6(بار مستطيلي در شكل 
بنابراين بار را به صـورت زيـر مـي تـوان     . به اين نوع بار، بار پله اي نيز گفته مي شود. است و پس از آن صفر خواهد شد

  :تعريف نمود

)6-24 (                                                                                                                             0 d

d

P 0 t t
P(t)

0 t t
≤ <⎧

= ⎨ >⎩
  

  .پس معادلة حركت سيستم ناميرا در مورد اين بار هم در دو مرحله نوشته و حل مي شود

  

  مرحلة نيرويي    : مرحلة اول
  :اين مرحله معادلة حركت برابر است بادر 

)6-25                                                                                                                            (                    0mu+ku=P  
  :حل اين معادله به صورت زير است

)6-26                                                                                                               (0
I

Pu (t)=Asin(ωt)+Bcos(ωt)+
K

  
A  وB اگر شرايط اولية سكون برقرار باشـد، آنگـاه    .ثابت هاي انتگرال گيري هستند كه از شرايط اوليه بدست مي آيند

A=0  0وB= -P K بنابراين پاسخ سيستم در اين مرحله برابر است با. مي شود:  
)6-27                                                                                                                            (  ( )0

I
Pu (t)= 1-cos ωt
k
⎡ ⎤⎣ ⎦  

  

  
  مستطيليبار  6-6شكل 

d0<t<t
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      ارتعاش آزادمرحلة : دوممرحلة 

. اين مرحله ارتعاش سيستم به صورت آزاد و تحت اثر تغيير مكان و سرعت در پايان مرحلة اول صورت مي گيرددر 

  :پاسخ سيستم در اين حالت برابر است با

)6-28                                                                                             (( ) ( ) ( ) ( )I d
II I d

u t
u ( t)= sin ω t +u t cos ω t

ω
  

) داريم) 27-6(با توجه به رابطة  ) ( )0
I d d

Pu t = 1-cos ωt
k
⎡ ⎤⎣ )و  ⎦ ) ( )0

I d d
Pu t = ωsin ωt
k

پاسخ در اين اين بنابر .

  :مي آيدمرحله به صورت زير در 

)6-29(                                                                  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0
II d d

Pu t = sin ωt sin ω t + 1-cos ωt cos ω t
k
⎡ ⎤⎣ ⎦  

  :از ساده كردن داريم پس

)6-30  (                                  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
II d d

P Pu t = cos ω t cos ω t t cos ω t t cos ωt
k k
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = − −⎣ ⎦⎣ ⎦  

  
  :ر خلاصه مي توان به صورت زير نوشتبنابراين پاسخ سيستم ناميرا در برابر بار مستطيلي را به طو

)6-31                                                                             (( )
( )

( )( ) ( )

0
d

0
d d

P 1 cos ωt 0 t t
ku t =

P cos ω t t cos ωt t>t
k

⎧ ⎡ ⎤− ≤ <⎣ ⎦⎪⎪
⎨
⎪ ⎡ ⎤− −⎣ ⎦⎪⎩

 

Iuبنابراين از . براي محاسبة پاسخ حدكثر، ابتدا  فرض مي كنيم كه اين پاسخ در مرحلة اول اتفاق مي افتد (t)  مشتق
  :گرفته و مساوي صفر قرار مي دهيم

)6-32(                                                              ( )m m m
nπsin ωt =0     ωt nπ    t    , n=1,2,3,...
ω

⇒ = ⇒ =  

اينكه پاسخ بنابراين در اين حالت نيز  شرط . باشد، پاسخ حدكثر در مرحلة اول اتفاق مي افتد  tm<tdبديهي است اگر  
  :حدكثر در مرحلة اول باشد عبارت است از 

)6-33                                                                                                                            (      d d
π T<t     t >
ω 2

⇒  

  :حداكثر برابر است بادر صورتيكه اين شرط برقرار باشد، مقدار پاسخ 

dt>t
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)6-34                                                                                                         (0 0
I,max

P Pπu (t)= 1-cos ω 2
k ω k
⎡ ⎤⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  

dtبا توجه به تعريف بار ضربه اي، مي توان گفت ، در صورتي بار مستطيلي ضربه اي محسوب مي شود كه  T در  .≥2
IIuپاسخ حداكثر در اين حالت رابطة براي محاسبة . اين صورت پاسخ حداكثر در مرحلة ارتعاش آزاد اتفاق مي افتد (t) 

  :را به صورت زير مي نويسيم

)6-35 (                                                                ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0
II d d

Pu t = cos ωt cos ωt 1 sin ωt sin ωt
k
⎡ ⎤− +⎣ ⎦ 

  :بنابراين پاسخ حداكثر در اين حالت برابر مي شود با

)6-36                                                      (( )( ) ( )( ) ( )2 20 0
II,max d d d

P Pu = cos ωt 1 sin ωt 2 2cos ωt
k k

− + = − 

  :بزرگنمايي ديناميكي براي بار مستطيلي به صورت زير خواهد شد ضريببنابراين 

)6-37                                                                                                       (
( )

d

d
d

t2 0.5
TD=
t2 2cos ωt 0.5
T

⎧ >⎪⎪
⎨
⎪ − ≤
⎪⎩

 

  .ترسيم شده است) 7-6(نمودار ضريب بزرگنمايي ديناميكي بار مستطيلي در شكل 
  

  
  نمودار ضريب بزرگنمايي بار مستطيلي 7-6شكل 

  
  

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

D

td/T
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6k=2×10تن و سختي  270يك سيستم يك درجه آزاد به جرم : مثال   KN/m  تحت اثر نيروي مستطيلي با مقدار
  :حداكثر تغيير مكان و نيروي وارد بر آن را در حالت هاي زير بدست آوريد. كيلونيوتن قرار گرفته است 4500

dtمدت زمان تأثير نيرو ) الف( =0.2  sec باشد.  
dtمدت زمان تأثير نيرو )  ب( =0.02  sec باشد.  

  :حل

             : زمان تناوب سيستم  فركانس و محاسبة
6k 2×10 2πω= = =86.066 rad/sec    T= =0.073  sec

m 270 ω
⇒  

  ) الف(
                                                                                             d

d
tt =0.05  sec    =1.8315    D=2
T

⇒ ⇒  
  .در اين حالت بار به صورت ضربه اي نيست

                                                                                         0
max 6

P 4500u =D× =2× =0.0045 m =4.5 mm
k 2×10

  
                                                                                                   s,max max 0f =ku =D×P =2×4500=9000 KN  

   )ب(
                                          ( )d

d
tt =0.005  sec    =0.18315    D= 2-2cos 86.066 0.005 0.427
T

⇒ ⇒ × =  
  .در اين حالت بار به صورت ضربه اي است

                                                                                       
0

max 6

P 4500u =D× =0.427× =0.0096 m =0.96 mm
k 2×10

  
                                                                                                   s,max max 0f =ku =D×P =0.427×4500=1921 KN  

بنابراين هر چه مدت زمان تأثير  .تغييرمكان و نيرو نيز كم مي شوندملاحظه مي شود كه با كاهش مدت زمان تأثير نيرو  

پس در بارهاي ضربه اي بهتر است . نيرو كمتر باشد، نيروي الاستيك كمتر و  در نتيجه نيروي اينرسي بيشتر خواهد شد

  .كه جرم سيستم بيشتر باشد

  
  حداكثر محاسبة شتاب  6-4

 كـردن  و يا ضـرب  آن در تغيير مكان سيستم سختي كردن ضرب. براي محاسبة نيروي وارد بر سيستم دو راه وجود دارد
چون محاسبة جرم ساده تر از محاسبة سختي اسـت، معمـولاً از روش دوم بـراي محاسـبة نيـرو      . آن در شتاب سيستم جرم
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محاسبة نيروي وارد بر سيستم با استفاده از جرم آن و ضريب بزرگنمايي در اين بخش روابط لازم براي  .استفاده مي شود
  .ديناميكي بدست مي آيد

  :در يك سيستم ناميرا تحت اثر شتاب پايه، معادلة حركت عبارت است از
)6-38            (                                                                                 ( ) ( ) ( ) ( )t

I sf t +f t =0       mu t +ku t =0⇒  
)كه در آن  )tu t بتايراين. شتاب مطلق سيستم است:  

)6-39                    (                                                                                                                 t
max maxmu +ku 0=  

tكه در آن 
maxu  حداكثر شتاب مطلق سيستم وmaxu بنابراين. حداكثر تغييرمكان نسبي سيستم است:  

)6-40                                                                                                                    (                      t 2
max maxu ω u=  

  :، مقدار آن را بر حسب ضريب بزرگنمايي قرار دهيم، آنگاهmaxuاگر به جاي 
)6-41 (                                                                                                                                         t 2 0

max
Pu ω D
k

=  
0قابل ذكر است كه اگر سيستم تحت اثر شتاب پايه باشد، آنگاه  g,maxP =mu و در نتيجه:  

)6-42                                                                                                                            (               t
max g,maxu Du=  

  :بنابراين حداكثر نيروي وارد بر سيستم برابر است با
)6-43 (                                                                                                                     t

s,max max g,maxf =mu D mu= ×  
  :البته بهتر است اين رابطه بجاي جرم بر حسب وزن سيستم نوشته شود، در اين صورت

)6-44        (                                                                                                                        g,max
s,max

u
f =D W

g
× ×  

از اين رابطه مي توان حداكثر نيروي وارد بر سيسـتم را بـر اثـر شـتاب     . شتاب جاذبه است gجرم سيستم و  Wكه در آن 
  :اين رابطه در آيين نامه هاي زلزله به صورت زير نوشته ميشود. بدست آوردپايه 

)6-45                                                                                                                            (                     s,maxf =CW  
  :ضريب زلزله ناميده مي شود و برابر است با Cكه در آن 

)6-46                                                                                                                            (                 g,maxu
C=D

g
×  

واضح است كه در نظر گـرفتن ايـن واقعيـت    . هاي خطي بدست آمده است سيستملازم به ذكر است كه اين رابطه براي 
كه رفتار سازه ها در هنگام زلزله از محدودة خطي خارج و وارد محدودة غيرخطي مي شوند، نيروي وارد بر سـازه را بـه   

  .ميزان قابل توجهي تعديل مينمايد
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و وزن  75/2اگـر ضـريب بزرگنمـايي دينـاميكي     . بـرآورد شـده اسـت    0.35gشتاب حداكثر زمين در منطقه اي : مثال
  كيلونيوتن باشد، نيروي وارد بر آن چقدر است؟ 2500سيستم 

  : حل

                                                                                                                                            C=2.75×0.35=0.9625   
                                                                                                               s,maxf =CW=0.9625 2500=2406  KN×  

  
  
  
  تحليل تقريبي سيستم تحت اثر بار ضربه اي  6-5
  

  :معادلة حركت سيستم ناميرا به صورت زير است
)6-47    (                                                                                                                            ( ) ( ) ( )mu t +ku t =P t  

  :اين معادله را به صورت زير نيز مي توان حل نوشت
)6-48                                                                                                      (( ) ( ) ( )d d dt t t

0 0 0
mu t dt= P t dt- ku t dt∫ ∫ ∫  

كوچك باشد، مقدار انتگرال دوم سمت راست رابطـة فـوق خيلـي كوچـك مـي شـود و مـي تـوان از آن          tdاگر مدت زمان تأثير نيرو  
  :پس .صرفنظر نمود

)6-49       (                                                                                                                 ( ) ( )d 0m u t u P t t⎡ ⎤− ≈ ∆⎣ ⎦  
 به سـمت  tdاگر مدت زمان . سمت راست اين رابطه ضربة وارد بر سيستم و سمت چپ آن تغيير اندازة حركت آن است

زمان تأثير نيـرو  مدت  t∆ .اندازة حركت معروف است-كه به نام قانون ضربه صفر ميل كند، رابطة فوق دقيق خواهد بود
  .است

  :اگر حركت از سكون شروع شده باشد، آنگاه
)6-50                                                                                                                    (           ( ) ( )d

1u t P t t
m

= ∆  
  :پس. حركت سيستم به صورت ارتعاش آزاد است  tdبعد از زمان 

)6-51                                  (                                                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
d

u t
u t = sin ω t +u t cos ω t

ω
  

)چون  )du t   :داريم) 51-6(در رابطة ) 50-6(، با جايگذاري رابطة 0=

)6-52 (                                                                                                                         ( ) ( ) ( )P t ∆t
u t = sin ω t

mω
  

  .ترسيم شده است) 8-6( عادله در شكلماين نمودار 
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  به روش تقريبي نمودار پاسخ سيستم ناميرا تحت اثر نيروي ضربه اي 8-6شكل 

t

P0

t

u(t)

t

P(t)

∆t
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  مقدمه 7-1
در ايـن فصـل   . در فصول قبل بارهايي درنظر گرفته مي شد كه نوشتن يـك رابطـة رياضـي بـراي آنهـا امكـان پـذير بـود        

د توسـط يـك رابطـة    شـكل مـي توان ـ  ايـن  . بارهايي در نظر گرفته مي شود كه هر شكل دلخواهي مي توانند داشته باشند
  . بيان شود يا يك شكل نامنظم باشد رياضي

فصل از اصل جمع آثار قوا استفاده مي شود به اين ترتيب كه نيرو بـه صـورت مجموعـه    براي حل معادلة حركت در اين 
مـي  اي از ضربات متوالي در نظر گرفته شده، پاسخ سيستم در برابر هر ضربه بدست آمده و پاسخ هـا بـا يكـديگر جمـع     

  .شوند
  
  پاسخ سيستم در برابر ضربة واحد 7-2

سيسـتم قبـل از وارد    سـرعت مـثلاً اگـر    .ديديم كه وارد آمدن ضربه به سيستم سبب تغيير سرعت آن مي شود 6در فصل 
  :، پس از وارد شدن ضربه سرعت آن برابر مي شود باشدن ضربه صفر باشد

)7-1 (                                                                                                                                                 P(τ)∆τu=
m

  

پـس از   .اسـت  ضربة وارد به سيسـتم  P(τ)∆τو بنابراين  مدت زمان وارد آمدن نيرو  τ∆ مقدار نيرو و P(τ)كه در آن 
ايـن  . ضربة وارد بر سيستم را نشان مي دهـد ) الف-1-7(شكل  .اتمام نيرو پاسخ سيستم به صورت ارتعاش آزاد مي باشد

و پاسخ سيستم ميـرا در برابـر   ) ب-1-7(پاسخ سيستم ناميرا در برابر اين ضربه در شكل . وارد شده است τضربه در زمان 
. در برابـر ضـربه نوشـته مـي شـود      سيستم ميـرا در اينجا روابط پاسخ . نشان داده شده است) پ-1-7(ين ضربه در شكل ا

  .در روابط ذيل بدست مي آيد ξ=0بديهي است پاسخ سيستم ناميرا با قرار دادن 
  :عبارت است از u=P(τ)∆τ/mپاسخ سيستم ناميرا تحت اثر سرعت اولية  

)7-2(                                                                                                                    ( ) ( ) ( )-ξωtP τ ∆τ
u t = e sin ωt

mω
  

  :نشان داده مي شود h(t)اگر مقدار ضربة وارد بر سيستم يك باشد، معادلة فوق پاسخ ضربة واحد ناميده شده و با 

)7-3     (                                                                                                                            -ξωt1h(t)= e sin(ωt)
mω

  

  :ن نوشترا به صورت زير نيز مي توا در برابر ضربه پاسخ سيستم،  t=t-τبنابراين با توجه به اينكه 
)7-4 (                                                                                                                                      u(t)=P(τ)h(t-τ)∆τ  
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 پاسخ سيستم در برابر ضربه 1-7شكل 

 
 
  ة پاسخ سيستم در برابرهاي كلياستفاده از روش جمع آثار قوا براي محاسب 7-3
 

 τ∆محور زمان را به زمان هاي خيلي كوتاه به اندازة . وارد مي شود 2-7 فرض كنيد به سيستم بار كلي مطابق شكل
  سپس پاسخ سازه در برابر هر يك . بنابراين بار وارد به يك سري ضربات متوالي تبديل مي شود. تقسيم بندي مي كنيم

t

t

u ( t )

t

P ( t )

∆ ττ

P (  )τ

t

t

u ( t )

ــتم ــر سيســـــــــــ وارد بـــ ــف) ضـــــــــربة  (الــ

ــتم نـــــــاميرا  ــخ سيســـــــــــ پاســــــ ب)  )

ــيرا ــتم مـــ ــخ سيســـــــــــ پاســــــ پ)  )
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  بار كلي 2-7شكل 
  

چون رفتار سيستم خطي فرض مي شود پس اصل جمع آثار قوا برقرار است و مي توان . از اين ضربات بدست مي آيد
  .گفت كه پاسخ سيستم در برابر  كل بار برابر است با مجموع پاسخ هاي سيستم در برابر هر يك از اين ضربات

)7-5                                             (                                                                                     t

0
u(t)= P(τ)h(t-τ)dτ∫  

  .بدست مي آيد) 6-7(در اين رابطه، رابطة ) 3-7(با جايگزيني رابطة . اين رابطه انتگرال كانولوشن ناميده مي شود

)7-6   (                                                                                             ( ) ( ) ( ) ( )( )t -ξω t-τ
D0

1u t = P τ e sin ω t-τ dτ
mω ∫  

بدست  P(t)با استفاده از اين رابطه مي توان پاسخ سيستم را در برابر بار دلخواه . اين رابطه، انتگرال دوهامل نام دارد
    .آورد

gP(τ)=mu داشته باشد، آنگاه  اگر به جاي نيروي وارد بر سييستم، شتاب پايه وجود (τ)  خواهد شد و پاسخ سيستم
:زاست اعبارت 

  
)7-7                                                                                                 (( ) ( ) ( ) ( )( )t -ξω t-τ

g D0

1u t = u τ e sin ω t-τ dτ
ω ∫  

)ر برابر زلزله اي كه شتاب آن با استفاده از اين رابطه مي توان پاسخ سيستم د )gu τ  را بدست آورداست. 

t

t

P ( t )

∆ τ

τ

t

t

P ( t )
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را مي توان به صورت تحليلي  هاي فوق به فرم ساده اي باشد، انتگرال يا شتاب لازم به ذكر است كه اگر معادلة نيرو
زنقه اي يا روش در غير اينصورت لازم است از روش هاي عددي مثل روش جمع ساده يا روش ذو. حساب نمود

جزييات اين روش ها در كتب محاسبات عددي وجود دارد و در اينجا از ذكر . سيمسون براي محاسبة آن استفاده كرد
  .جزييات آن خودداري مي شود

  
  
  روش هاي گام به گام زماني 7-4
  

د، لـيكن وقـت گيـر    كلي است و براي هر نوع بارگذاري مي تواند بكار برده شـو  3-7هرچند روش گفته شده در بخش 
بـراي سيسـتم هـاي خطـي      3-7از طرف ديگر روش بخش . بوده و در مسائل واقعي ممكن است بيش از حد طول بكشد

در اين بخش از روش هاي گـام بـه گـام زمـاني بـراي      . كاربرد دارد و در مسائل غير خطي نمي توان از آن استفاده نمود
وش بارگذاري در فواصل زماني معيني مشخص است و پاسخ سيسـتم در  در اين ر .محاسبة پاسخ سيستم استفاده مي شود
پاسخ سازه در انتهـاي  . به هر يك از اين فواصل زماني يك گام زماني گفته مي شود. اين فواصل زماني محاسبه مي شود

ايـن گـام    و بارگـذاري در  ) يعنـي تغييـر مكـان و سـرعت     ( هر گام زماني بر حسب شرايط اوليه در ابتـداي گـام زمـاني    
در انتخـاب گـام هـاي     .)3-7شكل ( به اين ترتيب پاسخ سيستم به صورت گام به گام بدست مي آيد. محاسبه مي گردد

  :نكته بايد در نظر گرفته شود 3زماني 
  

u(t)

t
ti ti+1

  
  محاسبة پاسخ سازه به صورت گام به گام 3-7شكل 
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  .هش گام هاي زماني پاسخ، به سمت پاسخ دقيق ميل خواهد نمود، با كا) convergence(همگرايي ) الف(
در هر گام زماني روي يكديگر انباشته شوند و پاسخ ، خطاهاي گرد كردن ممكن است )stability(پايداري ) ب ( 

  .واگرا گردد
  .پاسخ ها بايد به اندازة كافي به پاسخ دقيق نزديك شوند) accuracy(دقت ) پ ( 
  

سـه دسـتة كلـي از ايـن روش هـا      . هستند كه پاسخ سيستم را به صورت گام به گام محاسبه مـي كننـد  روش هاي زيادي 
  :عبارتند از

  روش مبتني بر درون يابي تابع نيرو) الف(
  روش مبتني بر تفاضل هاي محدود سرعت و شتاب) ب ( 
  روش مبتني بر تغييرات فرضي شتاب) پ ( 

  .ددر ادامه اين روش ها توضيح داده مي شون
  
  )Jenningsروش دقيق يا روش ( مبتني بر درون يابي تابع نيروروش   7-4-1

در اين روش معادلة حركـت در يـك   . اين روش ساده ترين روش گام به گام و در عين حال دقيق ترين روش نيز هست
قـدار نيـرو در ابتـدا و    با فرض اينكه تغييرمكان و سرعت در ابتداي گام زمـاني و م  . گام زماني به طور دقيق حل مي شود

  .انتهاي گام زماني مشخص است، مي خواهيم تغييرمكان و سرعت را در انتهاي گام زماني بدست آوريم
  

چنانچـه ملاحظـه   . نشان داده شـده اسـت   دلخواه نمودار بارگذاري و تغييرمكان سيستم در يك گام زماني 4-7در شكل 
  .به صورت خطي تغيير مي كند ك گام زمانيمي شود فرض شده است كه بار وارد بر سيستم در ي

 )7-8 (                                                                                                                                   ( ) i+1 i
i

i

P -PP τ =P + τ
P

  

  :ي شودبنابراين معادلة حركت در گام زماني به صورت زير نوشته م
)7-9                                                                                                                            (             imu+cu+ku=P +ατ  

  :براي ساده شدن روابط به صورت زير درنظر گرفته شده است αدر اين رابطه ضريب 

)7-10 (                                                                                                                                                 i+1 i

i

P -Pα=
P
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P(t)

tti ti+1

Assumed Loading

Acual Loading

Pi

Pi+1

h

τ

u(t)

tti ti+1

Assumed Displacement

Acual Displacement

ui

ui+1

ui

ui+1

  
   4-7شكل 

  
  :عبارت است از) 9-7(پاسخ معادلة 

)7-11     (                                                                               ( ) ( ) ( )-ξωτ i
D D 2

P ατ αcu τ =e Acos ω τ +Bsin ω τ + + -
K K K

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
  

و جملة سوم پاسـخ در برابـر     Piلازم به ذكر است كه جملة اول رابطة فوق پاسخ ارتعاش آزاد، جملة دوم پاسخ در برابر 
ατ است. Α  وΒ  شـرايط اوليـه بـراي گـام زمـاني      . كه از شرايط اوليه بدست مي آينـد ثابت هاي انتگرال گيري هستند

  :عبارت است از تغييرمكان و سرعت در ابتداي گام زماني، يعني
)7-12  (                                                                                                                                  i i@τ=0 : u=u   ,   u=u  

  :به صورت زير بدست مي آيند  Βو  Α، ضرايب )11-7(با قرار دادن اين روابط در رابطة 

)7-13 (                                                                                                                
i

i 2

i
i i 2

D

PαcA=u + -
Kk

P1 αc αB= u +ξω u + - -
ω K Kk

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
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  :ين معادلة حركت در گام زماني به صورت زير در مي آيدبنابرا

)7-14(                          ( ) ( ) ( )-ξωτ i i i
i D i i D2 2 2

D

P P Pαc 1 αc α ατ αcu τ =e u + - sin ω τ + u +ξω u + - - cos ω τ + + -
K ω K K K Kk k K

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪
⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  

  :داده شودقرار  τ=hبراي بدست آوردن تغييرمكان در انتهاي گام زماني، كافيست در رابطة فوق 

)7-15(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i+1 i i+1 i i+1 i i+1 i-ξωh i i i+1
i+1 i D i i D2 2 2

D

P -P c P -P c P -P P -P cP P P1u =e u + - sin ω h + u +ξω u + - - cos ω h + -
K ω K hK Khk hk hK

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

  

و  iu  ،iu  ،iPاين رابطه را بر حسـب   . قرار داده شده است) 10-7(از رابطة  αلازم به ذكر است كه در اين رابطه بجاي 

i+1P ميتوان دسته بندي نمود و به صورت زير نوشت:  
)7-16 (                                                                                                                     i+1 1 i 1 i+1 1 i 1 i+1u =A u +B u +C P +D P  

  :كه در آن 

)7-17  (                                                              

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

-ξωh
1 D D2

-ξωh
D

1
D

2
-ξωh

1 D D2
D

2
-ξωh

1 D D
D

ξA =e cos ω h + sin ω h
1-ξ

e sin ω h
B =

ω

1 2ξ 1-2ξ ξ 2ξC = +e - sin ω h - 1+ cos ω h
K hω hω hω1-ξ

1 2ξ 2ξ 2ξ -1D = 1- +e cos ω h + sin ω h
K hω hω hω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪

⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  

بـا اينكـار    .داده شـود  قـرار  τ=h  مشتق گرفت و سپس بجـاي  τنسبت به  u(τ)بايد از  i+1uچنين براي بدست آوردن هم
  :خواهيم داشت

)7-18(                                              ( ) ( ) ( ) ( )-ξωh -ξωh
i+1 D D D D D

αu =-ξωe Asin ω h +Bcos ω h +e ω Acos ω h -Bsin ω h +
K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
رابطه حاصل را بر قرار داده و ) 18-7(در رابطة ) 10-7(از رابطة  αو بجاي ) 13-7(روابط از Βو  Αمجدداً بجاي 

  :ورت زير در مي آيدنتيجة كار پس از مقداري عمليات جبري به ص. دسته بندي نمود i+1Pو  iu  ،iu  ،iPحسب 
)7-19                                                                                                                      (i+1 2 i 2 i+1 2 i 2 i+1u =A u +B u +C P +D P  

  :كه در آن
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)7-20                                                                      (

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

-ξωh
2 D2

-ξωh
2 D D2

-ξωh
2 D D2 2

-ξωh
2 D D2

ωA =-e sin ω h
1-ξ

ξB =e cos ω h - sin ω h
1-ξ

1 -1 ω ξ 1C = +e + sin ω h + cos ω h
K h h1-ξ h 1-ξ

1 ξD = 1-e sin ω h +cos ω h
Kh 1-ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

  

  
- 7(و ) 17-7(از روابط ... و  A1به طور خلاصه مراحل گام به گام در اين روش به اين صورت است كه ابتدا ضرايب 

مي ) 19-7(و ) 16-7(با استفاده از روابط  i+1Pو  iu  ،iu  ،iPسپس در هر گام زماني با داشتن . محاسبه مي شوند) 20
لازم به ذكر است كه نيروي وارد بر سيستم مشخص . توان تغييرمكان و سرعت را در پايان گام زماني بدست آورد

به عنوان  iu  ،iu مقادير همچنين در ابتداي حركت. در كلية گام هاي زماني معلوم هستند Pi+1و  Piاست، پس مقادير 
بنابراين همة اطلاعات لازم براي انجام مراحل گام به گام در دست بوده و مي توان پاسخ . شرايط اوليه مشخص هستند

  .سيستم در برابر هر نيرويي را بدست آورد

به عبارت ديگر شتاب زمين در فواصـل زمـاني   . ت ديجيتال ثبت مي شوندلازم به يادآوري است كه شتاب زمين به صور
در اين صورت روش ارائه شده دقيق خواهد بود و هيچ خطايي نخواهـد  . داده شده اند) ثانيه 005/0يا  02/0مثلاً ( معيني 
  . داشت

  
  )Central Difference Method(تفاضل هاي مركزي روش   7-4-2

چـون در معادلـة حركـت     .شـود  عت و شتاب بر حسب تفاضل هاي تغييرمكـان نوشـته مـي   در اين روش كميت هاي سر
مشتق دوم وجود دارد، از دو گام زماني استفاده مي شود و زمان هاي وسط اين گام ها نيز به عنوان زمان هاي كمكي در 

  .)5-7شكل (نظر گرفته مي شود
  :بر تغييرات زمان است، مي توان روابط زير را نوشتبا توجه به اينكه سرعت مساوي تغييرات تغييرمكان تقسيم 

)7-21 (                                                                                                                                                i+1 i-1
i

u -u
u =

2h
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  5-7شكل 

  

)7-22                                                                                                             (i i-1 i+1 i
1/ 2 1/ 2

u -u u -u
u =         ,         u =

h h−  
  :همچنين شتاب بر ابر است با تغييرات سرعت تقسيم بر تغييرات زمان، پس

)7-23     (                                                                                                                                           1/2 -1/2
i

u -u
u =

h
  

  :داريم) 23-7(در رابطة ) 22-7(با قرار دادن روابط 

)7-24 (                                                                                                                                        i+1 i i-1
i 2

u -2u +u
u =

h
  

  :عبارت است از tiمعادلة حركت در لحظة 
)7-25   (                                                                                                                                        i i i imu +cu +ku =P  

  :در رابطة فوق داريم) 24-7(و ) 21-7(با جايزيني روابط 

u(t)

tti-1 ti+1

h

u(t)

t

tit-1/2 t1/2

ui-1
u-1/2

ui
u1/2 ui+1

h

ui-1
u-1/2

ui
u1/2 ui+1

ti-1 ti+1tit-1/2 t1/2
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)7-26   (                                                                                                            i+1 i i-1 i+1 i-1
i i2

u -2u +u u -u
m +c +ku =P

2hh
  

اين رابطه را به صورت زير مي . مجهول است و ساير كميت ها در هر گام زماني مشخص هستند ui+1در اين رابطه فقط 
  :توان تنظيم نمود

)7-27  (                                                                                        i+1 i i-1 i2 2 2

m c m c 2mu P u k u
2h 2hh h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  با تعريف روابط زير 

)7-28                                                                             (i i i-1 i2 2 2

m c m c 2mˆ ˆk       ,   P P u k u
2h 2hh h h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  :را به صورت سادة زير مي توان نوشت) 27-7(رابطة 
)7-29 (                                                                                                                                                     i+1 i

ˆ ˆku P=  
به تغييرمكان ) ui(توجه شود كه براي محاسبه تغييرمكان در انتهاي گام زماني . بدست مي آيد ui+1از حل اين معادلة 
 .يير مكان گام زماني قبل نياز استو تغ) ui-1(ابتداي گام زماني 

  شرايط اولية حركت هستند كه معلوم مي باشند ولي  0uو  u0. نياز است  u-1و  u0 به) i=1يعني (در اولين گام زماني 
u-1 0براي محاسبة آن . معلوم نيستu  0وu مي نويسيم) 24-7(و ) 21-7(با استفاده از روابط  را:  

)7-30  (                                                                                                           1 0 -11 -1
0 0 2

u -2u +uu -u
u =       ,      u =

2h h
  

  :را بدست آورده و در رابطة دوم قرار مي دهيم u1از معادلة اول 

)7-31 (                                                                                                                                 0 -1 0 -1
0 2

2hu +u -2u +u
u =

h
  

  :بدست مي آيد u-1از حل آن  

)7-32                                                                (                                                                      2
-1 0 0 0

1u = u h +u -hu
2

 

  :مجهول است كه آنهم با استفاده از معادلة حركت در لحظة صفر محاسبه مي شود 0u البته در اين رابطه 

)7-33  (                                                                                               ( )0 0 0 0 0 0 0 0
1mu +cu +ku =P      u = P -cu -ku
m

⇒  
را از گام اول حل نمود ) 29-7(بدست مي آيد و مي توان معادلة ) 33-7(و ) 32-7(هم با استفاده از روابط  u-1بنابراين 

  .و پاسخ سيستم را به صورت  گام به گام بدست آورد
  :ذكر است كه اين روش وقتي پايدار است كه  لازم به

)7-34  (                                                                                                                                                        h 1<
T π
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  ب تغييرات فرضي شتاروش   7-4-3
مي دانيم  .در اين روش سرعت از انتگرال گيري از شتاب، و تغييرمكان از انتگرال گيري از سرعت بدست مي آيد

  :)6-7شكل (سرعت برابر با انتگرال شتاب است، در نتيجه ميتوان نوشت
)7-35   (                                                                                                                           ( ) ( )

τ

i 0
u τ =u + u τ dτ∫  

  :پس. همچنين تغييرمكان برابر  با انتگرال سرعت است
)7-36  (                                                                                                                                    ( ) ( )

τ

i 0
u τ =u + u τ dτ∫  

چـون  . بنابراين اگر تابع شتاب معلوم باشد با استفاده از روابط فوق مي توان سرعت و تغيير مكان سيستم را بدسـت آورد 
معمولاً تابع شتاب يا به صـورت ثابـت و   . تابع شتاب سيستم معلوم نيست، مي توان آن را به صورت دلخواهي فرض نمود

  .اين دو نوع تابع فرضي براي شتاب در ادامه مورد بررسي قرار مي گيرد. فرض مي شود يا به صورت خطي
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  6-7شكل 
  

h

u(t)

t

u(t)

t

ti ti+1

τ
ti ti+1

ui

ui+1uτ

ui

ui+1uτ
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  )Constant Acceleration(روش شتاب ثابت ) الف(
زماني ثابت و برابر با ميانگين شـتاب در ابتـدا و انتهـاي گـام زمـاني      در اين روش فرض مي شود تابع شتاب در يك گام 

   .است

)7-37   (                                                                                                                                           ( )i i+1
1u= u +u
2

  
  :مي آيدبدست  سرعت سيستم) 35-7( قرار دادن اين رابطه در رابطةبا 

)7-38(                                                                                                     ( )
τ i i+1 i i+1

i i0

u u u u
u τ =u + dτ u + τ

2 2
+ +⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

  :مي آيدبدست  سيستم تغييرمكان) 36-7( قرار دادن اين رابطه در رابطةبا 

)7-39 (                                                                                   ( )
τ 2i i+1 i i+1

i i i i0

u u u u
u τ =u + u + τ dτ u u τ+ τ

2 4
+ +⎛ ⎞ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

  .داده شودقرار  τ=hبط  بدست آوردن سرعت و تغييرمكان سيستم در انتهاي گام زماني كافيست در اين روابراي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  7-7شكل 
  

u(t)

t

u(t)

t

ti

h

ti+1

τ
ti ti+1

ui

ui+1uτ

ui

ui+1uτ

شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع فرضѧѧѧѧѧѧѧيشѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع اصѧѧѧѧѧلي

شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع اصѧѧѧѧѧلي
شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع فرضѧѧѧѧѧѧѧي
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)7-40 (                                                                                                                                   i+1 i i i+1
h hu =u + u u
2 2

+  

)7-41   (                                                                                                                       2 2

i+1 i i i i+1
h hu =u +hu + u u
4 4

+  
كه البته بر حسب شتاب در انتهاي گام زمـاني  را در انتهاي گام زماني بدست مي دهند  تغييرمكان و سرعتاين دو رابطه 

بدسـت آورد بايـد در ايـن روابـط      را تغييرمكـان و سـرعت  بـراي اينكـه بتـوان    راين بنـاب . است كه خود مجهول مي باشد
  .از آن روش شتاب خطي توضيح داده مي شودقبل  . وردآتغييراتي بوجود 

  
  )Linear Acceleration( خطيروش شتاب ) الف(

در انتهـاي گـام    i+1uدر ابتداي گام زماني تا  iu ني شتاب به صورت خطي ازاين روش فرض مي شود در هر گام زمادر 
  .)8-7شكل (زماني تغيير مي كند

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  8-7شكل 

u(t)

t

u(t)

t

ti

h

ti+1

τ
ti ti+1

ui

ui+1uτ

ui

ui+1uτ

شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع فرضѧѧѧѧѧѧѧيشѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع اصѧѧѧѧѧلي

شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع اصѧѧѧѧѧلي
شѧѧѧѧѧکل تѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع فرضѧѧѧѧѧѧѧي
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)7-42   (                                                                                                                                    ( ) i+1 i
i

u -u
u τ =u + τ

h
  

  .بدست مي آيد) 35-7(سيستم از قرار دادن اين رابطه در رابطة سرعت 

)7-43  (                                                                                          ( )
τ 2i+1 i i+1 i

i i i i0

u -u u -u
u τ =u + u + τ dτ=u +u τ+ τ

h 2h
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

  .بدست مي آيد )36-7(تغييرمكان سيستم از قرار دادن اين رابطه در رابطة همچنين 

)7-44 (                                            ( ) ( )( ) ( )
3τ τ 2 2i+1 i

i i i i i i i i+1 i0 0

u -u 1 τu τ =u + u τ dτ=u + u +u τ+ τ dτ=u +u τ+ u τ + u -u
2h 2 6h

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

داده  قـرار  τ=h) 44-7(و ) 43-7(در انتهـاي گـام زمـاني كافيسـت در روابـط       تغييرمكان سرعت و بدست آوردنبراي 
  .شود

)7-45  (                                                                                                                                  i+1 i i i+1
h hu =u + u u
2 2

+  

)7-46 (                                                                                                                          2 2

i+1 i i i i+1
h hu =u +hu + u + u
3 6

  
  

) 41-7(و ) 40-7( از روابـط طور خلاصه مي توان گفت كه براي محاسبة سرعت و تغييرمكان سيستم در روش شتاب به 
يك رابطـه   ارا مي توان ب) 45-7(و ) 40-7(روابط  .استفاده مي شود) 46-7(و) 45-7(و در روش شتاب خطي از روابط 

  :و به صورت زير نوشت
)7-47 (                                                                                                                              ( )i+1 i i i+1u =u + 1-γ hu +γhu  

اين ضـريب در اصـل ضـريب وزنـي      به ذكر است كهلازم . مي باشد γ=1/2تاب ثابت و شتاب خطي روش شهر دو در 
  .گام زماني است ابتدايضريب وزني شتاب ا γ−1و شتاب انتهاي گام زماني 

  :با يك رابطه و به صورت زير نوشت توان يز ميرا ن) 46-7( و )41-7( روابط

)7-48(                                                                                                                  2 2
i+1 i i i i+1

1u =u +hu + -β h u +βh u
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

ــت  در  ــتاب ثابـ ــي   β=1/4روش شـ ــتاب خطـ ــت β=1/6و در روش شـ ــط . اسـ ــه روش) 48-7(و ) 47-7(روابـ   بـ
Newmark-β مشهور هستند. 

خطـي بـه   روش شـتاب  امـا   ابت به طور بي قيد و شرط پايدار استروش شتاب ث ثابت مي شود كه به ذكر است كهزم لا

hشرطي پايدار است كه  3< 0.55
T π

=.  
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شتاب در انتهاي گـام زمـاني   به ) 48-7(و ) 47-7(روابط  محاسبة سرعت و تغييرمكان از براي كه قبلاً گفته شدهمانطور 
نياز است ولي شتاب انتهاي گام زماني به شرطي بدست مي آيند كه تغييرمكان و سرعت در انتهاي گـام زمـاني محاسـبه    

اينكـه تغييرمكـان و   بـراي  . گفتـه مـي شـود    )Implicit Formulation(ضمني  فرمولاسيونبط، اين روابه . شده باشد
 )Explicit Formulation(سرعت در انتهاي گام زماني بدست آيد ايـن فرمولاسـيون بايـد بـه فرمولاسـيون صـريح       

  .كار در ادامه انجام خواهد شداين . تبديل شود
  :مي شودبدست آورده  )  48-7(رابطة از 

)7-49   (                                                                                                         2
i+1 i+1 i i i2

1 1u u u -hu - -β h u
2βh

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

  

  :شود قرار داده مي) 47-7(رابطه در رابطة اين 

)7-50 (                                                                                         ( ) 2
i+1 i i i+1 i i i

γ 1u =u + 1-γ hu + u u -hu - -β h u
βh 2

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

  

  :عبارت است از ti+1حركت در لحظة معادلة 
)7-51  (                                                                                                                               i+1 i+1 i+1 i+1mu +cu +ku =P  

  :قرار مي دهيم) 51-7(را در رابطة ) 50-7(و ) 49-7(روابط 

)7-52  (                          ( )2 2
i+1 i i i i i i+1 i i i i+1 i+12

m 1 γ 1u u -hu - -β h u +c u + 1-γ hu + u u -hu - -β h u +ku =P
2 βh 2βh

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

  

  :نوشتبه صورت زير  توان اين رابطه را مي. مجهول است ui+1اين رابطه فقط در 

)7-53(                 ( )2 2
i+1 i+1 i i i i i i i i2 2

m cγ m 1 γ 1k u P u -hu - -β h u -c u + 1-γ hu + u -hu - -β h u
βh 2 βh 2βh βh

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + = − − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎩ ⎭

  

  :يا به طور خلاصهو 
)7-54 (                                                                                                                                                    i+1 i+1

ˆ ˆku =P  
  :در آنكه 

)7-55 (       ( )2 2
1 i+1 i i i i i i i i2 2

m cγ m 1 γ 1ˆ ˆk= + +k    ,      P P u -hu - -β h u -c u + 1-γ hu + u -hu - -β h u
βh 2 βh 2βh βhi +

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= − − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

  

را  ui+1معلـوم هسـتند و از حـل آن مـي تـوان       )54-7(رابطـة  يك گام زماني كليـة پارامترهـاي    كه درمي شود ملاحظه 
  .شتاب و سرعت در پايان گام زماني را نيز بدست مي آيد) 50-7(و ) 49-7(و آنگاه با استفاده از روابط  بدست آورد
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In the Name of God 

Dynamics of Structures 

Problems Set  Impulsive Loading 

 
1. Consider a basic SDOF dynamic system with the following properties: W = 2700    

    N and k = 200 KN/m. Assume that it is subjected to a half sine-wave impulse of   

    amplitude N 2250P0 =  and duration sec 0.15td = . Determine: 

    (a) The time at which the maximum response will occur. 

    (b) The maximum spring force produced by this loading. Check this result with      

         that obtained by use of response spectrum curve(Fig. P1). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. P1  Displacement-response spectra (shock spectra) for three types of impulse 
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2. A triangular impulse that increases linearly from zero to the peak value is 

    expressed as ( ) ( )dd0 tt0   ttPP(t) <<=  . 

   (a) Derive an expression for the response of a SDOF structure to this loading, 

         starting from “at rest” conditions. 

   (b) Determine the maximum response ratio 

            
KP

uR
0

max
max =  

        resulting from this loading if  
ω
3πt d = . 

 
 
 
 
 
3. A quarter cosine-wave impulse is expressed as : 

                                   
ω
2πt0     t)ωcos( PP(t) 0 <<=  

    (a) Derive an expression for the response to this impulse, starting from rest. 

    (b) Determine the maximum response ratio 

                                   
KP

uR
0

max
max =           if       ωω =  

 
 

 

 

 

4. A basic SDOF system, having the following properties, k=4000 KN/m and               

    m=700 Ton, is subjected to a triangular impulse of the form of Fig. P4 with   

    KN 68P0 =  and   td  = 0.15 T. 

(a) Using the shock spectra of Fig. P1, determine the maximum spring force 

     fs,max. 

(b) Using approximate method, compute approximately the maximum displacement   

     and spring force; and compare with the result of part a. 

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

Fig. P4 
 
 
 
5. The water tank of Fig. P5(a) can be treated as a SDOF structure with the 

    following properties: m = 700 Ton, and k = 8000 KN/m. As a result of an 

    explosion, the tank is subjected to the dynamic-load history shown in Fig. P5(b).     

    Compute approximately the maximum overturning moment M0 at the base 

    of the tower using approximate method and evaluating the impulse integral by    

    means of Simpson's rule:  

                               ( ) ( )∫ ++++= 43210 P4P2P4PP
3
∆tdttP  

 

 

 
Fig. P5 
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    N and k = 200 KN/m. Assume that it is subjected to a half sine-wave impulse of   
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2. A triangular impulse that increases linearly from zero to the peak value is 

    expressed as ( ) ( )dd0 tt0   ttPP(t) <<=  . 

   (a) Derive an expression for the response of a SDOF structure to this loading, 

         starting from “at rest” conditions. 

   (b) Determine the maximum response ratio 

            
KP

uR
0

max
max =  

        resulting from this loading if  
ω
3πt d = . 

 
 
 
 
 
3. A quarter cosine-wave impulse is expressed as : 

                                   
ω
2πt0     t)ωcos( PP(t) 0 <<=  

    (a) Derive an expression for the response to this impulse, starting from rest. 

    (b) Determine the maximum response ratio 

                                   
KP

uR
0

max
max =           if       ωω =  

 
 

 

 

 

4. A basic SDOF system, having the following properties, k=4000 KN/m and               

    m=700 Ton, is subjected to a triangular impulse of the form of Fig. P4 with   

    KN 68P0 =  and   td  = 0.15 T. 

(a) Using the shock spectra of Fig. P1, determine the maximum spring force 

     fs,max. 

(b) Using approximate method, compute approximately the maximum displacement   

     and spring force; and compare with the result of part a. 
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5. The water tank of Fig. P5(a) can be treated as a SDOF structure with the 

    following properties: m = 700 Ton, and k = 8000 KN/m. As a result of an 

    explosion, the tank is subjected to the dynamic-load history shown in Fig. P5(b).     

    Compute approximately the maximum overturning moment M0 at the base 

    of the tower using approximate method and evaluating the impulse integral by    

    means of Simpson's rule:  

                               ( ) ( )∫ ++++= 43210 P4P2P4PP
3
∆tdttP  

 

 

 
Fig. P5 

http://civilbook.ir

گسترش داده شده توسط سيويل بوك

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com


 1

In The Name Of God 
 

Dynamics of Structures 
 

Problem set #1   Free Vibration 
 

1- For the system of Fig. P1, determine: 

(a)the equivalent stiffness 

(b)the natural frequency and period. 

                                      

k=3600 N/m

φ50  ,   E = 200 GPa

3 m

m = 60 kg
 

Fig. P1 

 

 

2- The mass m of the building of Fig. P2 is 90 ton and the building is set into free 

vibration by releasing it (at time t = 0) from a displacement of 30 mm. If the 

maximum displacement on the return swing is 22 mm at time t = 0.64 sec, 

determine: 

(a) the lateral spring stiffness k 

(b) the damping ratio ξ 

(c) the damping coefficient c 

                                      

v

k/2 k/2
c

Weight W=mg

 
                                                          Fig. P2 
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3- Assume that the mass and stiffness of the structure of Fig. P2 are as follows: m = 

350 ton, k = 8000 kN/m.  If the system is set into free vibration with the initial 

conditions v(0) = 1.8 cm and  mm/sec 142v0 = , determine the displacement and 

velocity at t = 1.0 sec, assuming: 

(a) c = 0 (undamped system) 

(b) c = 490 kN.sec/m 

 
 
 
 
4- Assume that the mass and stiffness of the system of Fig. P2 are m = 875 ton and k 

= 4000 kN/m, and that it is undamped. If the initial displacement is v(0) = 46 mm, 

and the displacement at t = 1.2 sec is also 46 mm, determine: 

(a) the displacement at t = 2.4 sec 

(b) the amplitude of free vibration  ρ 

 

 

 

5- Assume that the beam is rigid. 

(a) Calculate the natural frequency and period. 

(b) Compare the results with the SAP2000 program. 

    7.5 m

4.
5 

m

3000 kg/m

IP
B

18
0

IP
B

18
0

        

IP
B

14
0

IP
B

14
0

4.
5 

m

7.5 m

3000 kg/m

BOX100x100x10 BOX100x100x10

 
                                     (a)                                                                        (b) 

Fig. P5 
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6- The one story frame shown in Fig. P6 is subjected to the initial conditions 
mm 7.12v0 =  and mm/sec 25.4v0 = . Determine: 

(a) The lateral displacement equation of the rigid beam. 
(b) The equation of base shear and overturning moment. 
(c) The equation of bending moment and shear force in columns. 
(c) The maximum displacement of the beam, shear force and bending moment of the 
column. 
h= 3 m           L=6 m        I=101x10-6 m4         E=204 GPa 

                               

h

L

w=300 KN/m

 
Fig. P6 

www.Mohandesyar.comwww.Mohandesyar.com

www.mohandesyar.com
www.mohandesyar.com



