
فصل 2: الگو و دنباله

1 الگو و دنبالة خطی

دنباله اعداد: به چند عدد دنبال هم یک دنباله می‌گوییم.

الگو: در واقع پیدا کردن رابطه‌ای، بین جملات )اعداد( یک دنباله است به طوری که بتوانیم جملات بعدی آن را حدس بزنیم؛ مثلًا
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الگوهــا و دنباله‌‌هــای مختلفــی وجــود دارد کــه یکــی از ســاده‌‌ترین آ‌‌ن‌‌هــا معــروف بــه الگــو یــا دنبالــة خطــی اســت کــه بــه آن دنبالــة حســابی 
)عــددی( نیــز می‌‌گوییــم.

دنبالــة خطــی: بــه دنباله‌‌هایــی )الگوهایــی( ماننــد مثــال بــالا کــه در آن‌هــا اعــداد بــا شــیب ثابتــی در حــال افزایــش یــا کاهــش هســتند را 
n شــماره جملــه  nn نمایــش میدهیــم، کــه در آن  , t an b∈ = + دنبالــة خطــی می‌گوییــم و یــک دنبالــة خطــی )درجــه یــک( بــه صــورت 
n ام( برحســب  nt )مقــدار جملــه  a همــان شــیب ثابــت دنبالــه اســت کــه بــه آن قــدر نســبت دنبالــه نیــز می‌گوینــد. ایــن فــرم نمایــش  و 

n )شــماره جملــه( را جملــه عمومــی دنبالــه )الگــو( می‌گوییــم.

n در جملــه عمومــی  در دنبالــة خطــی تفاضــل بیــن هــر دو جملــه متوالــی، مقــدار ثابتــی اســت کــه همــان قدرنســبت یــا شــیب بــوده و ضریــب 
دنبالــه )الگــو( می‌باشــد.
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 n = . 4حــال اگــر 1 nt n ?= +3 ــر 3 اســت:  n براب ــه یعنــی ضریــب  ــه اضافــه 3 شــده‌‌اند، پــس قدرنســبت دنبال ــالا جمــات ب ــة ب در دنبال
n بایــد جــواب 8 شــود کــه  = 2 قــرار دهیــم، بایــد مقــدار دنبالــه 5 شــود، پــس علامــت ســؤال برابــر 2 اســت. می‌‌توانســتیم بگوییــم: بــرای 

ــاز هــم علامــت ســؤال همــان 2 می‌‌شــود. ب

 1 تعداد نقاط در کدام یک از الگوهای زیر، یک الگوی خطی است؟

 )2 		   )1

 )4 		   )3
 2 با توجه به الگوی مقابل در شکل 10 ام چند مربع داریم؟

 28 )2 	 20 )1
31 )4 	 29 )3

 3 الگوی سؤال قبل، شکل چندم دارای 73 مربع است؟

25 )4 	 29 )3 	 26 )2 	 24 )1
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الگوهای غیر خطی  2

الگوی درجه دوم
الگوی نمایی

دیگر الگوهای غیر خطی مانند کسری، رادیکالی و ...
الگوهای غیره خطی

از مهم‌‌ترین الگوهای غیر خطی که در کتاب‌‌تان به آن اشاره شده است، الگوی درجه دوم و الگوی نمایی )دنباله هندسی( است:
 ( )nt an bn c a= + + ; ≠2 0 الگوهای غیرخطی درجه دوم: 

} :مثال }nt n n , , , , ...= − + ⇒ −
+ + +

23 5 1 1 3 13 29
4 10 16

�

همانطــور کــه در مثــال بــالا می‌بینیــد در الگــو )دنبالــه( درجــه دوم، جمــات بــا شــیب ثابــت تغییــر نکرده‌انــد، یعنــی غیــر خطــی اســت. امــا 

ــة  ــة تفاضــات در دنبال ــه خــود دنبال ــویم ک ــت متوجــه می‌ش ــی دق ــا اندک ــد. ب } می‌باش }, , , ...
+ +
4 10 16

6 6
ــه صــورت  ــة تفاضــات آن ب دنبال

n2 اســت.  ÷ همــان ضریــب  =6 2 3 درجــه دوم خطــی و شــیب )قــدر نســبت( آن6 بــوده کــه 
nt یــک دنبالــه غیرخطــی اســت، امــا دنبالــة تفاضــاتِ جمــات متوالــی آن، خطــی اســت کــه  an bn c= + +2 نتیجه دنبالــة درجــه دوم 

(a) بدســت می‌آیــد. n2 اگــر قدرنســبت )شــیب( ایــن دنبالــه تفاضــات را نصــف کنیــم، ضریــب 
الگوی مربعی

یک نوع الگوی غیرخطی درجه دوم است: 

 		   		

 { } n, , , , , ... t n1 pH Ì»o{ IM Â÷Mo¶ ¾²ILºj ⇒ = 21 4 9 16 25 �

 { } n, , , , , ... t (n ) n n4 pH Ì»o{ IM Â÷Mo¶ ¾²ILºj ⇒ = + = + +2 24 9 16 25 36 1 2 1 �
n2 برابر یک است. } برابر 2 و ضریب  }, , , ...5 7 9 تذکر دقت کنید که در دنباله مربعی بالا قدرنسبت دنبالة تفاضلات 

 bn c+ a برابر دنباله مربعی و یک بخش درجه یک  an2 یعنی  nt شامل یک بخش مربعی  an bn c= + +2 نکته دنباله‌های درجه دوم 
n2 )نصف قدرنسبت دنباله تفاضلات(، جمله عمومی دنباله را بدست آورد. می‌باشند، که با این دید می‌توان پس از پیدا کردن ضریب 

} جمله هفتم دنباله کدام است؟ }, , , , ...1 4 11 22 در دنباله 

} جمله هفتم دنباله کدام است؟ }, , , , ...1 4 11 22  4 در دنبالة 

79 )4 	 56 )3 	 69 )2 	 37 )1
} برابر 629 است؟ }, , , ...5 8 13  5 جمله چندم دنبالة درجه دوم 

27 )4 	 26 )3 	 25 )2 	 24 )1
)کتاب درسی دهم و مشابه سنجش 96( } جملة بیستم دنباله کدام است؟� }, , , ,5 12 22 35 51  6 در دنبالة 

647 )4 	 624 )3 	 672 )2 	 651 )1
)کتاب درسی دهم(  7 با توجه به شکل‌های زیر در شکل چندم، 140 نقطه خواهیم داشت؟�

 10 )2 	 9 )1
12 )4 	 11 )3
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3  الگوی مثلثی

a) است، به شکل‌‌ها و روابط زیر نگاه کنید:  )=
1
2 n2 در آن  نوعی دنبالة غیر خطی درجه دوم است که ضریب 

 
n

n(n )t .... n n n+
= + + + + = = +21 1 11 2 3 2 2 2

 ¾õ£º1 	  ¾õ£º + =1 2 3 	 ¾õ£º + + =1 2 3 6 	

 n
n(n )t ... n n n+

= + + + + = = +ÁIÀïÍMo¶ jHk÷U:
21 1 11 2 3 2 2 2

نکته برای محاسبة مجموع جملات یک دنبالة خطی می‌توان از قاعدة گوس استفاده کرد: 

 (×
=

R°µ]jHk÷U oiA â¾±µ] + Ï»H â¾±µ])

Ì¼µ\¶ 2 �

 n
n(n )t ... n

jHk÷U ÁoiA Â²»H

+
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 است. 
( )( )

n
n n

t
+ +

=
1 2

2  و اگر با شروع از 3 باشد
( )−

=n
n n

t
1

2 تذکر دقت کنید اگر دنبالة مثلثی با شروع از صفر باشد 

} را می‌دهند. }, , , , ...4 9 16 25 } جمع هر دو جملة متوالی تشکیل یک دنبالة مربعی به صورت  }, , , , , ...1 3 6 10 15 نکته در دنبالة مثلثی 

 ( )n nt t n++ = + 2
1 1 nt یک دنباله مثلثی باشد:  به عبارتی اگر 

. =28 64 مثلًا مجموع جملات هفتم و هشتم یک دنباله مثلثی با شروع از 1، برابر مربع شماره جملة بزرگتر است؛ یعنی 

)مشابه انسانی 93 داخل(  8 در الگوی شکل مقابل، در شکل چهاردهم چند مربع داریم؟ �

 84 )1
 98 )2

 105 )3
108 )4

} کدام است؟ }, , , , ...3 6 10 15  9 جملة بیستم دنبالة اعداد 

241 )4 	 231 )3 	 210 )2 	 253 )1
 10 با توجه به الگوی شکل‌های زیر، در شکل دهم چند نقطه وجود دارد؟  � )کتاب درسی(

 200 )1
 190 )2
 210 )3
231 )4
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 11 در الگوی شکل مقابل مجموع تعداد نقطه‌های شکل پانزدهم و شانزدهم کدام است؟  

 225 )2 	 256 )1
  386 )4 	 400 )3

  
 

  

ــة رنگــی خواســته شــده تمرکــز می‌کنیــم و گاهــی بایــد هــردو رنــگ را مــد نظــر    الگوهــای دو رنگــی: گاهــی فقــط روی دنبال
قــرار داده و ارتبــاط بیــن آن‌هــا را بررســی کنیــم.

)کتاب درسی(  12 با توجه به الگوی زیر، برای 64 کاشی تیره، چند کاشی سفید لازم است؟  �

 100 )1
 50 )2

 200 )3
30 )4

 13 در الگوی شکل مقابل، تعداد مربع‌های سفید شکل پانزدهم کدام است؟  

 20 )1
 240 )2
 205 )3
195 )4

)انسانی داخل 88(  14 در الگوی زیر، تعداد دایره‌های توپر در شکل یازدهم کدام است؟�

 61 )1
 62 )2
 63 )3
64 )4

)انسانی داخل 86(  15 در الگوی زیر تفاضل صفرهای توپر در دو جمله دهم و یازدهم کدام است؟�

 17 )2 1( صفر 	
21 )4 	 19 )3

 16 در الگوی سؤال قبل، تعداد دایره‌های تو خالی )سفید( در جمله سیزدهم کدام است؟

78 )4 	 72 )3 	 66 )2 	 55 )1
گاهـی مسـئلة دسـته‌‌های مختلفـی از اعـداد اسـت کـه بایـد یـک الگـوی مناسـب بـرای آن پیـدا کنیـم، بـه دو سـؤال از کنکـور سراسـری کـه در 

زیـر آمـده دقـت کنید:
) ، مجموع  ), ( , ), ( , , ), ...1 3 5 7 9 11  17 اعداد طبیعی فرد را به طریقی دسته بندی می‌کنیم که تعداد هر دسته برابر شماره آن دسته باشد: 
)تجربی داخل 94( دو جمله اول و آخر دسته سی ام کدام است؟�

1850 )4 	 1800 )3 	 1750 )2 	 1700 )1
)ریاضی خارج 91(  18 در سؤال قبل، جملة آخر دستة بیستم کدام است؟�

421 )4 	 418 )3 	 420 )2 	 419 )1
سؤالات بیشتر از تیپ مسائل بالا را می‌‌توانید در آزمون‌‌های جامع )2( و )3( آخر همین فصل ببینید.
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ــا  ــا داشــتن یــک ی ــا جمــات قبلــی و بعــدی داده می‌شــود کــه ب ــه ی ــه برحســب جمل ــتی: در ایــن دنباله‌هــا، هــر جمل ــای بازگش دنباله‌ه
دو جملــه از آن، می‌تــوان بقیــه جمــات و در نتیجــه الگــوی بیــن آن‌هــا را بدســت آورد:.

 n n n n n..., a , a , a , a , a , ...− − + +2 1 1 2

دقت کنید معمولاً در این مسائل ساده‌‌تر است که فرم بازگشتی را به بیان فارسی برگردانید؛ مثلًا:

 .n n n .

a a a
a a a

a a , a n
.
a a a

+ +

= + +
 = + += + + ⇒ ⇒ 


 = + +

 ¾±µ] ·A ½nIµ{ ¾ÎIòH ¾M Â±L¤ ¾±µ] »j Ì¼µ\¶ IM SwH oMHoM ¾±µ] oÀ

3 2 1

4 3 2

2 1

10 9 8

3
4

2

1

a1 ( را می‌‌دهنــد، پــس بایــد از آن جملــة معلــوم شــروع کــرده و طبــق ترجمــة فارســی  معمــولاً در ایــن مســائل یــک یــا دو تــا از جمــات )مثــاً 
n ، بقیــة جمــات را بدســت بیاوریــم. الگــو هــم نمی‌‌خواهــد! کــه انجــام داده‌‌ایــم یــا براســاس عددگــذاری در 

دنباله‌های بازگشتی

گاهی بعد از پیدا کردن چند جمله، الگویی برای آن می‌‌یابیم و گاهی هم مثل همین سؤال 19 )کنکور 95( ساده‌‌تر از این حرفاست!!
n ، جملة هشتم این دنباله کدام است؟� )تجربی داخل 95( na a −= +12 1 n داریم:  ≥ 2 a و برای هر  =1 1  19 در یک دنبالة اعداد 

255 )4 	 247 )3 	 159 )2 	 127 )1
n را درنظر بگیرید. جملة هفتم این دنباله کدام است؟  n nF F F F F+ += + = =2 1 1 2 1»  20 دنبالة فیبوناتچی به صورت 

15 )4 	 21 )3 	 13 )2 	 8 )1
, جملة سی ام این دنباله کدام است؟ ( )n na a a n+= = + +1 11 1 na داریم:  n ام   21 در یک دنباله با جملة 

496 )4 	 435 )3 	 465 )2 	 365 )1
دیگر دنباله‌های معمولی:

, به کدام صورت می‌تواند باشد؟ , , , ... − − 
 

3 5 71 2 4 8  22 جملة عمومی دنبالة 

 n
n

n( ) +
−

2 11
2

 )2 		  n
n
n( ) −

−
− 1

2 11
2

 )1

 n
n
n( ) −

−
−

− 1
1

2 11
2

 )4 		  n
n

n( ) + −
− 1 2 11

2
 )3

n است جملة پنجم این دنباله کدام است؟ +2 1 ) ام دنباله‌ای به صورت  )n −2 1  23 جمله 

15 )4 	 10 )3 	 26 )2 	 11 )1
 24 یک سری مثلث قائم الزاویه که همگی در یک رأس مشترک‌‌اند و اندازه یک ضلع قائمه همه آن‌ها 1 واحد است، چنان رسم می‌شوند 
که ضلع قائم مثلث بعدی وتر مثلث قبلی است. مساحت نهمین مثلث کدام است؟� )تجربی 88(

 54 )2 	  34 )1

 32 )4 	  2 )3
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خــب تــازه میشــه گفــت ایــن فصــل داره شــروع میشــه!!! در ایــن فصــل دو دنبالــة مهــم رو کامــاً تحلیــل و بررســی می‌‌کنیــم، دنبالــة حســابی 
و دنبالــة هندســی.

دنبالــة حســابی، یــک الگــوی خطــی اســت کــه بــا شــیب )قدرنســبت( ثابتــی در حــال افزایــش یــا کاهــش می‌باشــد، بــه عبارتــی اختــاف هــر 
نشــان می‌دهیــم. d ــه آن قدرنســبت می‌گوییــم و با ــی، مقــدار ثابتــی اســت کــه ب دو جملــة متوال

d و دنبالـه کاهشـی اسـت.  = −4  ، , , , ...− −3 1 5 d و دنبالـه افزایشـی اسـت، امـا در  = 4 , قدرنسـبت  , , , ...3 7 11 15 مثلاً در دنبالـة 
a اسـت.      = 3 در هـر دو دنبالـة مذکـور جمله اول 

 { } na a (n )d n
a, a d, a d, a d, ...

a
ÂMIve ¾²ILºj (³H ) Â¶¼µø ¾±µ]

Ï»H ¾±µ]

= + −
+ + + ⇒ 



1
2 3 �

n همــان  ــب  ــاً ضری ــه حســابی درجــه 1 )خطــی( اســت، ثانی na یعنــی اولاً دنبال dn a d= + − ــم:  ــز ضــرب کنیــم داری d را در پرانت اگــر 
قدرنســبت )شــیب( اســت.

 )نکته
d
d
d

Áj¼÷Å ÂMIve â¾²ILºj

 Â²»qº ÂMIve â¾²ILºj

SMIYÂMIve â¾²ILºj

> ⇒
 < ⇒
 = ⇒

0
0
0

�

ــول ــه از فرم ــد ک ــه را می‌‌خواهن ــدار جمل ــه را داده و مق ــمارة جمل ــی ش ــتند: برخ ــدل هس ــنامه دو م ــن درس ــائل ای ــی مس ــت کل در حال
) اســتفاده می‌‌کنیــم و در مــدل دیگــر مقــدار جملــه را داده و شــمارة جملــه را می‌‌خواهنــد، می‌‌تــوان ابتــدا جملــة عمومــی  )na a n d= + −1

n بدســت آیــد و یــا می‌‌تــوان مســتقیماً از فرمــول زیــر اســتفاده کنیــم  را بــا همیــن فرمــول بدســت آورد و برابــر مقــدار داده شــده قــرار داد تــا 

na تعــداد جمــات )شــمارة جملــه( a
n d

−
= +1 1 کــه از فرمــول اصلــی گرفتــه شــده اســت: 

نکته همانطور که گفته شد، قدرنسبت دنبالة حسابی، همان عدد ثابتی است که به هر جمله اضافه و یا از آن کم می‌‌شود تا جمله بعدی را 
d یا ......، فرقی ندارد؛ هر جمله منهای جمله قبلی برابر قدرنسبت است، بهتر است بگوییم:  a a= −3 2 d یا  a a= −2 1 بسازد یعنی در واقع 

 n nd a a+= −1 n یا  nd a a −= − 1

دنبالة حسابی )تعریف وجملة عمومی(

 25 کدام دنبالة زیر حسابی است؟

 (n ) n+ −2 21  )4 	  n +
5
1  )3 	  n +2 1  )2 	  n2  )1

n چگونه است؟ n nb a a += + 1 } است. دنبالة  }, , , , ...−1 1 3 5 na به صورت   26 جملات دنبالة 

4( دنباله‌ای غیرحسابی 3( دنباله ثابت 	 2( حسابی با قدرنسبت 4 	 1( حسابی با قدرنسبت 2 		
, برابر 56 است؟ , , ...2 5 8  27 چندمین جمله از دنبالة حسابی 

20 )4 	 19 )3 	 18 )2 	 17 )1

, کدام است؟ , , ...+ +
−

1 63 2 2 5
2 1 2

 28 جمله دهم از دنبالة حسابی 

 +20 10 2  )4 	  +20 11 2  )3 	  +19 9 2  )2 	  +19 10 2  )1

, چهار و نیم برابر جملة چهارم است؟� )سنجش 94( , , ...8 102 3 3  29 چندمین جمله از دنبالة حسابی 

27 )4 	 25 )3 	 22 )2 	 20 )1
, اولین جملة منفی جملة چندم دنباله است؟ , , ...65 62 59  30 در دنبالة حسابی 

24 )4 	 23 )3 	 22 )2 	 21 )1
, اعداد سه رقمی هستند؟ , , ...3 7 11  31 چه تعداد از جملات دنبالة 

223 )4 	 226 )3 	 225 )2 	 224 )1
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در اینجا می‌‌خواهیم یک مطلب مهم رو یاد بگیرید. آنقدر این مطلب مهم بوده که در یک درسنامة جداگانه گذاشتیم براتون!!!
m ام یک دنبالة حسابی باشند، آن گاه: n ام و m« جملات  na a نکته اگر 

 
n

n m
n m n m

a a (n )d

a a
a a (n m)d a a (n m)d d n m

= + −

 −

= + − ⇒ − = − ⇒ = −

1 1

d می‌توان  =
R°µ]nHk£¶ý°TiH

R°µ] ½nIµ{ ý°TiH

n یعنی  ma a
d n m

−
= − نتیجه با معلوم بودن دو جمله مختلف از یک دنباله حسابی، به سادگی با رابطه 

قدرنسبت را بدست آورد.

ma ، ابتدا  na بدست بیاره، میره و از  a (n )d= + −1 1 na را از رابطة  ma رو داره ولی برای اینکه  , d یه وقتایی دیدم دانش‌‌آموز 
a1 لازم نباشه!!!  n استفاده نمی‌‌کنید که  ma a (n m)d= + − na جایگذاری میکنه!!! آخه چکاریه چرا از  a1 را بدست میاره و بعد در 

a ?d
a a b a a d

a
´Ã«M ½oT¿M I¶H

Ó°X¶:

==
→ = + → = + = + × = =

15
15 1 15 5

5

3
14 10 7 10 3 37

7

اینو که بلد بودی!!

چند رابطة مهم در دنبالة حسابی

 
 32 در یک دنبالة حسابی جملة سوم 15 و جملة دهم برابر 6- است. جملة پانزدهم این دنباله کدام است؟� )مشابه کتاب درسی(

-27 )4 	 -18 )3 	 -21 )2 	 -24 )1
)مشابه کتاب درسی(  33 در یک دنبالة حسابی جملة چهارم 5- و جملة دوازدهم 27 است. جملة چندم دنباله برابر 99 است؟ �

31 )4 	 30 )3 	 29 )2 	 28 )1
)آزاد 78(  34 جملة دهم یک دنبالة حسابی از جملة سوم آن 42 واحد کمتر است. قدرنسبت این دنباله کدام است؟ �

-4 )4 	 -6 )3 	 -2 )2 	 -3 )1
 35 در یک دنبالة حسابی جملة پنجم برابر 5 و جملة هشتم از جملة پانزدهم 14 واحد بیشتر است، جملة بیستم دنباله کدام است؟ 

-25 )4 	 -33 )3 	 -27 )2 	 -23 )1

)آزاد 78( , تشکیل یک دنبالة حسابی دیگر می‌دهند. قدرنسبت این دنباله کدام است؟� , , ...a a a3 7 11 , جملات  , ...72 4  36 در دنبالة حسابی 

 14  )4 	  −4  )3 	  −1  )2 	  −1
4  )1

mt کدام است؟ +1 n, می باشد، در این صورت  mt m t n= =  ، nt n ام   37 در دنبالة حسابی با جملة 

m −1 )4 	  n −1 )3 	  n +1 )2 1( صفر 	
m چقدر است؟؟؟ در آزمون جامع )2( حل شده!! nt + در سؤال بالا 

ببینید عزیزان در حالت کلی با معلوم بودن دو دسته از اطلاعات یک دنبالة حسابی می‌توان با تشکیل و حل یک دستگاه دومجهول جمله اول 
(d) را بدست آورد و با داشتن آن دو هر چیزی بدست می‌آید. در درسنامة قبل، در آن دو دسته اطلاعات چون دو جمله  (a) و قدرنسبت 

معلوم بود، ما به جای حل دستگاه از روابط گفته شده استفاده کردیم، ولی همیشه که اینجوری نیست؛ گاهی مجبوریم دستگاه تشکیل دهیم!

 38 در یک دنباله حسابی، جمله اول و پنجم قرینه یکدیگرند و مجموع جملات ششم و دهم دنباله 30- است. جملة چندم این دنباله 54- است؟

22 )4 	 21 )3 	 20 )2 	 19)1
)ریاضی خارج 85(  39 در یک دنبالة حسابی، مجموع چهار جملة اول 15 و مجموع پنج جملة بعدی آن 30 می‌باشد، جملة یازدهم کدام است؟ �

9 )4 	 8/5 )3 	 8 )2 	 7/5)1
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قبـل از روابـط اندیسـی بگـم کـه گاهـی فقـط یـک دسـته اطلاعـات از دنبالـة حسـابی معلـوم اسـت که قاعدتـاً با یـک معادله نمی تـوان دو 
,d بدسـت آورد کـه خواسـتة سـؤال مرتبـط بـا آن رابطة بدسـت آمده اسـت. a d را بدسـت آورد؛ امـا می‌تـوان رابطـه‌ای بیـن  a» مجهـول 

n را اندیس یا شمارة جمله می‌‌گوییم که روابط خاصی دارد:  ، na خب، اندیس همان شمارة جمله است )در اینجا( مثلاً در 
دانستن روابط اندیسی زیر بین جملات دنبالة حسابی و شمارة جملات در حل مسائل شامل یک دسته اطلاعات مفید خواهد بود.

1نکته   n m p qn m p q a a a a+ = + ⇒ + = +  )مثال            
·¼a

a a a a+ = + ⇒ + = +4 6 1 9 4 6 1 9 �

2نکته   
n m k k k

n m
k

n m k a a a a a
a an mk a

+ = ⇒ + = + =

 ++

= ⇒ =

2 2

2 2
a )مثال        a a a a a+ ≠ ⇒ + =4 6 10 4 6 52  یا 

a a
a

+
= 4 6

5 2 �

3نکته  Ó°X¶ ·¼a

!ÂÄIU¾wÏk¶
m n p kn m p k a a a a a a a a+ + = ⇒ + + = → + + = → + + = = ×1 2 9 43 3 3 1 2 9 12 3 4

IÄ  a a≠ 12 62
 �

روابط اندیسی در دنبالة حسابی

این سه تا سؤال پایین رو حل کن تا خوب روی این درسنامه مسلط بشی.
 40 مجموع جملات چهارم و دوازدهم یک دنبالة حسابی برابر 20 است. جملة هشتم این دنباله کدام است؟

16 )4 	 12 )3 	 10 )2 	 20 )1
t است. جملة دوازدهم دنباله کدام است؟ t t+ + =3 14 19 48  ، nt n ام   41 در یک دنبالة حسابی با جملة 

24 )4 	 16 )3 	 36 )2 	 33 )1
 42 در یک دنبالة حسابی مجموع جملات دوم و هشتم برابر 12 است. مجموع جملات سوم، پنجم و هفتم این دنباله کدام است؟

6 )4 	 30 )3 	 18 )2 	 15 )1
t« است. جملة بیستم این دنباله کدام است؟ t t= − =2 2

10 15 57 350  43 در یک دنبالة حسابی 
 25 )4 	32 )3 	14 )2 	 21 )1

فرم خاصی از نوشتن چندجمله متوالی در یک دنباله حسابی  8

x نشان دهیم: d−  ، x  ، x d+ در برخی مسائل که بحث ضرب و جمع جملات دنبالة حسابی مطرح است، ساده‌تر است سه جملة متوالی را به صورت 

نکته  , ,
( ). .( ) ( )

x d x x d x
x d x x d

x d x x d x x d

= − + + + =− + 
= − + = −

2 2
3Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w Ì¼µ\¶

ÂMIve Â²H¼T¶ â¾±µ] ¾w :

Â²H¼T¶ ¾±µ] ¾w Joò ®ÅIe

اتحاد مزدوج رفتیم 

نکته  , , , ,x d x d x x d x d x− − + + ⇒ = ⇒ ×2 2 5 5ÂMIve â¾ ²IL ºj Â²H¼T¶ â¾±µ] [¹Q : Ì¼µ\¶ ôw» â¾±µ] �

× تعداد جملات( است. نتیجه مجموع تعداد فردی از جملات متوالی یا متساوی الفاصله در یک دنبالة حسابی برابر )جملة وسط 
1مثال  Â²H¼T¶a a a a+ + =5 6 7 63 �

2مثال  
Án¼\¹ÄH IÄ

¾±ÅIÿ² H  Á»IvT¶

a

a a a a a a a a a a a a
a

+ + + + = → + + + + =

7

2 4 7 10 12 7 2 4 7 10 12 7

7

2

5 5
2

�

. a a a a+ + =7 7 7 72 2 5 a پس  a a , a a a+ = + =4 10 7 2 12 72 2 در مثال 2 بالا جملات متوالی نیستند اما تقارن دارند؛ از طرفی می‌دانیم 

× تعداد( تذکر اگر تعداد جملات زوج باشد؛ مجموع آن‌ها برابر است با: )میانگین دو جملة وسط 

,d نوشته و جمع بزنیم تا دچار اشتباه نشویم. a ) جملات را بر حسب  )na a n d= + − 1 البته در حالت تعداد جملات زوج توصیه می‌شود با فرمول 

نکته در برخی مسائل که صحبت از ضرب 4 جملة متوالی حسابی باشد و مجبور باشیم از اتحاد مزدوج، جهت سادگی محاسبات استفاده کنیم، 
d رابیابیم: x» d ! به صورت زیر بنویسیم و در پایان  ¾º  d2 می‌‌توانیم دنبالة زیر را با فرض قدرنسبت 

ــا ازش  d2 اینج ــبت  ــا قدرنس ــابی ب ــی حس ــه متوال ــار جمل ) چه ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): x d , x d , x d , x d x d x d− − + + → − −2 2 2 23 3 9

ــا ایــن روش حــل کردیــم ــم امــا ســؤال 49 رو ب تســت نداری
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13 مجموع پنج جملة بعدی است. جملة دوم، چند برابر جملة اول است؟  44 در یک دنبالة حسابی، مجموع پنج جملة اول آن، 

)تجربی خارج 91( �4 )4 	 3 )3 	  52  )2 	  32  )1

سؤال بعدی خیلی مهمه و احتمال اینکه در کنکورهای 98 به بعد مشابه آن بیاد زیاده!!!
 45 مجموع پنج جملة اول از یک دنبالة حسابی صعودی مساوی 60 و مجموع دو جملة بزرگتر سه برابر مجموع سه جملة کوچکتر است. 
)انسانی داخل 93( )مشابه تمرین کتاب درسی( قدرنسبت آن کدام است؟ �

7 )4 	 6 )3 	 5 )2 	 4 )1
 46 در یک دنبالة حسابی مجموع سه جملة متوالی برابر 15 و حاصل ضرب آن‌ها برابر 105 است. جملة بزرگتر کدام است؟

9 )4 	 7 )3 	 3 )2 	 5 )1

 

زاویه‌‌ها و دنبالة حسابی  9

60 است، یعنی این سخ زاویه به صورت  d بدهند حتماً زاویه متوسط  نکته اگر زاویه‌های یک مثلث تشکیل دنباله‌ای حسابی با قدرنسبت 
 خواهند بود. 

¾Ä»Hp ¸ÄoT§a¼¨ ôw¼T¶ ¾Ä»Hp

» »d d
↓ ↓
− +60 60 60  

اثبات این نکته در زیر آمده است:

) )اثبات  ) ( )
(W±X¶ÁIÄH»p)ÂMIveÂ²H¼T¶ â¾±µ]¾w

W±X¶ ¦Ä ÁIÄH»pÌ¼µ\¶ x d x x d x x÷= ⇒ − + + + = = → =3180 3 180 60

 



�

 60 و زاویــه متوســط  90 نتیجه اگــر زوایــای یــک مثلــث قائم‌‌الزاویــه تشــکیل یــک دنبالــة حســابی بدهنــد، از آن‌جــا کــه بزرگتریــن زاویــه 

 	 « خواهند بود. »30 60 90 d و اندازة زاویه‌‌ها به صورت  = 30 است، پس قدرنسبت 

) است، که با تقسیم  )n − ×2 180 مثلث قابل افراز است. پس مجموع زوایای آن برابر  ( )n − 2 n ضلعی محدب برابر نکته به طور کلی یک 

) به دست می‌آید. )n − ×2 180
2



، میانگین زوایا به صورت به  ( )n آن بر تعداد زاویه‌‌ها 

d بدهند، آن‌گاه زاویة متوسط برابر  n عددی فرد باشد، تشکیل یک دنبالة حسابی با قدر نسبت  n ضلعی محدبی که  نکته اگر زوایای یک 

...) خواهند بود. ...)x d x x d− +, , , , ) است و زاویه‌ها به صورت  )nx n
− ×

=
2 180

ــه صــورت  ــا را ب ــوان آن‌ه ــد، می‌ت d بدهن ــدر نســبت  ــا ق ــة حســابی ب ــک دنبال ــج ضلعــی محــدب تشــکیل ی ــک پن ــای ی ــر زوای مثال اگ

) اســت.  )x − ×
= = =

 



5 2 180 540 1085 5 ) طبــق یــادآوری فــوق برابــر با  )x x) نشــان داد، کــه زاویــة متوســط  d x d x x d ), , ,− − +2 2

 x = 2 216 ــر  ــا در آن براب ــن زاویه‌ه ــن و بزرگتری ــوع کوچکتری d+108 و مجم 2 ــه  ــن زاوی d−108 و بزرگتری 2 ــه  ــن زاوی ــذا کوچکتری ل

خواهــد بــود.

 ( )nx n
− ×

=
2 180 n زوج باشد. زاویة متوسط نداریم. اما متوسط )میانگین( زاویه‌ها قابل تعریف و برابر  n ضلعی‌های محدبی که  تذکر برای 

n به صورت زیر خواهد بوئ: = 4 d بدهند، برای  است، که اگر این زوایا تشکیل یک دنبالة حسابی با قدر نسبت 

 ( ) = − × =
− − + + ⇒ 
 = =


 





IÄ H»p Ì¼µ\¶

» » »

IÄ H»p ¸Ã«ºIÃ¶

d d d dx x x x
4 2 180 3603 3
3602 2 2 2 904

30 می‌دهند. کوچکترین زاویة این چهار ضلعی چند درجه است؟ مثال زوایای یک چهار ضلعی محدب تشکیل یک دنباله حسابی با قدر نسبت 

dx )حل : xIÀï¾Ä»Hp ¸Ã«ºIÃ¶ ¾Ä»Hp ¸ÄoT§a¼¨

× ×
= = ⇒ − = − =

 

 

2 180 3 3 30360 90 454 2 2
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 47 زوایای یک مثلث تشکیل دنباله حسابی با قدرنسبت 20 درجه داده‌اند. بزرگترین زاویه این مثلث چند درجه است؟ 

 120  )4 	 100  )3 	  80  )2 	  60  )1

 48 زوایای یک پنج ضلعی محدب تشکیل دنباله حسابی داده‌‌اند، به طوری که یک سوم مجموع سه زاویه بزرگتر مساوی مجموع دو 
زاویه کوچکتر است، بزرگترین زاویه آن کدام است؟ 

 135  )4 	  216  )3 	 162  )2 	 108  )1

150 باشد، قدرنسبت این دنباله چند درجه است؟   49 اندازه زوایای یک چهارضلعی محدب تشکیل یک دنباله حسابی داده‌‌اند. اگر بزرگترین زاویه 

45 )4 	 40 )3 	 30 )2 	 20 )1

اضلاع مثلث قائم‌‌الزاویه و دنبالة حسابی 10

در مورد زاویه و دنبالة حسابی در درسنامه )9( صحبت کردیم در اینجا می‌‌خواهیم دربارة طول اضلاع مثلث، آن هم فقط قائم‌‌الزاویه صحبت کنیم:
,d می‌باشند.  d, d5 4 3 d بدهند به صورت  نکته وقتی طول اضلاع یک مثلث قائم الزاویه تشکیل دنبالة حسابی با قدرنسبت 

  W±X¶ ôÃd¶ d d d d= + + =3 4 5 12 					   

 W±X¶ SeIv¶ d d d= × × = 21 3 4 62 					   

x )ضلع متوسـط( بدسـت آید. d= 4 ) را سـاده کنیم تا  ) ( )x d x x d+ = + −2 22 برای اثبات می‌‌توان از فیثاغورس اسـتفاده کرد. کافی اسـت 

 50 اضلاع یک مثلث قائم الزاویه تشکیل یک دنبالة حسابی با قدرنسبت 3 داده اند. طول وتر این مثلث کدام است.

10 )4 	 15 )3 	 12 )2 	 5 )1
 51 اضلاع مثلث قائم الزاویه‌ای تشکیل دنباله‌ای حسابی می‌دهند. اگر عدد مساحت آن پنج برابر عدد محیط آن باشد، اندازه ضلع 
)سنجش 93( متوسط کدام است؟�

40 )4 	 35 )3 	 30)2 	 25 )1

دنبالة باقیمانده‌‌های تقسیم  11

ایـن درسـنامه را بـا یـک سـؤال از شـما شـروع می‌‌کنـم: اولیـن عـدد طبیعـی کـه باقیماندة تقسـیم آن بـر 5 برابر با 3 باشـد کدام اسـت؟!! 
لابـد می‌‌گوییـد 13 ! نـه؟ پـس چنـد؟ 8؟!! نـه؟!! خود 3!! 

بلـه، باقیمانـده تقسـیم 3 بـر 5 برابـر همـان 3 اسـت! خـب پـس 3 اولیـن عـدد، 8 دومین عدد و 13 سـومین عدد اسـت، یعنـی دنبالة
, بـا جملـه اول 3 و قدرنسـبت 5! حـالا وقتشـه نکتـه ایـن درسـنامه را بهتون بگم: , , ...3 8 13

 a r=1 d و جمله اول  b= r است، تشکیل یک دنبالة حسابی با قدرنسبت  b برابر نکته مجموعة اعداد طبیعی که باقیماندة تقسیم آن‌ها بر

a می‌‌گیریم و جملة عمومی  b=1 r باشد، یعنی بخش‌‌پذیر باشد، آنگاه چون صفر، عددی طبیعی نیست  = 0 می‌دهند. فقط دقت کنید که اگر 
b هستند. d ، هر دو  a1 و هم قدرنسبت  nt می‌‌شود. یعنی هم  bn=

 52 دنبالة اعداد طبیعی که باقیماندة تقسیم آن‌ها بر 7 برابر 2 است را در نظر بگیرید. جملة بیستم این دنباله کدام است؟

128 )4 	142 )3 	135 )2 	132 )1
 53 چند عدد طبیعی سه رقمی وجود دارد که هم بر 2 و هم بر 3 بخش پذیر باشند؟

152 )4 	 151 )3 	 150 )2 	 149 )1
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, سه جملة متوالی یک دنبالة حسابی هستند که دو برابر وسطی برابر حاصل جمع اولی و آخری باشد، یعنی:  ,a b c نکته وقتی 

 a cb a c b +
= + → =2 2

¾\ÃTº 		

ــس  ــد، پ d بدســت می‌‌آی c b= − ــا  d ی b a= − ــه از رابطــة  ــن ســه جمل ــه قدرنســبت ای ــم ک ــاد آوری ــه ی ــی اســت ب ــات آن کاف ــرای اثب ب
b می‌‌شــود.  a c= +2 b اســت و از انجــا  a c b− = −

ــا چنــد عــدد همانطــور کــه  ــا واســطه حســابی دو ی ــالا، لازم اســت اعــام کنیــم کــه میانگیــن ی ــردی ب ــر نکتــه خیلــی مهــم و کارب عــاوه ب
ــد.  ــا بدســت می‌‌آی ــداد آنه ــر تع ــداد ب ــد هســتید، از تقســیم جمــع اع ــان بل خودت

= ⇒ =
jkø »j Íµ] IÀï·A Íµ]

jkø »j ÂMIve â¾õwH» jkø k¹a ÂMIve â¾õwH»

jHk÷U2

شرط حسابی بودن سه عدد و محاسبة واسطة حسابی دو عدد

, سه جملة متوالی یک دنبالة حسابی هستند. قدرنسبت این دنباله کدام است؟� )ریاضی 84 و مشابه شنجش 95( ,p p p+ + −2 3 3 4 5 1  54 اعداد 

7 )4 	 6 )3 	 5 )2 	 4 )1
, کدام است؟� )سنجش( +

−
2 1 3

1 3
 55 واسطة حسابی بین دو عدد 

1 )4 	  12 )3 	  3  )2 1( صفر 	
y کدام است؟ , مقدار  , , , ...x y−23 11  56 در دنبالة حسابی 

-20 )4 	 -22 )3 	 -28 )2 	 - 38 )1
b کدام است؟ , مقدار  , ,a b +

−
1 5 7 3

2 3
 57 در دنباله حسابی 

 +3 6 3  )4 	  +4 6 3  )3 	  +4 5 3  )2 	  +3 4 3  )1
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k واســطه  k عــدد تشــکیل دنبالــه‌ای حســابی بدهنــد )درج  + k عــدد دیگــر طــوری قــرار دهیــم کــه ایــن 2 ,b بخواهیــم  a اگــر بیــن دو عــدد 
حســابی( آن گاه قدرنســبت دنبالــة بــه صــورت زیــر خواهــد بــود: 

 km n

b
at ta a b ad d dm n k k k

d

ÂÄI¿TºH jkø

ÂÄHkTMH jkø

IÀï¾õwH» jHk÷U

SLvº nk¤

+


−− − = ⇒ = ⇒ = ⇒ − + − + 


2 1
2 1 1

اصلی  فرمول  از  بالا  فرمول  جای  به  می‌‌توانید  بگیرید،  نظر  در  ام   ( )k + 2 جملة  را   b و   ( )a1 اول  جملة  را   a اگر  که  کنید  دقت  تذکر 

m استفاده کنید. در حل تست‌‌ها اینکار را کرده‌‌ایم. na a
d m n

−
= −

نکته توجه داشته باشید که تعداد واسطه‌های حسابی از تعداد جملات، دو واحد کمتر است.

R°µ] jHk÷U ÂMIve ÁIÀ ï¾õwH» jHk÷U

b a b an kd d
−− −

= + → = −21 1

»b a k واسطة حسابی بین دو عدد  درج

 58 بین 8- و 22 پنج عدد به گونه‌ای درج کرده‌ایم که هفت عدد حاصل تشکیل دنباله‌ای حسابی بدهند. قدرنسبت دنبالة حاصل کدام است؟

7/5 )4 	 6 )3 	 5 )2 	 5/5 )1
3+ باشد؟ 2 1 + چند واسطة حسابی درج کنیم تا قدرنسبت دنبالة حاصل، برابر 

+
122 2 6

2 1
»  59 بین 

8 )4 	 7 )3 	 6 )2 	 5 )1
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دو سـؤال بـالا کـه مسـتقیماً از فرمول‌‌هـا بودنـد. سـؤال بعـدی را یـک درجـه، شـایدم چنـد درجـه!! دشـوارتر کرده‌‌ایم و یـه جورایی ترکیبی اسـت. 

امـا تـو میتونی!!!
 60 جملات سوم و یازدهم یک دنبالة حسابی، 11 و 43 است. در یک دنبالة حسابی دیگر، بین اعداد 3- و 45 چند واسطه حسابی درج 

کنیم به طوری که جملة چهارم هر دو دنباله، یکسان باشد؟
9 )4 	 8 )3 	 7 )2 	 6 )1

جملات مشترک دو دنبالة حسابی 14

ــد کــه قدرنســبت آن ک.م.م ــد می‌دهن ــة حســابی جدی ــک دنبال d تشــکیل ی , d2 1 ــا قدرنســبت‌های  ــة حســابی ب جمــات مشــترک دو دنبال
d مــی باشــد. بــرای مشــخص کــردن اولیــن جملــة مشــترک، بایــد هــردو دنبالــه را ادامــه دهیــم تــا بــه اولیــن جملــة مشــترک برســیم. , d2 1

تذکر برخی دانش‌‌آموزان برای محاسبة قدرنسبت جدید، جملات دنباله‌ها را ادامه می‌‌دهند تا دومین جملة مشترک را پیدا کنند؛ اما همانطور 
d, را در نظر بگیریم. d2 1 که در نکتة بالا گفته شد، نیازی به این کار نیست، چون می‌توانیم ک.م.م 

)ریاضی خارج 94 _ مشابه خارج 95( " چند عدد سه رقمی مشترک وجود دارد؟ � , , , ..." " , , , ..."8 11 14 2 7 12»  61 در دو دنبالة حسابی به صورت 

61 )4 	 60 )3 	 59 )2 	 58)1
d, چند  b= = −2 16 3 d, و پنجاه جملة اول دنبالة حسابی با جمله اول  a= =1 14 7  62 پنجاه جملة اول دنبالة حسابی با جمله اول 

جملة مساوی دارند؟

16 )4 	 17 )3 	 28 )2 	 29)1

مجموع جملات با ردیف زوج و فرد در دنبالة حسابی  15

n از مجموع  d2 بـه سـادگی می‌‌تـوان ثابـت کـرد در یـک دنبالـة حسـابی بـا تعـداد جملات زوج، مجمـوع جملات بـا شـمارة زوج بـه انـدازه 
جملات بـا شـمارة فـرد بیشـتر هسـتند. اینجـوری بگم که:

 nS S d
Z»p joÎ

Z»p â½nIµ{ R°µ] Ì¼µ\¶ joÎ â½nIµ{ R°µ] Ì¼µ\¶− = − = 2

n اثبات

n

S a a a ... a
S a a a ... a

Z»p

joÎ −

= + + + +
 = + + + +

2 4 6

1 3 5 1

n n
nS S (a a ) (a a ) ... (a a ) d d ... d dZ»p joÎ −− = − + − + + − = + + + =2 1 4 3 1 2

 
 63 در یک دنبالة حسابی، با 30 جمله، مجموع جملات با شمارة زوج 100 و مجموع جملات با شمارة فرد 145 است. قدرنسبت این دنباله کدام است؟

-3 )4 	 -2 )3 	 3 )2 	 2 )1
8 مجموع با ردیف فرد است. 

5  64 در 32 جملة اول از یک دنبالة حسابی، مجموع جملات با ردیف زوج 120 و مجموع جملات کل جملات 
قدرنسبت این دنباله کدام است؟

-6 )4 	 6 )3 	 -5 )2 	 5 )1
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اعمال جبری روی جملات دنبالة حسابی  16

1نکته  اگر همة جملات یک دنبالة حسابی را با عددی جمع یا تفریق کنیم، قدرنسبت دنباله تغییری نمی کند.

k ضرب یا تقسیم می‌شود. k ضرب یا بر آن تقسیم کنیم، قدرنسبت نیز در عدد  2نکته  اگر همة جملات یک دنباله را در 

) واحد اضافه یا کم می‌شود. )n k− 1 n ام دنباله  k واحد اضافه یا کم کنیم به جملة  3نکته  اگر به قدرنسبت دنباله ای 

k واحد اضافه یا کم می‌شود. n ام نیز  k واحد اضافه یا کم کنیم، به جملة  4نکته  اگر به جمله اول دنباله ای 

, کدام است؟ , , ...a a a− − −1 2 32 3 2 3 2 3 d باشد، قدرنسبت دنبالة  , برابر  , , , ...a a a a1 2 3 4  65 اگر قدرنسبت دنبالة 

 d − 3  )4 	  d −2 3  )3 	  d2  )2 	  d  )1
, کدام است؟ , , ...a a a3 7 11  66 در سؤال قبل قدرنسبت دنبالة حسابی 

d2  )4 	  d4  )3 	  d3  )2 	  d )1
 67 در یک دنبالة حسابی اگر به جملة اول 3 واحد اضافه شود، به جملة بیستم چند واحد اضافه می‌شود؟

4( اضافه نمی‌شود. 	 57 )3 	 60 )2 	 3)1
 68 در یک دنبالة حسابی اگر به قدرنسبت دنباله 3 واحد اضافه شود، به جملة بیستم دنباله چند واحد اضافه می‌شود؟

	 4( اضافه نمی‌شود.    57 )3 	 60 )2 	 3)1

خب حالا یه سؤال ترکیبی از این درسنامه! اعتماد به نفس داشته باش، تو میتونی!!!
 69 در یک دنبالة حسابی اگر به جملة اول، 42 واحد اضافه کنیم، از قدرنسبت دنباله چند واحد کم کنیم، به طوری که جملة پانزدهم 

دنباله تغییری نکند؟ 

5 )4 	 4 )3 	 3 )2 	 2 )1
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نکته می‌دانیم اختلاف دو جملة متوالی در دنبالة حسابی برابر قدرنسبت است که در واقع با همین مفهوم می‌توان فرم بازگشتی دنبالة حسابی 
را نوشت:

 n n n n

n n n n

a a d a a d
a a d a a d

+ +

− −

− = ⇒ = +
 − = ⇒ = +

1 1

1 1

مثال  { }n na a , a d , , , , ...+ = + = ⇒ = + ⇒1 12 5 2 5 7 9 11 �

تذکر در این مدل مسائل نام دنبالة حسابی ذکر نمی شود که شما باید از روی فرم بازگشتی آن متوجه حسابی بودن آن شوید.

فرم بازگشتی دنبالة حسابی

n« این دنباله چند جملة مثبت دارد؟ na a a+= + =1 13 71  ، na  70 در دنبالة 

26 )4 	 25 )3 	 24 )2 	 23 )1
n و جملات سوم و هفتم قرینة یکدیگرند. جملة پانزدهم دنباله کدام است؟ na a +− =1 3 ، داریم:  na  71 در یک دنباله با جمله عمومی 

32 )4 	 -32 )3 	 30 )2 	 -30 )1
 72 قطار سریع السیری به طور آزمایشی فاصله دو شهر را بار اول در 4 ساعت طی کرده است. طبق برنامه تعیین شده، در هر رفت و 
برگشت 5 دقیقه از مدت زمان نوبت قبلی کاسته می‌شود تا مدت زمان این مسافت به 2 ساعت پیش بینی شده برسد. تعداد نوبت‌های 
آزمایشی کدام است؟� )انسانی داخل 86(

25 )4 	 24 )3 	 20 )2 	 16 )1



ریاضیات جامع تجربی 70

 18
بالاخره دنبالة حسـابی در عین سـادگی اما با تنوع سـوال زیادش تموم شـد. دنبالة هندسـی تنوع سـوال کمتری داره، ولی وقتی با حسـابی 

ترکیب بشـه، سـوالات جالبی میشـه طرح کرد. 
تعریــف: اگــر در دنبالــه‌ای، هــر عــدد از ضــرب مقــدار ثابتــی در جملــة قبــل ســاخته شــود، یــک دنبالــة هندســی بــه وجــود می‌آیــد. در واقــع 
q نشــان می‌دادنــد!(  r نشــان می‌دهیــم. )قدیمــا بــا  نســبت دو جملــة متوالــی مقــدار ثابتــی اســت کــه بــه آن قــدر نســبت می‌گوییــم و بــا 

به مثال‌‌های زیر توجه کنید:

 , , , , ...
r
a

SLX¶ R°µ] IM ÂzÄHqÎH

 

¾±µ] ¸ÄoT§a¼¨


→  =× × ×  = 1

3 6 12 24
2

2 2 2
			  , , , , ... r

a

 Âÿ¹¶ R°µ] IM ÂzÀI¨

 

2 2 2 ¾±µ] ¸ÄoT¬nqM


− − − − → =
× × × = 1

3 6 12 24 2

 
, , , ...

r

a

SLX¶ R°µ] IM yÀI¨

 

¾±µ] ¸ÄoT¬nqM


→  =

× × = 1

3 33 12 4
21 1

2 2

	 	
, , , ...

r

a

Âÿ¹¶ R°µ] IM ÂzÄHqÎH

,  

¾±µ] ¸ÄoT§a¼¨


− − − →  =

× × = 1

3 33 12 4
21 1

2 2

 

 , , , , ... r Â²»qº » Áj¼÷Å ¾º ,ÂºIw¼º R°µ],− − → = −3 6 12 24 2  
 , , , , ... r! Â²»qº ´À » Áj¼÷Å ´À b°õÅH ¾M ,SMIY ¾²ILºj→ =3 3 3 3 1

بررسی افزایش یا کاهش بودن دنباله هندسی به شفافی دنباله حسابی نسبت و از قوانین زیر پیروی می‌کند: 

 

r

r

r

r

r r

 Â²»qº ¾º » Áj¼÷Å ¾º , j¼{ïÂ¶ Æ¼ø - » + ·IÃ¶ nj Â§Ä

 ÂzÄHqÎH SLX¶ R°µ]

R°µ] S¶°ø IM ª¹ÀIµÀ

 ÂzÀI¨ Âÿ¹¶ R°µ]

 ÂzÀI¨ SLX¶ R°µ]

SwH¼¹§Ä ¾²ILºj R°µ] S¶°ø IM ª¹ÀIµÀIº

 ÂzÄHq

>

< <

< ⇒

⇒
> ⇒ →  ⇒

⇒
> ⇒ ⇒ < < ⇒ →

1

0 1

0

1

0 0 1

r
ÎH  Âÿ¹¶ R°µ]

 Â²»qº ´À » Áj¼÷Å ´À ,SMIY ¾²ILºj


 


   
  ⇒
 = ⇒

 

1

�

 . ( )r < 0 1ژلوفن هرگاه در دنبالة هندسی از عبارت غیر کاهشی یا غیر افزایشی صحبت شد، حتماً قدر نسبت منفی است 

r است.  > 0 2ژلوفن هرگاه در دنبالة هندسی، همة جملات مثبت یا همگی منفی باشند )هم علامت( قطعاً 

d ثابت است.  = d نسبت کاهشی و برای 0 < d ، افزایشی و برای 0 > یادآورى یک دنبالة حسابی برای 0

. r = 1 d و هندسی است با قدر نسبت  = ,a هم حسابی و هم هندسی است. حسابی با قدر 0 a, a, ... نتیجه دنبالة ثابت 

نکته  
...

...

nn
n n

n n n n

a a aa
r a a a a

d a a a a a a a a

+
−

− +

 ⇒ = = = = = ⇒

 ⇒ = − = − = = − = − =

2 3 1
1 2 1

2 1 3 2 1 1

 Âwk¹À â¾ ²IL ºj nj  SLvº nk¤  Â±L¤ â¾±µ] oM  ´Ãv£U ¾±µ] oÀ

 ÂMIve â¾ ²IL ºj nj SLvº nk¤  Â±L¤ â¾±µ] ÁI¿¹¶ ¾±µ] oÀ

�

خب حالا بریم سراغ محاسبه جمله عمومی دنبالة هندسی و دیگر روابط آن: 

 { } n
na , a r , a r , a r , ... a a r a a r

r r r

−→ = → =
× × ×

 Â¶¼µø ¾±µ]¼«²H2 3 9 1
1 1 1 1 10 1 1 �

n در تــوان اســت، یعنــی یــک الگــوی نمایــی. فقــط دقــت کنیــد کــه عبــارت تــوان بایــد درجــه  ژلوفن در جملــه عمومــی دنبالــة هندســی 

 n
na += × 5 73 2 1 )خطــی( باشــد، مثــاً: 

دقــت کنیــد بــرای ســرعت عمــل در محاســبات مســائل دنبالــة هندســی لازم اســت شــما توان‌هــای مختلــف را بــه صــورت جــدول زیــر حفــظ 
اســت!!! 53 باشــید. مثــاً اگــر 243 دیدیــد، بــدون معطلــی بگوییــد 
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توجه داشته باشید توان‌‌هایی که پایة 4 یا 8 باشد با توجه به 

) تبدیل به پایة 2 می‌‌شوند: )mn nma a= رابطه 

( )s
= = =

= =

5 2 10

6 3

4 2 2 1024

64 2 4

= 17 7= 16 6= 15 5= 13 3= 24 2

= 249 7=3 236 6= 225 5= 29 3= 38 2

= 3343 7216 63== 3125 5= 327 3= 416 2

= 4625 5= 481 3= 532 2

= 53125 5= 5243 3= 664 2

= 6729 3= 7128 2

= 8256 2

= 9512 2

= 101024 2

 73 کدام یک از دنباله‌های زیر یک دنبالة هندسی است؟ 

n
na −=

2 15  )4 	  n na += 3 1
5

2
 )3 	  na n= +2 3  )2 	  na n= 2  )1

 کدام است؟ 
n

na
−− =   

2 113 2 ( در دنبالة هندسی با جملة عمومی  r ( قدر نسبت ) a  74 جملة اول)

 r , a= − = −
1 3
2 2  )4 	  r , a= = −

1 3
4 2  )3 	  r , a= − =

1 32  )2	  r , a= =
1 34  )1

, و 12 کدام است؟  , , , ...− −
3 36 3 2 4  75 جملة دوازدهم دنبالة هندسی 

 −3
512  )4 	  3

512  )3 	  −
3

1024  )2 	  3
1024  )1

, است؟  , ...−
1 1
9 3 , ، برابر جملة چندم دنبالة هندسی  , , ...13 9 5  76 یازدهمین جملة دنبالة حسابی 

4( هشتم  3( هفتم 	 2( ششم 	 1( پنجم 	
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روابط تکمیلی دنبالة هندسی  19

در دنبالــة هندســی نیــز ماننــد دنبالــة حســابی بــا معلــوم بــودن دو دســته اطلاعــات از دنبالــه می‌تــوان بــا تشــکیل یــک دســتگاه دو معادلــه و 
) را بــه دســت آورد؛ بــا ایــن تفــاوت کــه در دنبالــة حســابی، حــل دســتگاه بــه روش  )a ( و جملــة اول  r دو مجهــول و حــل آن، قــدر نســبت )
حذفــی جمــع یــا تفریــق دو معادلــه انجــام می‌‌شــد، امــا در دنبالــة هندســی حــل دســتگاه بــه روش تقســیم کــردن دو معادلــه بــر هــم و ســاده 

ســازی انجــام می‌‌گیــرد و گاهــی قبــل از تقســیم کــردن نیــاز بــه فاکتورگیــری اســت. 

a و هــر جمله‌ایــی از آن را بــه دســت  r و  ژلوفن اگــر دو جملــه مختلــف از یــک دنبالــة هندســی معلــوم باشــند بــه ســادگی می‌‌تــوان 

آورد. بــه روابــط زیــر دقــت کنیــد: 
n : یادتونه  n m n mn

n n m
m

a
a a r a a r ra

´Ãµ÷U  ´¿¶ ¾õMHn− − −= → = → =1
1 �

a معلوم باشند آنگاه:  , a7 3 مثلًا اگر 

a
r ra

a ar r ra ar

−

−

 = =


 = = =

7 3 47
3

6
6 2 47

23

�

na را بخواهنــد، نیــازی  a1 نیــز بــه دســت می‌آیــد. دقــت کنیــد اگــر  r و قــرار دادن آن در یکــی از جمــات،  بــه هــر حــال بــا معلــوم بــودن 
n هــم میشــه اســتفاده کنیــم.. m

n ma a r −= a1 نیســت، چــون از رابطــة  بــه 

 m nam ran
− = =  

1 r بوده است  = −1 r یا  = 1 تذکر اگر دو جمله از دنبالة هندسی مساوی هم باشند، قطعاً 

,a اســت. اگــر در مســئله قیــد شــود کــه مجمــوع جمــات دنبالــة هندســی صفــر اســت،  a, a, a, ...− − ,a یــا  a, a, a, ... یعنــی بــه صــورت 
r و تعــداد جمــات زوج بــوده اســت!!   = −1 قطعــاً 

7« هستند جملة دهم دنباله کدام است؟ 112  77 در یک دنبالة هندسی غیر کاهشی، جملات سوم و هفتم دنباله 

 −7
256  )4 	  7

256  )3 	  −7
128  )2 	  7

128 )1

 78 در یک دنبالة هندسی غیر کاهشی، مجموع دو جملة اول 72 و مجموع دو جملة دوم، برابر8 است.کوچکترین جملة این دنباله کدام است؟ 

)مشابه سنجش 95( �-36 )4 	 -54 )3 	 -72 )2 	 -108 )1
 است. جملة سوم دنباله کدام است؟ 

t
t =5

7

1
3 . و  .t t t =1 4 6 24 nt با جملات مثبت،   79 در یک دنبالة هندسی 

 14  )4 	 4 )3 	  12  )2 	 2 )1

a است. مجموع هفده جملة اول این دنباله کدام است؟  a= =4 10 2  ، na  80 در یک دنبالة هندسی غیر ثابت با جمله عمومی 

-2 )4 	 2 )3 	 34 )2 1( صفر 	
 81 در یک دنبالة هندسی با جملات منفی اگر جملة هفتم 2 برابر جملة پنجم باشد، مجموع سه جملة پنجم چند برابر مجموع سه جملة دوم است؟ 

 −16 2  )4 	 -16 )3 	 16 2  )2 	 16 )1
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فرم بازگشتی دنبالة هندسی  20

n یــا 
n

a
ra

+ =1 r قــدر نســبت(، پــس بــه بیــان ریاضــی یعنــی r برابــر جملــة قبــل اســت ) ــه تعریــف دنبالــة هندســی هرجملــه ــا توجــه ب ب
ــم. ــتی آن می‌‌گویی ــرم بازگش ــی، ف ــة هندس ــش دنبال ــورتِ نمای ــن ص ــه ای . ب n na ra+ =1

r ¾±µ] oÀ  Â±L¤ ¾±µ]= ×  � n باشد، به هر حال مهم یک مطلب است: na ra −= 1 دقت کنید ممکن است نمایش به صورت 

 n na a d+ − =1 n بود! در واقع همان تعریف قدر نسبت که گفتیم:  na a d−= +1 n یا  na a d+ = +1 یادآورى در دنبالة حسابی 

حل یک سوال از این نکته، خالی از لطف نیست. خیلی دقت کنید که سوتی ندید!! 

n ، آنگاه جملة دوازدهم این دنباله کدام است؟  na a ++ =12 a و0 =1 4 na باشد، به طوری که n ام یک دنباله   82 اگر جمله 

 −1
1024  )4 	  1

1024  )3 	  1
512  )2 	  −1

512 )1

ام دنباله کدام است؟  n . جملة  n na a a» += =4 154 3  ، na  83 در دنبالة 

 n−× 12 3  )4 	  n n− −×3 12 3  )3 	  n+× 12 3  )2 	  n−1
2

3
 )1

دنبالة هندسی و درصد افزایش یا کاهش جملات 21

نسبت  قدر  با  هندسی  دنبالة  یک  مذکور  دنبالة  آنگاه   d باشد،  بیشتر  یا  کمتر   % x قبل  جمله  به  نسبت  جمله  هر  دنباله‌ای  در  اگر  نکته 

 است. 
xr = ±1 100

برای ملموس‌تر شدن نکتة بالا به مثال زیر توجه کنید، اثبات نکته هم در بطن حل مثال آمده است! 
20% افزایش یافته است. جمله عمومی این دنباله کدام است؟  مثال در یک دنباله با جمله اول5 ، هر جمله نسبت به جمل قبل 

 )حل

( )

( ) ( )

( )n
n

a a a / a / a

a a a / a / a / / a / a

a a / , r /−

 = + = + =
 = + = + = = × =

 = × =


2 1 1 1 1

2
3 2 2 2 2 1 1

1
1

20 1 0 2 1 2100
20 1 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2100
1 2 1 2

�

 ( )
n n n

n
n na /

− − −
−

−
   = × = × = × =      

1 1 11
2

12 6 65 1 2 5 510 5 5
�

r یا همان 80% بود.  . .= − =1 0 2 0 8 دقت کنید اگر در مثال بالا 20% کاهش داشتیم، قدر نسبت 

n برای درک  nar ar−1
¾º´ÄnHj n سال،  n روز یا  a باشد، پس از تذکر در مسائل کاربردی این مدل دنباله‌های هندسی اگر مقدار اولیه 

بهتر این تذکر، دو سؤال بعدی را حل کنید.

ام، مبلغ کل سپرده  n p ، پس از پایان سال  84 در یک بانک، اگر سود سپرده گذاری20 درصد سالانه باشد، با مبلغ اولیه سپرده گذاری
چقدر خواهد شد؟ 

 ( )np .× 0 2  )2 		  ( )np . −× 10 2  )1
 ( )np . −× 11 2  )4 		   ( )np .× 1 2  )3

15 )20 درصد( آب آن هدر می‌رود. پس از 5 روز، حجم آب ظرف حدوداً   85 در ظرف آبی که در آن سوراخی ایجاد شده است، هر روز 
)مشابه به تمرین کتاب درسی(  چه کسری از حجم اولیة آن است؟�

	 4( صفر 23  )3 	  13  )2 	  12  )1
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) در کتــاب درســی ریاضــی یازدهــم تجربــی مطــرح نشــده اســت، امــا نکتــة زیــر  )ns ــا اینکــه موضــوع مجمــوع جمــات دنبالــة هندســی  ب
ــاب درســی می‌‌باشــد و امــکان طــرح ســوال از آن وجــود دارد. ــب کت ــة هندســی و در چهــار چــوب مطال ــف دنبال ــه از تعری برگرفت

r برابر مجموع جملات با شمارة فرداست؛ یعنی: ، مجموع جملات با شماره زوج،  r نکته در یک دنبالة هندسی با تعداد جملات زوج وقدر نسبت 

  o«Äj [ÄITºZ»p joÎ

joÎ Z»p

s srs s r= → =
1 sum به معنی مجموع است.� s مخفف کلمه 

دو نتیجة دیگر هم می‌‌توان در ارتباط با مجموع کل جملات از رابطة بالا استخراج کرد: 

 s s s

s
s

rs s

s ss
s s r

 R°µ] ®¨ Ì¼µ\¶ joÎ Z»p Z»p®¨

joÎ â½nIµ{ ¾M R°µ] Ì¼µ\¶ joÎ
joÎ

Z»p joÎ®¨

Z»p

 +
= = = + = +




+ = = +

1 1

11

�

خب اثبات رابطة بالا رو هم بگیم تا مفهومی یاد گرفتن ریاضی رو هم رعایت کرده باشیم!! 

 
( )

( )
r a ar ar ...s a a a ... ar ar ar ... rs a a a ... a ar ar ... a ar ar ...

Z»p

joÎ

+ + ++ + + + + +
= = = =+ + + + + + + + +

2 43 5
2 4 6

2 6 2 41 3 5
�

a :یه جور دیگه  a a ... a r a r a r ...
ra a a ... a a a ...

+ + + + + +
= =+ + + + + +

2 4 6 1 3 5
1 3 5 1 3 5

�

مجموع جملات با ردیف زوج یافرد در یک دنبالة هندسی

r ، مجمــوع تمــام جمــات، چنــد برابــر مجمــوع تمــام  = 5  86 در یــک دنبالــة هندســی بــا تعــداد جمــات زوج و قــدر نســبت 
جمــات بــا شــمارة زوج اســت؟ 

 76  )4 	  65  )3 	 6 )2 	 5 )1
 87 تعداد جملات یک دنبالة هندسی عددی زوج است. اگر مجموع تمام جملات آن سه برابر مجموع تمام جملات با ردیف فرد باشد، 
)ریاضی داخل 94(  قدر نسبت آن کدام است؟�

3 )4 	 2 )3 	  12  )2 	  13  )1



 فصل 2 | الگو و دنباله‌
75

 22

1نکته  اگر به هر یک از جملات یک دنبالة هندسی عددی ثابت اضافه یا آن کم کنیم، دیگر دنبالة هندسی نیست، مگر اینکه دنبالة هندسی ثابت 

) بوده باشد. به دو مثال زیر توجه کنید:  )r = 1

 
, , , ... , , , ...

, , , ... , , , ...

+

+

 → → →

 → →

12

2
3 6 12 15 16 24

3 3 3 5 5 5

 SvÃº Âwk¹À o«Äj SvÃº ´À ÂMIve

 SwH Âwk¹À ´À pI M

�

2نکته  مجموع یا تفاضل دو دنباله هندسی با قدر نسبت‌های برابر، یک دنبالة هندسی با همان قدر نسبت، خواهد بود. به مثال زیر توجه کنید: 

 
( )
( )

: , , , ...
: , , , ...

: , , , ...
n

n n
n

a r
a b

b r

 = ⇒ +
=

3 6 12 2
8 16 32

5 10 20 2
�

) :اثبات ): n
n n

n nn
n

a a r
a b a b r

b b r

−
−

−

 → ± = ±
=

1
1 1

1 11
1

�

) است.  )r k ضرب کنیم، دنبالة حاصل نیز هندسی با همان قدر نسبت قبلی  3نکته  اگر هر یک از جملات دنبالة هندسی را در عدد ثابت غیر صفر 

 
, , , ..., r , , ...,

, , , ... , , , ...

kn na a a a ka ka ka r

r

×− −

×

 →

 → → =

1 1
1 2 3 1 1 2 1

53 6 12 15 30 60 2.SwH  S²Ie »j oÀ nj

�

)یادتونه   !  kr نسبت  قدر  با  اما  است،  هندسی  نیز  جدید  دنبالة  برسانیم،   k توان  به  را  هندسی  دنبالة  جملات  از  یک  هر  اگر  4نکته  

) ! در اثبات زیر لازم میشه.(  ) ( )m nn mx x=

 
( ) ( )

, , , , ... , , , ... r

k nn n k k
n na a r b a r a r

−− − = → = =

 → → =

11 1
1 1 1

21 3 9 27 1 9 81 9·H¼U ¾M

�

nk برابر می‌شود.  −1 n ام آن  k برابر کنیم، جملة  5نکته  اگر قدر نسبت یک دنبالة هندسی را 

) :اثبات ), kr nn n n n
n n na a r b a kr k ar k a−− − − −= → = × = × = ×11 1 1 1 �

) برسانیم، یعنی همه جملات را معکوس کنیم، آن گاه دنبالة حاصل هندسی با قدر  )−1 6نکته  اگر همه جملات یک دنبالة هندسی را به توان 
, , , ...

, , , ...

r

r

→ =


→ =

3 6 12 2
1 1 1 1
3 6 2 12

� ( )r r
−1 1

·IµÀ نسبت 

r می‌‌دهند. 
1

r بدهند، ارتفاع نظیر این اضلاع تشکیل دنبالة هندسی با قدر نسبت  نتیجه اگرطول اضلاع یک مثلث، تشکیل دنبالة هندسی با قدر نسبت

× (ثابت است، پس قاعده)ضلع( و ارتفاع وارد بر آن با یکدیگر نسبت عکس دارند:
1
2 × قاعده  چون مساحت مثلث )ارتفاع 

 :اضلاع
s ah as s sa , a , a , ,a a aIÀÌIÿUnH:

=
→

1
2

1 2 3
1 2 3

2 2 �

اعمال جبری روی دنبالة هندسی

ام  n ام دنبالة اول چند برابر جملة  n  88 قدر نسبت دو دنبالة هندسی برابر و جملة اول یکی، دو برابر جملة اول دیگری است. جملة 
)تجربی 75(  دنبالة دوم است؟�

 n2  )4 	  n2  )3 	  n2  )2 	 2 )1
 89 در یک دنبالة هندسی اگر قدر نسبت را دو برابر کنیم، جملة هفتم دنباله چند برابر می‌‌شود؟ 

4( تغییر نمی‌‌کند  	 64 )3 	 128 )2 	 2 )1
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, سه جملة اول یک دنبالة هندسی با قدر نسبت2 باشند، کدام گزینه، سه جملة اول یک دنبالة هندسی است؟  ,a a a3 2 1  90 اگر 

 a , a , a+ + +1 2 31 4 16  )2 	  a , a a , a a+ + +1 2 1 3 21  )1
 a , a , a+ + +1 2 31 2 4  )4 		  a , a , a+ + +1 1 31 2 3  )3

r داده باشند، ارتفاع‌های نظیر این اضلاع....  91 91- اگر طول اضلاع یک مثلث تشکیل دنبالة هندسی غیر ثابت با قدر نسبت 

r می‌‌دهند.  2( تشکیل دنبالة هندسی با قدر نسبت  		  1( تشکیل دنبالة حسابی می‌‌دهند.
r2 می‌دهند.  4( تشکیل دنبالة هندسی با قدر نسبت  		  r می‌دهند.

1 3(تشکیل دنبالة هندسی با قدر نسبت 

24

ــن ســبکِ  x بنویســیم. معمــولاً در مســائلی، ای , x, xrr ــه صــورت  ــة هندســی را ب ــک دنبال ــی ی ــة متوال گاهــی ســاده‌تر اســت کــه ســه جمل
ــت از ضــرب جمــات شــده اســت؛ چــون:  ــه صحب نوشــتن لازم می‌شــود ک

 x x xr xr Âwk¹À â¾²ILºj Â²H¼T¶ â¾±µ] ¾w Joò ®ÅIe (Âõw»)= × × = ⇒3 3 �

 x x x r xr xrr
 Âwk¹À â¾²ILºj Â²H¼T¶ â¾±µ] [¹Q Joò ®ÅIe (Âõw»)= × × × × = ⇒2 5 5

2 �

n فرد(، برابر با جملة وسط به توان تعداد جملات می‌باشد.  n جملة متوالی )یا متساوی الفاصله یا متقارن( از یک دنبالة هندسی ) نکته حاصل ضرب

n جملة متقارن از یک دنبالة هندسی  = حاصل ضرب  n فرد( )جمله وسط(  ( �
معمــولاً جمــات متوالــی داده می‌شــود، امــا لزومــی بــه متوالــی بــودن نیســت؛ کافــی اســت متســاوی الفاصلــه )متقــارن( باشــند بــه مثــال زیــر 

توجــه کنیــد: 
مثال  a a a a a ar ar ar ar ar a r (ar ) (a )= × × × × = = =3 4 6 8 9 5 30 6 5 5

4 5 7 9 10 7 �

a شد!  5
7 در مثال بالا دیدید که حاصل ضرب 5 جملة داده شده برابر 

تذکر اگر تعداد جملات زوج باشد، نمی توان برای حاصل ضرب جملات از رابطه وسطی به توان تعداد استفاده کرد و چاره‌ای جز نوشتن آنها 

nar و ضرب آنها وجود ندارد.  −1 برحسب 

حاصلضرب جملات دنبالة هندسی

/ کدام است؟ � )مشابه به تمرین کتاب درسی(   / ...−0 125 0 25» »  92 حاصل ضرب چهارده جملة اول دنبالة هندسی 

 − 492  )4 	  492  )3 	− 512  )2 	  512  )1
 93 حاصل ضرب پنج جملة دوم یک دنبالة هندسی غیر کاهشی برابر 243 است. اگر جملة چهارم این دنباله برابر 48 باشد، جملة 

پانزدهم آن کدام است؟ 

 −
3

256  )4 	  3
256  )3 	  −

3
128  )2 	  3

128  )1
19 و حاصل ضرب آن‌ها 216 می‌باشد. تفاضل کوچکترین و بزرگترین این سه عدد کدام است؟   94 در یک دنبالة هندسی، مجموع سه جملة متوالی 
)تجربی داخل90(  �

7 )4 	 6 )3 	 5 )2 	 4 )1

)آزاد 81(  . چقدر است؟� . .a a a a2 4 6 8  95 در یک دنبالة هندسی، حاصل ضرب نه جمله اول برابر 8 است. حاصل ضرب 

4 )4 	  42 2  )3 	  2 2  )2 	  32 2 )1
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شرط هندسی بودن یک دنباله و واسطه هندسی دو عدد  25

بــا یــک مثــال شــروع کنیــم: 12 و 6 و 3 ســه جملــة متوالــی هندســی هســتند. وســطی بــه تــوان 2، برابــر حاصــل ضــرب اولــی در آخــری اســت 
= !!! ایــن قانــون هــر دنبالــة هندســی بــه صــورت زیــر برقــرار اســت:  ×26 3 یعنــی 12

 b ac=2 , سه جملة متوالی یک دنبالة هندسی هستند که:  ,c b a نکته وقتی 

: اثبات , ,

br b caa b c b aca bcr b

 =
⇒ → = → =

 =


2 ´À oMHoM ¸Ãõw» ¸ÃÎoö �

خب حالا با توجه به رابطه بالا واسطة هندسی دو عدد را به صورت زیر تعریف می‌‌کنیم:
خلاصه بگم اینکه برای محاسبه واسطة هندسی، کافی است جذر حاصل ضرب آنها را بدست آوریم.

 × = =3 12 36 6 مثلًا واسطه هندسی دو عدد 3 و 12 برابر است با: 

a, b, c b a c
x yy, x

 ÂMIve

ÂMIve ¾õwH»

→ = + 
+

= 

2

2
یادآورى در رابطه با این نکته، در مورد دنبالة حسابی داریم:� 

,a کافــی اســت توجــه داشــته باشــیم  ?, ?, ..., b :درج شــده اســت b, a k واســطة هندســی بیــن دو عــدد  ژلوفن بــرای حــل مســائلی کــه 

ــه فرمــول خاصــی نیســت! هــر چنــد  ) و نیــازی ب )n k k nIÄ= + = −2 2 کــه تعــداد واســطه‌‌ها 2 واحــد از تعــداد جمــات کمتــر اســت 

k را اثبــات کــرد و از آن در حــل ایــن مســائل اســتفاده نمــود. br a
+ =1 می‌‌تــوان رابطــة 

b, نیز دو رابطه داشتیم که می‌‌توانستیم از آنها استفاده نکنیم!! a k واسطة حسابی بین دو عدد  یادآورى برای درج 

,b a b ak dd k
− −

= − = +1 1 �

a, کدام است؟ 1 , هندسی باشد، واسطة هندسی اعداد  , , ...a +5 1 4  96 اگر دنبالة 

+5 3
2  )4 	  +5 2

2  )3 	  +5 1
2  )2 	  +

−
5 1
5 1

 )1

, این اعداد تشکیل یک دنبالة هندسی می‌‌دهند. قدرنسبت این دنباله کدام است؟ ,−1 1 15  97 با اضافه کردن مقدار ثابتی به اعداد 

 73  )4 	 7 )3 	  34  )2 	  43  )1
, سه جملة متوالی یک دنبالة هندسی افزایشی هستند. قدرنسبت این دنباله کدام است؟ ,p p p+3 2 1  98 اعداد 

 3  )4 	 3 )3 	  −2 3  )2 	  +2 3  )1

, تشکیل یک دنبالة هندسی غیر کاهشی می‌‌دهند. اختلاف بزرگترین و کوچکترین جملات این دنباله کدام است؟ , , , , ...x y z 12 2  99 اعداد 

6 )4 	 10 )3 	 12 )2 	 4 )1

اگـه سـؤال بـالا رو نتونسـتی حـل کنـی، ناامیـد نشـو! فعلاً در این مرحلة تسـت‌‌های آموزشـی، هدف اصلی تکمیل یادگیری و به تسـلط رسـیدن 
شماسـت. اگـر سـؤالی رو بلـد نبـودی یـا بـه سـختی حـل کـردی، حتماً مارک‌‌دار کـن تا بعـداً چندین بار دیگه حل کنی و گلابی بشـه واسـت!

سـؤالات درج چنـد واسـطة هندسـی، بـه دو صـورت کلـی مطـرح می‌‌شـود: یکـی تعـداد واسـطه را داده و قدرنسـبت یـا ... می‌‌خواهـد و دیگـری 
قدرنسـبت را داده و تعـداد واسـطه‌‌ها را می‌‌خواهـد.

« چهار عدد دیگر به گونه‌‌ای درج کرده‌‌ایم که این شش عدد تشکیل یک دنباله هندسی افزایشی بدهند، دومین 

18 4  100 بین اعداد 

واسطه کدام است؟

4 )4 	 1 )3 	  12  )2 	 2 )1
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2 بدهند؟
4 2« چند واسطه درج کنیم به گونه‌‌ای که اعداد حاصل تشکیل یک دنباله هندسی کاهشی با قدرنسبت  256  101 بین اعداد 

6 )4 	 5 )3 	 4 )2 	 3 )1
x چقدر از واسطة حسابی ریشه‌‌های این معادله بیشتر است؟ x+ + =2 6 4 0  102 واسطة هندسی ریشه‌‌های معادلة درجه دوم 

4 )4 	 6 )3 	 5 )2 	 1 )1

 26

b و وقتــی هــم حســابی و هــم  ac=2 b و وقتــی هندســی هســتند کــه  a c= +2 ,c وقتــی حســابی هســتند کــه  b, a حــالا کــه یــاد گرفتیــد 
هندســی‌‌اند کــه دنبالــه ثابــت باشــد، وقتشــه دو نکتــه ترکیبــی زیــر را مطــرح کنیــم: 

 : یادآوری 
a, b, c b ac ac

a ca, b, c b a c

 Âwk¹À

 ÂMIve

 Âwk¹À ¾õwH»

 ÂMIve ¾õwH»

 → = ⇒ =
 +

→ = + ⇒ =


2

2 2
�

a سه جمله متوالی یک  b ck , k , k , سه جمله متوالی یک دنباله حسابی باشند، آنگاه توابع توانی )نمایی( آنها به صورت  ,c b a 1نکته  اگر 
k عدد مثبت معلوم و مخالف 1(  دنباله هندسی خواهند بود. ) 

فکر می‌‌کنم لازمه اثبات نکته بالا را هم ببینید. از آخر شروع به اثبات می‌‌کنیم:

) اثبات ): , , , ,a b c b a c b a ck k k k k k k k b a c c b a+→ = × ⇒ = ⇒ = + ⇒
2 2 2 Âwk¹À ¾²IL ºj óo{

kºH ï ïÂMIve ¾²IL ºj �

dr هستند؛ چون:  k= a هندسی با قدرنسبت  b ck , k , k d باشند،  ,c حسابی با قدرنسبت  b, a دقت کنید اگر 

 
b

b a d
a

kd b a, r k k
k

−= − = = = �

حالا برعکس نکتة بالا به صورت زیر است که با موضوع لگاریتم که در فصل )4( سال یازدهم آمده است نیز تلفیق می‌‌شود!
, ، سه جملة  ,a b c

k k kLog Log Log , سه جملة متوالی یک دنبالة هندسی باشند، آنگاه توابع لگاریتمی  ,c b a 2نکته  اگر اعداد مثبت و متمایز 
 d k تشکیل یک دنباله حسابی با قدرنسبت  , در مبنای  ,c b a متوالی یک دنبالة حسابی‌‌اند. و برعکس آن به این معنی است که اگر لگاریتم‌‌های 

dr می‌‌دهند!! k= , تشکیل یک دنبالة هندسی با قدرنسبت  ,c b a بدهند، آنگاه خود 

لابد با خودت میگی این قدرنسبت‌‌ها چی بود که باز این وسط ظهور کرد!!! نگران نباش الان اثباتش می‌‌کنیم:
a b c b a c b ac
k k k k k k k kLog , Log , Log Log Log Log Log Log b ackºH ïÂMIve→ = + ⇒ = ⇒ =

2 22 �
,c هندسی‌‌اند. و اما داستان قدرنسبت‌‌ها: b, a پس 

 
?

ÂMIve SLvº nk¤

Âwk¹À SLvº nk¤

b
b a d da
k k k

bd Log Log Log d k r ka
br a


 = − ⇒ = ⇒ = ⇒ =

 = =

�

می‌‌خواستم نکتة بالارو در فصل لگاریتم بیارم اما، ترجیح داده شد در هر دو فصل بیاید!!!

مسائل ترکیبی دنبالة حسابی و هندسی )1(

, سه جملة متوالی یک دنبالة حسابی باشند، آنگاه: ,b c b a b+ +
1 1 1

2  103 اگر 

,c نیز سه جملة متوالی یک دنبالة حسابی‌‌اند. 	 b, a  )1
,c تشکیل دنباله‌ای هندسی می‌‌دهند. b, a  )2

c سه جملة متوالی یک دنبالة هندسی‌‌اند.	 , b , a2 2 2  )3
c تشکیل دنباله‌‌ای حسابی می‌‌دهند. , b , a2 2 2  )4
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« تشکیل یک دنبالة حسابی با قدرنسبت 3 بدهند، آنگاه کدام گزینه درست است؟ ,z y x  104 اگر 

z تشکیل دنبالة حسابی با قدرنسبت 9 می‌‌دهند. y x» ,
2 2 2 )1

13 می‌‌دهند. z تشکیل دنبالة حسابی با قدرنسبت  y x» ,

1 1 1  )2

z تشکیل دنبالة هندسی با قدرنسبت 9 می‌‌دهند. y x
» ,2 2 2  )3

18 می‌‌دهند. z تشکیل دنبالة هندسی با قدرنسبت  y x» ,

1 1 1
2 2 2

 )4

با   ........ « تشکیل یک دنباله  ,c b a اعداد  آنگاه  با قدرنسبت 3 بدهند،  « تشکیل یک دنبالة حسابی  ,
c b aLog Log Log2 2 2 اگر   105 
قدرنسبت .......... می‌‌دهند؟

r = 8 4( حسابی و  	  r = 9 3( حسابی و  	  r = 8 2( هندسی و  	  r = 9 1( هندسی و 

یادتونه چه موقع یک دنباله هم حسابی بود و هم هندسی؟!!

, هم حسابی و هم هندسی است. مجموع ده جملة اول این دنباله کدام است؟ , , ...a b b a+ + −3 1 2 2  106 دنباله 

40 )4 	 30 )3 	 20 )2 	 10 )1

دو سؤال جون‌‌دار دیگه از این تیپ دنباله‌‌های ترکیبی حل کنید و بعدش میریم سراغ درسنامة آخرین مدل سؤالات ترکیبی دنباله.

« تشکیل یک دنبالة هندسی می‌‌دهند. قدرنسبت دنبالة هندسی کدام است؟ ,c a b « تشکیل دنبالة حسابی و اعداد  ,c b a  107 اعداد متمایز 

-1 )4 	 -2 )3 	 2 )2 	  −
1
2  )1

a کدام است؟
b ) ، دو برابر واسطة هندسی آنهاست. مقدار  ) »a b b a>  108 واسطه حسابی دو عدد 

 +4 2 3  )4 	  +7 4 3  )3 	 7 )2 	  −7 4 3  )1

 27

ــک  ــا حــل ی ــوزش را ب ــای حســابی و هندســی اســت. آم ــی از دنباله‌‌ه ــپ ســؤال خــاص ترکیب ــک تی ــای ی ــع آموزش‌‌ه ــن درســنامه در واق ای
ــم! ــتی آن را می‌‌گویی ــة تس ــان نکت ــم و در پای ــل می‌‌کنی ــف آن را ح ــه روش مختل ــه س ــم و ب ــروع می‌‌کنی ــؤال ش س

ســؤال: جمــات ســوم، پنجــم و هشــتم یــک دنبالــة حســابی غیــر ثابــت، بــه ترتیــب ســه جملــة متوالــی از یــک دنبالــة هندســی هســتند. 
قدرنســبت دنبالــة هندســی کــدام اســت؟

b بــه عنــوان شــرط ســه جملــة متوالــی هندســی اســتفاده می‌‌کنیــم. البتــه ماننــد زیــر آن را روی جمــات  ac=2 روش اول( در ایــن روش از 
حســابی داده شــده اعمــال می‌‌کنیــم:

 ( ) ( )( )
b ac

a , a , a a d, a d, a d a d a d a d Âwk¹À Â²H¼T¶ 

ÂMIve

=
⇒ + + + → + = + +2

2
3 5 8 2 4 7 4 2 7 �

 a ad d a ad d d ad ÁpIw ½jpIw

 ¥oTz¶ ¾±µ] » ÍMo¶ jIdUH ⇒ + + = + + → =2 2 2 2 28 16 9 14 2 �

 a dd a d d d dr r ra d d d da d
¡ ¡ ù (SMIY oÃü ¾²ILºj) ¾±µ] ¦Ä

Âwk¹À SLvº nk¤

·A Â±L¤ ¾±µ]

== + +
⇒ ⇒ = = → = = ⇒ = + +=

20 4 2 4 6 3
2 2 2 4 22

�

مسائل ترکیبی دنبالة حسابی و هندسی )2(
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روش دوم( نــام آن را روش تفاضــات می‌‌گذاریــم کــه کمتــر اســتفاده می‌‌شــود، امــا یــک فرمــول تســتی بســیار نــاب و زیبــا از آن اســتخراج 
می‌‌شــود. پــس بــه دقــت روش حــل آن را دنبــال کنیــد: 

یادآورى ) :حسابی  )m na a m n d− = − �
ابتدا یک یادآوری و سپس حل مسئله:

 
: x , xr , xr

: a , a , a

Âwk¹À â¾²ILºj ¦Ä Â²H¼T¶ â¾±µ] ¾w

Âwk¹À IM oËI¹T¶ ÂMIve R°µ]







  

2

3 5 8

�

 ( )
( )

xr r dxr xr a a:
x r dxr x a a

R°òIÿU

  − =− = − ⇒ 
− =− = −  

2
8 5

5 3

1 3
1 2




 ( )

( )
xr r d rdx r

·jo¨ ´Ãv£U

−
⇒ = ⇒ =

−
1 3 3

2 21



 �

ــاف شــمارة جمــات پنجــم و  ــی اخت a یعن a−8 5 ــده؟! از  r ، 3 از کجــا آم =
3
2 ــد  ــگاه کنی ــن روش دوم را مجــدداً ن ــان حــل ای خــب پای

ــده؟ از اختــاف جمــات ســوم و پنجــم!!  هشــتم!! 2 از کجــا آم

پس می‌‌توان نکته زیر را استخراج کرد:

k ام یک دنبالة حسابی غیر ثابت به ترتیب سه جملة متوالی یک دنبالة هندسی باشند، آن گاه قدرنسبت  m ام و  n ام ،  یه نکته باحال: اگر جملات 

 )فقط حواست به صورت و مخرج کسر باشه(
k mr m n

−
= − دنبالة هندسی برابر است با: 

خب مجدداً به صورت سؤال مطرح شده در این درسنامه نگاه کنید و با روش سوم )فوق سرعتی( آن را حل کنید:

سؤال: جملات سوم، پنجم و هشتم یک دنباله حسابی .............؟

r =
3
2 روش سوم( 

خطـر!!! حتمـاً روش تشـریحی، مخصوصـاً روش اول را یـاد بگیریـد، چـون گاهـی سـؤالات طـوری طراحـی می‌‌شـوند کـه دیگر با فـرم خاص گفته 
شـده نیسـت و نمی‌‌تـوان از فرمـول تسـتی اسـتفاده کـرد، در تسـت‌‌های پاییـن بـا چنین مسـائلی برخـورد خواهید کرد.

 109 جملات دوم و پنجم و دوازدهم از یک دنبالة حسابی، می‌‌توانند سه جملة متوالی از یک دنبالة هندسی باشند. قدرنسبت دنبالة 
هندسی کدام است؟� )تجربی داخل 92(

 94  )4 	  73  )3 	  74  )2 	  53  )1

احسنت بر تو، اولین سؤال دفترچه کنکور سراسری تجربی 92 رو در 2 ثانیه حل کردی!!
دو سؤال بعدی رو هم میتونی از همون نکته استفاده کنی، ولی باید یه کارهایی دیگه هم بعدش انجام بدی تا به گزینة درست برسی.

 110 در یک دنبالة حسابی، جملات سوم، هفتم و نهم می‌‌توانند سه جملة متوالی از دنبالة هندسی باشند. چندمین جملة این دنباله صفر 
)تجربی داخل 88( است؟�

12 )4 	 11 )3 	 10 )2 	 9 )1

 111 جملات پنجم، سوم و هفتم یک دنبالة حسابی غیر ثابت به ترتیب جملة اول، دوم و سوم یک دنبالة هندسی هستند. اگر جملة 
)مشابه سنجش 97( 1 باشد، جملة پانزدهم دنبالة هندسی کدام است؟�

8 چهارم دنبالة هندسی برابر 

-512 )4 	 512 )3 	 -256 )2 	 256 )1
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همانطور که در درسـنامه هم اشـاره کردم در این مسـائل ترکیبی شـما باید روش‌‌های اصلی و تشـریحی رو هم مسـلط باشـید، چون شـاید مثل 
کنکـور تجربـی خارج 92، اینجوری سـؤال بیاد........

 112 در یک دنبالة هندسی، جملة دوم و دو برابر جملة پنجم و جملة هشتم، می‌‌توانند سه جملة متوالی از یک دنبالة حسابی باشند. 
بزرگترین این سه عدد چند برابر کوچکترین آن‌‌ها است؟� )تجربی خارج 92(

 +7 4 3  )4 	  +5 4 3  )3 	  +5 2 3  )2 	  +2 3  )1

Hossein
Typewriter
@andishehesabi      اندیشه حسابی

Hossein
Typewriter

Hossein
Typewriter
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پاسخسؤالپاسخسؤالپاسخسؤالپاسخسؤال

12333652973
222343663984
34354671992
443626831003
523736921012
613837021022
723927111032
834027241044
934137331052
1024227431064
1114337541073
1244437621083
1314547721093
1414637841103
1544727911112
1644828041124
173493812
181503824
194514831
202522843
212532852
221544863
233551873
244562881
254572893
262582904
273592913
281602924
293613932
303624942
312634951
322642962

پاسخنامة کلیدی فصل 2: الگو و دنباله‌
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