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o�.),  � �� � � �,	�� -� 	�S �6� �!�� N ′ �� o�.), �� ����� * �'R(6�� �� �� �� ��	:5 �� * ��
�� ��� e�.5

N ′ +mg cos θ = mRθ̇2

mg sin θ = mRθ̈. �1�

-� * �� �� :� �� * �5A� -�  � ���* �� ��	:5 �� * �� ��� �'R(6�� �� M� o�.), �� ���� �$ ����
��+�g o�.), �� ���� �� 0��  !� ��	��� 7=	$ o�.), �� ���� -� ��� ���C � *  �� ��� �� +����� ����
o�.), �� ���� �� ��	��� ��0 �'R(6�� �� +�g �	�  3a * �� ��� �$��0 ��$ �$ ( �'R(6�� �� *�
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�� �� :� �� * �5A� ��A� �	��� h	_A� o�.), �� ����� * �'R(6��
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��	�  ,1�� �'R(6�� -� �* �� o�.), �� ����� F�  P �� �'R(6��  � ���* 6� ES
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�� �K�)�C �� L:�'�)� �$-� � 6� �K� D� K��� -�� �� �.)� �,	�� -� 	�S �� θ �� �3q	Y� �� � � $ �	���

�	��� �V��� e�	a  � �� �6��$ +�3��� �; ��

1

2
mR2θ̇2 +mgR cos θ = mgR, ⇒ θ̇2 =

2g

R
(1 − cos θ). �2�

������ ��� �� N ′ ��1� D� *� �� �&��� �� ���/!0 � �$

N ′ = mg(3 cos θ − 2) �3�

������ ��� �� �	��� ���* -�  � ���� �� �$ ��* �� �'R(6�� �� � � �,	�� -� 	�S �� +�3��� �

2N = 2N ′ cos θ +Mg ⇒ N = mg cos θ(3 cos θ − 2) +
Mg
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U� $ �� *� �'R(6��  !� ��A� ��	��:� ���* �'R(6�� �� ���� U� $ �� ��* �� �θ0 8� 9� ����*�� ��
-� �� � � ������ -f� ��  3a -� �* *�� , ������� θ0 �� ��*�� �� o�.), �� ����� ��S* ��� ��*�� ,

�� �q�A� ��� ��� ����� �	0* θ0 8� 9� ����*�� �$

3 cos2 θ0 − 2 cos θ0 +
M

2m
= 0, �5�
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3
±
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9
− M

6m
. �6�

����� �$ ��K�� ���� cos−1(1/3) ��  ,��J� � K�� * cos−1(1/3) ��  ,7=	$ ���*�� ��� �� �_�
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������ "�	0 θ0 �� � � M� �� �q�A� ��� 3M > 2m �$ �,�	a �� ����
��R� ���� �� �'R(6��  !� ��	��� ��R� ���� �� �'R(6�� �� 6���.� �3M ≤ 2m ���$ v # M(
e� '�f� �� �_� ��� �	� ��R� ���� �� �'R(6�� �$-� �� � � �6��� -f� h � �� pJ$ � I� 3,�� ��	�
�� �� θ̈± * θ̇± �6� �!�� T �� ������ θ0 �� ��*�� �� o�.), �� ����� �$ ���� ����  3a ��s h �� ���

�6��$�� U� A,  �� e� �	a

θ̇± = lim
ε→0+

θ̇|t=T±ε,

θ̈± = lim
ε→0+

θ̈|t=T±ε. �8�

�:� ��� � �6��$�� U� A, e�	a ��:� �� J�� ��  K�� �� ���:$ �� � � ± �� 
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θ̇2− =
2g

R
(1 − cos θ0),

θ̈− =
g

R
sin θ0. �9�

�� ��� e�.5 o�.), ������ * �'R(6�� �� �5	:V� �� �; ��

1

2
Mḣ2 +m

[
(ḣ−Rθ̇ sin θ)2 + (Rθ̇ cos θ)2

]
+Mgh+ 2mg(h+R cos θ) = 2mgR. �10�

�	��� �V��� -� -� � $ +�� � �$

(
M

2
+m

)
ḣ2 +mR2θ̇2 − 2mRθ̇ḣ sin θ +Mgh+ 2mg(h+R cos θ) = 2mgR. �11�

6��*� ��� �� 6���	,�� �� θ̇2+ ����)�  3a ḣ+ * h+ -�� ��R� �� �Qdq �� �$��� �� �)��� �

θ̇2+ =
2g

R
(1 − cos θ0), �12�

�	��� �V��� 6� �K� i�f� -�� �� �.)� �10� �� �&��� ��  !� ���� θ̇2− ����'� -:� �$

M + 2m

2
ḣḧ+ 2mR2θ̇θ̈ − 2mR(θ̇2 cos θ + θ̈ sin θ)ḣ

−2mRθ̇ḧ sin θ + (Mg + 2mg)ḣ− 2mgRθ̇ sin θ = 0. �13�

�	��� �V��� 0��� ��

2mR2θ̇+θ̈+ − 2mgRθ̇+ sin θ0 − 2mRθ̇+ḧ+ sin θ0 = 0, ⇒ θ̈+ =
g + ḧ+

R
sin θ0. �14�
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Mḧ+ 2mÿ = −(M + 2m)g �15�

�6��*� ��� �� θ * h k� )( � �� y ����� ��� �&��� ��� �� +�3��� �� � �

y = h+R cos θ, ⇒ ÿ = ḧ−R(θ̇2 cos θ + θ̈ sin θ), �16�

������ ��� �� ḧ i� P ��� �� �6��$ ���/!0 �15� �� Nt� *

ḧ =
2mR

M + 2m
(θ̇2 cos θ + θ̈ sin θ) − g. �17�

��	��� θ̈+ = (g sin θ0)/R * ḧ+ = 0 6��$ ���/!0 M� �� �&��� �� �14� * �12� �� �� θ̈+ * θ̇+  !�
����)� ���	�C θ̈ * θ̇ 8� 9� J�� θ̈ * ḧ ��A� ���� θ̈+ = θ̈− * ḧ+ = ḧ− NC

��� �� ...

h ��17� �� 6�'�)� �� � �!i�f� � �6��*� ��� �� �� h �� ��A� i� �f� 6���� M(
������

...

h =
2mR

M + 2m
(3θ̇θ̈ cos θ − θ̇3 sin θ +

...

θ sin θ). �18�

�� �$ ��� �� � � �6��*� ��� �� �� ...

h 6���	,�� M� �� �&��� �� ���/!0 * ...

θ �� ���� � D	aM��R5
�� ��� e�.5 ...

θ+ �� � � �V��� �6� �!�� i�f� �L��V� 6���	� �; �� �� �K�)�C �� � � �$ ���&���

R
...

θ+ = gθ̇+ cos θ +
...

h sin θ0. �19�

�6��� �� S �17� �� �&��� �� �� ...

θ+ �� � � ���'� ��� ��� �#$
(
1 − 2m

M + 2m
sin2 θ0

)
...

h+ =
4mgθ̇+
M + 2m

sin θ0(3 cos θ0 − 1). �20�

�� S � m > 3M/2 y�  � �$ �,�	a �� ��A� ...

h+ > 0 NC �cos θ0 > 1/3 �$ �����C �6� �� �&��� ��
�� ��* �� �'R(6�� ������� ��*�� -� �� o�.), �� ����� ��S* �$ ���� �	0* θ0 8� 9� ����*�� ���
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