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 برنامه ریسی خطی

 از ها صفحه نیم اشتراک یافتن مورد در شده بحث الگوریتم•

 .بود O(n log n) مرتبه

   دارد؟ وجود هم بهتری الگوریتم آیا•

 نیم اشتراک در نقطه یک تنها است کافی گیری قالب مساله در•

 وجود هم بهتری الگوریتم است ممکن پس کنیم، پیدا ها صفحه

 .باشد داشته
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 برنامه ریسی خطی

 محدودیت از ای مجموعه برای جواب یک کردن پیدا مساله•

  خطی سازی بهینه یا خطی ریزی برنامه مساله به خطی های

 .است معروف
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 برنامه ریسی خطی

 نام شدنی نقطه یک کند صدق قیدها تمام در که ای نقطه هر•

 .دارد نام شدنی ناحیه نیز ها صفحه نیم همه اشتراک .دارد

 می ممکن مقدار بیشترین به هدف تابع مقدار که شدنی نقطه•

   .است مساله جواب رسد،
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 برنامه ریسی خطی

 مختلفی های روش عملیات در تحقیق در مساله این حل برای•

 مورد بسیار نیز عمل در که ها روش این ترین مهم .دارد وجود

 .است سیمپلکس روش گیرد، می قرار استفاده

   .است محدودیت n با بعدی-2 مساله یک ما مساله روش این در•

 تابع یک باید خطی سازی بهینه های روش از استفاده برای•

 بدست جواب یک تا کنیم حل را مساله و تعریف خواه دل هدف

   .آوریم
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 برنامه ریسی خطی

 کوچک اندازه با مسایل برای عملیات در تحقیق های روش•

 هندسه روش با مساله حل دنبال به ما پس نیستند، مناسب

 .هستیم محاسباتی
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 برنامه ریسی خطی

مجموعه محدودیت های مساله را با                            •

 .  نشان می دهیم

بردار                   تابع هدف را تعریف می کند، پس تابع •

 .  هدف مساله به صورت                          است

و                هدف ما تعیین نقطه ای مانند             است که •

 .         بزحمز ماکزیمم است
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 برنامه ریسی خطی

این مساله برنامه ریزی خطی را با           و ناحیه شدنی آن •

 .  نشان می دهیم Cرا با 

 :            حالت های مختلف مساله •
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 برنامه ریسی خطی

ایده راه حل هندسی مساله استفاده از یک الگوریتم افزایشی •

 .است

در هر مرحله یک محدودیت اضافه می شود و برای مساله •

 .جدید یک جواب بهینه بدست می آید
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 برنامه ریسی خطی

در این الگوریتم لازم است که در هر مرحله مساله دارای •

اما ممکن همیشه این شرط برقرار . جواب بهینه یکتا باشد

 .نشود

 .  مساله بی کران باشد -•

 .  دو محدودیت جدید اضافه می کنیم   
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 برنامه ریسی خطی

مساله بی نهایت جواب داشته باشد، در این حالت از ترتیب  -•

 .  الفبایی استفاده می کنیم
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 برنامه ریسی خطی

جواب بهینه هر مرحله یک راس از ناحیه شدنی است که آن را •

 .می نامیم راس بهینه

 :  قرار می دهیم •

 

 .نشان می دهیم  𝑣𝑖را با  iو جواب یکتای مرحله •

   :داریم •

i ،𝐶𝑖در نتیجه اگر برای یک • = ، j≥ iآنگاه برای هر  ∅

𝐶𝑗 = ∅ . 
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 برنامه ریسی خطی

 :داریم  n≥i≥1با فرض های قبل برای هر :  لم•

 . 𝑣𝑖−1 𝑣𝑖=آنگاه  ℎ𝑖 ∈   𝑣𝑖−1اگر ( 1•

𝐶𝑖آنگاه  ℎ𝑖 ∉ 𝑣𝑖−1اگر ( 2• = که در آن  𝑙𝑖 ∈  𝑣𝑖 یا ∅

𝑙𝑖  خطی است کهℎ𝑖  را محدود می کند  . 
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 برنامه ریسی خطی
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 :ایده اثبات •

نمی  𝐶𝑖راس بهینه  . 𝐶𝑖  ∈   𝑣𝑖−1آنگاه ℎ𝑖 ∈   𝑣𝑖−1اگر •

زیر مجموعه  𝐶𝑖زیرا . بهتر باشد 𝐶𝑖−1تواند از راس بهینه 

𝐶𝑖−1 است. 

و تابع  𝐶𝑖−1درون  𝑣𝑖 𝑣𝑖−1آنگاه خط  ℎ𝑖 ∈   𝑣𝑖−1اگر •

با این  𝑙𝑖هدف در راستای آن صعودی است، اگر نقطه تقاطع 

 باشد، آنگاه                    𝑞پاره خط 

 .که تناقض است   



 برنامه ریسی خطی

 .  دو حالتی که پس از اضافه کردن نیم صفحه جدید رخ می دهد•
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 برنامه ریسی خطی

 باشد، مساله به صورت  ℎ𝑖 ∉ 𝑣𝑖−1با توجه به لم قبل، اگر •

 :  زیر در می آید 

 ،𝑙𝑖روی خط  pپیدا کردن نقطه 

 ، ℎ𝑖 ∈   ℎکه تابع هدف را ماکسیمم کند و برای هر  

  ℎ ∈   𝑝 . 

 عمودی نباشد 𝑙𝑖برای حل این مساله فرض می کنیم 

 :  و تابع هدف یک بعدی جدید را تعریف می کنیم  
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 برنامه ریسی خطی

 :مساله به صورت زیر در می آید•

𝑙𝑖اگر    ∩ ℎ  از چپ کران دار باشد: 

𝑙𝑖اگر   ∩ ℎ  دار باشد راست کران از: 

 

 

 مختص که در آن             

  𝑥  تقاطع𝑙𝑖  باℎ است  . 
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 برنامه ریسی خطی

• 𝑥𝑟𝑖𝑔𝑕𝑡=𝑚𝑖𝑛  * 𝑙𝑖             باشد دار کران راست از ∩ ℎ  +اگر

• 𝑥𝑙𝑒𝑓𝑡=𝑚𝑎𝑥  * 𝑙𝑖                باشد دار کران  چپ از ∩ ℎ  +اگر

 .قرار دارد [𝑥𝑙𝑒𝑓𝑡: 𝑥𝑟𝑖𝑔𝑕𝑡 ]جواب مساله در بازه •

 مساله جواب ندارد، در غیر اینصورت 𝑥𝑙𝑒𝑓𝑡> 𝑥𝑟𝑖𝑔𝑕𝑡 اگر •

 .یکی از نقاط انتهایی جواب است
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 برنامه ریسی خطی

𝑂(𝑖)مساله گفته شده در زمان •  .حل می شود  

 .حال آماده ایم الگوریتم را به طور رسمی ارایه کنیم•
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 برنامه ریسی خطی

مساله برنامه ریزی خطی  2D Bounded LPالگوریتم •

𝑂(𝑛2)  و با استفاده از𝑂(𝑛  .حافظه حل می کند (

درستی الگوریتم به سادگی از مطالبی که تا کنون گفته : ایده اثبات 

برای بررسی زمان اجرای الگوریتم . شده است، نتیجه می شود

 امین نیم صفحه باید  𝑖توجه کنید پس از اضافه شدن 

الگوریتم حل شود و این  6مساله بهینه سازی یک بعدی در خط 

𝑂(𝑖کار زمان   .لازم دارد  (
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 خطیبرنامه ریسی 

 پس زمان اجرای الگوریتم برابر است با •

•  𝑂(𝑖)𝑛
𝑖=1 = 𝑂(𝑛2)                     

∎ 
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 آیا می توان زمان اجرای الگوریتم را کمتر کرد؟•
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 برنامه ریسی خطی

 آیا می توان تعداد دفعات تغییر راس بهینه را محاسبه کرد؟•

 .  برای جواب به این سوال از یک مثال استفاده می کنیم•
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 برنامه ریسی خطی

پس برای کاهش زمان اجرای الگوریتم باید ترتیب نیم صفحه •

 .  ها اصلاح شود

اما می توان از یک ترتیب . یافتن ترتیبی که گفتیم ساده نیست•

 .  تصادفی استفاده کرد
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 برنامه ریسی خطی

 الگوریتم تصادفی•
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 برنامه ریسی خطی

 الگوریتم تصادفی•
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 برنامه ریسی خطی

 زمان اجرای الگوریتم•

به دست آوردن زمان اجرای الگوریتم ساده نیست و به ترتیبی که •

 .برای نیم صفحه ها تعیین می شود بستگی دارد

برای بدست آوردن زمان اجرای الگوریتم میانگین زمان اجرای •

 ترتیب مختلف را بدست می آوریم  !𝑛الگوریتم روی همه 

 .اجرای الگوریتم می نامیم زمان مورد انتظارو آن را    
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 برنامه ریسی خطی

 𝑛برای مساله برنامه ریزی خطی دو متغیره با : قضیه •
محدودیت زمان مورد انتظار اجرای الگوریتم 

2𝐷 𝑅𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚𝑖𝑧𝑒𝑑 𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑒𝑑 𝐿𝑃 خطی است  . 

 تصادفی و یا میانگین متغیر ریاضی امید : یادآوری    

     

     𝑓(𝑥)  :تابع چگالی احتمال 
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 برنامه ریسی خطی

 برابر  𝑅𝐴𝑁𝐷𝑂𝑀𝑃𝐸𝑅𝑀𝑈𝑇𝐴𝑇𝐼𝑂𝑁زمان اجرای : ایده اثبات •

 .   𝑂(𝑛)است با •

                   بدین را  𝑋𝑖تصادفی اضافه كردن صفحات، متغیر برای     

 :  كنیممی تعریف صورت 
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 برنامه ریسی خطی

برابر است  6صفحه در خط  nبرای شده پس زمان سپری •

 : با

 

 :ریاضیبودن امید  یخطتوجه بودن به با  
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 برنامه ریسی خطی

 چیست؟ 𝐸(𝑋𝑖)  :سؤال•

اینكه احتمال :پاسخ 𝑣𝑖 − 1ℎ𝑖 

 برای .كند تغییر مرحله این در بهینه نقطه اینكه احتمال یعنی ،
 Backwards Analysis  روند از احتمال این تحلیل

 انجام الگوریتم كه شود می فرض یعني شود، می استفاده
  حذف را ℎ𝑛 صفحه حال آمده، بدست 𝑣𝑛 بهینه راس و گرفته

 كنیم، می

  كند؟ می تغییر بهینه نقطه احتمالی چه با 
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 برنامه ریسی خطی

 از آنجا كه𝑣𝑛 راس 𝐶𝑛  ،می باشد 

 حداقل توسط دو تا از نیم صفحه ها تعریف می شوند    

𝐶𝑛تغییر مي كند كه راسی از  𝑣𝑛و وقتی      − 1  

را  𝑣𝑛یكددي از نددیم صددفحه هددایی اسددت كدده  ℎ𝑛نباشددد، یعنددی     
و از آنجدددا كددده ندددیم صدددفحه هدددا بددده طدددور . تعریدددف مدددي كندددد

  ℎ𝑛تصادفی اضافه شده اند، احتمال اینكه 

 𝑛/2باشدد حدداكثر  𝑣𝑛یكی از نیم صفحه های تعریف كننده    
 .باشد یم
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 برنامه ریسی خطی

 ؟ 𝑛/2حداكثر چرا•

 ممكن ℎ𝑛 حذف آنگاه باشد، یال دو از بیش كننده تعریف 𝑣𝑛 اگر اولا :پاسخ•
 هم باز ℎ𝑛 حذف از بعد 𝑣𝑛 است ممكن چون نشود، 𝑣𝑛 تغییر باعث است
 معادله، 𝑛 بر علاوه دوما .باشد راس

𝑚1   
 داشته دخالت 𝑣𝑛 ساختن در توانند مي هم 𝑚2 و 

 .كند مي كمتر 𝑛/2 از را احتمال هم این باشند،كه   
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 برنامه ریسی خطی

 برای Backwards روند همین اگر حال :پاسخ ادامه•

𝑖 اول معادله 𝐻 داریم  هم باز شود، گرفته درنظر: 

𝐸(𝑋𝑖)  2/ 𝑖 

 های برنامه تمام حل برای انتظار مورد كل زمان نتیجه در•

                                  :با است برابر بعدي دو خطی

                            𝑜 𝑖 .
2

𝑖
=  𝑜 𝑛 

∎ 
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 برنامه خطی بی کران

 دو اعمال با را نامحدود خطی برنامه قبل قسمت در•

 ممكن همیشه این اما كردیم، كراندار اضافی محدودیت

 كران ولی شود مي محدود خطی برنامه گاهی حتی و نیست

 ای گونه به شود می بزرگ بسیار ممكن ناحیه مرز همان یا

 .نیست شناخت قابل كه

,𝐻)خطی برنامه نبودن یا بودن کراندار چگونه• 𝑐) را 

  ؟ بدهیم تشخیص
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 برنامه خطی بی کران

,𝐻) برنامه خطيیك   :قضیه • 𝑐  )  است اگر غیركراندار

وجود داشته باشد بطوریكه         و   بردار و فقط اگریك 

و برنامه                     ℎ𝐻 براي تمام

,’𝐻) خطي 𝑐)  ممكن مي باشد اگر 
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 برنامه خطی بی کران

 :ایده اثبات •

به معنی  Cقبلا گفته شد كه بیكران بودن  :رفتطرف   •

گونه ایست كه كامل در ناحیه ممكن به  ρپرتوی وجود 

بزرگ دلخواه مقادیر  ρطول در  objقرار بگیرد و تابع 

 .بگیرد
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 برنامه خطی بی کران

•p: شروع نقطه ρ،      : آن جهت بردار    ρ={p+λd    : λ>0 }   

 از .             اگر فقط اگرو گیرد مي بزرگ مقادیر ρ طول در obj تابع•

 باشد، ممكن ناحیه سمت به h صفحه نیم نرمال بردار         اگر دیگر طرف

    :داریم آنگاه
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 برنامه خطی بی کران

و بردار     با  (   H, c)برنامه خطي   :طرف برگشت•

ممكن (  H’, c( چون .شرایط داده شده در لم مفروض است

’p0hHاست پس نقطه 
h   فرض کنید . داردوجود

 برای،از آنجا که  ρ0:={p0+ λ    : λ >0} پرتوی

•h  H’ پرتوی               ،ρ0  به طور کامل در هر کدام

بنابراین از آنجا . قرار می گیرد ’Hاز صفحات 

مقادیر بزرگ  ρ0در طول  objتابع  که                

 .دلخواه می گیرد
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 برنامه خطی بی کران

 که                     داریم ، ’h  H\H صفحه هرنیم برای

     تمام برای که دارد، وجود یλh پارامتر دهد می نتیجه

λh =<λ p0+ λd    h. فرض باλh  λ’ :=maxh  H\H’ 

 از کدام هر در کامل طور به ρ0 پرتوی +λ’      P:=P0 و

  (  H, c) درنتیجه .گیرد می قرار H عضو صفحات

 .است بیکران

∎ 
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 برنامه خطی بی کران

به صورت  cاگر ما مختصات را طوری دوران دهیم که بردار •

  و هر بردار جهت  c=(0,1)عمودی به سمت بالا باشد داریم 

d=(dx,dy)  که در لم گفته شده صدق کند می توان به صورت

d=(dx,1)  نوشت که با𝑑𝑥  روی خط𝑦 = نشان داده می  1

 .شود
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 برنامه خطی بی کران

 :الگوریتم •
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 برنامه خطی بی کران

محدودیت  𝑛یک مساله برنامه ریزی خطی دو بعدی با : قضیه •

 و حافظه مصرفی خطی حل  𝑂(𝑛)در زمان مورد انتظار 

 می شود    
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 تشکر از توجه شما عزیزان


