
چهارم فصل براي سؤال نمونه

باشد. داشته جواب قطعاً بازه آن در ديفرانسيل معادله كه كنيد تعيين را بازه اي ذيل، معادله هاي از يك هر براي دليل، ذكر با .۱
y(۴)+(x+۱)y′′+(tanx)y(x−۱)ج) = ۰ −t(tب) ۱)y(۴) + ety′′ + ۴t۲y = ۰ ′′′yالف) + ty′′ + t۲y′ + t۳y = ln t

دارد. جواب قطعاً بازه آن در y(n) + p۱(t)y(n−۱) + p۲(t)y(n−۲) + · · ·+ pn−۱(t)y′ + pn(t)y = g(t) معادله آنگاه باشند، پيوسته بازه يك در g و p۱, p۲, · · · , pn توابع اگر راهنمايي:

ارائه y(۰) = ۷
۲ , y

′(۰) = −۴, y′′(۰) = ۵
۲ , y

′′′(۰) = −۲ آغازين شرايط با y(۴) − y = ۰ معادله خصوصي جواب از كيفي تحليلي .۲
جواب كيفي ماهيت تغييرات و دهيد تغيير y′′′(۰) = − ۵

۸ به را y′′′(۰) = −۲ مقدار فقط اوليه، شرايط ساير تغيير بدون سپس دهيد.
نماييد.) مراجعه تدريس مرجع كتاب ۲۴۹ و ۲۴۸ صفحه در ۲ مثال حل به كامل حل مشاهده (براي كنيد. بررسي قبلي اوليه شرايط به نسبت را

نماييد.) مراجعه تدريس مرجع كتاب ۲۵۱ ص در ۴ و ۳ مثال هاي و ص۲۴۷ در ۱ مثال حل به كامل حل مشاهده (براي بيابيد. را ذيل ديفرانسيل معادله هاي از يك هر عمومي جواب .۳
y(۴)ج) + y = ۰ y(۴)ب) + ۲y′′ + y = ۰ y(۴)الف) + y′′′ − ۷y′′ − y′ + ۶y = ۰

كنيد. مشخص را t۳y(۴) + t۲y′′′ + ty′′ − ۲y = ۰ ديفرانسيل معادله جواب هاي اساسي مجموعه رانسكين .۴
كنيد. استفاده W (y۱, y۲, · · · , yn)(t) = ce−

∫
p۱(t) dt به صورت آبلِ فرمول از y(n) + p۱(t)y(n−۱) + p۲(t)y(n−۲) + · · ·+ pn(t)y = ۰ معادله براي راهنمايي:

است. مفروض t۳y′′′ − ۳t۲y′′ + ۶ty′ − ۶y = ۰ ديفرانسيل معادله .۵
بيابيد.ب) را معادله عمومي جواب مرتبه، كاهش روش از استفاده با )الف) t > ۰) است. معادله از جوابي φ(t) = t تابع دهيد نشان

كتاب) ۲۵۷ ص ۳ (مثال كنيد. پيدا را y′′′ − ۴y′ = t+ ۳ cos t+ e−۲t ديفرانسيل معادله نامعين) ضرايب تعيين (بدون خاص جواب كلي شكل .۶
كتاب) ۲۵۷ ص ۲ ب=مثال و ۲۵۶ ص ۱ (الف=مثال بيابيد. را ذيل ديفرانسيل هاي معادله از يك هر خاص جواب .۷

y(۶)د) + y′′′ = t y(۴)ج) + y′′′ = sin ۲t y(۴)ب) + ۲y′′ + y = ۳ sin t ′′′yالف) − ۳y′′ + ۳y′ − y = ۴et

( −π
۲ < t < π

۲ ) است. مفروض y′′′ + y′ = tan t ديفرانسيل معادله .۸
كنيد.ب) پيدا را معادله عمومي جواب است.)الف) شده حل درس كلاس (در كنيد. پيدا را معادله خاص جواب

( −π
۲ < t < π

۲ ) است. مفروض y′′′ + y′ = sec t ديفرانسيل معادله .۹
كنيد.ب) پيدا را معادله عمومي جواب است.)الف) شده حل درس كلاس (در كنيد. پيدا را معادله خاص جواب

را معادله خاص جواب انتگرالي شكل باشد. y′′′ − y′′ − y′ + y = g(x) با متناظر همگن معادله جواب هاي e−t و tet ،et كنيد فرض .۱۰
است.) شده حل نيز درس كلاس در كه كتاب ۲۶۲ ص ۱ (مثال بيابيد.

است.) شده حل درس كلاس (در (x > ۰) باشد. x۳y′′′ − ۳x۲y′′ + ۶xy′ − ۶y = g(x) با متناظر همگن معادله جواب هاي x۳ و x۲ ،x كنيد فرض .۱۱
كنيد.ب) مشخص را ناهمگن معادله عمومي جواب كنيد.الف) مشخص انتگرال به صورت را ناهمگن معادله خاص جواب
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ششم فصل براي سؤال نمونه
كنيد. استفاده دلتا تايع ويژگي و لاپلاس ها جدول ۱۹ رديف در «توجه» از (و) و (هـ) براي و لاپلاس تبديل تعريف از (د) تا (الف) براي راهنمايي: كنيد. پيدا را ذيل انتگرال هاي مقدار .۱

ج)
∫ +∞

۰
te−۲t sin t dt ب)

∫ +∞

π

e−st sin ۳t dt الف)
∫ +∞

۰
e−۲t sin ۳t dt

و)
∫ t

۱
۲

δ(u− π

۴ ) sin ۳u du; t>π
۴ هـ)

∫ +∞

−∞
δ(t− π

۴ ) sin ۳t dt د)
∫ +∞

۰
te−(s+۱)t cos t dt

( s > ۰ (توجه: است. L{[t]} =
e−s

s(۱− e−s)
به صورت f(t) = [t] يا صحيح جزء پله اي تابع لاپلاس تبديل دهيد نشان ،t ≥ ۰ فرض با .۲

فرمول از |q| < ۱ براي لاپلاس گيري، از پس پايان در و كنيد بازنويسي واحد) پله اي (تابع هِوي سايد پله اي تابع با را آن سپس و بنويسيد ضابطه اي بي نهايت تابع يك به صورت را جزءصحيح تابع راهنمايي:
كنيد. استفاده ∑∞

n=۱ qn = q
۱−q

هندسي سري

كنيد. استفاده لاپلاس تبديل هاي جدول از مستقيم به طور راهنمايي: (t ≥ ۰ (توجه: بيابيد. را زير تابع هاي از يك هر لاپلاس تبديل .۳

f(t)الف) = −π

۲ − ۵t۳ + e−
۲
۳ t − ۳ sin(۴πt)− ۳δ(t− ۵) + u۲(t) +

∫ t

۰
cosh(۲u) du

g(t)ب) = ۳e−۲t cos(۲t) + uπ(t) sinh(t− π) + (۲− t)u۳(t) + t cos(t) + u۳(۵t) + e۲t
∫ t

۰
e−۲u cos u du

h(t)ج) = e−۲t sin۲ t−
√۲te−t cos(۲t) + tδ(۳t− ۲) +

∫ t

۰
δ(u− π

۴ ) sin ۳u du
k(t)د) = uπ(t)e

۲t(t− π) sin ۳t

كنيد. استفاده لاپلاس تبديل هاي جدول ۱۲ رديف از راهنمايي: بيابيد. را L{f( t۳)} و L{f(۲t)} اين صورت در L{f(t)} = ln(
s− ۲
s+ ۱) اگر الف) .۴

كنيد. استفاده لاپلاس تبديل هاي جدول ۱۲ رديف از راهنمايي: بيابيد. را L{۱− e۳t

۲t } اين صورت در L{۱− et

t
} = ln(۱− ۱

s
) اگر ب)

لاپلاس. جدول ۱۳ رديف در «نتيجه» كمك با راهنمايي: كنيد. پيدا را L−۱{F (۲s+ ۳)} اين صورت در L−۱{F (s)} = t+

∫ t

۰
sin۲u du اگر ج)

بيابيد. را زير تابع هاي از يك هر لاپلاس وارون تبديل .۵
Fد) (s) =

e−۲s

s۲ + s− ۲ Fج) (s) =
۱− e−۲s

s۲
Fب) (s) =

۳s− ۱
s۲ + ۴ Fالف) (s) =

s۲

s۲ + ۱
Fز) (s) =

۱
۲s(s− ۱) Fو) (s) =

s۲

s۴ − ۱ Fهـ) (s) =
۲

s۲(s۲ + ۴)
براي نماييد. استفاده انتقال قضيه هاي از سپس و كنيد كامل مربع را (د) مخرج نماييد، كسر تفكيك را (ج) و (ب) كنيد. بررسي را داده شده تابع لاپلاس وارون وجود براي لازم شرط (الف) در راهنمايي:

كنيد. استفاده مناسب نحو به لاپلاس فرمول هاي از قسمت ها همه در ضمناً كنيد. تجزيه جزئي كسرهاي به نيز (و) براي كنيد. استفاده جزئي كسرهاي به تجزيه از يا پيچش انتگرال از يا (هـ)

راهنمايي: بنويسيد. چندضابطه اي تابع يك به صورت را g(t) = L−۱{ e−۱۰s

۵s۲(s۲ + ۴)} و f(t) = L−۱{ e−۵s

۲s۲ + s+ ۲} توابع از يك هر .۶
كنيد. چندضابطه اي را آن ،۳۷۴ ص وسط در ۱ مثال پايان يا ۳۵۷ ص در ۴ مثال انتهاي با مشابه كرديد، پيدا هِوي سايد تابع حسب بر را حاصل آنكه از پس

كنيد. استفاده sin a · cos b = ۱
۲ [sin(a+ b)+sin(a− b)] فرمول از انتگرال گيري براي راهنمايي: .sin t∗ cos t tدلخواه

= ۱
۲t sin t دهيد نشان ،∗ تعريف از استفاده با .۷

بيابيد. را δ(t− ۲) ∗ sin t حاصل ، (t ⩾ ۰ (براي لاپلاس وارون تبديل از استفاده روش و دلخواه) t (براي ∗ پيچشي ضرب تعريف از استفاده روش دو به .۸
. δ(t− c) ∗ f(t) c⩾۰

= uc(t)f(t− c) دهيد نشان ، (t ⩾ ۰ (براي لاپلاس وارون تبديل از استفاده و دلخواه) t (براي ∗ پيچشي ضرب تعريف از استفاده روش دو به .۹
بگيريد.) نظر در را f(t) = cos t تابع (راهنمايي: نيست. f ∗ ۱ = ۱ ويژگي داراي لزوماً ،۱ ثابت تابع در f تابع كانولوشن) يا (تلفيقي پيچشي ضرب دهيد نشان الف) .۱۰

بگيريد.) نظر در را f(t) = sin t تابع (راهنمايي: نيست. f ∗ f ≥ ۰ ويژگي داراي لزوماً خودش، در f تابع كانولوشن) يا (تلفيقي پيچشي ضرب دهيد نشان ب)
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كنيد. استفاده لاپلاس ها جدول ۱۴ رديف در L−۱{F (s)} = −
۱
t
L−۱{F ′(s)} فرمول از راهنمايي: كنيد. محاسبه را ذيل توابع لاپلاس وارون تبديل  .۱۱

lnو)
( ۴√s۲+۴√

s

) lnهـ)
(

s۳+s
(s+۲)۳

) arccotد) s )arctanج)
۱
s
) )lnب)

s

s− ۱) lnالف) s

كنيد. استفاده ۱۴ نتيجه و ۲۰ ،۱۳ فرمول هاي از راهنمايي: به ترتيب كنيد. پيدا را L−۱{ ۱
s−۱ ln

(
s+۱
s−۱

)
} حاصل .۱۲

كنيد. استفاده L{
f(t)

t
} =

∫ +∞

s
F (u) du يعني لاپلاس ها، جدول ۱۵ رديف فرمول از راهنمايي: كنيد. پيدا را ذيل تابع هاي از يك هر لاپلاس تبديل .۱۳

د)
∫ t

۰

۱− cos u

u
du ۲ج) cos۲ t− ۲e−t

t
sin۲ب) t

t
sinالف) t

t

∫ +∞

۰
۱
t
e−t sin t dt = L{

sin t

t
}
∣∣∣∣
s=۱

راهنمايي: كنيد. محاسبه را
∫ +∞

۰

۱
t
e−t sin t dt مقدار .۱۴

كنيد. استفاده لاپلاس جدول ۱۵ رديف در نتيجه از راهنمايي: كنيد. پيدا را ذيل انتگرال هاي از يك هر مقدار .۱۵

ج)
∫ +∞

۰

e−t − e−۳t

t
dt ب)

∫ +∞

۰

et − cos ۲t
t

dt الف)
∫ +∞

۰

sin t

t
dt

لاپلاس. جدول ۲۳ و ۲۲ رديف هاي «نتيجه » راهنمايي: كنيد. پيدا را f ′(۰) و limt→+∞ f(t) مقدار اين صورت در ،L{f(t)} =
s+ ۲

۲s۲ + ۲s+ ۱ اگر .۱۶

صفر شيب آنجا در و مي گذرد (۰, ۱) نقطه از كه باشد y′′ + ۲y′ + ۲y =

{
t ۰ ≤ t < π

۰ t ≥ π
معادله از جوابي y = φ(t) كنيد فرض .۱۷

.I۱ = ۴− (۱+ π)e−π آخر: جواب بيابيد. را I۲ =
∫∞
۲ ۵e−tφ(t− ۲) dt و I۱ =

∫∞
۰ ۵e−tφ(t) dt مقدار اين صورت در دارد.

.I۱ =
∫∞
۰ ۵e−۲tφ(t) dt = ۵L{φ(t)}

∣∣
s=۲ همچنين .φ′(۰) = ۰ يعني ،(۰, ۱) نقطه در صفر شيب بگيريد. لاپلاس طرفين از سپس و بازنويسي واحد پله اي تابع با را دوضابطه اي تابع راهنمايي:

بيابيد. y(۰) حسب بر را ty′′ + ۲y′ + ty = ۰ ديفرانسيل معادله جواب لاپلاس تبديل .۱۸
.arctan s+ arccot s = π

۲ , arccot s = arctan( ۱
s
) كه كنيد توجه و F (s) = y(۰)(c+ arccot s) = y(۰)(c+ π

۲ − arctan s) آخر: جواب
و ۱۴ رديف از مستقيماً L{ty} و مي شود محاسبه لاپلاس جدول ۲۲ رديف از L{y′} واقع، در كنيد. استفاده مناسب به نحو لاپلاس جدول ۱۴ رديف از سپس و بگيريد لاپلاس طرفين، از راهنمايي:

مي شود. L{ty′′} = (−۱)۱
(
L{y′′}

)′
= −(s۲L{y} − sy(۰)− y′(۰))′ = −(۲sL{y}+ s۲L{y}′ − ۱) = −۲sF (s)− s۲F ′(s)− ۱ به صورت ۱۴ رديف از L{ty′′}

است. شده  حل كلاس در اول قسمت سه هر توجه: بيابيد. را ذيل عبارات حاصل -۱ .۱۹
}L−۱ج) s۲ + ۱

s۳ + s۲ + s
} }L−۱ب) e−πs

s(s۴ + ۵s۲ + ۴)} }L−۱الف) e−۲s

s۵ − s
}

كند. صدق داده شده اوليه شرايط در كه كنيد پيدا را جوابي ذيل، معادله هاي از يك هر براي -۲
است. شده  حل كلاس در كه كنيد استفاده ۱ -۱۸ قسمت هاي از زير، در اول قسمت سه براي توجه:

y(۴)الف) − y = u۱(t)− u۲(t); y(۰) = y′(۰) = y′′(۰) = y′′′(۰) = ۰
y(۴)ب) − ۵y′′ + ۴y − ۱ = −uπ(t); y(۰) = y′(۰) = y′′(۰) = y′′′(۰) = ۰
′yج) + y =

∫ t

۰ y(t− u) sin u du; y(۰) = ۱
y(۰).)د) = ۰ بايد الزاماً همچنين كنيد. حل قبل قسمت مشابه سپس و ببريد انتگرال داخل به را et دومين (راهنمايي: y(t) = tet − ۲et ∫ t

۰ e
−uy(u) du

است.)هـ) شده حل نيز كلاس در كه كتاب ۳۷۳ ص ۱ مثال (راهنمايي: ۲y′′ + y′ + ۲y = δ(t− ۵); y(۰) = y′(۰) = ۰
كنيد.)و) استفاده مناسب به نحو لاپلاس جدول ۱۴ رديف از سپس و بگيريد لاپلاس (راهنمايي: ty′′ + (۱− t)y′ + y = ۰; y(۰) = ۱, y′(۰) = −۱
كنيد.)ز) استفاده مناسب به نحو لاپلاس جدول ۱۹ رديف از سپس و بگيريد لاپلاس (راهنمايي: y′′ + y = δ(t− ۲π) cos t; y(۰) = ۰, y′(۰) = ۱

كنيد.)ح) استفاده مناسب به نحو لاپلاس جدول ۲۰ رديف از سپس و بگيريد لاپلاس (راهنمايي: y′ + ۲y + ∫ t

۰ y(u) du = ۰; y(۰) = ۱
)ط) y(t) = ۲√t

π
آخر: جواب بگيريد. لاپلاس سپس و كنيد تبديل تابع دو پيچشي ضرب به را انتگرال ،u = tx تغييرمتغير با (راهنمايي:

∫ ۱

۰

y(tx)√۱− x
dx =

√
t
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هفتم فصل براي سؤال نمونه

هستند. راهنمايي  داراي نيز برخي البته شده اند. حل pdf جزوه در يا درس كلاس در يا ذيل، تمرين هاي همه تقريباً توجه:
سپسالف)۱. و بنويسيد ديفرانسيل معادله يك صورت به را

{
x′ = y

y′ = −y − ۴x+ ۲ sin ۴t ديفرانسيل معادله ناهمگن دستگاه

بيابيد. را دستگاه خصوصي جواب y(۰) = ۳ و x(۰) = ۱ آغازين شرايط با سپس كنيد. پيدا را دستگاه عمومي جواب

بنويسيد.ب) را y(۰) = ۳ و x(۰) = ۱ اوليه شرايط با
{
x′ = y

y′ = −y − ۴x+ ۲ sin ۴t معادله دستگاه ماتريسي شكل

k.ج) ̸= ۰ و y(t) = k|x(t)| آخر: جواب بيابيد.
{
x′ = t

xy

y′ = t
x۲

ديفرانسيل معادلات دستگاه به مربوط y(t) و x(t) جواب هاي بين رابطه يك

مي شوند.) حل حذفي روش از همگي (راهنمايي: بيابيد. را ناهمگن يا همگن دستگاه هاي از يك هر عمومي جواب .۲

ج)
{
x′ = y

y′ = −y − ۴x+ ۲ sin ۴t Xب) ′ =

[ ۲ −۱
−۱ ۲

]
X+

[۴− t۲

۱
]

Xالف) ′ =

[
−۲ ۱
۱ −۲

]
X

و)
{
x′′ + ۲x+ ۴y = et

y′′ − x− ۳y = −t
هـ)

{
x′′ = y + ۱
y′′ = x+ t

د)
{
x′ + ۴x− ۴y = ۱۲
۱۰y′ = ۴x′ − ۴y

ح)
{
x′ + ty′ = ۲t
tx′ − y′ = −x

ز)
{
x′ + y′′ = −t

۵x′ + ty′′ = t۳ − ۳۰t

كنيد. پيدا ذيل روش دو به توجه با را X(۰) =
[۳
۱
۲

]
آغازين شرط با X ′ =

[۳ −۲
۲ −۲

]
X ديفرانسيل معادله دستگاه خصوصي جواب .۳

لاپلاسب) تبديل از استفاده با حذفيالف) روش

كنيد. پيدا را X(۰) =
[۲
۰
]

اوليه شرط با X ′ =

[۱ ۱
۱ −۱

]
X ديفرانسيل معادله همگن دستگاه خصوصي جواب .۴

كنيد. پيدا را X(۰) =
[۰
۰
]

آغازين شرط با X ′ =

[
−۲ ۱
۱ −۲

]
X +

[۲e−t

۳t
]

ديفرانسيل معادله ناهمگن دستگاه خصوصي جواب .۵

كنيد. حل را x(۰) = ۰, x′(۰) = ۱, y(۰) = ۱, y′(۰) = ۰ اوليه شرايط با
{
x′ + x = y′ + y

x′′ + y′′ = et
دستگاه لاپلاس، تبديل كمك به .۶

لاپلاس تبديل يا حذفي روش از راهنمايي: بيابيد. را x(۰) = y(۰) = ۱, z(۰) = ۰ اوليه شرايط با


x′ + y′ = ۲ sinh t
y′ + z′ = et

z′ + x′ = ۲et + e−t

دستگاه خصوصي جواب .۷

كنيد.) استفاده نيز لاپلاس جدول ۲۰ رديف فرمول از و كنيد حل لاپلاس تبديل روش از (راهنمايي: بيابيد. را انتگرالي معادلات دستگاه هاي عمومي جواب .۸

ب)
{
x = e۲t +

∫ t

۰ y(u) du
y = ۱− e۲t

∫ t

۰ e
−۲ux(u) du

الف)
{
۴x+ ۱۲ ∫ t

۰
(
x(u)− y(u)

)
du = ۱

y + ۴ ∫ t

۰ y(u) du = ۲ ∫ t

۰ x(u) du
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