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 3فصل 
  هاحلقهآشنايي با 

  
تـري از آن را در ايـن   معرفي كرديم و قرار شد جزييـات بـيش   1مفهوم دستگاه جبري حلقه را در فصل 

-بسياري از ويژگي. هاي ديگر جبر ادامه خواهد يافتالبته اين بررسي در درس .مطرح كنيمكوتاه فصل 
هـاي جبـري   هايي هستند كه در حالت كلي دسـتگاه ، همتاي آنآوريمرا كه در اين فصل مي هاي حلقه

مفـاهيم  از از ايـن رو، از بيـان جزييـات برخـي      .بيان شدند 2ها در فصل و در حالت خاص گروه 1فصل 
  .پردازيمتر به مطالب جديد ميكنيم و بيشنظر ميتكراري صرف

 !خود را تمرين كنيد يي كسب شدههامهارتولي فرصت خوبي براي شما است كه 

  

  حلقه و زيرحلقه  1.3

و  [جبـري  هـاي  ويژگـي  بررسـي در  ، به ويژهدر قرن نوزدهم حلقه ساختار جبرينياز به معرفي      
 )ي فرمـا ، به ويژه در رابطه بـا آخـرين قضـيه   نظريه اعدادهاي پرسش پاسخگويي بهدر (ها ايچندجمله

ها انواع متعددي، همان طور كه گروه. در قرن بيستم حاصل شد در واقع مفهوم مجرد حلقهمطرح شد و 
هـاي  ويژگـي  و تعمـيم  هـا بـا مجـرد سـازي    حلقـه خاص ، دارند، انواع و از اين قبيل چون آبلي و دوري

ابتـدا   .دن ـآيبه دست مي ،هاآنجمع و ضرب همراه با دو عمل دوتايي معمولي ، اعدادجبري  هايدستگاه
 ويژگـي ديگـر  چنـد  در ايـن فصـل   كنيم و به مرور يادآوري مي 1حلقه را از فصل  متداولو  تعريف كلي

  . كنيمهايي خاص را معرفي ميافزاييم و حلقهرا مجرد سازي و به تعريف حلقه مياعداد ي حلقه

)جبري دستگاه  .تعريف  1.3.1 ; , )R + τ(2,2)از نـوع   ⋅  كـه ،همـراه بـا دو عمـل دوتايي   (را  =
  گوييم اگرمي حلقه) دهيمنشان مي نماد ضربو ديگري را با  نماد جمعيكي را با  معمولاً
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)دستگاه جبري    )1ح( ; )R   باشد، گروه آبلي +
)دستگاه جبري)  ٢ح( ; )R    باشد،) پذيري شركتگروهواره( گروهنيم ⋅
,براي هر)  3ح( ,x y z R∈ ،برقرار باشند) جمعروي  ضرب( پذيريتوزيعهاي اتحاد:  

( ) , ( )x y z x y x z y z x y x z x⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  
  

  بحث در كلاس  2.1.3

x.براي راحتي كار، به جاي از اين پس، -1 y نويسيمميxy.  بيـان   2همچنين، مطابق آنچه در فصل
)شد، عضو خنثي گروه آبلي  ; )R xي هرو قرينه 0را با  + R∈  را باx− دهيمنشان مي  .  

ي هـاي اوليـه  ايـم كـه مثـال   جمع و ضرب نشان داده هاينمادهاي دوتايي حلقه را از اين رو با عمل -2
اعـداد  جمـع و ضـرب معمـولي    هـاي  عمـل همراه با  ^، و\،_،[هاي جبري اعدادحلقه، دستگاه

  .هستند
هـاي خـوبي از   آيند كه مثالهاي ديگري از اعداد به وجود مي، مجموعه2هاي اعداد بند از مجموعه -3

αbaعضوها به صـورت  ،هادر اين مثال. دهندتشكيل ميرا ها انواع حلقه  2αدر آن هسـتند كـه   +
  :به عنوان نمونه. اول است صحيح عددي

[ 2] { 2 | , }

[ 5] { 5 | , }

m n m n

a b a b

= + ∈

− = + − ∈

] ]

_ _
  

]2كنيم كه همچنين، توجه مي ] { | , , 1}i a bi a b i= = + ∈ = −^ \ ي اعداد مختلط حلقه \
]2و ] { | , , 1}i m ni m n i= + ∈ = −] به  ،شوديده مينام اعداد صحيح گاوسي يحلقه، كه [

  .ي اعداد كاربرد داردويژه در نظريه

R{0}تـك عضـوي   يروشن است كه مجموعـه  -4 ضـرب بـديهي   مـع و جهـاي  همـراه بـا عمـل    =
0 0 0+ 00و  =   .ناميممي ي صفرحلقهاين حلقه را . حلقه است =0

)هر گروه آبليتوانيد نشان دهيد كه به آساني مي -5 ; )R تـوان بـا   صـفر، را مـي  ، با عضـو خنثـي   +
  .به حلقه تبديل كرد زير تعريف عمل ضرب بديهي

( , ) 0a b R ab∀ ∈ =  
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)ياز آنجا كه در حلقه  .بحث در كلاس  3.1.3 ; , )R + )، دستگاه جبري⋅ ; )R گروهي آبلـي   +
)ولي ; )R افـزاييم بـه عمـل    مـي  حلقـه  هايي كه به تعريفويژگي بسياري ازصرفاً يك نيمگروه است،  ⋅

  براي مثال،. شودضرب حلقه مربوط مي
)اگر -1 ; )R  داريـك  و پذيري تعويضحلقههماني باشد، حلقه را عضو پذير و با گروهي تعويضنيم ⋅
اگـر  .دهـيم نشان مي 1Rيا 1را با نماد Rيحلقهناميم، زيرا معمولاً عضو هماني ضربي مي) داريكهيا (

{0}R 1 نگاهآ = 1و در غير اين صورت  =0 اگر موفق . سعي كنيد اين مطلب را اثبات كنيد( ≠0
  ).را ببينيد 4.1.3بحث  2نشديد، بند

-هايي تعويضبا جمع و ضرب معمولي، حلقه ^، \،_،[هاي اعداد روشن است كه مجموعه -2
  .هستنددار و يك پذير

)ي توانيمجموعه -3 )XP همراه با عمل تفاضل متقارنΔ )و عمل اشـتراك )جمعنماد  براي ،∩ 
و  Δپـذيري پذيري و تعويضهاي شركتويژگي .استدار يك و پذيراي تعويض، حلقه)ضربنماد  رايب(

هماني جمعي، و  ∅يمجموعه. را از درس مباني علوم رياضي به خاطر آوريد Δروي ∩پذيريتوزيع
)يمجموعــه )X X∈P  چــون  ي هــر عضــوهمچنــين، قرينــه. همــاني ضــربي ايــن حلقــه اســت

( )A X∈P عمل نسبت به(  در اين حلقه Δ (چطور؟. خودش است برابر با   

دار  و يـك پـذير  اي تعـويض ، حلقـه توابع، همراه با جمع و ضرب \Rي توابع حقيقي مقدارمجموعه -4
   :شوندزير تعريف مي اي،، به اصطلاح نقطهبه صورت حقيقي خاطر آوريد كه جمع و ضرب توابعبه . است

( )( ) ( ) ( ), ( )( ) ( ) ( )f g x f x g x fg x f x g x+ = + =  

نقـش   1، و تـابع ثابـت   )عضو خنثي( هماني جمعيعضو تابع ثابت صفر نقش  روشن است كه همچنين،
رياضـي  اسـت كـه در درس   ي تـابع  ي هر عضو نيـز همـان قرينـه   قرينه. سترا دارا )يكه( هماني ضربي

  :ديديد عمومي

( )( ) ( )f x f x− = −  

)جبـري  هـاي دستگاه -5 ; , )n n n+ )و   [⋅ / ; , )n n n≡ + دار و يـك پـذير  تعـويض  هـايي حلقـه  [⋅
  .هستند

)به نمايش هاي حقيقي،با درايه ×nnهايي ماتريسمجموعه -6 )nM همراه با جمع و ضـرب   ،\
، و مـاتريس همـاني،   عضو خنثـي صفر ماتريس  .پذير نيستدار است كه تعويضاي يكحلقه ،هاماتريس
هـاي نظيـر در   ي درايـه آن قرينـه  هـاي ماتريس نيز ماتريسي است كه درايه ي هرقرينه. است عضو يكه

     .   ماتريس اوليه هستند
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دار يك كهحلقه است،  ها،، همراه با جمع و ضرب ماتريسهاي به صورت زير نيزي ماتريسمجموعه -7
 :پذير نيستيا تعويض

0
,

0
a

a
a

⎡ ⎤
∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
\  

2هايايچندجملهي همه يمجموعه -8
0 1 2

n
na a x a x a x+ + + گويـا  (با ضرايب صـحيح   "+

اي ، حلقه)ايدي دبيرستان آموختهكه در دوره( هاايهمراه با جمع و ضرب معمولي چندجمله) يا حقيقي
  .پذير استدار و تعويضيك

هـا را از  دار سروكار دارند و از ايـن رو حلقـه  پذير و يكهاي تعوضدانان فقط با حلقهبرخي از رياضي -9
)صورت دستگاه جبري همان ابتدا به ; , ,1)R + البتـه، برخـي   . گيرنددر نظر مي، 1، با عمل صفرتايي⋅
 ،داريـك  يـا پذير تر، نه لزوماً تعويضهاي كليشوند و با حلقهدانان اين شرايط را قايل نميديگر از رياضي
، و در هاي ايران وجود دارنـد دانان در دانشگاهرياضي خوشبختانه هر دو نوع اين. سروكار دارند

  . شناخته شده هستندنيز ي جهاني جامعه

   بحث در كلاس  4.1.3
)يحلقهمعمولي هاي ويژگي اغلب -1 ; , )R + )بلـي آ مربوط بـه گـروه   ⋅ ; )R برخـي از ايـن   . اسـت  +

 :آوريممي 2از فصلرسند، ها طبيعي نيز به نظر ميكه برقراري آن ،ها راويژگي
aa )الف(  =−− )(  

)()()( )ب( baba −+−=+−  

)در گروه قوانين حذف از چپ و راست براي جمع حلقه روشن است كه  )پ( ; )R   .هستندبرقرار  +

bxaهـــايمعادلـــه )ت( bayو  += ) گـــروه در += ; )R جـــواب منحصـــر بـــه فـــرد  +
( )x y b a b a= = − = +   .دارندرا  −

m مضربنماد  )ث( x x x x⋅ = + + و تعميم آن بـه عـدد صـحيح     mعدد طبيعي براي ،را "+
m∈] ،به جاي ( آوريدها به خاطر از فصل گروهmx نمادm x⋅ حلقه ايم تا با ضرب را به كار برده

-يادآوري مـي . )كنيماستفاده مي mxساده تر البته اگر امكان اشتباه نباشد، از همان نماد. اشتباه نشود
m,برايكنيم كه،  n∈] داريم:  
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( )
( )
( ) ( )

m n a m a n a
m a b m a m b
m n a mn a

+ ⋅ = ⋅ + ⋅
⋅ + = ⋅ + ⋅
⋅ ⋅ = ⋅  

  :در هر حلقه برقرار هستندنيز هاي زير اتحاد -2

0اتحاد  )الف( 0 0a a= ضرب پذيري توزيعاتحاد به توانايي ( مراحل اثبات زير را توضيح دهيد .=
  :)توجه كنيدحلقه روي جمع آن 

0 (0 0) 0 0 0 0a a a a a= + = + ⇒ =  

 اتحاد )ب( ( ) ( ) ( )a b a b ab− = − =   :راحل اثبات زير را توضيح دهيدم  .−

0 0 ( ( )) ( ) ( ) ( )a a b b ab a b ab a b= = + − = + − ⇒ − = −  

 اتحاد )پ( ( )( )a b ab− − =.  

)با قرارداد   )ت( )a b a b− = +   داريمهاي زير را اتحاد، −

( ) , ( )a b c ab ac a b c ac bc− = − − = −  
)مضاربدر اينجا ارتباط  )ث( . )m a  يعني درگروه آبلي حلقهدر ،( ; )R -مي حلقه ضربرا با  ،+

  .بينيم

.( ) ( ) ( )m ab m a b a m b= ⋅ = ⋅  
  داريمپذيري، با استفاده از توزيععددي طبيعي باشد،  mبراي مثال، اگر

( )
( ) ( )

m ab ab ab ab
a a a b m a b

⋅ = + + +
= + + + = ⋅

"
"

  

) فرض كنيم  .تعريف  5.1.3 ; , ,1)R + aاگـر وارون ضـربي عضـو    . دار باشـد اي يكحلقه ⋅ R∈ 
يهـاي حلقـه  ي يكالمجموعه .ناميممينيز  يكال هادر حلقه را aپذيرنووار باشد، عضووجود داشته 

R  را با( )U R دهيمنشان مي.  

)فرض كنيم  .بحث در كلاس  6.1.3 ; , ,1)R +  در اين صورت،. دار استاي يكحلقه ⋅
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  .دهيمنشان مي a−1نماد آن را با و مطابق معمول )چرا؟( منحصر به فرد است يكالهر عضو وارون  -1
وهسـتند  پذير نيز وارون abو −1aپذير باشند، آنگاهوارون Rدر bو aاگركنيم كه يادآوري مي -2

1 1( )a a− −  و =
1 1 1( )ab b a− − )از اين رو،  .=− )U R  گروه استيك حلقه  عمل ضربتحت. 

حلقه اين است كـه، ماننـد آنچـه در مـورد      )هاييكال(پذير عضوهاي وارونهاي مهم يكي از ويژگي -3
از دو طرف يك تساوي حـذف   پذيري عمل ضرب،، به كمك شركتتوانها را مي، اين عضويديمها دگروه
 نشان دهيد كه. كرد

( , ) ( ( ))x y R u U R ux uy xu yu x y∀ ∈ ∈ = ∨ = ⇒ =  
 

-ي زيـر در بـاره ) هـا گروه 2 فصلدر به ويژه و ( 1فصل دركلي  ين اطلاعاتونكتا  .زيرحلقه  7.1.3 

دسـتگاه  يـك   يهـا دسـتگاه زير يهمـه  يمشـبكه با به ويژه، . به دست آورديم هاآن ها و اهميتدستگاه
توجـه   .كنـيم بيـان مـي  ها ي آنو مشبكهي زيرحلقه در اين بخش مطالبي را در باره. آشنا شديمي جبر
، يك عمل يكاني قرينه يـابي، و يـك عمـل    از دو عمل دوتاييدر واقع كنيم كه دستگاه جبري حلقه مي

زيرحلقه بايد نسـبت بـه    يردستگاه جبري،زپس، با توجه به تعريف كلي  .تشكيل شده است 0صفرتايي
و بـي   غلـط مصـطلح  بيان به (زيرحلقه را ،  هاگروه دادنبا الگو قرار ولي،  .بسته باشد هاعمل ي اينمهه

   .كنيمزير تعريف تر سادهبه صورت توانيم مي) ضرر
  

)ياز حلقـه  Sيمجموعهزير .تعريف  8.1.3 ; , )R + نويسـيم  ، و مـي گـوييم مـي  زيرحلقـه را  ⋅
S R≤، اگرS جمع و ضرب( نسبت به اعمال (R و با همان اعمال تشكيل يـك حلقـه    ،بسته باشد

   .دهد
  

  .هستند هافصل گروه  7.2.2و  6.2.2هاي قضيه ي زير همتايقضيه 3و  2هاي بند     
  

)فرض كنيم  .)هاي زيرحلقهمحك( قضيه 9.1.3 ; , )R + Sو حلقه است ⋅ R⊆.    در ايـن صـورت
 :است Rاز Sهر يك از احكام زير معادل با زيرحلقه بودن

1-S گروهزير+همراه با عمل جمع( ; )R )گروهزيرنيم ⋅همراه با عمل ضرب  و + ; )R   .باشد ⋅
2-0 S∈ و براي هر,a b S∈،, ,a a b ab S− + ∈.  
3-0 S∈ براي هر و,a b S∈،,a b ab S− ∈.  
   

هـا  آوريم تا اينكه شـما بـا كامـل كـردن آن    احكام را مي ني اياي از اثبات بسيار سادهخلاصه  .اثبات
باشد آنگاه  Rيزيرحلقه Sروشن است كه اگر. تمرين كنيد ،ايدهايي را كه تاكنون كسب كردهمهارت

برقرار باشـد آنگـاه شـرايط     1برعكس، اگر حكم  اين طور نيست؟. برقرار هستند 3، و2، 1هر سه حكم 
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درست  Rي عضوهايبراي همه )3ح(پذيري توزيع اتحادبرقرار هستند و تعريف حلقه  )2ح(و  )1ح(
 درست باشد، آنگاه 2اگر حكم  .نيز برقرار است Rاز Sياست، و در نتيجه براي عضوهاي زيرمجموعه

0از S∈ و,a a b S− +  Sد كــهيــنشــان ده )6.2.2ي مشـابه قضــيه (توانيــد بـه راحتــي مــي ، ∋
)گروه  ي اززيرگروه ; )R abواست،  + S∈ دهد كـه نشان مي( ; )S )گـروه  زيـرنيم  ⋅ ; )R  اسـت  ⋅

بـه   را  Sبا زيرحلقه بودن 3اثبات معادل بودن حكم  ).برقرار است؟ Sپذيري ضرب چطور درشركت(
   ). را با نماد گذاري جمعي ببينيد 7.2.2ي قضيه( گذاريمي شما ميعهده

  
   بحث در كلاس  10.1.3

دار باشـد، يـا   اي يـك دار، خـود حلقـه  اي يكحلقهيك ي اصراري نداريم كه زيرحلقهدر حالت كلي،  -1
هـاي  داناني كه تنها با حلقـه ولي، رياضي! ي مادر باشدي حلقهاش همان يكهدار است، يكهحتي اگر يك

از اين رو، براي . ي مادر متعلق به زيرحلقه باشدي حلقهكه يكه اصرار دارنديقيناً  دارنددار سروكار يك
2nرا براي  [nمثال،  قيديچنين  8.1.3ولي تعريف ! گيرنددر نظر نمي [يحلقهزيربه عنوان  ≤

       .شودقايل نمي را
  .زيرحلقه اثبات كنيد 9.1.3 هايتوانيد به كمك محكهاي زير را ميدرستي مثال 
≥كه روشن است -2 ≤ ≤] _ \ ^.       
n∈] ،nبراي هر -3 ≤] -را تعيين كنيد؟ البته كـه مـي   [هايي زيرحلقهتوانيد همهآيا مي. [

)كه هر زيرگروهدانيم مي 9.2.2بحث  6از بند . توانيد ; روشن و  ،است [nدوريگروه  به صورت [+(
 گيريم؟اي ميچه نتيجه. ها نسبت به ضرب نيز بسته هستندهاين مجموعكه است 

)يبـراي حلقـه   3ي بنـد نشان دهيد كه همتاي نتيجـه  -4 ; , )n n n+ يعنـي،   .نيـز درسـت اسـت    [⋅
nmالبته هك ،هستند [nmبه صورتنيز  [nهايزيرحلقه |.  

و مـتمم بسـته    ،كه نسبت به اشتراك، اجتماع Xهاياز زيرمجموعه Pچوني ناتهي هر مجموعه -5
)يحلقه اي ازباشد، زير حلقه ); , )X Δ ∩(P توانيم بنويسيمميتوجه كنيد كه  .است  

 
( ) ( )A B A B A B′ ′Δ = ∩ ∪ ∩  

 

)پيوستهتوابع حقيقي ي مجموعه -6 , )C \ . است \Rحقيقيي توابع همه يحلقه اي اززيرحلقه \
   ، براي مثال،ولي. هستندضرب توابع پيوسته، پيوسته و حاصل تفاضلزيرا 

  
{ | (0) 1}f f∈ =\\  

  چرا؟. نيست \Rيزيرحلقه
  ، يعني Rيحلقه) ضربي( مركزتوانيد نشان دهيد كه، به راحتي مي -7
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( ) { | ( ) }Z R x R r R xr rx= ∈ ∀ ∈ =  
)گاهي  .است Rيزيرحلقه )Z R  را باCentR دهيمنشان مي.   

8-[ ] [ ] [ ]i i i≤ ≤] _ \ .  
  هاي به صورتي ماتريسمجموعه -9

0
0
m

n
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  
m,كه در آن  n∈]2يحلقه اي ازيرحلقه، ز ( )M 2هاي متشكل از ماتريس، [ هاي با درايه ×2

برد ولي ي مادر را به ارث ميحلقه) ماتريس هماني(هماني ضربي عضو  ،اين زيرحلقه .استعدد صحيح، 
  هاي به صورت  ماتريس يمجموعههمچنين، ! پذير استمادر، تعويضي حلقهخلاف بر

0
,

0
a

a
a

⎡ ⎤
∈⎢ ⎥

⎣ ⎦
]  

  
2ييك زيرحلقه ( )M    !ي مادر به ارث نبرده استماتريس هماني را از حلقه است كه [

2يروشن است كه مجموعه -10 ( )M 2هاي متشكل از ماتريس ^ هاي مختلط همراه با با درايه ×2
  حال، فرض كنيم . حلقه استنيز يك ها جمع و ضرب ماتريس

  
1 0 0 0 1 0

, , ,
0 1 0 1 0 0

i i
I J K L JK

i i
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

  
  توانيد نشان دهيد كهدر اين صورت، به راحتي مي

   
{ | , , , }

| , , , }

H aI bJ cK dL a b c d

a bi c di
a b c d

c di a bi

= + + + ∈

⎧ + +⎡ ⎤
= ∈⎨⎢ ⎥− + −⎣ ⎦⎩

\

\
  

  
2يزيرحلقه ( )M گوينـد كـه   مـي . نـاميم مـي  هاي هميلـتن ي چهارگانحلقهاين حلقه را . است ^
 از  مشخصـــي گســـترشدنبـــال  بـــه ، كـــه ســـال طـــول كشـــيد تـــا هميلـــتن 15تـــا  10حـــدود

{ | , }a bi a b= + ∈^  هـاي هميلـتن  چهارگـان  يحلقـه ! پـي بـرد   به وجود ايـن حلقـه   بود، \
زيـرا، بـراي   . پذير نيسـت كنيم كه اين حلقه تعويضمي توجه. فيزيك داردعلم نيز در  خوب كاربردهايي

JKمثال KJ≠ .  
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  بحث در كلاس  11.1.3
هـا  اشـتراك زيرحلقـه  نشان دهيد كه توانيد به راحتي مي، )9.1.3ي قضيه( با استفاده از محك زيرحلقه

2براي مثـال،  . ها لزوماً زيرحلقه نيستولي اجتماع زيرحلقه .زيرحلقه است يك 3∪] يزيرحلقـه  [
يبراي هر حلقـه دهند كه مطالب زير نشان مي ديديم، 2و  1هاي مشابه آنچه در فصلولي . نيست [
Rي مرتب ، مجموعه( ( ); )Sub R   .اي كامل استمشبكه Rهايمتشكل از زيرحلقه ⊇
  

)فرض كنيم . تعريف  12.1.3 ; , )R + RXيك حلقه است و ⋅ هـاي  ي زيرحلقـه اشتراك همه. ⊇
گوييم مي Xي توليد شده اززيرحلقه ،است Xي شاملكه در واقع كوچكترين زيرحلقهرا،  Xشامل

>< و آن را با X دهيممي نشان.   
  

  بحث در كلاس 13.1.3
)ي مرتبمجموعه -1 ( ); )Sub R تشكيل يك مشبكه كامل  ،هامشابه حالت گروه ،زير با اعمال  ،⊇

   :دهدمي

i i i i

S T S T S T S T

S S S S

∧ = ∩ ∨ = < ∪ >

= = < >∧ ∨∩ ∪
 

 
Xباشـد، آنگـاه   Rيزيرحلقـه يـك  خـود   Xاز تعريف بالا روشـن اسـت كـه اگـر      -2 X< > = .

0همچنين، {0}<∅ > = < > =.  
nروشن است كه، 13.4.2ي نتيجهبا توجه به  -3 n< > =   و، [
 

( , )
, [ , ]

m n m n m n
m n m n m n

< > ∧ < > = < > ∩ < > =
< > ∨ < > = < > =

]
]  

  
2يدر حلقه -4 ( )M   .)را ببينيد 23تمرين (  ها، داريماز ماتريس [
  

1 0 0 0 0
, | ,

0 0 0 1 0
m

m n
n

⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎫
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎭⎩
< > ]  

  
به  با توجه. ها به چه صورت هستندبراي حلقه و نتيجه هاي آن، 9.3.2 يحال ببينيم همتاي قضيه     

>Xيزنيد عضوهاي حلقهحدس مي، مها به دست آوردياي كه در مورد گروهتجربه به چه صـورت   <
   يعني،. Xهاي اعضايضرباز حاصلو تفاضلي مجموع  ،ايد؟ احتمالاً درست حدس زدهباشند
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)فرض كنيم  .قضيه  14.1.3 ; , )R + Xيك حلقه است و ⋅ R∅ ≠   ،در اين صورت .⊇

1 1
1

( ... ) : , , , ,...,
i i

n

i i ik i i i ik
i

X m x x n k m x x X
=

⎧ ⎫
< > = ⋅ ∈ ∈ ∈⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ` ]  

xX}{به ويژه، اگر   آنگاه =

}
1

| ,
n

i
i i

i
X x m x n m

=

⎧
< > = < > = ∈ ∈⎨

⎩
∑ ` ]  

  
 Sرا بـا ي طـرف راسـت   مجموعـه كافي است كه  .آموختيم 2و  1فصل هاي  روش كار را در  .اثبات

ي اسـت  ايرحلقـه ز هـر در  مشمول ، وXشامل ،Rيزيرحلقه Sكه دثابت كنيد، سپس نشان دهي
0نتيجه بگيريد كه  Xابتدا از ناتهي بودن. را شامل شودXكه 0 x S= ⋅ بـراي هـر   همچنـين،  . ∋
Xx∈ ،1x x S= ⋅ عضـوي از   Sهر دو عضوسپس توجه كنيد كه تفاضل . [∋1، كه در آن∋
S دفرض كنيدر پايان، . استT ي ازانيز زيرحلقهR كه باشدX  در اين صـورت،  . شودميرا شامل

1و در نتيجه هر عبارت به صورت ∋Xxهر
1

( ... )
i

n

i i ik
i

m x x
=

  چرا؟. است Tنيز عضو ∑⋅

  

  1.3 تمرين
  هوشم نه چنان است          تلاشم آنچنان است

        
ــا كــدام زوج از عمــل -1 دســتگاه جبــري ،)بــراي ضــرب ∗2بــراي جمــع و ∗1( هــاي دوتــايي زيــرب

1 2( , , )∗  حلقه است؟ \∗
1) الف(       2( )r s r s∗ = +،2r s rs∗ =.  
1 )ب(       2r s rs∗ = ،2r s rs∗ =.  
1r ) پ(       s rs∗ = ،2

sr s r∗ =.  
)كنيد فرض -2 ; )A  Aگـروه  هـاي روي ريختـي ي دروني همـه مجموعه EndAو آبليگروهي  +
)كه نشان دهيد. باشد) Aبه Aهاي ازهمريختي( : , )EndA + Dجمـع و تركيـب توابـع    ، همراه با، 

 يعني

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ( ))

f g x f x g x
f g x f g x
+ = +

=D  
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  .پذير نيستتعويضدار است كه در حالت كلي اي يكحلقه

aكه به ازاي هرثابت كنيد . است ردااي يكحلقهRفرض كنيد  -3 R∈ ،( 1)a a− = −. 
 .كنيدكامل را  14.3.1ي  اثبات قضيه -4
CentRپذير است اگر و تنها اگرتعويض Rينشان دهيد كه حلقه - 5 R=. 
)كنيد فرض -6 , ,.)R )ثابت كنيد. يك حلقه است+ , , )R + a.ه در آن، ك ∗ b b a∗ يك نيز ، =

روشن اسـت  . دهيممي نشان) dRيا(opRناميم و با مي Rي دوگانحلقهي را اين حلقه. حلقه است
opRپذير باشد،تعويض Rكه اگر R=. 

a,براي هر  پذير است اگر و تنها اگرتعويض Rثابت كنيد كه. است حلقه Rض كنيدفر -7 b R∈، 
 

2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + +  
  
a,براي هر  پذير است اگر و تنها اگرتعويض Rثابت كنيد كه. است حلقهRض كنيدفر -8 b R∈، 
 

2 2 ( )( )a b a b a b− = − +  
  

توجه كنيد كه
2 2( )( )a b a b a ab ba b− + = + − −.  

a,ثابت كنيد كه به ازاي هر. است پذيرتعويض ايحلقهRفرض كنيد -8 b R∈، داريم 
 

1

1
( ) nn n n m m n

m

n
a b a a b b

m
− −
=

⎛ ⎞
+ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

  
  

2aنشان دهيد كه اگر. است ردااي يكحلقهRفرض كنيد -9 a= 1)2آنگاه ) 1a a− = −. 
2يزيرحلقه )ها(هاي زير كداماز مجموعه - 10 ( )M   است؟ [
 

| )الف(  ,
0 0
a b

S a b
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

].  

   )ب(
 

0 0
| ,T a b

a b
⎧ ⎫⎡ ⎤

= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭

].  
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3نشان دهيد كه -11 3{ 2 4 : , }S a b c a b= + + هاي آيا عضو .است \يزيرحلقه [∋
 ناصفر اين حلقه نسبت به ضرب وارون دارند؟

aاســت و حلقــهRفــرض كنيــد -12 R∈ 2يعنــي، ( خودتــوان باشــدa a=( .نشــان دهيــد كــه
{ : }aRa ara r R= در كجـا   aخودتـوان بـودن   .ماني آن اسـت عضو ه aوRييك زيرحلقه∋

  شود؟استفاده مي
  ي   نشان دهيد كه مجموعه -13
  

: , , ,
a bi c di

S a b c d
c di a bi

⎧ + +⎡ ⎤ ⎫
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎭⎩

^  

      
2يزيرحلقه ( )M   .است ^

aاست و حلقهRفرض كنيد - 14 R∈ .هاينشان دهيد كه هر يك از مجموعه 
 

{ : 0}S x R ax= ∈ }    و      = : 0}T x r xa= ∈ =  
  .استRيزيرحلقه

>3يزيرحلقه )الف( - 15  .مشخص كنيد [يرا در حلقه <
/1يزيرحلقه )ب( 2<   . مشخص كنيد \يرا در حلقه <

  
  دومدسته 

x,ثابت كنيد كه اگـر بـه ازاي هـر   . استدار اي يكحلقهR فرض كنيد  -16 y R∈    داشـته باشـيم

( )2 2 2xy x y= آنگاه ،Rدار بودن، ضـروري  با يك مثال نشان دهيدكه فرض يك. پذير استتعويض
  . است
aعضو .است حلقهRفرض كنيد -17 R∈  ناميم اگر عدد طبيعـي مي پوچتوانراn   وجـود داشـته    

0naباشد به طوري كه =. 
2عضوي پوچتوان در )الف( ( )M   .بيابيد [
دار و ي يـك ي عضوهاي پوچتوان يـك حلقـه  نشان دهيد كه مجموعهبا استفاده از محك زيرحلقه  )ب(

  ). را ببينيد 8تمرين ( .آن است يپذير، زيرحلقهتعويض
1ثابت كنيـد كـه   . باشد Rدارپذير و يكي تعويضعضوي پوچتوان در حلقه aفرض كنيد -18 a+ 

  .است و نتيجه بگيريد كه مجموع يك عضو يكه و يك عضو پوچتوان عضوي يكه است) يكه(وارون پذير 
ثابت كنيد كه هر عضـو خودتـوان در مركـز    . عضو پوچتوان ناصفر ندارد Rيفرض كنيد كه حلقه -19
R قرار دارد.  
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  :معادل هستندRيثابت كنيد كه شرايط زير در هر حلقه -20
  .داراي هيچ عضو پوچتوان ناصفر نيست R)الف(
rبراي هر ) ب( R∈ 2، اگر 0r 0rآنگاه  = =  .  

ي ي آن بـا يكـه  دار باشد كـه يكـه  يكنا صفر اي دار بيابيد كه داراي زيرحلقهاي يكمثالي از حلقه -21
 .متفاوت است حلقه

xاي دلخواه باشد وحلقهRفرض كنيد -22 R∈ . تنها يكثابت كنيد كه اگرa R∈  وجود داشته
xaباشد به طوري كه  a=آنگاه ،ax x= )به ويژه، اگرR  هماني راست باشدعضو تنها داراي يك( 

)كنيم كه توجه مي( .دار استاي يكحلقهR آنگاه )x a ax x x+ − = .(    
xباشد و داريكاي حلقهRرض كنيدف -23 R∈ . تنها يكثابت كنيد كه اگرy R∈  وجود داشته

xyxباشد به طوري كه  x=آنگاه ،x 0 كه اگـر  دتوجه كني( .تارونپذير اسوxr 0rآنگـاه   = = 
)زيرا )x y r x x+ )و yحال از يكتايي . = 1) 0x yx−      ).استفاده كنيد =

aثابت كنيد كه اگـر . دار و نامتناهي باشداي يكحلقه Rفرض كنيد -24 R∈    بـيش از يـك وارون
0فرض كنيـد ( .نهايت وارون راست استراست داشته باشد، آنگاه داراي بي { | 1}a A a aa′ ′∈ = = 

)0و سپس نشان دهيد كه تابع  ) 1f a a a a′ ′= −  ). يك به يك است ولي پوشا نيست Aروي  +
)فرض كنيد -25 ; , ,1)R +  دار بجـز ي يـك دستگاهي جبري باشد كه در تمـام شـرايط يـك حلقـه     ⋅

 عمل جمع نيز بايد تعويض پذير باشـد  ثابت كنيد كه. پذيري عمل جمع صدق كندشرط تعويض احتمالاً
  ).شودپذيري عمل جمع، از شرايط ديگر نتيجه ميثابت كنيد كه شرط تعويض بايد(

aراي با اين ويژگي باشد كه به ازاي ه ـحلقهRكنيدفرض  -26 R∈،2a a+  در مركـز R   واقـع
 .پذير استتعويض Rهكثابت كنيد . است
     گوييم اگر هر عضو آن خودتوان باشد، به ايـن معنـي كـه بـراي هـر     مي بوليرا Rداري يكحلقه -27

∈x R،2 =x x .يفرض كنيد كه حلقهR نشان دهيد كه. بولي است  
aبراي هر )الف( R∈،2. 0a a a+ = a،نييع(= a= −.(  
  .پذير استتعويض Rيحلقه) ب(

},فرض كنيد -28 | , }a bS M a b R=    كه در آن ∋
  

  

  
2يحلقـــهزيرSنشـــان دهيـــد كـــه )الـــف( ( )M نشـــان دهيـــد كـــه :راهنمـــايي( .اســـت \

, , ,a b c d a c b dM M M − −− ,و = , ,a b c d ac bd ad bcM M M − +=(.  
}0,نشان دهيد كه )ب( : }aT M a=   .است Sاي اززيرحلقه \∋

,a b

a b
M

b a
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
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  ميداني صحيح و دامنه   2.3
-مـي  كـار به بسيار ديگر رياضيات يا علوم ديگر  مباحثو در  دارنداي ها اهميت ويژهانواع حلقهاز برخي 
هـاي  هـاي دسـتگاه  ويژگـي و تعمـيم  ها با مجرد سـازي  انواع حلقهبرخي از گفتيم، كه  همان طور. روند

دو نوع با اهميـت   .آيندبه دست مي )هاهمراه با دو عمل دوتايي معمولي جمع و ضرب آن( جبري اعداد
بـه اختصـار   معرفي و در اين بخش اين دو نوع حلقه را . نام دارند ميدانو  صحيح يدامنهاز اين انواع، 

  .شودهاي ديگر جبر انجام ميدر درس ي مهمهاي بيشتر اين حلقهمطالعه. كنيممي مطالعه

∗{0}\يا حتي  [با وجودي كه  .بحث در كلاس  3.2.3 =] ، همـراه بـا ضـرب معمـولي     [
b,براي هر ، يعني. برقرار هستند) چپ و راست(حذف وانين اعداد، گروه نيست ولي ق c∈]، داريم    

( 0)a ab ac ba ca b c∀ ≠ = ∨ = ⇒ =  

  يعني،. ناصفر است [يحلقههمچنين، حاصل ضرب هر دو عضو ناصفر در 

0 0 0a b ab≠ ∧ ≠ ⇒ ≠  

82، [8ي در حالي كه، براي مثال، در حلقه  4   همچنين و :=0

8 82 4 2 0 4 0= ⇒ =/: :  

قبـل از ايـن   . مطالعه كنـيم قدري و  نامگذاريها را اين ويژگيبا  هاي دلخواهحلقهخواهيم حال مي      
  .كار، به لم زير توجه كنيد

  :معادل هستند Rيزير در هر حلقهاستلزامي احكام   .لم  4.2.3

ba )قوانين حذف( )الف( ca b c= ⇒ )يا  = 0)a ab ac∀ ≠ =  

0b )ب( 0يا  = 0ab a= ⇒ =. 

R{0}\ي مجموعه  )پ( R∗   يعني، . استنسبت به ضرب بسته  =

0, 0 0a b ab≠ ≠ ⇒ ≠  

كـافي اسـت   پـس  . هسـتند  عكس نقيض يكديگرند و در نتيجه معادل )پ(و  )ب( هايگزاره . اثبات
  .كنيماثبات  ،اين دويكي از را با  )الف(معادل بودن 
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 كنـيم مـي ، فرض )ب( حكم براي اثبات. باشندبرقرار  Rدر قوانين حذففرض كنيم  :)ب( ⇐) الف(
0=ab، 0و≠a .0حال ازaab -به همـين صـورت مـي    .b=0نتيجه بگيريد كه )الف(و  =

0bتوانيد نشان دهيد كه اگر  0aآنگاه  ≠ =.  
acabفرض كنيم: )الف( ⇐) ب(   صورت،در اين . a≠0و =

)(0 cbaacab −=−=  
−=0،)ب( رپس بناب cb و در نتيجهcb توانيـد نشـان دهيـد كـه اگـر     به همـين صـورت مـي   . =

ba ca=  0وa bآنگاه  ≠ c=.   
  

   .كنيمبالا را تعريف مي معادل ومي مرتبط با مفاهيمهحال مف      
  

-مي) راستيا ( چپ صفر ،عليهمقسوميا  ،مقسم Rيدر حلقهرا  aعضو ناصفر .تعريف 5.2.3

bعضو ناصفر ناميم اگر  R∈ 0با ويژگي=ab ) 0ياba aعضو. وجود داشته باشد) = R∈  را
    .باشد راستعليه صفر مقسومهم و چپ  عليه صفرناميم اگر هم مقسوممي عليه صفرمقسوم

  
ايم كه حال آماده. پذير باشد، تفاوتي بين سه مفهوم بالا وجود نداردتعويض Rروشن است كه اگر      
  . خاص مورد نظرمان را تعريف كنيم هايحلقه

  
بـه اختصـار،   ( صحيح) حوزه يا( دامنهرا  Dدارو يك ،پذير، تعويضناصفري حلقه . تعريف 6.2.3
  .نباشدعليه صفر گوييم اگر داراي مقسوممي) دامنه

  
  بحث در كلاس  7.2.3

بـا شـرط نداشـتن    پذير هاي تعويضبراي حلقه 4.2.3لم شرط معادل  سهيك از روشن است كه هر  -1
 . مقسم صفر معادل است

1 داريـم  ،ي صـحيح دامنههر در  -2 2از ايـن رو،  ).را ببينيـد  3.1.3بحـث  1بنـد  ( ≠0 2 2( ; , )+ ⋅] 
  . ي صحيح استترين دامنهكوچك

هـاي حقيقـي   ي مـاتريس ، حلقـه البتـه  .هستند )صحيح( دامنه ^و ،\،_،[ روشن است كه -3
n n× 2، برايn   زيرا، براي مثال. نيست ي صحيحدامنه ≤

  
0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
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2n، براي [nيحلقه -4   . نداردرا  1 )ضربي(هماني  ، تنها به اين دليل دامنه نيست كه≤
2n، براي عدد غير اول[n يحلقه -5 nزيـرا اگـر   . ، دامنـه صـحيح نيسـت   < rs= و, 1r s > ،

0nrآنگاه  s⋅ -مـي در واقع،  چرا؟ .ي صحيح استدامنه [pعددي اول باشد، آنگاه pالبته اگر. =

nي صحيح است اگر و تنها اگر دامنه [nي حلقهتوانيد نشان دهيد كه  p= بند ( .عددي اول باشد
  ).زير را نيز ببينيد 6
)مقسم صفر است اگر و تنها اگر  [nي در حلقه mعضو ناصفر -6  , ) 1m n دليل اين امر ايـن   .≠

0nmو باشـد  [nيدر حلقـه  ناصفر يعضو sاست كه اگر s⋅ n|، آنگـاه  = ms .   در نتيجـه، اگـر
( , ) 1m n n|آنگــــاه = s بــــرعكس، اگــــر. اســــتكــــه تنــــاقض( , ) 1m n d= آنگــــاه <

( / ) ( / )m n d m d n=و در نتيجــه ،( / ) 0nr n d⋅ مقســم  [nي در حلقــه m، يعنــي، =
)مقسم صفر نيست اگر و تنها اگـر  [nي در حلقه mعضو ناصفرپس  .صفر است , ) 1m n اگـر و   =
  .)را ببينيد 4.1.2بحث ) ح(5بند ( پذير باشدوارون mتنها اگر

)يحلقهدارد،  عضو 2كه حداقل Xچون هر مجموعهبه ازاي  -7 ); , )X Δ ∩(P  صـحيح   يدامنـه
      !هايي ناتهي دارد كه اشتراك تهي دارندزيرمجموعهXزيرا .نيست

هايي ناصـفر يافـت كـه ضربشـان     توان تابعزيرا، به سادگي مي .صحيح نيستي دامنه \Rيحلقه -8
  .مثال بياوريد. صفر است

، ولـي بـه   )اين بخـش را ببينيـد   6 تمرين( هاي هميلتون، داراي مقسم صفر نيستي چهارگانحلقه -9
  .صحيح نيستي دامنهبودن، نپذير دليل تعويض

      
آن  ^، و\،_ولـي فاقـد آن اسـت    [كه كنيماعداد را مجرد سازي مي حال ويژگي ديگري از     

∗{0}\اگر چه :ويژگي را دارند =] ^∗، و\∗،_∗گروه نيست، ولي يك ضربعمل نسبت به  [
  .آوريماز اين رو تعريف زير را مي. گروه هستند

  
)يحلقه. تعريف 8.2.3 ; , )F + F{0}\گوييم اگـر مي) هياتيا ( ميدانرا  ⋅ F∗ همـراه بـا    =
-حلقهرا  ي حاصلاگر شرط آبلي بودن ضرب را در نظر نگيريم، حلقه .باشد آبلييك گروه  حلقه ضرب

  .گوييممي) ي تقسيمحلقهيا ( ي بخشي
  

  بحث در كلاس  9.2.3
 . ميدان هستند ^، و\،_هاي اعدادروشن است كه حلقه -1

ولي عكس ايـن   .)درا ببيني 6.1.3بحث  3 بند( .است ي صحيحروشن است كه هر ميدان يك دامنه -2
 .مثالي نقض بياوريد. مطلب لزوماً برقرار نيست

 .كه ميدان نيست استي بخشي اي مهم از حلقهمونهن هاي هميلتوني چهارگانحلقه -3
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]ي حلقــه -4 2] { 2 | , }a b a b= + ∈_ وارون ضــربي عضــو ناصــفر  . اســتيــدان م _
2a b+ به روشني  ولي. بيدارا بي[  چرا؟ .ميدان نيست [[2

كنـيم كـه  توجـه مـي   ). چطـور؟ ( .عددي اول اسـت، يـك ميـدان اسـت    pكه در آن [p يحلقه - 5

2 اگـر و تنهـا اگـر    ميدان است [n يلقهح در واقع، .ترين تعداد عضو استي با كمميدان [={0,1}
n p=  چرا؟ .باشدعددي اول      

 nو هر عـدد طبيعـي   pهر عدد اولدر واقع براي ها وجود دارند؟ [pهاي متناهي بجزآيا ميدان -6
,0,1}براي مثال،  .عضو وجود دارد npميداني با , }F a b= هاي جمـع و ضـرب زيـر   مراه با عمله، 

  :ميدان است
0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1

0 1 0 1
1 0 0 1

a b a b
a b
b a a b

a a b a a b
b b a b b a

+ ⋅

  

  
)كنيم كه توجه مي ; )F جـدول سـمت    ،همراه با عمل ضـرب  F{0}\همان گروه كلاين است و +

را در هـا  و كاربردهـاي آن عضـوي   npهـاي ميدانهاي ديگر مثال. است [3همان گروهاساساً  ،راست
  .خواهيم ديد، نگاريرمزي و نظريه ي گالوا، به ويژه در نظريهدروس ديگر جبر

  
  .است 10.1.2 يقضيه تاياين قضيه در واقع هم. جالب استبسيار ي زير نيز قضيه     

  
  .يك ميدان است Dمتناهيي صحيح هر دامنه . قضيه  10.2.3

  
 .گذاريمي شما ميبه عهدهارائه مجدد آن را . ايدديده 2در فصل اثبات اين حكم را يك روش   .اثبات

ي دامنه در دهيم كه هر عضو ناصفرنشان مي. كنيماثبات مي زير، آن را به روش ديگر فني براي آموزش
,0,1}1صحيح و متنـاهي  , , }nD a a= تـابع . باشـد  Dعضـو  a≠0فـرض كنـيم  . وارون دارد "

:al D D→ انتقال چپ( را با تعريف(( )al x ax= چون. گيريمدر نظر ميD   در قوانين حـذف
ي هر تابع يك بـه يـك روي يـك مجموعـه     كه دانيمولي مي. تابعي يك به يك است alكند،صدق مي

  .است aوارون ضربي alتحت 1ينگارهحال روشن است كه پيش. هستمتناهي، پوشا نيز 
 

. سـازد يكديگر متمـايز مـي   ها، را ازها، به ويژه ميدانحلقهكه  كنيمرا معرفي مي ويژگي جالبيحال      
  .تعريف زير را ببينيد. نيستآشنا نا اين ويژگي برايتان 
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در ايـن  . اسـت دار اي يـك ، يـا حتـي حلقـه   ي صحيحدامنه، ميدان Fفرض كنيم  .تعريف  12.2.3
)در گروه جمعي  1 عضو يمرتبه ،صورت ; )F   كهرا  nترين عدد طبيعي، يعني كوچك+

  
1 1 1 1 0n ⋅ = + + + ="  

  
CharFنويسيمناميم و ميمي Fيمشخصه n=   گـاهي  يـاChF n=.      اگـر ايـن عـدد وجـود

0ChFنويسيم اشد، ميبنداشته  =.  
  

  بحث در كلاس  13.2.3
0CharFدار باشد واي يكي صحيح، يا حلقهدامنه، يك ميدان Fروشن است كه اگر -1 n= ≠، 

1nآنگاه  >.  
تعريـف   nترين عـدد طبيعـي  دار نباشد برابر با كوچككه ممكن است يكرا  Rيحلقهي مشخصه -2

aبراي هركه كنيم به طوري مي R∈ ،  
0n a a a a⋅ = + + + ="  

  
0CharRنويسـيم و اگر چنين عدد طبيعي وجود نداشته باشد، مانند بالا مـي  توانيـد  مـي البتـه  . =

از ايـن  بـراي اثبـات،   . تعريف معـادل اسـت  اين دار با هاي يكبراي حلقه 12.2.3تعريف نشان دهيد كه 
  پذيري، اتحاد توزيع، بنابر مطلب استفاده كنيد كه

  
1 1 (1 1) 0 0n a a a a a a a⋅ = + + = + + = + + = =" " "  

  
 روشن است كه  -3

0, nChar Char Char Char Char n= = = = =] _ \ ^ ] 
  

0CharFي صحيح باشد، آنگاهيك ميدان يا دامنه Fاگراين مطلب نيز جالب است كه  -4 يا  =
0CharFزيرا، اگر. عددي اول است n= nاول نباشد، آنگاه  ≠ rs= به طوري كه ،,r s n< .

 :حال، مراحل زير را توضيح دهيد
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0 1 1 (1 1) (1 1)

(1 1) 0 (1 1) 0
r s

r s

n rs= ⋅ = ⋅ = + + + +

⇒ + + = ∨ + + =

" "��	�
��	�


" "��	�
 ��	�

  

  
  چرا؟. كه تناقض است

  

   2.3 تمرين
  
 .را بيابيد [25و [10هايهاي صفر حلقهعليهمقسوم -1
 . پذير باشدتواند واروننمي ،است) چپ يا راست(مقسم صفر  كهعضو يك نشان دهيد كه  -2
-و تنها اگـر داراي مقسـوم   عليه صفر چپ نيست اگرداراي مقسوم Rدلخواهي ثابت كنيد كه حلقه -3

  .عليه صفر راست نباشد
aنشان دهيد كه اگر. پذير باشدتعويض ايحلقهRفرض كنيد -4 R∈ باشـد، آنگـاه    عليه صفرمقسوم

rبه ازاي هر R∈،ar  ،است عليه صفرمقسومنيز به شرطي كه ناصفر باشد.      

1a خود توانو هر عضو ناصفر نشان دهيد كه  - 5   .عليه صفر استمقسوم Rداريك يدر حلقه ≠
  ثابت كنيد كه -6
   .هاي هميلتون، داراي مقسم صفر نيستي چهارگانحلقه )الف(
 .استي بخشي حلقه ،هاي هميلتوني چهارگانحلقه )ب(

2ي نشان دهيد كه معادله -7 1x  .است - 1و  1هاي ي صحيح تنها داراي جوابدر يك دامنه =
 . بيابيد [8يدر نادامنه و [7 ميدان جواب هاي اين معادله را در

 .ي بخشي استي متناهي بدون مقسم صفر، يك حلقهنشان دهيد كه هر حلقه -8
 .ها اثبات كنيددر گروه 10.1.2 يقضيهرا به روش مشابه  10.2.3ي قضيه -9

 .است \كوچكترين زيرميدانو  [كوچك ترين ميدان شامل _نشان دهيد كه  - 10
x ،x، به ازاي هرRناصفر يفرض كنيد در حلقه  -11 x=  چند است؟Rيمشخصه. −

 . بيابيد كه ميدان نباشد 3ي ي با مشخصهمثالي از يك حلقه -12

  
  دسته دوم

1، همنهشتيp، براي عدد اول[pبا استفاده از ميدان بودن -13 1p
px −   را براي اعداد صحيح ≡

x  با ويژگي|p x/ اسـت  فرمـا  كوچك يقضيهي اعداد موسوم به اين حكم در نظريه. اثبات كنيد .
p{0}\اين واقعيت را به كار ببريد كه گروه ضربي :راهنمايي( p

∗ =] 1pداراي [  .)ستا عضو −
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 ، تشـكيل يـك  CentRيثابت كنيد كه مركز حلقه، يعن ـ. ي بخشي باشديك حلقهRدفرض كني -14
  .دهدميدان مي

axياي با بيش از يك عضو باشد به طوري كه معادلـه حلقهRفرض كنيد -15 b=  هـر عضـو    بـراي
aناصفر R∈ و هرb R∈ ثابت كنيد. داراي جواب باشدRاي بخشي استحلقه.  

aهر عضو ناصفر  براياي با بيش از يك عضو باشد به طوري كه حلقه Rفرض كنيد -16 R∈عضو ، 
bمنحصر به فرد R∈  وجود داشته باشد به طوري كهaba a= . ثابت كنيد كه 

bab )ب(                            .استRعليه صفرصفر تنها مقسومعضو  )الف( b=.  
  .بخشي است ايحلقه R )ت(                                               .دار استيك ايحلقه R )پ(

 .وجود ندارد  6ي ي صحيح از مرتبهثابت كنيد كه هيچ دامنه -17
 نشان دهيد .پوچتوان است abبه طوري كه اشندب Rيعضوهايي از حلقه bو  aفرض كنيد  -18 

  .نيز پوچتوان است ba كه
 : ثابت كنيد كه -19

  .تواند پوچتوان باشدنمي حلقهيك در  عضو خودتوان ناصفر )الف(
  .هستند 1و  D ،صحيحي در يك دامنه تنها عضوهاي خودتوان )ب(
  .ي صحيح، صفر تنها عضو پوچتوان استدر يك دامنه )پ(
  .پذير نيستدار، يك عضو پوچتوان، واروني يكدر يك حلقه )ت( 

 در مركزثابت كنيد كه هر عضو خودتوان . اي بدون عضو پوچتوان ناصفر باشدحلقهRفرض كنيد -20

R قراردارد. 
1ثابت كنيد كه . باشد Rدارپذير و يكي تعويضعضوي پوچتوان از حلقه aفرض كنيد كه -21 a+ 

 الو يك عضو پوچتـوان عضـوي يك ـ   اليك بگيريد كه مجموع يك عضواست و نتيجه Rدرال يك عضوي
 .است
rوباشد اي دلخواه حلقهRفرض كنيد -22 R∈ ،2به طوري كهr r−  ثابـت كنيـد  . پوچتوان باشـد       
 .داراي عضو خودتوان ناصفر است Rپوچتوان نباشد، آنگاه rاگر
  .هستند ، شرايط زير معادلRي دلخواهثابت كنيد در هر حلقه -23

  .داراي هيچ عضو پوچتوان ناصفر نيست R )الف(

2 )ب( 0 0r r= ⇒ = .  

       ثابت كنيـد كـه بـه   . باشد pي عدد اولپذير با مشخصهدار و تعويضاي يكحلقه Rفرض كنيد -24

a,ازاي هر  b R∈ و هر عدد صحيح مثبتn ،( )
n n np p pa b a b+ = +. 

  .تواني از عددي اول است Fيميداني متناهي باشد، آنگاه مرتبه Fثابت كنيد كه اگر -25
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  آلهايد و يي خارج قسمتحلقه  3.3

ساختن دسـتگاه جبـري    براي Aيك دستگاه جبري افرازآگاهي خوبي از چگونگي  2و 1هاي در فصل
 ∽همنهشـتي ي را تحت يك رابطه Aخارج قسمتي به دست آورديم و ديديم كه در حالت كلي بايد

ي مجموعـه و  ي يك گروهخارج قسمتهاي ي گروههمهي مجموعهديديم كه  2در فصلولي . افراز كنيم
-زيـر گـروه   ها راهاي خاصي هستند كه آنر دوسويي با زيرگروهظدر تنا روي آن گروه هايتيشهمنه
هـا  ي ردهي همهي شامل عضو هماني به تعبيري سازندهو همچنين ديديم كه رده ،ناميديم نرمالهاي 
هـاي جبـري   دسـتگاه بسـياري از  داديم كه همتاي آن مطالـب بـراي   ) با مثال !جدي( هشدارو  است، 
خوشبختانه، خواهيم ديـد كـه    چطور؟ها شود كه در مورد حلقهپس اين سؤال مطرح مي. يستن برقرار

هـاي مفيـد و خـاص هسـتند و بـا      اي نيز داراي همتاي اين ويژگيهاي حلقهخارج قسمت و همنهشتي
 مشـابه در واقع خـواهيم ديـد كـه،    . نام دارند، در تناظر دوسويي هستند آلهايد ها كهنوعي از زيرحلقه

  :با يكديگر هستند دوسوييي زير در تناظر ها، سه مجموعهمورد گروه

R/هاي خارج قسمتيي حلقهي همهمجموعه{         ∼{= ( )Q R  
)Rيروي حلقه ∽هاي همنهشتيي رابطههمهي مجموعه{ ) {Con R =  

)Rيهاي حلقهآلهي ايدي همهمجموعه{                   ) {Id R =  

. را خط به خط تكـرار كنـيم   2 فصل و به ويژه 1 كه مطالب فصل ،لزومي ندارد، و ما نيز قصد نداريم     
  . گنجانيمدر بحث زير مي اختصارهاي بالا را به تواني مجموعهولي، روش كار اثبات هم

  بحث در كلاس  1.3.3
ي همنهشـتي  تعريـف جـامع رابطـه    با توجه به. آوريمي خارج قسمتي را ميابتدا تعريف جامع حلقه -1

  ، روشن است كه7.1و مطالب ديگر همان بخش  1.7.1
)يروي حلقه ∽ارزيي همرابطه )الف( ; , )R + جمع است اگر و تنها اگر با هر دو عمل  همنهشتي ⋅

  يعني،  ).را ببينيد 1.7.1( حلقه سازگار باشدو ضرب 
  

& ( )
x x

x y x y xy x y
y y

′⎧ ′ ′ ′ ′⇒ + + ∗⎨ ′⎩

∼
∼ ∼

∼  
  

)يروي حلقه ∽ارزيي همرابطه )ب( ; , )R +   عملهر دو همنهشتي است اگر و تنها اگر  ⋅
   

[ ] [ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]x y x y x y x y+ = + ⋅ = ⋅  
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R/روي افراز     ).7.1بخش  1تمرين ( .تعريف باشندخوش ∽

توانيد، با اسـتفاده از حلقـه بـودن   باشد، به راحتي مي Rياي همنهشتي روي حلقهرابطه ∽اگر )پ(
Rنشان دهيد كه افراز ،/R اين حلقـه را  . شودحلقه مي ،)ب(داده شده در بند  يهاهمراه با عمل ∽

   . ناميممي ∽بر Rي خارج قسمتيحلقه

جبـر كلاسـيك   ي خارج قسمتي را ديديم، ببينـيم كـه ايـن تعريـف در     حال كه تعريف جامع حلقه -2
هاي كلاسيك جبـر، نشـان   ها، در اغلب كتابمانند مورد گروه و چرا؟ شودمعمولاً به چه صورتي داده مي

دهـد و  اي خارج قسمتي به دست ميحلقه، )كه تعريف آن را ارائه خواهيم داد( آلهايددهند كه هر مي
)يك به يك از  تابعيدر نتيجه  )Id R به( )Q R  و لذا به( )Con R بيـان  معمـولاً  ولـي  . وجود دارد

يعني، هر خارج قسمت يك حلقه يـا هـر همنهشـتي    . كه تصادفاً اين توابع دوسويي نيز هستند شودنمي
بـراي اينكـه   . پـردازيم در زير به اختصار به ايـن مطالـب مـي   . آل استهروي يك حلقه حاصل از يك ايد

 .آوريم، بحث زير را ميآل چطور به وجود آمده استهايد مهم مفهومببينيم 
)روي گـروه   ∽، يعني همنهشـتي بـودن  +با عمل ∽، سازگاري8.2انند مطالب بخشم -3 ; )R + ،

[0]يكند كه ردهايجاب مي { | 0}I x R x= = ∈ )زيرگروه نرمـال  ∽ ; )R البتـه چـون   (باشـد   +
)گروه جمعي ; )R بـا عمـل    ∽سـازگاري ). نرمـال اسـت  به خودي خود آبلي است، هر زير گروه آن  +

)گروه ضربيروي نيم ∽ضرب حلقه، يعني همنهشتي بودن ; )R ، چـه ويژگـي ديگـري روي زيرگـروه     ⋅
[0]I   :كند؟ واقعيت زير را ببينيدالقا مي =
 

0 0 0
0 0

[0]
[0]

x I x rx r rx
r R r r xr r xr

rx I
xr I

∈⎧ ⎧ ⎧ ⎧
⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨ ⎨∈⎩ ⎩ ⎩ ⎩

∈ =⎧
⇒ ⎨ ∈ =⎩

∼ ∼ ∼
∼ ∼ ∼

  

I[0]ي هابا توجه به اين ويژگي        .آوريم، تعريف زير را مي=

Iحلقه است و  Rفرض كنيم  . تعريف 2.3.3 R⊆ .گـوييم كـه   ميI   آلهايـد R    اسـت، و مـي
I|نويسيم R≤اگر ،I  زيرگروه( ; )R xباشد، و براي هر + I∈ هر وr R∈ ،,rx xr I∈.  

  بحث در كلاس 3.3.3
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I[0] آلايـده ،  Rيروي حلقـه  ∽يي همنهشـت هر رابطـه  مطالب بالا،با توجه به  -1   بـه   ارR از  =
-نشـان مـي   ،هاكنيم و با  الگو قرار دادن حالت گروهحال عكس اين مطلب را بررسي مي. دهددست مي

  :است  Rهمنهشتي روي يرابطه ي زير يك، رابطه Rياز حلقه I آل دلخواههبراي هر ايددهيم كه 

( )Ia b a b I⇔ − ∈ ∗∗∼  

به ) در نمادگذاري جمعي است 8.8.2ي قضيه كه تكرار(با عمل جمع را  ∽Iاثبات راحت سازگاري
  : توضيح دهيد با عمل ضرب حلقه را در زير ∽Iاثبات سازگاريدليل هر مرحله از . كنيمشما واگذار مي

( )
( )

I

I

a b a b I a b x I
x y x y I b x y I

ax bx I
ax bx bx by I

bx by I
ax by I ax by

− ∈ − ∈⎧ ⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨− ∈ − ∈⎩ ⎩⎩

− ∈⎧
⇒ ⇒ − + − ∈⎨ − ∈⎩
⇒ − ∈ ⇒

∼
∼

∼  
  

/ ي خارج قسمتيحلقهاز اين رو،  -2 {[ ] | }
IIR a a R=   :هاي زير داريمرا همراه با عمل ∽∽∋

  
[ ] [ ] [ ] & [ ] [ ] [ ]

I I I I I I
x y x y x y xy+ = + ⋅ =∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼  

R/قسمتي، معمولاً اين حلقه را به صورت ساده تربا الگو قرار دادن گروه خارج  I    بـه جـاي/ IR ∼ 
  .دهيمنشان مي

ولـي در  (هـا،  ي همنهشتي اين است كه، مشابه مورد گـروه ي اين رابطهدر باره بسيار جالبي نكته -3
  ي مجموعههمي آن به صورت ، هر رده)نمادگذاري جمعي

 
[ ] { | }

I
a a I a x x I= + = + ∈∼ 

  است، زيرا

[ ] { | }

{ | }
{ | ( ) }
{ | }

I Ia x R x a

x R x a I
x R y I x a y
a y y I

a I

= ∈

= ∈ − ∈
= ∈ ∃ ∈ = +
= + ∈
= +

∼ ∼
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[0]كنيم كه به ويژهتوجه مي 0
I

I I= + R/يحلقه صفرعضو  ∽= I است .  

ي خـارج  حلقـه  ،  بـه طـور سـنتي و متـداول،    هاي بالا، معمـولاً مطالب و نمادگذاري بنديجمع با -4
  ي را برابر با مجموعه) ∽Iي همنهشتي همان بر رابطه( Iآلهبر ايد Rقسمتي

/ { | }R I a I a R= + ∈  

  :يمكنهاي دوتايي زير تعريف ميهمراه با  عمل

( ) ( ) ( ) , ( )( )a I b I a b I a I b I ab I+ + + = + + + + = +  

  كلاسبحث در   4.3.3
در (  R/I هاي زير براي اعضايبيان شد، ويژگي 2در فصل ها كه مجموعههاي همبا توجه به ويژگي -1

  :برقرار هستند )نماد گذاري جمعي
  

( ) , ( ) ( ) ( )a I I a I a I b I a b I+ = ⇔ ∈ + = + ⇔ − ∈  
  

  .استR/I  ييكه I+1 باشد، آنگاه روشن است كه Rآل هايد Iدار و ي يكاحلقه Rاگر -2
معادلـه در    باشـد، آن ) اتحاديعني (اي در دستگاهي جبري برقرار اگر معادله ديديم كه 1در فصل  -3

  Rآلـي از هايـد  Iپذير و تعويض Rياز اين رو، اگر حلقه. است) اتحاد(برقرار خارج قسمت آن جبر نيز 
توانيد به طور مستقيم نيز اثبات راحتي ميالبته اين مطلب را به (. است پذيرويضنيز تع  R/Iباشد، آنگاه

 يحلقـه  ناصـفر اسـت، در حـالي كـه در     [ضرب هر دو عضو ناصـفر در ولي، براي مثال، حاصل .)كنيد
/خارج قسمتي  n≡] ،2براي عدد غير اولn ي هلق ـدر حبـراي مثـال،   . ، اين ويژگي برقرار نيست<
/4خارج قسمتي [2]4داريم  [≡ [2] [4] [0]⋅ = وارون  [در 1همچنين، هيچ عضـو مخـالف   . =

/ندارد، در حـالي كـه در  ) ضربي( p≡]     در واقـع، بـراي عضـو    .دارد) ضـربي (هـر عضـو ناصـفر وارون
+ ]a p 1}كه,..., 1}∈ −a p چون ،( , ) 1=a p اعداد صحيحb وc   وجود دارند به طـوري

+1كه =ab pc . مـي توانيـد نشـان دهيـد كـه     اي سـاده  با محاسـبه حال+ ]b p  وارون ضـربي
+ ]a p در ضمن، داريم .است/ /n n≡ =] ]    چطور؟. [

        
-با آن كردن ، كه كاركنيمها  بيان ميي آنها پي برديم، نكاتي را در بارهآلهحال كه به اهميت ايد     

آل را بـه صـورت زيـر    ههاي زيرگروه و زيرحلقه، محك ايـد ابتدا، با توجه به محك. كندتر ميها را آسان
  .داريم
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  آل است اگر و تنها اگرهايد Rياز حلقه Iيزيرمجموعه . )آلمحك ايد(قضيه   5.3.3
  ،I∈0 )الف(
Ibaبراي هر  ) ب( ∈,،a b I− ∈،  
x، و هر ∋Rrبراي هر   )پ(  I∈،xr I∈  وrx I∈.   

  
  بحث در كلاس  6.3.3

  ؟نسبت به ضرب بسته است چطور. آن نيز هستي آل يك حلقه، زيرحلقهاست كه هر ايده روشن -1
  . هستند Rآلهايد Rو }0{هايزيرحلقه ،Rيبراي هر حلقه -2
 چطور؟. ها هستندهاي آنها يا همان زيرحلقهزيرگروهدقيقاً  [nو  [هايآلايده -2

نيست، زيرا بـراي مثـال، داريـم     _آلهولي روشن است كه ايد. است _يزيرحلقه [ديديم كه -3
2و  [∋1 2)ولي _∋3 / 3).1 2 / 3= -هايدهر  Iبه همين روش، نشان دهيد كه اگر. [∌

m/باشد، آنگاه بايد هر عدد گوياي _ ناصفرآل  n متعلق بهI  باشد، و در نتيجهI =_. 
. اسـت  Rيبرابر بـا خـود حلقـه    Iآلهبسياري مواقع لازم است نشان دهيم كه ايد) 3تعميم بند ( -4

  . است Rداري يكاز حلقه آليهايد Iفرض كنيم
1اگر )الف( I∈ آنگاه=I Rزيرا براي هر ،∈r R،Irr ∈= 1.. 
RIباشد، آنگاه  uچون) پذيروارون(شامل عضوي يكال  Iاگر  )ب( آل ايجـاب  ه، زيرا تعريف ايـد =

11كند كهمي uu I−= ∈.   
-حلقهR، اگربرعكس چطور؟ .Fو {0}،آل داردتنها دو ايده Fهر ميدان ،بالا 4با توجه به بند  -5

: راهنمـايي ( چطـور؟ . ميدان استRاست، آنگاهآل پذير و يكدار باشد، كه داراي تنها دو ايدهاي تعويض
 ).در نظر بگيريدرا  aيد شده توسطولايدآل اصلي ت

)هاي حلقهزير -6 ( ); , )R X= Δ ∩P 3,2,1{بـراي مثـال، اگـر   . آل نيستندهنيز لزوماً ايد{=X 
},}1,{}3,2,{{آنگاه  XS φ=يزيرحلقهR   آل آن نيسـت، زيـرا   هاست ولـي ايـدS∈}3,2{ و

R∈}2{ولي ،S∉∩= كنيم كه در اين حلقه، عمل ضرب همـان  يادآوري مي(. }2{}3,2{}2{
   .)عمل اشتراك است

نيسـت  يك تابع حقيقـي دلخـواه لزومـاً پيوسـته      درضرب يك تابع حقيقي پيوسته از آنجا كه حاصل -7
)، پس اگرچه)مثال بياوريد( , )C \  .آل آن نيستهاست ولي ايد \\يزيرحلقه\
 چطور؟. آل نيستند، ايده 10.1.3بحث  9-6 هايهاي مثالهيچ يك از زيرحلقه -8

  . نيز حل كنيد 4بند را با استفاده از  8-6بندهاي  -9
در اين صورت، مشـابه  . باشد Rيآل حلقههايد Iفرض كنيم  )هابراي حلقه ي تناظرقضيه( -10

 : توانيد نشان دهيد كهبه راحتي مي، هاگروه
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R/هايزيرحلقه )الف( I دقيقاً به صورت/K I  هستندكه در آنI K R≤ ≤ .  

R/هايآلهايد )ب( I  دقيقاً به صورت/K I  هستند كه در آن|I K R≤ ≤  .  

و براي   1هاي كلي در فصل مطالب زير را نيز براي دستگاه همتاي( .هاآلهايد يهمشبك 7.3.3
در . آل اسـت هايـد به روشـني   ي يك حلقههاآلهايدمجموعه از هر اشتراك ) ايمديده 2ها در فصل گروه

ي قضـيه (آل هايـد  محـك  )پ(ها، زيرگروه اسـت، كـافي اسـت تنهـا شـرط      واقع، چون اشتراك زيرگروه
-آلهاجتماع ايدبراي را براي اشتراك بررسي كنيم، و اين شرط به وضوح، براي اشتراك و حتي ) 5.3.3

2راي مثال، ب ( نيستآل هايدلزوماً  هاآلهايداجتماع ولي . ها نيز برقرار است 3∪] زيرگـروه حتـي   [
هاي آلهمتشكل از ايد RId)(يخواهيم ديد كه مجموعه. )آن باشد آلهايدبتواند تا اينكه  نيست [

و بـراي شـناخت    داي اسـت كـه در آن اشـتراك نقـش اينفـيمم را دار     مشبكه ⊇همراه با  Rيحلقه
آل شامل اجتماع هترين ايد، مفهوم كوچكهاو زيرحلقه هاي زيرگروهمشابه مشبكه ،سوپريمم در آن بايد

  .    بگيريمرا در نظر 
  

RXيك حلقه است و Rفرض كنيم  .تعريف  8.3.3 Xشـامل  هايآلهايدي اشتراك همه. ⊇
و آن را با نمـاد  گوييممي X آل توليد شده ازهايداست، Xشاملآل هايدترين كوچككه همان ، را

( )X  ــي ــان م ــيمنش ــه  ( ده ــاد زيرحلق ــا نم ــا ب ــده  ت ــد ش >Xي تولي ــود  < ــتباه نش ــر. )اش اگ
1{ , , }nX x x= )متناهي مولدآل هايدآنگاه ، " )X  1را با( , , )nx x"    دهـيم مـي نشـان  نيـز .

)آل تك مولديهايد )x  ناميممي آل اصليهايدرا.  
  
 

RXدار است واي تعويضپذير و يكحلقه Rفرض كنيم . قضيه  9.3.3  در اين صورت .⊇

1
( ) | , ,

n

i i i i
i

X r x n r R x X
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `  

  به ويژه، 

              
( ) { | }x rx r R Rx xR= ∈ = =

  
  

 )يهـا بـه ويـژه زيرگـروه   (ي هابا توجه به تعريف، مشابه موارد ديگري كه در مورد زيردستگاه.  اثبات
 يعنيي طرف راست، ديديم، بايد نشان دهيم كه مجموعه توليد شده

  

1
| , ,

n

i i i i
i

I r x n r R x X
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `  
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x∋كنيم كه چون هرابتدا مشاهده مي. شودمي شاملرا  Xاست كه آليهايد ترينكوچك  X  به
x=1صورت x پسشودمي نوشته ،X I⊆ 0همچنين، و 0x I= محـك  بـا اسـتفاده از    حال. ∋

پذير بودنتعويضبا توجه به . است Rآلهايد Iيمجموعه كهتوانيد نشان دهيد آل، به راحتي ميايده
R ، كافي است توجه كنيم كه براي هر ،آلايدهمحك  )پ(براي اثبات شرطr R∈،  
 

1 1 1
( ) ( )

n n n

i i i i i i
i i i

r r x r r x rr x I
= = =

⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

  
Xباشد به طوري كه Rآلي ازهايد Jپايان، اگر در      J⊆ي عضوهاي به صورت، آنگاه همهrx ،

r∋كه در آن R و∈x X ، عضو ،هاآنهاي مجموعلذا وJ طور هماندر نتيجه،  چرا؟ .خواهند بود
Iخواستيم،كه مي J⊆.  

  
  بحث در كلاس  10.3.3

ي قضـيه  ولـي . نيسـت آن آل هلزومـاً ايـد   Rيي يـك حلقـه  هاآلهگونه كه ديديم اجتماع ايدهمان -1
آل آن يـك ايـده   Rهايآلهايداز  خانوادههر آل توليد شده از اجتماع هايد دهد كهبالا نشان مي 9.3.3
  .است

هـا نيـز برقـرار    آلبراي ايـده  8.2بخش  9تمرين  )جمعي(همتاي  اين است كهتوجه اي جالب نكته -2
  ها آن مجموعآنگاه  ،باشند Rيحلقهآل ايده Jو Iاگريعني، . است

  
},|{: JbIabaJI ∈∈+=+  

  
آل توليـد شـده از اجتمـاع   برابـر بـا ايـده   توانيد نشان دهيد كه است و مي Rالنيز به روشني يك ايده

I J∪ )شاملآل ترين ايدهيعني، كوچكI وJ ( است) ببينيد نيز اين بخش را 4تمرين(.   
I+مجموع آلهبا ديدن ايد -3 Jضربحاصلشود كه آيا ، اين سؤال مطرح مي   
   

{ | , }IJ ab a I b J= ∈ ∈  
  

3)براي مثال،. آل است؟ پاسخ در حالت كلي منفي استهنيز يك ايد )(2 )] نيست، زيرا [آلهايد [
3 2 5 (3 )(2 )+ = ∉ ] بـا همـان   نيـز  را   IJيتوليد شده از مجموعه آلمتداول است كه ايده. [

-مجموعه IJآلشايد تصور كنيم كه ايده. بناميم Jدر Iضربحاصلدهيم و آن را نشان  IJنماد
IJ,،بـرعكس نشان دهيد كه، ! است Jو Iشامل دست كم اي بزرگ و I J⊆ .   فـرض  مجـدداً بـا
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 IJآل توليـد شـده از  هي بـالا، ايـد  به كار بردن قضيهو با  باشددار پذير و يكاي تعويضحلقه Rاينكه
  از عبارت است

},|{
1

JbIaba iii

n

i
i ∈∈∑

=

  

   .)را ببينيداين بخش  7تمرين (
  

    .نيز ديديم هادر گروه رااولي همتاي ، كه كنيمآل مهم را معرفي ميهدر پايان اين بخش، دو نوع ايد     
  

  تعريف  11.3.3
آن را بـه طـور    ،ايآل سـره هگوييم اگر هيچ ايـد مي ماكسيمالرا  Rياز حلقه Mيسرهآل هايد -1

Mباشد به طـوري كـه   Rآلي ازهايدJيعني اگر. سره شامل نشود J R⊆ Jآنگـاه  ⊇ M=  يـا
J R=. ) ديگر،به عبارتM ي مرتب جزئي در مجموعه( ( ), )Id R   .)استماكسيمال  ⊇

Rbaگوييم اگر براي هرمي اولرا Rياز حلقه Pيآل سرههايد -2 ∈,،  
  

Ib∈ ياIaIab ∈⇒∈  
  

    بحث در كلاس 12.3.3
عددي اول است، زيرا براي هر دو  pهستند، كه در آنماكسيمال  [pهايآله، ايد[يدر حلقه -1

  :داريم nو mعدد صحيح
|m n n m⊆ ⇔] ]  

  
0abاگر  ها هستند، زيرا[pو {0} نيز [هاي اولآلهايد 0aآنگاه  = 0bيا =   ، و=
  

n p∈ p|يا    [ n m p⇔ ∈ |يا  [ |mn p p mn p m∈ ⇔ ⇔]  
  

  .آل اول برگرفته از تعريف اعداد اول استهدهد كه چطور تعريف ايداين مثال نشان مي
  
  چرا؟. آل اول استهيك ايد }0{صحيح، يدر هر دامنه -2
. هـاي بسـياري دارنـد   كـاربرد  اولو  ماكسيمالهاي آلايدههاي ديگر جبر خواهيم ديد كه در درس -3

ديديم كه اگر دسـتگاهي جبـري چـون   1فصل به خاطر بياوريد كه در . ي زير را ببينيدبراي نمونه قضيه
A آن جبري بسازيم كه آن ويژگي را داشـته باشـد،   زا اي نباشد و بخواهيمداراي ويژگيA   را بـر يـك

معادل اسـت بـا تقسـيم كـردن      هااين مطلب در مورد گروه. كنيمي همنهشتي مناسب تقسيم ميرابطه



29 
 

آلـي  ايـده حلقه بـر   كردن ها معادل است با تقسيم، و در مورد حلقهمناسب زيرگروه نرمالگروه بر 
 د، و همتايسازي صحيح مياز يك حلقه يك ميدان و يك دامنه ،زير مهم و پر كاربرد يقضيه. مناسب

  .ها استدر گروه18.9.2قضيه ي 
   

  باشد، آنگاه Rآلي ازهايد Mو دارپذير و يكتعويضاي حلقهRاگر . قضيه 13.3.3
R/يحلقه -1 M آلهميدان است اگر و تنها اگر ايدM ماكسيمال باشد.  
R/يحلقه -2 P آلهاست اگر و تنها اگر ايد ي صحيحدامنهP اول باشد.  

  
  اثبات

R/يفرض كنيم حلقه -1 M ناصفر اسـت ، كه در اين صورت، با توجه به تعريف ميدان. ميدان است،
M R≠ .حال فرض كنيمJ آلي ازهايدR    باشد بـه طـوري كـهM J R⊆ ايـن صـورت  در . ⊇

/J M آلي از ميدانهايد/R M و {0}از آنجا كه . )را ببينيد 6.3.3بحث  10بند ( استF   تنهـا
/هستند، پس Fهاي هر ميدانآلايده { }J M M= يا/ /J M R M=. ،يعنيJ M=  يـا
RJ = .  

R/يدر اين صورت، حلقـه . ماكسيمال است Mآله، فرض كنيم ايدبرعكس      M   ناصـفر اسـت. 
R/دار است،پذير و يكتعويض Rچون چرا؟ M دهيم كه هـر عضـو   نشان ميحال، . نيز چنين است

a/فرض كنيم. ناصفر آن داراي وارون ضربي است M R M+ aپس. ناصفر است ∋ M M+ ≠ 
aو در نتيجه M∉ .  مجموع آلهايدچون( )M a+ آلايدهM    شـود،  را به طور سـره شـامل مـي

) بايد Mبنابر ماكسيمال بودن )M a R+ xهايعضو پس. = M∈ وRr∈  ـوجـود دار  د بـه  ن
raxRطوري كه R/ضرب در بنابر تعريف جمع و حال،. 1=+ Mداريم ،  

  
1 ( ) ( ) ( )

( )( )
R M x ra M x M ra M

ra M r M a M
+ = + + = + + +

= + = + +
  

  
ــرا ــلزي ــه دلي x، ب M∈،x M M+ R/صــفر = M ــابراين، .اســت rبن M+ وارون ضــربي

a M+ در نتيجه است، و/R M ميدان است.  
Rمعادل با ناصفر بودن P، سره بودن1بند  كنيم كه مانندابتدا توجه مي -2 P حال توجه . است

  كنيم كه در حالت كلي،مي
  

( )( ) 0a P b P P P ab P P ab P+ + = + = ⇔ + = ⇔ ∈  
  

  هاي بالا معادل هستند بااول است گزاره Pآلهو در حالتي كه  ايد
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( )( )a P b P ab P a P b P

a P P b P P
+ + ⇔ ∈ ⇔ ∈ ∨ ∈

⇔ + = ∨ + =
  

  
R/كه همان مقسم صفر نداشتن P كنيم كهاستفاده مي بسيار توجه كنيد كه از اين واقعيت( است 

0P يردههم P= R/يصفر حلقه + P استشده ات بثاپس حكم . )است .  
  

   بحث در كلاس 14.3.3
اي از اين حكم، در واقـع نتيجـه  . آل ماكسيمال اول استهدار، هر ايدپذير و يكهاي تعويضدر حلقه -1

  .ي صحيح است و اين مطلب است كه هر ميدان، دامنه 13.3.3ي قضيه
اول است ولـي ماكسـيمال    [در {0}آلبراي مثال، ايده .هاي اول لزوماً ماكسيمال نيستندآلهايد -2

اين طـور  ، و در هر ميدان دلخواه، هم ماكسيمال است هـم اول،  [pدر هر  {0}الالبته، ايده !نيست
 نيست؟ 

  .را بيابيد [12و [4هايهاي ماكسيمال و اول حلقهآلايده -3
  
  
  

   3.3 تمرين
، نشان Rبا استفاده از حلقه بودن .باشد Rياي همنهشتي روي حلقهرابطه ∽فرض كنيد كه -1

Rدهيد كه افراز   .استحلقه  ،1.3.3بحث تعريف شده در طبيعي ي هاهمراه با عمل ∽
هاي جمع و ضرب تعريف كه عمل ثابت كنيد باشد، به طور مستقيم Rيآلي از حلقهايده Iاگر -2

}|{روي ها، يعنيمجموعهي همروي مجموعه 3.3.3بحث  4بند شده در  RaIa -، خوش+∋
  .تعريف هستند

  نشان دهيد كه. ∋Rxاست و) دارپذير يا يكنه لزوماً تعويض(اي دلخواه حلقه Rرض كنيدف -3
 به صورت xآل توليد شده توسطهاعضاي ايد) الف(     

1

m

i i
i

rx xs nx r xs
=

+ + +∑  

,هستند كه در آن , ,i ir s r s R∈ ،n∈]، m∈`.  
به صورت xآل توليد شده توسطهاعضاي ايد ،)پذير نباشدو لزوماً تعويض( دار باشديكRاگر )ب(     

1

m

i i
i

r xs
=
i,هستند كه در آن ∑ ir s R∈،m∈`.  
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بـا اسـتفاده از   (ه صـورت مسـتقيم   ب. هستند آلهايد Jو Iو اي دلخواه است،حلقه Rفرض كنيد -4
)تساوي ،)تعريف )I J I J∪ =  .را ثابت كنيد +

 ـ. هسـتند آن  آلهايـد  Jو Iو اسـت، دار پذير و يـك تعويضاي حلقه Rفرض كنيد -5 ا اسـتفاده از  ب
)تساوي، 9.3.3ي قضيه )I J I J∪ =   .كنيد اثباترا  +

)آل اصليهي ايددامنهرا يك  Rي صحيحدامنه -6 )PID آل آن اصـلي  هگوييم، اگـر هـر ايـد   مي
ي يك دامنهميدان كه هر نشان دهيد . )هستند n]، PIDهاي حلقه و [يحلقه براي مثال(  .باشد
  .آل اصلي استهايد
بـا اسـتفاده از   ( به صـورت مسـتقيم  . هستند آلهايد Jو Iاي دلخواه است، وحلقه Rرض كنيدف -7

   ثابت كنيد كه )8.3.3 تعريف
  

1
| , ,

n

i i i i
i

IJ a b n a I b J
=

⎧ ⎫
= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ `

  
  

Iثابت كنيد كه .هستند آلهايد Jو Iاست، و اي دلخواهحلقه Rفرض كنيد -8 J∪ ستا آلهايد 
Iاگر و تنها اگر J⊆ياJ I⊆. 

تســــاوي .باشــــند آلايــــده K، وI،Jو اي دلخــــواه اســــتحلقــــه Rفــــرض كنيــــد -9
( )I J K IJ IK+ =  .ت يا رد كنيدباثارا +

ثابت كنيد كه هر . آلي بجز صفر و خودش نداشته باشدگويند اگر ايدهمي سادهرا Rناصفر يحلقه -10
  .باشدميدان است اگر و تنها اگر دار ساده پذير و يكي تعويضحلقه

   نشان دهيد كه. است Rآلهيدا Jو Iو ،پذيرتعويضاي حلقه Rفرض كنيد -11
( : ) { | }I J a R aJ I= ∈ ⊆  

 
  به ويژه. ناميممي Jبر  Iحاصل تقسيمرا  آلاين ايده. استRآل ايده

(0 : ) { | 0}I a R aI= ∈ =  
RAnnو معمولاً آن را با  ناميممي Iسازرا پوچ I دهيمنشان مي.  

,دار، پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -12 , |I J K R≤ و ،{ }n nI -اي از ايـده خـانواده  `∋
  ثابت كنيد كه.  باشد Rهاي آل

))الف( : )I I J⊆.  
))) ب( : ) : ) ( : ) (( : ) : )I J K I JK I K J= =.  
)) پ( : ) ( :n n

n n

I J I J
∈ ∈

=
` `
∩ ∩.  

)) ت( : )I J R=  اگر و تنها اگرJ I⊆.  
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R/ينشان دهيد كه حلقه. استRآلهايد Iو حلقه Rفرض كنيد) جالب است( -13 I  تعـويض-
x,پذير است اگر و تنها اگر به ازاي هر y R∈ ،xy yx I− xyعبـارت  ( .∋ yx−   را بـا[ , ]x y 

را  Rگرهـاي  آل توليد شـده توسـط تعـويض   ايده. ناميممي R گرتعويضدهيم و آن را يك نشان مي
]ناميم و با مي R گرآل تعويضايده , ]R R دهيمنشان مي.(  

  
 ي دومدسته

  
  به صورت) نزولي(ناميم اگر هر زنجير صعودي مي )آرتيني(ي نوتري حلقهرا يك Rيلقهح -14

...)(
...

321

321

⊇⊇⊇
⊆⊆⊆

III
III

 

njموجود باشد به طوري كه براي هر nباشد، يعني، عدد طبيعي پذيرخاتمهRهايآلهاز ايد ≥
njداشته باشيم II   ثابت كنيد . =

[و [هايحلقه )الف(      n ي و هر حلقه) چرا؟( آرتيني نيست [يالبته، حلقه .نوتري هستند
  چرا؟. آرتيني استمتناهي نوتري و 

  .هر ميدان هم نوتري و هم آرتيني است )ب(     

  فرض كنيد: راهنمايي( .آل اصلي نوتري استهي ايدكنيد كه هر دامنه ثابت  )پ(    
  

1 2 3a a a< > ⊆ < > ⊆ < > ⊆ "  
  

∪حال نشان دهيد كه >< ia ي برابر با يكي ازآلهايد>< ia استها.( 
آل ماكسـيمال  هگوييم اگر تنهـا يـك ايـد   مي ي موضعيحلقهرا  Rدارپذير و يكي تعويضحلقه -15

np، و هر ثابت كنيد كه  هر ميدان .داشته باشد
] )p موضعي است) عدد اول.   

اگر و  استاول  Rزا Pآلنشان دهيد كه ايده .است پذيردار و تعويضاي يكحلقهRفرض كنيد -16
 ،Rاز Jو Iآلهبراي هر دو ايد تنها اگر

 
J P⊆ ياI J P I P∩ ⊆ ⇒ ⊆  

  
اول است  Rياز حلقه Iيآل سرههايدنشان دهيد كه . پذير استاي تعويضحلقهRرض كنيدف -17

 ،Kو Jآلهاگر و تنها اگر براي هر دو ايد
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IK IJIJKيا  ⊇ ⊆⇒⊆  
اول  Rيسـره  آلايدهنشان دهيد كه اگر هر . پذير استدار و تعويضي يكاحلقه Rفرض كنيد -18

   .ميدان استRباشد، آنگاه 
بـا   Iالراديك نشان دهيد كه. است Rآلهايد Iو پذيردار و تعويضي يكاحلقهRدفرض كني -19

 تعريف

{ | , }nI x R n x I= ∈ ∃ ∈ ∈`  
0آل ايـده . است Rآلهايد { | , 0}nx R n x= ∈ ∃ ∈ . نـاميم مـي  R آل پـوچ ايـده را  `=

  نشان دهيد كه همچنين، 
I )الف( I⊆  

I )ب( I=.  

I )پ( J I J+ = +.  
IJ )ت( I J I J= ∩ = ∩.  
Iاول باشد، آنگاه  Iآلهگر ايدا )ث( I=. 

 Mثابـت كنيـد كـه   . باشـد  Rدارپـذير و يـك  ي تعويضاي از حلقهآل سرهايده Mفرض كنيد -20
 ـ     aهـر  رايماكسيمال اسـت اگـر و تنهـا اگـر ب M∉،( )M a R+  ـ   = هـر   راي، اگـر و تنهـا اگـر ب

a M∉ ،عضوb R∈ 1وجود داشته باشد به طوري كه ab M− -تنها اگر براي هر ايده ، اگر و∋
I، داشته باشيم Rاز  Iآل M⊆ ياM I R+ =.  

داريـك  پـذير و ي تعويضحلقهآل ماكسيمال و متمايز از هدو ايد 2Mو  1Mاگرنشان دهيد كه  - 20
R  ،آنگاهباشند   

1 2 1 2M M M M= ∩ 
در يـك   Rيهآل سـر ثابت كنيد كه هر ايـده . استدار پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -21
 .)لم زورن را به كار ببريد: راهنمايي. (آل ماكسيمال قرار داردهايد
rنشان دهيد كه. دار باشدپذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد -22 R∈ ناپذير است اگر وارون

 .آلي ماكسيمال باشدهعضو ايد rو تنها اگر
 ثابت كنيد كه. استدار پذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد كه  -23

ــف( ــر  )ال ــده 2Pو  1Pاگ ــه    Rآل اولدو اي ــوري ك ــه ط ــند ب 1باش 2P P⊆/ 2و 1P P⊆/ ــاه ، آنگ
1 2P P P=   .اول نيست ∩

}اگر )ب( }i i IP   .ي اول هستنديهاآلايده ∪iPو ∩iPباشد، آنگاه  Rهاي اولآلزنجيري از ايده ∋
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آل ماكسـيمال  آل اول يك ايـده دار متناهي، هر ايدهيكپذير و ي تعويضثابت كنيد كه در هر حلقه -24
  .است
  يعني،  . ها برقرار نيستآلبا ارائه مثال، نشان دهيد كه خاصيت تعدي براي ايده - 25

| | |I J R I R≤ ≤ ⇒ ≤/  
يك  Pو  Rآل يك ايده Iفرض كنيد كه . دار استپذير و يكاي تعويضحلقه Rفرض كنيد   -26

 .است Rآل ايده Pنشان دهيد كه . باشد Iآل اول ايده
سره ندارد اگر ) يا چپ(آل راست هيچ ايده Rثابت كنيد كه. دار استي يكاحلقهRفرض كنيد -27

)از  Iزيرگروه .ي بخشي باشديك حلقه Rو تنها اگر ; )R ) چپيا ( آل راستايدهرا يك  +
xگوييم اگر براي هر مي I∈  و هرr R∈ ،xr I∈ )ياrx I∈.(   

 
                  

  
  

  هاحلقه ريختييك هايقضيههمريختي و    4.3

هاي جبري ي دستگاهرا، كه براي همههاي يكريختي ها و قضيهي اساسي همريختيدر اين بخش، قضيه
   .كنيمميبه اختصار مطالعه ها حلقهيك بار ديگر براي ديديم،  2ها در فصلو براي گروه 1 در فصل

بين دو دستگاه جبـري تـابعي    ، همريختيهاي جبريهمريختي بين دستگاه با توجه به تعريف كلي     
ها بـه  از اين رو، تعريف همريختي حلقه. كندمي حفظدامنه را ختار جبري اسهاي ي عملاست كه همه

  . است صورت زير

)فرض كنيم  . تعريف  1.4.3 ; , )R +  و ⋅ ( ; , )S + f:تابع. حلقه باشند⋅ R S→  همريختي را
Rbaگوييم اگر براي هرمي ايحلقه ∈,،  

  
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )f a b f a f b f ab f a f b+ = + =  

، و همريختـي  ريختيتكهمريختي  يك به يـك را   ،ريختييكهمريختي دوسويي را مطابق معمول، 
  . ناميمينيز م بروريختيپوشا را 

  بحث در كلاس   2.4.3
از ويژگـي حفـظ عمـل جمـع در      ،بيـان شـد   2ها كه در فصلهاي همريختي گروهبا توجه به ويژگي -1

يك همريختي اي باشد، آنگاه يك همريختي حلقه fگيريم كه اگرنتيجه مي ،هاهمريختي حلقه تعريف
)از گروه جمعي ; )R )به گروه جمعي + ; )S   است و در نتيجه داريم +
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)()()(
)()(

,0)0(

bfafbaf
afaf

f

−=−
−=−

=
  

  
همريختـي  . (باشد 1حافظ  به خودي خود fدار باشند، لزومي ندارد كهيك Sو Rهايولي اگر حلقه

f:اگر البته .)صفر را در نظر بگيريد R S→  دار باشد، آنگاه هاي يكبين حلقه پوشايك همريختي
(1 ) 1R Sf دار هاي يـك داناني كه تنها با حلقهشويم كه رياضياين نكته را نيز متذكر مي. )چطور؟( =
1)شرط  ،دسروكار دارن ) 1R Sf   . افزايندها ميتعريف همريختي بين حلقه بهرا نيز  =

f:فرض كنيم -2 R S→ توانيد نشان دهيد كهبه راحتي مي. اي باشديك همريختي حلقه  
)، [∋nو ∋Raبراي هر )الف( ) ( )f n a n f a⋅ = 0nبراي مثال، اگر  .⋅   آنگاه <
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f n a f a a f a f a n f a⋅ = + + = + + = ⋅" "  
  
aبراي هر )ب( R∈ وn∈`،nn afaf ))(()( =. 
RSحلقه باشند و Sو Rفرض كنيم -3 i: يشمولدر اين صورت تابع . ⊇ S R→   همريختـي

 .اين مطلب از محك زير حلقه. باشد Rيزيرحلقه Sاست اگر و تنها اگر
)فرض كنـيم  -4 ; ,.)+R و( ; ,.)′ +R :تـابع ثابـت صـفر   . حلقـه باشـند     ′→f R R   بـا تعريـف

( ) 0=f x  اي استهمريختي حلقهيك .  
)1(1دار هسـتند، و شـرط  ها يكدر تعريف همريختي، اگر فرض كنيم حلقه -5 =f    ،را اضـافه كنـيم

Ruآنگـــاه بـــراي هـــر عضـــو يكـــال ∈،11 ))(()( −− = ufuf .در واقـــع، بـــراي هـــرn∈]،
nn ufuf ))(()( =.  
: تابع -6 nf →] ))nبر xيماندهباقي( با تعريف [ )f x  .اي استيك همريختي حلقه =
)رض كنــــيم فــــ -7 ; , )R + f:تــــابع. باشــــد داراي يــــكحلقــــه ⋅ R→] بــــا تعريــــف

( ) 1 1 1f k k= ⋅ = + آيـا ايـن همريختـي بـراي هـر       چطـور؟ . اي استيك همريختي حلقه "+
 !) را در نظر بگيريد [n يحلقه(ك به يك است؟ ، يRداريك يحلقه

: تابع -8 ( )nf M →\ AAfبا تعريف \ det)( جمـع را حفـظ    حافظ ضرب است، ولـي  =
 .اي نيستگروهي است ولي همريختي حلقهپس همريختي نيم .كندنمي

f:گرچه تابع اكنيم كه، توجه مي -9 →] )با تعريف، براي مثال،  [ ) 2f n n=   عمل جمـع را
كنـد، و بنـابراين همريختـي    كند، و در نتيجه همريختي گروهي است، ولي ضرب را حفظ نمـي حفظ مي

f:اي حلقه هايحال نشان دهيد كه تنها همريختي! اي نيستحلقه →] ثابت صفر و  ، همريختي[
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ــتند  ــاني هسـ ــي همـ ــال،  (! همريختـ ــراي مثـ ــر، بـ ــه اگـ ــد كـ ــه كنيـ )توجـ ) 0f m ــاه از ≠ ، آنگـ
( ) ( 1) ( ) (1)f m f m f m f= (1)نتيجه مي شود كه  = 1f =  .(     

  
  .ها استدر گروه 1.9.2و  3.5.2هاي قضيهي زير همتاي قضيه       

  
RRfفرض كنيم  تابع.  قضيه  3.4.3   :در اين صورت. اي باشديك همريختي حلقه :→′

 .است′RيزيرحلقهSf)(باشد، آنگاهRيزيرحلقهSاگر -1
 . است fImآلهايدIf)(باشد، آنگاه RايدآلIاگر -2

Sراگ -3 )1هباشد، آنگا ′Rيهزيرحلق ′ ) ( )f S f S−′ ′=
H

 .استRيزيرحلقه
)1باشد، آنگاه ′Rآلهايد Jاگر -4 ) ( )f J f J−=

H
  .استRآلهايد 

(0)1، يعني fيهسته - 5 { | ( ) 0}f x R f x− = ∈  .است Rآله، ايد=
 

و  2راي نمونه، ب. شونداثبات ميآل به سادگي هاحكام بالا با استفاده از تعريف زيرحلقه و ايد . اثبات
  .كنيمات ميبثارا  4
0داريم ابتدا -2 (0) ( )= ∈f f I0، زيرا∈ I .اگر همچنين( ), ( ) ( )∈f a f b f I در آن كـه

, ∈a b I آنگاه− ∈a b I و در نتيجه( ) ( ) ( ) ( )− = − ∈f a f b f a b f I .بـراي  ،در پايان
( ) ( )∈f a f I در آن كه∈a I و( ) Im∈f b f  داريـم( ) ( ) ( ) ( )= ∈f a f b f ab f I

ab∋زيرا I. به همين ترتيب، چرا؟( ) ( ) ( )∈f b f a f I.  
ــدا -4 ــم ابت 10داري ( )−∈ f Jــرا (0)، زي 0= ∈f J .ــين ــر همچن ,1اگ ( )−∈a b f J ــاه  آنگ

( ), ( )∈f a f b J و در نتيجــه( ) ( ) ( )− = − ∈f a b f a f b J1، پــس( )−− ∈a b f J .
)1، اگـــــــــردر پايـــــــــان )−∈a f J و∈r R آنگـــــــــاه( )∈f a J و در نتيجـــــــــه

( ) ( ) ( )= ∈f ra f r f a J. 1پس( )−∈ra f J . 1،صورتبه همين( )−∈ar f J.  
   

تصـويري و  هـاي  همريختـي هـا و  ضرب حلقهحاصلريختي بپردازيم، هاي يكقبل از اينكه به قضيه     
كلي جبري  هايدستگاهها و ها مانند ضرب گروهضرب دكارتي حلقهروشن است كه . آوريمرا ميتزريقي 

  .شودتعريف ميبه صورت زير 
  

ضـرب دكـارتي  حاصـل در اين صورت . حلقه باشند 2Rو 1Rفرض كنيم  .تعريف و قضيه  4.4.3

21 RR   به صورتاي جمع و ضرب همراه با اعمال مؤلفه ×
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( , ) ( , ) ( , )
( , )( , ) ( , )
a b c d a c b d
a b c d ac bd

+ = + +
=

  

  
 در 1Rحاصل ضرب دهد كه آن راتشكيل يك حلقه مي 2Rناميممي  .   

  
    بحث در كلاس  5.4.3

 2Rو 1Rهايضرب، روشن است كه اگر حلقهحاصل يبا توجه به تعريف عمل ضرب روي حلقه )الف(
21، آنگاهاشنددار بيك RR در واقع، . دار استنيز يك ×

1 2
(1 ,1 )R R 21) ييكه( هماني RR   .است ×

 2Rو 1Rهـاي كه اگـر حلقـه  ضرب، روشن است حاصل يروي حلقه با توجه به تعريف عمل ضرب )ب
21ي، آنگاه حلقهاشندپذير بتعويض RR  2Rو 1Rهـاي حلقـه  اگـر  ،عكسبر .پذير استنيز تعويض ×

21يكدار باشند و RR   .پذيرندتعويض 2Rو 1Rهايحلقه آنگاه ،اشدپذير بتعويض×
  در اين صورت توابع تصوير. حلقه باشند2Rو 1Rفرض كنيم )پ
  

1 2
1 1 2 2

p pR R R R←⎯⎯ × ⎯⎯→  
  
)1در آن كه , )p x y x= 2و ( , )p x y y=، و توابع تزريق  
  

1 2
1 1 2 2

i iR R R R⎯⎯→ × ←⎯⎯  
  

)1كه در آن ) ( ,0)i x x= 2و ( ) (0, )i y y=، ويژگـي   به عـلاوه،  .؟چرا. اي هستندهمريختي حلقه
   ..)را ببينيد 2تمرين ( ها برقرار استحلقهدكارتي جهاني ضرب براي ضرب 

 [2ي آني صـحيح اسـت، زيرحلقـه   دامنـه  [يديديم كه اگرچه حلقه بحث در كلاس  6.4.3
[× ضربحاصل ؛)نيست 1شامل ( دامنه نيست (0,1)(1,0)دامنه نيست، زيرا [ خارج ؛ =(0,0)

/قسمت nn ≅] ] 2n، براي عدد غير اول[ به هر يك از اين سه دليل . ي صحيح نيست، دامنه<
، و )را ببينيـد  ي بيرخوفقضيه( واريته نيستهاي صحيح يك ي دامنهكند كه دستهبيان ميتنهايي 

 يدسـته ايـن مطلـب در مـورد    . مشـخص كـرد  هـا  اتحاداي از توان با دستهدر نتيجه اين دسته را نمي
 چطور؟. ها نيز درست استميدان
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  5بنـد  كـه بـا توجـه بـه     كنـيم  ميي ابتدا يادآور .آوريمميبه اختصار ريختي را هاي يكحال قضيه     
هـا، از  مشابه گـروه  .است همريختيي دامنه ي ازآلهايد fچون ي هر همريختيهسته ،3.4.3ي قضيه
  . كنيماستفاده ميfيراي نمايش هستهب fKيا  Kerf نماد

f:اگر . )اساسي همريختي(قضيه  7.4.3  R R′→ و اي باشدهمريختي حلقهK Kerf= ،
/آنگاه ( )R K f R≅و اگر ،f  ،پوشا باشد/R K R′≅. 

همريختـي در   ي اساسـي اثبـات قضـيه   و هتوابع در فصـل مقدم ـ ي اساسي قضيهاثبات  مشابه . اثبات
ــروه ــا، گـ ــابطه هـ ][)(يضـ xfx ــذاري  6 ــا در نمادگـ ــداول، يـ ــم  متـ ــا هـ ــهبـ ــامجموعـ   ،هـ

( ) ( )f x K f x+ ي ايـد و نيـازي بـه ارائـه    اگرچه روش كـار را آموختـه  . كندقضيه را اثبات مي ،=
  :)مراحل اثبات زير را توضيح دهيد(آوريم مجدد آن نيست، ولي اثبات را بدون توضيح مي

  :fتعريفي و يك به يك بودنخوش

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) 0 ( ) ( )
( ) ( )

x K y K x y K f x y
f x f y f x f y
f x K f y K

+ = + ⇔ − ∈ ⇔ − =
⇔ − = ⇔ =

⇔ + = +

  

  :هاي جمع و ضربحفظ عمل

[( ) ( )] [( ) )] ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f x K y K f x y K f x y
f x f y f x K f y K

+ + + = + + = +

= + = + + +
  

         
[( )( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f x K y K f xy K f xy

f x f y f x K f y K
+ + = + =

= = + +
  

: ي اساسي همريختي را براي همريختيقضيه  .بحث در كلاس 8.4.3 nf →]  تعريـف  با [
))nبر kي تقسيمباقي مانده( )f k ، نيـز  ، بـه عنـوان دو حلقـه   به كار ببريد و نتيجه بگيريـد كـه   =

/ nn ≅] ] ].   
  

در اين . باشندRيهايي از حلقهآلهايد Jو Iفرض كنيم )دوم يكريختيي (قضيه 9.4.3

I  صورت، J I
J I J
+

≅
∩
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ابتدا  .به روش زير اثبات كنيدها، ريختي گروهي دوم يكمشابه قضيهتوانيد، ضيه را مياين ق  .اثبات
  يبطهضانشان دهيد كه 

:

( )

If I J
I J

x y x I J

+ →
∩

+ + ∩6
  

  
 شودتعريفي به صورت زير اثبات ميتوجه كنيد كه خوش. استتعريف، پوشا، و همريختي تابعي خوش

  ):مراحل اثبات را توضيح دهيد(
  

( ) ( )
( ) ( )

x y x y x x y y
x x I J
x I J x I J
f x y f x y

′ ′ ′ ′+ = + ⇒ − = −
′⇒ − ∈ ∩

′⇒ + ∩ = + ∩
′ ′⇒ + = +

  

  
Kerfكه توجه كنيدسپس  J=:  

  
/{ | , , ( ) 0 }

{ | }
{ | }

I I JKerf x y x I y J f x y
x y x I J I J
x y x I J J

∩= + ∈ ∈ + =
= + + ∩ = ∩
= + ∈ ∩ =  

  
  .را به كار ببريد 7.4.3 ي اساسيحال قضيه. تساوي آخر را اثبات كنيد 

  
باشند به طوري كه Rيهايي از حلقهآلهايد JوIفرض كنيم.  )سوم يكريختي(قضيه  10.4.3

JI   در اين صورت، .⊇

JR
IJ
IR /

/
/

≅  

  
J/ ،تناظر يقضيهبنابر  ،كنيم كهتوجه مي بتداا  .اثبات I آلهايد/R I حال قضيه را مي. است-

اثبات  و با در نظر گرفتن تابع زير، گروه ها ريختييك  سومي ي اثبات قضيه، براي مثال، مشابهتوانيد
  :كنيد

   



40 
 

: / /f R I R J
x I x J

→
+ +6

  

  
  :شودبه صورت زير اثبات مي fتعريفيخوشكنيد كه  هتوج

  

( ) ( )
x I y I x y I J x y J

x J y J f x I f y I
+ = + ⇒ − ∈ ⊆ ⇒ − ∈

⇒ + = + ⇒ + = +
  

  
Kerf/سپس نشان دهيد كه  J I= را به كار ببريد 7.4.3 ي اساسيقضيه و.  

  
بخـش   در. بـريم اين بخش را با معرفي مفهوم مهم ديگري به پايان مي. ميدان كسرها 11.4.3

-جبري، با ويژگي ترين دستگاهي به دست آوردن بزرگگفتيم كه گاهي لازم است برا 13.8.2و در  7.1
 ∽ي همنهشـتي ترين رابطهرا بر كوچك A، دستگاه جبريAياي خاص، از دستگاه جبري داده شده

در ايــن صــورت، همريختــي پوشــاي. كنــيم) يعنــي افــراز(رســاند، تقســيم كــه مــا را بــه مقصــود مــي
: /A Aγ →; ترين دسـتگاهي  را درون كوچك Aگاهي نيز لازم است دستگاه جبري . را داريم ∽

Aˆدر اين صورت، همريختي يـك بـه يـك    . ار دهيماي خاص قربا ويژگي Âجبري چون  A→;  را
، يـا  اشي محـاطي دايـره  برونشايد تشبيه دقيقي نباشد كه بگوييم مانند اين است كه مثلث را . (داريم

تر، فرض كنـيم،  ي بيشاجازه بدهيد، براي ايجاد انگيزه!). قرار دهيم اش،ي محيطيمثلث را درون دايره
22ي هاي معادلهخواهيم جواببراي مثال، مي 3 2 0x x− − به دسـت   [ي صحيح را در دامنه =

، \يـا   _هاي ابزار موجود در ميداناينكه وجود نداشته باشد يا  [ممكن است ابزار لازم در . آوريم
  براي مثال، داريم. هستند،  مناسب تر باشد [كه شامل

1
2

3يا    − 9 16 2
4

x ± +
= =  

تـرين  كوچـك  _ديـديم كـه    2.3بخـش   10تمرين  در. است 2برابر با  [پس، جواب اين معادله در 
ي صحيح دلخواهخواهيم اين واقعيت را براي هر دامنهدر زير مي. است [ي صحيح ميدان شامل دامنه

D ترين ميدان شاملكوچكخواهيم يعني، مي. تعميم دهيمD )   ي يـك انسـخه در واقـع شـامل-
  .  بسازيم )D ريخت با

-1.متمرين (. است 7.1.1بحث  2 بند و به ويژه 1ي زير دقيقاً همتاي بند قضيه 2ي بند اثبات ساده     
  .)را نيز ببينيد )6(
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  ي صحيح است ودامنه Dفرض كنيم كه   قضيه 12.4.3

{( , ) | , , 0}D D a b a b D b∗= × = ∈ ≠D  
  در اين صورت،

  :ارزي استهم Dي زير رويرابطه -1

( , ) ( , )a b c d ad bc⇔ =∼  

  يهاي زير روي مجموعهعمل -2

/ ( )/ {[( , )]| ( , ) }DF D D a b a b D D∗ ∗= = × = ∈ ×∼ ∼D   

  :خوش تعريف هستند

[( , )] [( , )] [( , )]
[( , )][( , )] [( , )]

a b c d ad bc bd
a b c d ac bd

+ = +
=

  

  .ميدان است 2هاي بند همراه با عمل DFي مجموعه -3

4-1 {[ ,1] | }D a a D= 1Dاست، يعني DFدر ميدان Dينسخه ∋ D≅.  

5 - DF به اين معني كه اگر. است 4ترين ميدان با ويژگي بند كوچكE  اي نسخه(ميداني شامل
  .است DFميدان) ريخت بااي يكنسخه(شامل  Eباشد، آنگاه  Dي صحيحدامنه) ريخت بايك

كـافي اسـت ترسـي از نمـايش     . هاي اين قضيه بسيار ساده  و سرراست استي بنداثبات همه  اثبات
)] پرانتز -كروشه  , )]a b هايبراي عضوDF   همتـاي كسـر   خـود  در ذهـن  نداشـته باشـيم و آن را

/a b در نظر بگيريم _ يدر اعداد گويا .  

  يعني) گويا(ارزي بالا مشابه تعريف تساوي دو عدد كسري ي همابتدا توجه كنيد كه تعريف رابطه -1

a c ad bc
b d
= ⇔ =  

را  7.1.1بحث  2و به ويژه  1بندهاي (نيز ساده است  ∽ارزي بودناثبات هم ).اين طور نيست؟( است
  :را توضيح دهيد ∽مراحل اثبات متعدي بودن. )ببينيدنيز 
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( , ) ( , ) ( , ) &

( , ) ( , )

a b c d e f ad bc cf de
adf bcf bde
af be
a b e f

⇒ = =
⇒ = =
⇒ =
⇒

∼ ∼

∼

  

  همتاي عمل جمع اعداد كسري، يعني  DFعمل جمع در -2 

a c ad bc
b d bd

+
+ =  

كنيم كه اين ابتدا توجه مي. نيز سر راست است) پرانتز-با نماد كروشه(تعريفي آن و اثبات خوش. است
  زيرا . عمل بسته است

, 0 0b d bd≠ ⇒ ≠  

  حال بايد نشان دهيم كه 

[( , )] [( , )]
[( , )] [( , )] [( , )] [( , )]

[( , )] [( , )]
( [( , )] [( , )]

( ) ( )( ))

a b a b
a b c d a b c d

c d c d
ad bc bd a d b c b d

ad bc b d bd a d b c

′ ′=⎧ ′ ′ ′ ′⇒ + = +⎨ ′ ′=⎩
′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ + = +

′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ + = +
  

  :مرحله آخر زير را توضيح دهيد

[( , )] [( , )] ( , ) ( , )
[( , )] [( , )] ( , ) ( , )

? ( ) ( )( )

a b a b a b a b
c d c d c d c d

ab ba
cd dc
ad bc b d bd a d b c

′ ′ ′ ′=⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨′ ′ ′ ′=⎩ ⎩

′ ′=⎧
⇒ ⎨ ′ ′=⎩

′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ + = +

∼
∼

  

  !گيريمتعريفي عمل ضرب را از شما خوبان نميي خوشاثبات ساده لذت

لـذت   كنـيم و برخي از شرايط را اثبات مـي . سر راست ولي پر زحمت است DFاثبات ميدان بودن  -3
هـاي جمـع و   جمع وضرب، از ويژگـي پذيري هر دو عمل شركت. گيريماز شما نميبرخي ديگر را انجام 

عمـل  خنثـي را نسـبت بـه     نقش عضـو  [(0,1)]عضو ). چطور؟(شود حاصل مي Dيدامنهضرب در 
  :كندجمع ايفا مي
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[( , )] [(0,1)] [( 1 0, 1)] [( , )]a b a b b a b+ = ⋅ + ⋅ ⋅ =  

)]ي هر عضو دلخواهقرينه , )]a b برابر با[( , )] [( , )]a b a b− =    :است −

2 2[( , )] [( , )] [( ( ), )] [(0, )] [(0,1)]a b a b ab b a b b+ − = + − = =  
  

0xتساوي آخر از اين مطلب حاصل مي شود كه، براي هر    داريم ≠
  

[(0,1)] [(0, )] (0,1) (0, ) 0 1 0 0 0x x x= ⇔ ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =∼  
  

هـاي نظيـر در   از برقراري ويژگـي  راحتينيز به جمع روي  ضربپذيري پذيري جمع و توزيعتعويض     
ببينـيم كـه  بـه روشـني   در پايان، كـافي اسـت   . )اثبات كنيدجالب است، ( شودحاصل مي Dيدامنه

)] نسبت به عمل ضرب است، و هر عضو ناصـفر چـون   DFهمانيعضو  [(1,1)] , )]a b  داراي وارون
)]ضربي , )]b a براي نمونه، داريم .است   

[( , )][( , )] [( , )] [(1,1)]a b b a aa bb= =  
  

0xتوجه كنيد كه، براي هر  )]، داريم ≠ , )] {(1,1)]x x = .     
  دهيم كه تابعبراي اثبات اين بند، نشان مي -4
   

:
[( ,1)]

Di D F
a a
→;
6

  

i:كه همتاي( →] )با تعريف  _ )
1
mi m m= ييك همريختي يك به يك با نگاره) است =

1D  مراحل زير را توضيح دهيد(است:(  
  

( ) [( ,1)] [( ,1)][( ,1)] ( ) ( )
( ) [( ,1)] [( ,1)] [( ,1)] ( ) ( )

i ab ab a b i a i b
i a b a b a b i a i b

= = =
+ = + = + = +

  

  
باشـد،   Dكه شامل Eبه اين معني است كه براي هر ميدان  5حكم . است خيلي جالباين بند  -5

:يك همريختي يك به يك  Dj F E→; تعريف. وجود داردj آيد، بسـيار طبيعـي   كه در زيز مي
  :پرانتز به صورت طبيعي كسر است –نمايش كروشه همان تصور  در واقع اين طور نيست؟. است

1([( , )]) ( )aj a b ab
b

−= ≡  
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همريختي يك به يك است، كه آن نيز در واقـع بـه ايـن معنـي اسـت كـه        jحال بايد نشان دهيم كه
با نمايش كسـري  و ضرب جمع  هايهمان عملاساساً پرانتز  –هاي جمع و ضرب با نمايش كروشه عمل
  براي نمونه داريم. است

  

1

1 1 1 1

1 1

([( , )] [( , )]) ([( , )]

( )( ) (

( )

( )

([( , )]) ([( , )])

j a b c d j ad bc bd
ad bcad bc bd

bd
ad bcadd b bcd b
bd bd
a cab cd
b d

j a b j c d

−

− − − −

− −

+ = +
+

= + ≡

= + ≡ +

= + ≡ +

+

  

   
  !گذاريمي شما ميرا به عهده jعمل ضرب و يك به يك بودن حفظي سادهاثبات 

  
   .ي صحيح باشديك دامنه Dفرض كنيم  .بحث در كلاس 13.4.3

1اگر در هر ميدان بنويسيم -1 /ab a b− ، و براي سادگي، 1Dبا  Dريخت بودنو به دليل يك =
[( ,1)]a 1/را باa a= نمايش دهيم، آنگاه داريم  

  
1 [( ,1)][( , )] [( ,1)][(1, )] [( ,1)][( ,1)]

[( ,1)]
a aa b a b a b
b b

−= = = =  

  
. شـود داده مي نمايش Dاز عضوهاي كسريبه صورت  DFهر عضو) [با  _مشابه ارتباط ( يعني 

) ناميم و آن را بامي Dهايميدان كسررا  DFاز اين رو، )Q D كـه در آن  (دهيم نيز نشان ميQ 
  ).است كسربه معني  Quotientحرف اول 

و هــر همريختــي يــك بــه يــك  Eايــن اســت كــه بــراي هــر ميــدان   5تــر حكــم حالــت كلــي -2
:j D E→;  ــه يــك :،  يــك همريختــي يــك ب Dj F E→;  ــه ــه طــوري ك وجــود دارد ب

j i j=Dپذير است، يعني مثلث زير تعويض:  
  

i
DD F

j j
E

⎯⎯→
↓

;
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)])1به صورت  jحالتدر اين  , )]) ( ) ( )j a b i a i b  از نظـر نمادگـذاري   كـه  شـود، تعريف مـي  =−

)])1از  ترقدري پيچيده , )])j a b ab−= تـر مـي  ها نيز از لحاظ نمادگذاري پيچيـده است، و اثبات-
همريختي شمولي  jي را آورديم كه در آن همريختي يك به يكترحالت سادهدر بالا از اين رو، . شوند
ها نيسـت،  هر حال، تفاوت تابع يك به يك با تابع شمولي اساساً چيزي جز در نمادگذاري نگاره به. باشد

    هست؟
  
  

    4.3 تمرين
 . دار استي يكاحلقهRفرض كنيد -1
f:تــابع صــفر اســت اگــر و تنهــا اگــرRيمشخصــه ثابــت كنيــد كــه )الــف( R→] بــا تعريــف    

( ) 1f k k=   .ريختي باشدتك ⋅
:تـابع  اسـت اگـر و تنهـا اگـر     nبرابر بـا  Rيمشخصه ثابت كنيد كه )ب( nf R→]  بـا تعريـف    

( ) 1f k k=   .ريختي باشدتك ⋅
 فرض كنيد -2 IوJ يهايي از حلقهآلهايدR هـا،  ريختـي حلقـه  يكهاي با استفاده از قضيه  .باشند

IRاگر نشان دهيد كه JRو / JIRمتناهي باشند، آنگاه /  .نيز متناهي است /∩
  .ريخت نيستنديك [3و [2هايبت كنيد كه حلقهثا -3
aاي دلخواه وحلقهRكنيد فرض -4 R∈ تـابع ، ثابت كنيد كه . پذير باشدوارون:a R Rρ بـا   →

)1 تعريف )a x a xaρ  .استاي حلقه ريختييكيك  =−

 ،بـه ترتيـب  ، 1Dو 1Rفرض كنيد كـه . ي صحيح باشددامنه Dدار واي يكحلقه Rفرض كنيد   - 5
ــربي ــاني ض ــند Dو Rهم ــد . باش ــت كني ــرايثاب ــفر  ب ــي ناص ــر همريخت f:ه R D→ ــم ، داري

(1 ) 1R Df = . 
:فرض كنيد -6 'f R R→ ثابت كنيد كه. اي باشديك همريختي حلقه 
) )الف( ( )) ( ( ))f Z R Z f R⊆.  
0CharRاگر  )ب( m= )آنگاه ،≠ )Char f R m≤. 

بـه   يك Fيبا دامنه ناصفر ايحلقه نشان دهيد كه هر همريختي. است يك ميدانFفرض كنيد -7
Fناصفر نتيجه بگيريد كه هر همريختي. است يك F→ ريختي استيك. 

f:فرض كنيد -8 R S→ اگر. اي پوشا باشديك همريختي حلقهI وJ  يهـايي از حلقـه  آلهايـد
RوU وV يهايي از حلقهآلهايدS ثابت كنيد كه .باشند 

) )الف( ) ( ) ( )f I J f I f J+ = +.  
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) )ب( ) ( ) ( )f IJ f I f J=.  
1)پ( 1 1( ) ( ) ( )f U V f U f V− − −+ = +.  
1)ت( 1 1( ) ( ) ( )f UV f U f V− −   .و مثالي بيابيد كه تساوي برقرار نباشد ⊆−
2ا نبودني ي صحيح بودندامنه -9 3×] [×4و [  .را تعيين كنيد [

[×و [هاينشان دهيد كه حلقه - 10  .ريخت نيستنديك [
[×يحلقه هايآلايده -11  .نيدكرا تعيين  [
 . واريته نيستيك ها ي ميداننشان دهيد كه دسته -12
 چيست؟ _ميدان كسرهاي. است [ميدان كسرهاي _ثابت كنيد كه -13

]ثابت كنيد كه - 14 ]ميدان كسرهاي _[2   .است [[2

4Dي، براي حلقه12.4.3 يمذكور در قضيه ∽ينشان دهيد كه رابطه - 15 = ي اصلي ، كه دامنه[
 . ارزي نيستهمنيست، 

  .است _ با ريختي صفر، داراي زيرميداني يكنشان دهيد كه هر ميدان با مشخصه -16
 .ي صحيح و ميدان كسرهاي نظيرش داراي يك مشخصه هستنددامنه هرثابت كنيد كه  -17
  

  ي دومدسته
 . ها برقرار استنشان دهيد كه ويژگي جهاني ضرب براي ضرب دكارتي حلقه -19

2از Sينشان دهيد كه زيرحلقه -20 ( )M  ^يمعرفي شده، با حلقه 1.3بخش  25كه در تمرين  \
 . ريخت استيك \با) در همان تمرين( Sاز Tيهمچنين، زيرحلقه. ريخت استيك
ثابـت كنيـد كـه تـابع    . استpي عدد اولپذير با مشخصهدار و تعويضي يكاحلقهRكنيد فرض -21

: R Rϕ )با تعريف→ ) px xϕ  .اي استهمريختي حلقه=
)ياز حلقـه  يالقـه بـا زيرح  Rثابت كنيد كـه . استدار ي يكاحلقهRكنيد ضفر -22 , )End R +

)هاي روي گروه جمعيمتشكل از خودريختي , )R ي كيلي را در گـروه  اثيات قضيه(. ريخت استيك +
 ). ها به خاطر بياوريد

 ثابت كنيد كه، 3.4.3ي قضيهبا استفاده از . باشدRيآلي از حلقههايد Iفرض كنيد -23
IRهايزيرحلقه )الف( S/دقيقاً به صورت/ I هستند، كهS اي اززيرحلقهR است وI S⊆.  
IRهايآلهايد )ب( IJدقيقاً به صورت/ JIاست و Rآلي ازهايد Jهستند، كه / ⊆ .  

ــد  -24 ــرض كني ــذير   Jو  Iف ــويض پ ــه ي تع ــايي از حلق ــده آل ه ــه   Rاي ــه طــوري ك باشــند ب
I J R+   ثابت كنيد كه. =

R/نشان دهيد كه هر عضو  )الف( I  به صورتb I+  است كه در آنb J∈.  

R )ب( R R
I J I J

≅ ×
∩

.  
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1دار باشند، هايي يكحلقه 2Rو 1Rفرض كنيد  -25 2R R R= I، و × R⊆ .  ثابت كنيد كـهI 
1است اگر و تنها اگر  Rآل ايده 2I I I= 1، كه در آن × 1|I R≤ 2و 2|I R≤ .  
f:يك ميدان وFفرض كنيد -26 F→] ثابت كنيد كـه . اي پوشا باشديك همريختي حلقهF 

 .ي عددي اول استميداني از مرتبه
Rرض كنيدف -27 S→ ثابت كنيد كه . ها باشديك بروريختي حلقه  

)باشد به طوري كه Rآل ماكسيمالي ازهايد Mاگر )الف( )Ker f M⊆ آنگاه ،( )f M  هايـد-
   .است Sآل ماكسيمال

)باشد، آنگاه Sآل ماكسيمالايد M'اگر )ب( )1f M−   .است Rآل ماكسيمالهايد ′

)يضابطه )پ( )M f M6 هاي ماكسـيمال آلهي ايديك تناظر يك به يك بين مجموعهRهك ـ 
)شامل )Ker f ماكسيمالهاي آلي ايدههستند و مجموعهS كندتعريف مي.  

f:فرض كنيد -28 R S→ ثابت كنيد كه. اي پوشا باشديك همريختي حلقه 
KerfRRاگر و تنها اگر است پذيرتعويضS) را ببينيد 3.3از بخش  13تمرين ( )الف( ، كه ],[⊇

  در آن 
[ , ] { | , }R R xy yx x y R= − ∈  

 
],[اگر )ب( RRKerf / آنگاه ⊇ [ , ] / [ , ]R R R S S S≅. 

)يحلقه -29 ); , )R X= Δ ∩(Pكنيمگيريم  و فرض ميرا در نظر ميXY -تابع مشخصه  .⊇
Yf:2ي X →  با تعريف [

1,
( )

0,Y

x Y
f x

x Y
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 

}2كه نشان دهيد. را در نظر بگيريد : | }YS f X Y X= → توابع، معمولي با جمع و ضرب  [⊇
g:تـابع : راهنمـايي . (ريخـت اسـت  يك Rيبا حلقه Sيبه علاوه، حلقه. حلقه است R S→   بـا

YfYfتعريف      .) ريختي مورد نظر استيك )(=
  .اعداد صحيح مثبت و متمايز باشند n و mفرض كنيد  -30

  ؟داشته باشد [nو  [mريخت باهايي يكدار وجود دارد كه زيرحلقهاي يكآيا حلقه) الف(

   .ي صحيح پاسخ دهيدرا براي حالت دامنه )الف(سؤال قسمت  )ب(

)ريخت باشند، نشان دهيد كهيك ′DوDهاي صحيحفرض كنيد دامنه -31 ) ( )Q D Q D′≅. 
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Dوجود دارند به طوري كه ′DوDهاي صحيحدهيد كه دامنهبا يك مثال، نشان  -32 D′⊂ ولي
( ) ( )Q D Q D′=. 

}فرض كنيد -33 / 2 | , , 0}D a k a k k= ∈  نشان دهيد كه. [≤

  .است ي صحيحيك دامنه D )الف(

 .ريخت استيك_با  Dميدان كسرهاي )ب(

نـاميم  ضربي بسته ميرا  Rاز Mيزيرمجموعه. پذير باشدي تعويضيك حلقهRفرض كنيد -34
0اگر M∉ و براي,a b M∈ داشته باشيمab M∈ .نشان دهيد كه اگرRي صـحيح  يك دامنه

R{0}باشد، آنگاه R∗ =  .ضربي بسته است −

كه  باشد Rاي ضربي بسته اززيرمجموعه Mودار و يكپذير تعويض ييك حلقهRفرض كنيد - 35
Rيرا روي مجموعه∽يرابطه. است 1شامل  M× به صورت 

( , ) ( , ) , ( ) 0a b c d s M s ad bc⇔∃ ∈ − =∼ 

  نشان دهيد كه. تعريف كنيد

  .هم ارزي است∽يرابطه )الف(

SR/نشان دهيد كه )ب( R M= ×  اي، حلقه12.4.3ي با اعمالي مشابه اعمال مذكور در قضيه ∽
  .ناميممي Mدر Rي موضعي سازيحلقهاين حلقه را . دار استو يك پذيرتعويض

:ثابت كنيد )پ( SR Rϕ )]با تعريف → ,1)]a a6 ريختي استيك تك.  

M{0}ي صحيح باشد، ويك دامنه Rنشان دهيد در حالتي كه )ت( R= S، داريم− RR F=.  
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   هاايي چندجملهحلقه   5.3  
اي كهن، و در حل معادلات، جبر خطي، نظريـه گـالوا، تـا    روي آن پيشينهه يكي از انواع حلقه كه مطالع

روي  جمع، ضرب، و تقسـيم  با اعضا و اعمال. است هاايي چندجملهحلقهنقش دارد،  ،مطالعات امروز
، بـا مجـرد سـازي ايـن     حال. مآشنا شديدبيرستان ي دورهدر  هاي با ضرايب اعداد حقيقيايچندجمله

-مي اي دلخواه را معرفي و به اختصار مطالعههاي با ضرايب متعلق به حلقهايي چندجملهحلقهمفهوم، 
  به زبان ساده .دهيمادامه ميجبر هاي ديگر ي بيشتر اين حلقه را در درسمطالعه .كنيم
       

  هر عبارت صوري به شكل. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيم . تعريف 1.5.3
  

2
0 1 2( ) n

nf f x a a x a x a x= = + + + +"  
  

 )Rروييـا  ، Rمتعلق بـه با ضرايب ( ايچندجملهيك  ،هستندRعضو 0a،1a ،...،naرا كه در آن
را با  na،ي ثابتجملهرا 0a، امi ضريبرا  ia، مجهولرا  xنماد در اين عبارت صوري،.  ناميممي

nfنويسيمناميم، و مياي ميي چندجملهدرجهرا  n، وضريب پيشروشرط ناصفر بودن،  =deg .  
گـوييم اگـر ضـرايب    مـي  مساوياي را دو چندجمله .)شويماي قايل نمياي صفر درجهبراي چندجمله(

را بـا نمـاد  Rيحلقـه  هاي با  ضرايب متعلـق بـه  ايچندجمله يي همهمجموعه. دننظيرشان برابر باش
][xR دهيمنشان مي.  
  

  ي مجموع معمولاً از نمادگذاري فشرده . بحث در كلاس  2.5.3

2
0 1 2

0

n
i n

i n
i

f a x a a x a x a x
=

= = + + + +∑ "  

  
)به جايگاهي همچنين،  .كنيماستفاده ميها ايجملهبراي نمايش چند )f x ترنماد سادهf  را به كار

  :، با اعمال معمولي زير، يك حلقه استxR][ي، مجموعهRداري يكبراي هر حلقه. مي بريم
  

∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑
+

=
= −= =

== =

=

+=+
nm

k

k

i
k

iki
n

i

m

i
i

i
i

i

nm

i
i

ii
n

i

m

i
i

i
i

i

xbaxbxa

xbaxbxa

0
00 0

},max{

00 0

)())((

)(
  

  
-انجـام مـي   ايسادهرسد، ولي به همان صورت مي به نظرپيچيده  ،نمادگذاري فشردهضرب، در حاصل

]در  براي مثال، .مشود كه در دبيرستان ديدي ]x\ داريم  
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2 3 2 3 2 3 3

5 3 4 2 3

5 4 2

(2 5 4)( 2 ) 2 4 5 10 4 8
2 4 5 10 4 8
2 5 10 8

x x x x x x x x xx xx x x
x x x x x x
x x x x

− + − + = − + + − − +

= − + + − − +

= − + − +

  

  
iكه در آن از تساوي j i jx x x سرراسـت   xR][هاي حلقه براي بررسي شرط. استفاده شده است =+

پذيري ضرب را اثبـات و بقيـه را   براي نمونه، شركت. )رسدمي به نظرولي قدري پيچيده (است  راحتو 
  فرض كنيم. كنيمبه شما واگذار مي

  

0

t i
ii

h c x
=

=∑ 0
,m i

ii
g b x

=
=∑ 0

,n i
ii

f a x
=

=∑  
  

 امkبنـابر تعريـف، ضـريب   . برابرنـد  ghf)(و )(hfgام k، ضـريب kهـر  رايدهيم كه بنشان مي
hfg)( برابر است با  

ik
k

i

k

i

i

j jijiki cbacd −= = = −−∑ ∑ ∑= )(
0 0 0

  
  

  برابر است با ghf)(ام kو ضريب
  

)(
0 0 0∑ ∑ ∑= = = −− =

k

i

k

i

i

j jijiiki cbaea  
  

  باهستند  ، هر دو ضريب برابرRيپذيري ضرب روي جمع در حلقهكه با توجه به توزيع
  

∑ =++ klji lji cba  
  

هـا،  براي آگاهي از برخـي از آن . شوندمنتقل مي xR][ي به حلقه Rيهاي حلقهويژگي از برخي     
  .در بحث زير شركت كنيد

   
  بحث در كلاس  3.5.3

]4ياعمال جمع و ضرب زير را در حلقهاي ديگر، به عنوان نمونه -1 ]x]  دهيمانجام مي:  
  



51 
 

6 3 6

6 3
4 4 4

6 3

3

( 3 3) (3 2 1)
(1 3) 3 (1 2) (3 1)

0 3 3 0
3 3

x x x x x
x x x

x x x
x x

+ + + + + +

= + + + + + +

= + + +

= +

  

  
6 3 2

6 2 6 3 2 3 2
4 4 4

8 6 5 3 2

6 5 3 2

(2 3 3)(2 1)
(2 2) 2 (3 2) 3 (3 2) 3

0 2 2 3 2 3
2 2 3 2 3

x x x
x x x x x x x

x x x x x
x x x x

+ + +

= ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +

= + + + + +

= + + + +

  

            

  
پذير باشد، تعويضRاگر .دار استنيز يك xR][دار باشد، آنگاه يكRياگر حلقهروشن است كه  -2

  . نيز چنين است xR][آنگاه 
، كـافي  2با توجه بـه بنـد  . نيز چنين است xR][يي صحيح باشد، آنگاه حلقهدامنهRياگر حلقه -3

]است نشان دهيم كه ] \{0}R x فرض كنيم. نسبت به ضرب بسته است 

  

0
,m i

ii
g b x

=
=∑  0

,n i
ii

f a x
=

=∑  
  
0fgروشن است كه ( ناصفر باشند  در ايـن صـورت، حـداقل يـك      ).، ولي اثبات آن را مـي آوريـم  ≠

با توجه به متناهي بودن تعداد ضـرايب، بزرگتـرين  . ناصفر است gو fهايضريب ضريب از هر يك از
0, ≥ts  0وجود دارند به طوري كه≠sa 0و≠tb . يعني، بـه ازايsi و بـه   ia=0داريـم  <

tjازاي )در نتيجه، ضريب. jb=0داريم< )s t+امfg برابر است با  
  

tstststststs babababababa =+++++ +−+−++ 011110 ""  
  

sدامنه است، Rكه چون ta b عضوي ناصفر ازR0بنابراين،. است≠fg.  
 xR][پـذير در واقع، تنهـا عضـوهاي وارون  . ميدان باشدxR][ميدان باشد، لزومي ندارد كهRاگر -4

  ناصفر هاي ثابتايچندجمله
  

2
0 00 0f a x x a= + + + ="  
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اگردر واقع، . هستند
0

0 n i
ii

f a x
=

≠ 1داراي واروني چون ∑=
0

0 m i
ii

f b x−
=

≠ =∑  
1باشد، آنگاه 1f f −⋅   ، يعني =

  

(*)001)(
0

0
2∑ ∑

+

=
= − +++=

nm

k

k

i
k

iki xxxba "  

  
,0، بزرگترين3ي بنداز طرف ديگر، با استدلالي مشابه ≥ts     0وجود دارند بـه طـوري كـه≠sa و

0≠tbو در نتيجه ضريب ،( )s t+1ايچندجمله ام−ff برابر باtsba  ،كه با توجه به ميـدان  است
اينكـه  مگر ،در تناقض است(*) با تساوي در نتيجه و است  ناصفرعضوي ، Rبودن) دامنه و در نتيجه(

0=+ ts0، يعني== ts .00پس ≠a  0ولي براي>i،0=ia .،بنابراينfاي چندجمله
   .ناصفر است ثابت

0fدر حالت كلي اگر -5 ≠،0g ≠ ،0f g+ 0fg، و≠   ، آنگاه≠
  

deg( ) max{deg deg )f g f g+ ≤ degو       + deg degfg f g≤ +  
   

د، يا حتـي اگـر   ني صحيح باشمتعلق به يك ميدان يا دامنه gو f يهاايالبته اگر ضرايب چندجمله
degها مقسم صفر نباشد، آنگاهضريب پيشرو يكي از آن deg degfg f g= +  .  

  
را  xR][يو حلقه Rيبين حلقهساده همريختي دو شود، اثبات ميي زير، كه به راحتي در قضيه     

  .كنيممي معرفي
   

  قضيه  4.5.3
:][اي يك به يك ، يك همريختي حلقهRبراي هر حلقه چون -1 xRRh وجـود دارد كـه بـه     →

 :   شودزير تعريف مي صورت
2( ) 0 0h a a x x a= + + + ="  

 
RxRkاي پوشا ، يك همريختي حلقهRبراي هر حلقه چون -2 وجود دارد كه به صـورت   :][→

 :   شودزير تعريف مي

00
( )n i

ii
k a x a

=
=∑ 

 

  بحث در كلاس  5.5.3
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 هاي ثابـت ايرا به عنوان چندجمله Rيحلقه عضوهايي بالا، قضيه 1 بندشده در  داده ريختيتك -1
]در  ]R x و در نتيجهكندمي معرفي ،R يحلقهزير ][xR شودمي محسوب.  

 ارزيابهايي است كه ي بالا، در واقع يكي از دسته همريختيقضيه 2بندهمريختي تعريف شده در  -2
در  xبه جاي  Rيو با جايگذاري عضوي از حلقه )كنيمكه در زير تعريف مي( نام دارند مقداريابيا 

اي به در چندجمله xبه جاي  0از جايگذاري عضو kتابع ،بند در آن. شوندها حاصل ميايچندجمله
به كار ببريم، اين نتيجه حاصل  kهمريختي ي اساسي همريختي را در مورداگر قضيه. دست آمده است

  شود كهمي
[ ] /R x Kerk R≅  

  كه در آن

0
0

2
1 2

2 1
1 2

| 0,

{ | }

{ ( ) |, }

n
i

i
i

n
n

n
n

Ker k a x a n

a x a x a x n

x a a x a x n

=

−

⎫⎧
= = ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

= + + + ∈

= + + + ∈

∑ `

" `
" `

  

  
آل توليـد شـده   هرا اضافه كنـيم، همـان ايـد    Rيدار بودن حلقهدر صورتي كه فرض يك ،اين مجموعه
)، يعنــيxتوســط عضــو )x ،يدر حلقــه][xR هــا،ي اساســي همريختــيبنــابر قضــيه پــس،. اســت 

[ ] / ( )R x x R≅. آوريمحال، تعريف كلي زير را مي.  
  
در اين صورت . S∈αفرض كنيم. ي آن باشدزيرحلقه Rحلقه وSفرض كنيم . تعريف  6.5.3 

SxRهمريختي →][:αϕ با تعريف  

∑ ∑=
=

=
n

i

n

i

i
i

i
i axa

0
0

)( αϕα 

  
)زيرا،  .ناميممي αدر مقدار ياب يا همريختي ارزياب ، به دليلي روشن،را ( )) ( )f x fαϕ α=.  
  

هـا و  اياين واقعيت از تعريـف جمـع و ضـرب چندجملـه    . واقعاً همريختي است αϕتوجه كنيد كه     
  :جمع به صورت زير استعمل براي مثال، حفظ . شودهاي اعمال حلقه نتيجه ميويژگي
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},max{

0

},max{
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α
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بـه   Sپذيري جمـع و تعويض Sيحلقه پذيري ضرب روي جمع دربا استفاده از توزيع كه تساوي آخر

  .0ϕ=kي بالا،در قضيه همچنين روشن است كه. دست آمده است
  

، الگـوريتم تقسـيم   زيـر در . ماي ـي بـا ضـرايب عـددي را در دبيرسـتان ديـده     هاايتقسيم چندجمله     
  .بينيمرا مي) به ويژه روي ميدان(دلخواه هاي روي يك حلقه ايچندجمله

  
,][دار باشـد و ي يـك احلقه Rفرض كنيم . )الگوريتم تقسيم(قضيه   7.5.3 xRgf كـه در  ∋

در ايـن صـورت،   . )ميـدان باشـد   Rبـه ويـژه اگـر   ( و ضريب پيشـرو آن وارونپـذير اسـت    g≠0آن 
,][هاي منحصر به فردايچندجمله xRrq    وجود دارند به طوري كه ∋

  
f qg r= +  

grيا r=0كه در آن degdeg <.  
  

فـرض كنـيم   . اثبات
0

n i
ii

f a x
=

0و ∑=

m i
ii

g b x
=

كنـيم كـه اگـر   ابتـدا مشـاهده مـي   . ∑=
0=f يا اگرgf degdeg frو q=0 آنگاه بـا قـرار دادن   >  .     شـود حكـم حاصـل مـي    =

gfو f≠0حال فرض كنيم degdeg . كنـيم مـي اثبـات   fdegحكـم را بـا اسـتقرا روي   . ≤
0degكنيم كه اگرملاحظه مي =f 0آنگاه با قرار دادن

1
0 abq .  شـود حكم ثابت مي r=0و =−

0degكنـيم فرض مـي  ≠f    ي كمتـر از  هـاي ناصـفر از درجـه   ايي چندجملـه و حكـم بـراي همـه
fn deg=  دهيمقرار مي. باشدبرقرار  

1

0 1
1 1 1 1

0 1
1

0 1 0
1 1 1 1

1 1 1 1

( )

( )

( )

( ) ( )

n m
m n

n
n

n m n m n m m
m n m n m m

n m
n m m n

n m n
n m m n n m m

h f b a x g

a a x a x

b b a x b b a x b b x

a a x a b b a x

a b b a x a b b x

− −

− − − − + − − +

− −
−

− − + − −
− + − −

= − =

= + + +

− + + +

= + + + −

+ − + + −

"
"

"
"

  

  
  و در نتيجه h=0يا  ،حال
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1 0n m
m nf b a x g− −= +  

  
-چندجمله ،hبا به كار بردن فرض استقرا براي ،كه در اين صورت h≠0است، ياكه حكم ثابت شده 

,][هاي اي xRrs   وجود دارند به طوري كه ∋
h sg r= +  

grيا r=0و degdeg   در اين حالت داريم .>
  

1

1

1( )

n m
m n

n m
m n

n m
m n

f b a x g h

b a x g sg r

s b a x g r

− −

− −

− −

= +

= + +

= + +

  

  
  كنيم، فرض ميrو qدر پايان براي اثبات منحصر به فرد بودن. كه باز هم حكم ثابت شده است

  
f qg r q g r′ ′= + = +  

  
grيا r=0 در آن كه degdeg grيا r′=0و > degdeg   پس. ′>
  

( )q q g r r′ ′− = −  
  

qqاگرحال،  −′≠0، آنگاه≠′ qq چون ضريب پيشرو( و در نتيجهg پذير استوارون(  
  

gqqgrr deg)deg(deg)deg( ≥′−+=−′  
  
qqپس بايد. دارد ′rو rهاي فرض در موردتناقض با ويژگي كه rrو در نتيجه =′ ′=.   
  

ي مانـده بـاقي و  خارج قسمتي بالا را به ترتيب قضيه rو qهايايچندجمله . تعريف  8.5.3
  .ناميممي gبر fتقسيم

  
حـال  . ايدي با ضرايب عددي را در دبيرستان ديدههاايتقسيم چندجمله . بحث در كلاس  9.5.3

-ماندهخارج قسمت و باقي .كنيممرور مي [n يهاي با ضرايب در حلقهايآن تجربه را براي چندجمله

13232ي تقسيم 234 −++−= xxxxf 232بر +−= xxg  5را در[ ]x]   به دسـت
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انجـام   5ي ضرايب را در همنهشـتي بـه پيمانـه   و قرينه  ،مجموع ،ضربتوجه كنيد كه حاصل .مي آوريم
تر توانيد اين كار را سادهايم، ولي شما ميرا يكي يكي نشان داده تقسيم براي آموزش، مراحل(. دهيممي

4 داريم [5روي ميدان  كنيم كهابتدا توجه مي). انجام دهيد 3 22 2 2 3 4f x x x x= + + + + .
  حال، داريم

    
4 3 2 2 22 2 2 3 4 ( 3 2)(2 2 3) 3x x x x x x x x x+ + + + = − + − − +  

  زيرا 
4 3 2 2

4 3 2 2
5

4 3 2

3 2 2

3 2
5

3 2

2 2
5

2

2 3 2 3 1 3 2
2 (6 )1 4 2

(2 2) ( 3 ( 1)) (2 4) 3 1
2 2 3 1 3 2

2 (6 )1 4 2

( 2 2) ( 2 1) (3 ( 4)) 1
3 (7 )2 1 3 2

3 (9

x x x x x x
x x x x

x x x x
x x x x x

x x x x

x x x
x x x x

x

− + + − − +

− ≡ +
− − − − − − − − − − − −

− + − − − + − + −

= − − + − − +

− + ≡ − −
− − − − − − − − − − − − − − −

− + + − − + − − −

= − + ≡ − − +

− + ≡5 5

2

)4 (6 )1 3

( 3 3) (2 4) ( 1 1)
2

x

x x
x

− ≡ −
− − − − − − − − − − − − − −

− + + − + − +
= −

  

  
  با هستند مانده برابربنابراين، خارج قسمت و باقي

  

xxr
xxxxq

32
232322 22

=−=
++=−−=  

ي البتـه، در هـر مرحلـه    .حاصـل شـده اسـت    [5هـا در ي قرينههاي آخر از محاسبهتساوي ،كه در آن
  .جايگذاري كنيم {0,1,2,3,4}اعدادي مثبت در ميدان با  را اعداد منفيتوانيم مي تقسيم

  
SRحلقه باشند،SوRفرض كنيم . تعريف  10.5.3 xRf][و ≥   را يك S∈αعضو. ∋
)(0گوييم، اگرمي Sدر  fيريشه =αf.  
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xRf][ي يكدار باشد واحلقهRفرض كنيم . قضيه  11.5.3   در اين صورت،. ∋Raو ∋
axبر fتقسيمي ماندهباقي  -1   .استaf)(بابرابر  −
axبـر  fي تقسيمماندهست اگر و تنها اگر باقيا Rدرfييك ريشه aعضو  -2  0 برابـر بـا   −

  .باشد
  

  اثبات
,][هاي منحصر به فردايبنابر الگوريتم تقسيم، چندجمله -1 xRrq   وجود دارند به طوري كه ∋
  

( )f q x a r= − +  
  

)در نتيجـــــه، ) ( )( ) ( ) ( )f a q a a a r a r a= − + يـــــا r=0از طـــــرف ديگـــــر،  . =
deg deg( )r x a< 0)()(آنگاه r=0اگر. − afarr ، در ايـن صـودت نيـز   ، پـس ===

)(afr deg(deg(1اگر. = =−< axr 0آنگاهdeg =rپس ،r اي ثابت است، چندجمله
)()(در نتيجه،و  afarr ==.  
  .شودنتيجه مي 1 بند از راحتيبه  -2
  

دهند كـه در حالـت كلـي قـانوني بـراي تعـداد       هاي زير نشان ميمثال . بحث در كلاس  12.5.3
]اي هاي يك چندجملهريشه ]f R x∈درR جود نداردو .   

21ي دواي درجهچندجمله يتنها ريشه -1  xxf )1(0، زيرااست 1برابر با  [3در=++ =f 
(0)ولي 1 (2)f f= =.  

2xxfهايريشه -2   .5و 3، 0،2برابرند با  [6در =+
21ايچندجمله -3 xxf   .ريشه ندارد [5در =++
  

هـاي  هاي روي يك دامنـه صـحيح، تعـداد ريشـه    دهد كه براي چندجملهمي ي زير نشانولي قضيه     
همچنين ثابت شده است كـه  . است ايچندجملهي حداكثر برابر با درجهي صحيح، موجود در آن دامنه

-برابر با درجهدقيقاً در آن ميدان، اي هاي يك چندجملهتعداد ريشه) ^مانند( ها،ميداناز روي برخي 
  . است ايچندجملهي 
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]ي صـحيح اسـت و  يك دامنـه Dفرض كنيم . قضيه  13.5.3 ]f D x∈ .    در ايـن صـورت تعـداد
  .است fdegاكثر برابر باحد D در fهايريشه

  
nfكنيمفرض مي. اثبات =deg و حكم را با استقرا رويn 0اگـر . كنـيم اثبات مي=n   حكـم

baxfو n=1اگر. واضح است حـداكثر يـك ريشـه    fدر ايـن صـورت،  . a≠0كه در آن  =+
babaباشند، آنگاهfهايريشه,βαزيرا، اگر. دارد +==+ βα βαو درنتيجـه،  0 aa = 

D،βαيدامنه و با توجه به برقراي قوانين حذف در =.  
ريشـه   Dردfاگـر . برقرار باشد n−1يهاي از درجهچندجملههر حال فرض كنيم قضيه براي      

aفرض كنيم. نداشته باشد، حكم ثابت شده است D∈يريشهf اي در اين صورت، چندجملـه . باشد
ــه فــرد ]منحصــر ب ]q D x∈  ــه طــوري كــه qaxfوجــود دارد ب )( ي و در نتيجــه درجــه =−

. اسـت  n−1حـداكثر  qهايپس بنابر فرض استقرا، تعداد ريشه. است n−1، برابر باqايچندجمله
axحال چون   . است nحداكثر fهايتنها يك ريشه دارد، بنابراين، تعداد ريشه −

  
  .آوريد ربه خاط 3.3بخش  6 را از تمرين ي ايدآل اصليدامنهتعريف 

  
]يك ميدان باشد، آنگاه Fاگر . قضيه  14.5.3 ]F x آل اصلي استهي ايديك دامنه.  

  
]يك ايدآل Iويك ميدان  Fفرض كنيم . اثبات ]F x بايد نشان دهيم كه . استI    يـك ايـدآل 

  و I≠}0{فرض كنيم. صلي استآل اايده Iآنگاه، I=}0{اگر. اصلي است
  

}0:{deg IffP ∈≠=  
  

-داراي كوچـك  Pترتيبـي، پس بنابر اصل خوش. است `0اي ناتهي اززيرمجموعه Pدر اين صورت،
]دهـيم نشـان مـي  . است nياز درجه ∋Igفرض كنيم. است nترين عضوي چون ]I gF x= . از

]آلهايد Iآنجا كه ]F x است، پس[ ]gF x I⊆ .   بـرعكس، فـرض كنـيمIf بنـابر الگـوريتم   . ∋
,هاي منحصر به فردايچندجمله تقسيم، [ ]q r F x∈ وجود دارند به طوري كه  

  
rgqf +=  

grيا r=0و degdeg   در نتيجه،. >
Igqfr ∈−=  
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g ،grپس با توجه به انتخاب degdeg   و r=0بنابراين،. ناممكن است >
  

[ ]f gq gF x= ∈.  
  

]نباشد،ميدان  Fاگر 14.5.3ي در قضيه ]F x زيرا براي مثال،. اصلي نيست آلي ايدهلزوماً دامنه
[ ]x] هاي آن لزوماً اصلي نيستند، به عنوان مثال،آلاست كه ايده ايدامنه( ) (2)x آل اصلي ايده +
  .راهنمايي بيشتر .نيست

  
صحيح  ي اعداد، مشابه تجزيه اين است كهيكي ديگر آل اصلي هاي ايدهدامنهبرخي از هاي از خوبي     

ي بيشـتر  مطالعـه  اين ويژگـي و . ستا تراي به عضوهاي سادهداراي تجزيه در آن هرعضو به اعداد اول، 
   .گيريمهاي بعدي جبر پي ميها را در درسايي چندجملهحلقه

  
  
  
  

  5.3 تمرين    
  

  دسته اول
]ي صحيح ودامنهRفرض كنيد -1 ]R xثابت كنيد. ي ايدآل اصلي باشددامنه 

]هر ايدآل اول ناصفر) الف      ]R xماكسيمال است.  
 .ميدان استR) ب

RxxRنشان دهيد كه. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيد -2 ≅)/(][. 
 ثابت كنيد كه. دار باشداي يكحلقهRفرض كنيد -3

 
2 2

0 1 0 1[ ] / ( ) {( ) ( ) | , }R x x a a x x a a R= + + ∈  
  

][)/(عضو باشد، آنگاه nدارايRو نتيجه بگيريد كه اگر 2xxR 2دارايn عضو است. 
است وxR][ايدآلxI][ثابت كنيد كه. باشد Rايدآلي از Iدار واي يكحلقهRكنيدفرض  -4

])[/(][/][ xIRxIxR ≅. 
]، نشان دهيد كه0ϕبا استفاده از همريختي ارزياب - 5 ] / ( )x x ≅] )آيا. [ )x  ايدآل ماكسيمالي

]از ]x]است؟ 
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:همريختي ارزياب -6 [ ]i xϕ →_ 1iرا كه در آن ^ = نشان دهيد كه. در نظر بگيريد −
2{(1 ) | [ ]}iKer x f f xϕ = + ∈_. 
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