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در جدول ذیل دروس به سرفصلهاي مهم آن طبقه بندي شده و مشخص شده است که در هر سال از هر مبحث چند تست سوال 
  . محترم می تواند زمان باقیماندة خود را با توجه به اهمیت مباحث مدیریت نمایديشده است و دانشجو

 آمار و احتمالات      :        درس                            برق: رشته
1385 1386 1387 1388 1389 

  فصلسر ردیف
 تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست  تعداد تست 

 5مجموع 
 سال

نسبت از 
 کل

 %18 3 1 0 1 1 0 آنالیز ترکیبی و احتمال 1

 %18 3 0 1 0 1 1 متغیرهاي تصادفی 2

 %24 4 2 1 0 0 1 متغیرهاي تصادفی توام 3

 %41 7 0 1 2 2 2 توزیع گسسته و پیوسته 4

 %0 0 0 0 0 0 0 توزیع هاي نمونه اي 5

 %0 0 0 0 0 0 0 برآورد و آزمون 6
 %100 17 3 3 3 4 4 جمع
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  آناليز تركيبي و احتمال

  روابط احتمالاتی

1ها دو پیشامد تصادفی مستقل باشند به قسمی که احتمال وقوع همزمان آنB وAفرض کنید  .1
6

یک رخ  و احتمال اینکه هیچ

1ندهد
3

 )74برق ـ سراسري ( : در این صورت.  باشد

1 (( ) ( )1 1P A , P B
2 3

= =  2 (( ) ( )1 1P A , P B
3 2

= =  

3 (( ) ( )P A P B≠    4 (( ) ( )P A P B=  

   .ست درست ا3گزینه :حل
 . نیز مستقل هستند′B و′A مستقل باشندB وA هرگاه:یادآوري

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1P A B P A B P A P B I
6 6

→ = → = = همزمان رخ دهند.  

( ) ( ) ( ) ( )1 1P A B P A B P A P B
3 3

′ ′ ′ ′ ′ ′→ = → = = یک رخ ندهندهیچ.  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 P A 1 P B 1 P A P B P A P B
3

→ − − = → − − + ( ) ( ) ( )
1
6

1 5P A P B II
3 6

= → + =  

B , Aمستقل   

B , A′    مستقل′
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)مقدار احتمال )P A B′ ′آید از طریق قانون دمورگان نیز به دست می:  

   قانون دمورگان :یادآوري
n n

i i
i 1 i 1

P A P A
= =

′  
 ′  =

      
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A B′′ ′ = = − = − − +    ( ) ( )
1
6

1 5P A P B
3 6

= → + =  

)باتوجه به روابط )Iو ( )II1ضرب دو احتمال،رسیم که حاصل به این نتیجه می
6

5ها،آنجمع  و حاصل
6

1 است، پس احتمال یکی،
2

 و 

1دیگري
3

1یکاما دقت کنید که مشخص نیست مقدار احتمال کدام.  است
3

1یک و کدام
2

 است زیرا با حل دستگاه تشکیل شده از 

)روابط )Iو ( )IIداریم :  
1
2

)یا )1 1P B
3 3

→ )یا= ) 1P A
2

=  

  . درست است3 نادرست هستند و گزینه 2 و 1هاي پس گزینه

 

)اگر   .2 ) ( )3 3P B , P A
4 4

=  )76برق ـ سراسري ( است؟ هاي زیر صحیحیک از گزاره باشد، کدام=

1 (( ) 3P A B
8

<  2 (( ) 3P A B
4

<  3 (( ) 3P A B
4

≤  4 (( ) 3P A B
4

≥  

  .  درست است4گزینه :حل

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
P A 3 6P A B P A B P A P B P A B

4 4P B

 ≤ + → ≤ ≤


  ≤ ≤  

  

)اگر   .3 ) 3P A
4

) و = ) 3P B
8

)هاي زیر در رابطه بایک از گزاره باشد کدام= )P A Bصحیح است؟  

 )76کامپیوتر ـ سراسري (

1 (( ) 3P A B
8

=  2 (( ) 3P A B
4

≤  

3 (( ) 3P A B
4

≥  4 (شده براي اظهارنظر در مورداطلاعات داده( )P A Bکافی نیست .  

  .  درست است3گزینه :حل
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( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

P A
P A B P A B P A P B

P B

3P A B
34 P A B

3 4P A B
8
3P A B 3 94 P A B
3 3 9 4 8P A B
4 8 8

 +


 ≥ ⇒ ≥
 ≥

 ≥ ⇒ ≤ ≤
 ≤ + =


 











≤ ≤ ≤

  

 

) هستند به طوري کهΩاي دو پیشامد از فضاي نمونهB وAنیدفرض ک  .4 ) ( )P B 0.4 , P A 0.2= )  و= )P A B 0.06= است؛ در 
)این صورت )P A B80کامپیوتر ـ سراسري ( کدام است؟( 

1 (0.1  2 (0.12  3 (0.14  4 (0.17  

  .  درست است3گزینه :حل
  :با توجه به شکل داریم

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

P A B P A B P A P A B 0.2 0.06 0.14

P A 0.2 , P A B 0.06

′ = − = − = − =


= =

 


  

.  باشدbاتفاق افتد برابر با B و احتمال اینکه aکدام اتفاق نیفتند برابر باحتمال اینکه هیچا.  دو پیشامد مستقل باشندB وAاگر  .5
 )80کامپیوتر ـ سراسري (افتد کدام است؟  اتفاق Aگاه احتمال اینکهآن

1 (( ) aP A
1 b

=
−

    2 (( ) b aP A
1 b

−
=

−
  

3 (( ) a bP A
1 b

−
=

−
    4 (( ) 1 b aP A

1 b
− −

=
−

  

  .  درست است4گزینه :حل
( )) P A B a′ ′= =نهAو نه ) P (B=هیچ یک از پیشامدهايAو B اتفاق نیفتدP (  

( ) ( )P B b , P A ?= =  

  :راه حل اول

B مستقل باشند،B وAهرگاه :یادآوري ,A′   .اند نیز مستقل′

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

P A B P A .P B P A 1 P B P A 1 b a

a a 1 b aP A P A 1
1 b 1 b 1 b

′ ′ ′ ′ ′ ′= = − = − =

− −′→ = → = − =
− − −
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  :راه حل دوم

  قانون دمورگان :یادآوري
n n

i i
i 1 i 1

P A P A
= =

′   
   ′ =
   
   
   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

P A B P A B 1 P A B 1 P A P B P A P B a

P A P B P A P B 1 a P A b P A b 1 a

1 a bP A 1 b 1 a b P A
1 b

′′ ′ = = − = − + − =

→ + − = − → + − = −

− −
→ − = − − → =

−

  

  

، احتمال اینکه در طول 0.9و 0.8:ترتیب برابر است با بیست سال دیگر زنده بمانند بهB و Aهاي احتمال اینکه دو فرد به نام  .6
  )82کامپیوتر ـ آزاد ( دو زنده بماند، چقدر است؟بیست سال حداقل یک نفر از این

1 (0.7  2 (0.72  3 (0.02  4 (0.98  

  . درست است4گزینه :حل
) Pزنده ماندن=0.8 (A

) Pزنده ماندن=0.9 (B





  :راه حل اول

( ) ( ) ( ) ( ) ( )) P A B P A P B P A B 0.8 0.9 0.8 0.9 0.98= = + − = + − × = حداقل یک نفر زنده بماندP (  
  :چون زنده ماندن هر فرد مستقل از دیگري است داریم

( ) ( ) ( )P A B P A P B= ×  
  :راه حل دوم

( )( ) ( )( )) 1 1 0.8 1 0.9 1 0.2 0.1 0.98= − − − = − (کدام زنده نمانندهیچ= 1 P (= Pنده بماند حداقل یک نفر ز− (  

  استقلال پیشامدها
ها  شاهد آنC وA،Bکه ناظراننماید درحالی از عقب به آن برخورد میIIکند و اتومبیل در جاده ناگهان توقف میIاتومبیل  .7

گاه  باشد، آن0.7 و 0.9،0.8اگر احتمال اینکه این ناظران به درستی رویداد را ملاحظه و گواهی کرده باشند به ترتیب برابر. هستند
 مال اینکه لااقل دو شاهد رویداد را صحیح گواهی نمایند برابر کدام است؟احت

 )86برق ـ سراسري (
1(0.892  2(0.902  3(0.908  4 (0.994  

 .  درست است2گزینه :حل
) 0.398 0.504 0.902= + (2 نفر گواهی درست دهند3هر= P(+نفر گواهی درست دهند) P(=نفر گواهی درست دهند2حداقل P(  
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  :کنند، داریما ملاحظه میبا توجه به اینکه هر یک از ناظران مستقل از یکدیگر رویداد ر

( ) ( ) ( )2) P A B C P A B C P A B C′ ′ ′= + +     نفر گواهی درست دهند.P (  
0.216 0.126 0.056 0.398= + + = 0.9 0.8 0.3 0.9 0.2 0.7 0.1 0.8 0.7= × × + × × + × ×  

( )) P A B C 0.9 0.8 0.7 0.504= = × × = نفر گواهی درست دهند3هر P (  
( ) ( ) ( )P A 0.9 P B 0.8 P C 0.7= = =  









  

1 بیتی بوده و احتمال خطا در هر بیت آن4هاي اطلاعاتی ارسالیفرض کنید در ارسال اطلاعات بین دو کامپیوتر، بسته  .8
3

 و مستقل از 
  )86کامپیوتر ـ آزاد (:برابر است بااي را صحیح دریافت کنیم احتمال اینکه بسته. هم باشند

1( 0.2 2( 0.3 3( 0.6 4( 0.5  

  . درست است1گزینه :حل
42 16) 0.197 0.2

3 81
 = = = 
 

بیت4درست بودن هر ) P Pسالم بودن بسته=) (  

1دقت کنید که چون احتمال خطا در هر بیت
3

2 است، احتمال درست بودن هر بیت
3

 خواهد بود و چون احتمال خطا در هر بیت مستقل 

 بیت خواهد بود؛ یعنی4 استقلال برابر با ضرب احتمال درست بودن هر یک از بیت به دلیل4است، احتمال درست بودن
42

3
 
 
 

.  

ظرف دیگري حاوي یک گوي قرمز دو گوي سفید و سه گوي آبی . ظرفی حاوي سه گوي قرمز، دو گوي سفید و یک گوي آبی است  .9
  )84علوم کامپیوتر ـ (چقدر است؟اگر از هر ظرف یک گوي انتخاب کنیم احتمال اینکه دو گوي انتخابی، همرنگ باشند، . است

1 (
31

11
 
 
 

  2 (1
3

  3 (3
11

  4 (5
18

  

 .  درست است4گزینه :حل
(هر دو آبی( P (هر دو سفید+) P (هر دو قرمز+) P Pدو گوي همرنگ=) (   

3 1 2 2 1 3 3 1 2 2 1 3 10 5
3 2 1 1 2 3 3 2 1 1 2 3 3 2 1 1 2 3 6 6 6 6 6 6 36 18

= × + × + × = × + × + × = =
+ + + + + + + + + + + +

  

  احتمال کلاسیک
jها را یکی یکی استخراج و بین چهار بازیکنتوپ.  است52 تا1شده ازگذاري توپ شماره52ظرفی شامل  .10 1, 2,3,  توزیع =4

4kهاي شمارهه توپبه این ترتیب ک. کنیممی j+ که در آن ،k  ام داده jکند و به بازیکن مراحل توزیع را مشخص می=12,....,0,1,2
41,31,11هاي اگر توپ. شودمی در نظر گرفته شده باشند، احتمال اینکه هر بازیکن ) خوش یمن( هاي بخت خوب  به عنوان توپ1,

 یک توپ بخت خوب را به چنگ آورد چیست؟
 )80برق ـ سراسري (

1 (( ) 313
17 25 49 4× × ×

  2 (( ) 313
17 25 49× ×

  3 (( ) 313
17 50 49 4× × ×

  4 (( ) 313
51 50 49 4× × ×
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  .  درست است2گزینه :حل
 و به … شیء متمایز، 2n شیء متمایز، به فرد دوم1n نفر تقسیم کنیم به طوري که به فرد اولk شیء متمایز را بینn اگر بخواهیم:یادآوري

  :  شیء متمایز برسد، داریمknام،kفرد

1 2 k
1 2 k 1 2 k

n n! ; n n ... n n
n n ...n n !n !...n !

 
= + + + =  

 
  

52!
13! 13! 13! 13!

) نفر4 توپ بین52کل تعداد حالات توزیع= )n S =  

4! 48!
1!1!1!1! 12!12!12!12!

= ×

↓ ↓
 

)ها تعداد حالات مساعد براي توزیع توپ )n A =  

  تعداد حالات توزیع       تعداد حالات توزیع 
  یمنهاي خوش توپ معمولی        توپ48

  مانده باقی

( ) ( )
( )

( ) 3
48!4!

n A 1312!12!12!12!P A
52!n S 17 25 49

13!13!13!13!

×
= = =

× ×
  

kهاي شمارهگوید که توپوقتی می 0,1,2, ...,12 , 4k j= شوند و ها یکی یکی بین بازیکنان توزیع میرسد یعنی توپام میj، به بازیکن+
)کنیم نفر تقسیم می4یمن را به صورت مساوي بینخوش توپ 4پس ابتدا. رسددرواقع به هر بازیکن به تعداد مساوي توپ می  و !4(

 توپ را به صورت مساوي 52لازم به ذکر است که در کل. کنیم نفر تقسیم می4مانده را نیز به صورت مساوي بین توپ باقی48سپس
  .ایم نفر تقسیم کرده4بین

j 1 4k 1 1 5 9 13 17 ... 49
4k j j 2 4k 2 2 6 10 14 18 ... 50

k 0,1, 2, ...12 j 3 4k 3 3 7 11 15 19 ... 51
j 4 4k 4 4 8 12 16 20 ... 52

= → + →
+ = → + →

⇒
= = → + →

= → + →

  

  .رسد توپ می13پس به هر بازیکن

,....هاي گلوله با شماره10اي شاملکیسه  .11 2 . کنیماي را به طور تصادفی انتخاب کرده و شماره آن را بررسی میگلوله.  است9 تا1,0,
 )83برق ـ سراسري ( نیز باشد، چقدر است؟3احتمال آنکه شماره گلوله فرد بوده و مضرب

1 (0.15  2 (0.8  3 (0.2  4 (0.4  
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  . درست است3گزینه :حل

  

{ }0,1,2,...,9 10= )= تعداد کل حالات انتخاب یک گلوله = )n S  
{ }1,3,5,7 Bشماره گلوله فرد=9, =  

{ C گلوله مضربشماره=3,6,9{ 3=  
{ }3,9 2= = B C = شماره گلوله فرد و مضرب( )n A 3=  

( ) ( )
( )

n A 2P A 0.2
n S 10

= = =  

 صندلی که در یک ردیف 10پنج دانشجوي رشته برق سه دانشجوي رشته کامپیوتر و دو دانشجوي رشته شیمی به تصادف روي   .12
 رشته کنار هم باشند چیست؟احتمال آنکه تمام دانشجویان هم. نشینندقرار دارند می

 )88 و آزاد 79کامپیوتر ـ سراسري (

1 (1
210

  2 (1
252

  3 (1
330

  4 (1
420

  

  .  درست است4گزینه :حل
  . است!n نفر در یک ردیف برابرnجایگشت :یادآوري

!5  حالات مساعد 3! 2! 3! 1
10! 420

= =  
  حالات ممکن

( )P A =  

  . است!10 نفر در یک ردیف10تعداد کل حالات نشستن :حالات ممکن

  :حالات مساعد

P   .توانند کنار یکدیگر بنشینند حالت می!5 دانشجوي برق به5
P   .توانند کنار یکدیگر بنشینند حالت می!3امپیوتر به دانشجوي ک3
P   .توانند کنار یکدیگر بنشینند حالت می!2 دانشجوي شیمی به2
Pتوانند کنار  حالت می!3نیز به) برق، کامپیوتر، شیمی( گروه 3گیریم درنتیجه اینرشته را مثل یک گروه مجزا در نظر می دانشجویان هم

  .هم قرار گیرند

) از فاصلهعددي به تصادف  .13   باشد؟5چقدر احتمال دارد که رقم دوم اعشار آن. کنیم انتخاب می0,1(
 )85علوم کامپیوتر ـ (

1 (0.01  2 (0.07  3 (0.10  4 (0.50  

 .  درست است3گزینه :حل
  : انتخاب براي هر رقم اعشار وجود خواهد داشت10 باشد؛ بنابراین در حالت کلی9 تا0تواند ازدقت کنید که هر رقم اعشار می

10 10 100= ×   نحالات ممک=
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اما براي رقم اول .  را در آن قرار داده و تنها یک انتخاب براي آن خواهیم داشت5 باشد؛ بنابراین عدد5خواهیم رقم دوم اعشار عددحال می
  :توانیم داشته باشیم؛ بنابراین انتخاب را می10همان

  ارقام اعشار  دوم    اول
5

10 1 10= ×   تعداد حالات مساعد  =
  

10  حالات مساعد 0.1
100

=   احتمال مورد نظر=  حالات ممکن  =

 

  احتمال با جایگذاري و بدون جایگذاري
احتمال آنکه لااقل یک جفت . کشیم لنگه کفش را به طور تصادفی بیرون می8.کفش مختلف در یک کیسه وجود دارد جفت12  .14

 )76برق ـ سراسري  (کفش با هم جور باشد، چیست؟

1 (

12
8

1
24
8

 
 
 −
 
 
 

  2 (
812

2
8

1
24
8

 
 
 −
 
 
 

  3 (
8

12
8

1
24

2
8

 
 
 −

 
 
 

  کدامهیچ) 4  

 .  درست است2گزینه :حل

812
2

8
) 1

24
8

 
 
 = −

 
 
 

(فت کفشی جور نباشدهیچ ج 1 P (= Pحداقل یک جفت کفش جور− (  

  :کل حالات

24
8

 
=  

 
)لنگه(24 جفت کفش12 لنگه کفش از بین8تعداد کل حالات انتخاب )n S : (  

12کنیم جفت کفش را انتخاب می12 جفت از8، ابتدا)هیچ جفت جور(براي محاسبه تعداد حالات مساعد : حالات مساعد
8

 
 
 

 سپس از هر 

  . جفت نباشندايداریم تا هیچ دو لنگهجفت یک لنگه بر می

812 2 2 2 12
2

8 1 1 1 8
         

× × × × =         
         

  
        جفت دوم    جفت اولجفت هشتم    

 



  آناليز تركيبي و احتمال
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……………………………………………………………………………………………………………
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15.  n کشیم احتمال اینکه از هر جعبه یک مهره به تصادف بیرون می.  جعبه به ترتیب شامل یک مهره سفید و دو مهره سیاه است=10
 )74برق ـ سراسري (: حداقل یکی سفید باشد برابر است با

1 (
10 10

10
3 2

3
−  2 (

1031
2

 − 
 

  3 (
102

3
 
 
 

  4 (1
3

  

  . ست درست ا1گزینه :حل
(ها سیاه باشندهمه مهره( 1 P (= Pشده سفید باشدهاي خارجحداقل یکی از مهره− (   

10 10 10 10

10 10
2 2 2 2 2 3 21 .... 1 1
3 3 3 3 3 3

−      = − = − = − =      
      

   تا10

احتمال خارج شدن مهره سیاه از هر جعبه،  :توجه

2مستقل از دیگري و برابر
3

  . است

16.  nمهره را یکی یکی به طور تصادفی درون Nظرف N 3 2 1u ,...., u , u , u1احتمال اینکه در ظرف. دهیم قرار میu،k مهره قرار 
 )77برق ـ سراسري(.)ها محدودیتی نداردیش ظرفگنجا(بگیرد، چیست؟ 

1 (( ) n k

n
N 1

N

−−    2 (
( ) n k

n

n
N 1

k
N

− 
− 

   

3 (
N n k 2

n k
N n 1

n

+ − − 
 − 

+ − 
 
 

    4 (
n N n k 2
k n k

N n 1
n

+ − −  
  −  

+ − 
 
 

  

  .  درست است2گزینه :حل
حال براي .  استnNها ظرف متمایز با فرض عدم محدودیت گنجایش ظرفN مهره متمایز درnدانیم که تعداد کل حالات توزیعمی

n مهره از مهره را انتخاب کردهkتعداد حالات مساعد به تعداد
k

 
 
 

)در ادامه. دهیمقرار می1Uدر ظرف و  )n k−مانده را  مهره باقی

Nدر )ها محدودیتی ندارد، بادر این حالت نیز چون گنجایش ظرف. دهیم ظرف قرار می−1 ) n kN 1 حالت، توزیع صورت خواهد −−
  ). ایمها را متمایز در نظر گرفتهها و جعبهفرض، مهرهدقت کنید در پیش(گرفت 

)  حالات مساعد )n k

n

n
N 1

k
N

− 
− 

 =  کل حالات  ( )P A =  

آوریم تا زمانی که  توپ به تصادف و بدون جایگذاري از ظرف بیرون می2هر بار.  توپ سیاه است10 توپ سفید و10 حاويظرفی  .17
 احتمال آنکه در هر مرحله یک توپ سفید و یک توپ سیاه بیرون آورده شود کدام است؟ . ها بیرون آورده شوندهمه توپ

 )۸۱برق ـ سراسري (  

1 (( ) 210!
20!

  2 (( ) 2102 10!
20!

  3 (( )102 10!
20!

  4 (( )
( )

2

10
10!

2 20 !
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  .  درست است2ه گزین:حل

( ) ( )2 2102 2 2

10

10 10 9 9 1 1
10! 2 10!1 1 1 1 1 1 10 9 1P ... ...

20 19 18 17 2 1 20!20 18 2 20!
2 2 2 22 2 2

        
        
        = × × × = × × × = =

× × ×     
     
     

  

10 توپ سفید10 توپ از1در مرحله اول
1

 
 
 

10کنیم توپ سیاه خارج می10 توپ از1 و
1

 
 
 

10 توپ20 توپ از2 و در کل
2

 
 
 

؛ در مرحله 

9مانده در ظرف توپ سفید باقی9 توپ از1دوم
1

 
 
 

9مانده توپ سیاه باقی9 توپ از1 و
1

 
 
 

 توپ 18 توپ از2کنیم و در کل خارج می

18ماندهباقی
2

 
 
 

توجه کنید که چون انتخاب توپ بدون جایگذاري است و ترتیب خارج . دهیمله آخر ادامه می و به همین ترتیب تا مرح

  .کنیمها از ظرف اهمیتی ندارد از ترکیب استفاده میشدن توپ

 بار و هر بار یک توپ با جایگذاري استخراج کرده و سپس مجدداً nگذاري شده شمارهM توپ که از یک تاMاز یک ظرف شامل  .18
 )74کامپیوتر ـ سراسري (.حساب کنید احتمال اینکه هیچ توپی دوبار از ظرف خارج نشده باشد. ایمگزین نمودهدر ظرف جای

1 (1 2 n 1P 1 1 .... 1
M M M

−    = − − −    
    

  2 (nP
M

=  

3 (( )M n !
P

M!
−

=    4 (1 2 nP 1 1 .... 1
M M M

    = − − −    
    

  

 .  درست است1گزینه :حل

  . استMتوجه کنید چون انتخاب با جایگذاري است در هر بار انتخاب تعداد حالات فضاي نمونه برابر

( ) ( )M n 1 n 1M M 1 M 2 1 2) ... 1 1 1 ... 1
M M M M M M M

− −  − − −    = × × × × = × − × − × × −    
     

Pخارج نشده باشدهیچ توپی دو بار از ظرف  (  

Mبار اول با احتمال
M

هایی که ها قبلاً انتخاب شده است پس تعداد توپدر انتخاب دوم، چون یکی از توپ. شود توپ انتخاب میM یکی از

Mتوانیم براي خارج شدن انتخاب کنیم برابرمی M است که احتمال آن−1 1
M

در انتخاب سوم نیز با توجه به اینکه در دو . شود می−

M توپ برداشته شده است پس 2لانتخاب قب Mتوانند انتخاب شوند و احتمال آنمانده می توپ باقی−2 2
M
ام n است و بالاخره در بار−

n، چون در )امین توپnانتخاب (  n دفعه قبل،−1 توانیم براي خارج شدن انتخاب هایی که می توپ انتخاب شده است پس تعداد توپ−1

)کنیم برابر است با )M n 1− ) که احتمال آن برابر با− )M n 1
M

−   .است −
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احتمال اینکه . کنیمها را یکی یکی، بدون جایگذاري و به تصادف خارج می مهره مشکی، مهره2 مهره سفید و4از ظرفی شامل  .19
 دومین مهره مشکی در انتخاب چهارم به دست آید چقدر است؟

 )88 و آزاد 78کامپیوتر ـ سراسري (

1 (1
10

  2 (3
10

  3 (4
10

  4 (1
5

  

  .  درست است4گزینه :حل
دومین مهره مشکی در انتخاب چهارم باشد بدین معنی است که در سه انتخاب قبلی یک مهره مشکی و در انتخاب چهارم نیز : راه حل اول

  .دومین مهره مشکی به دست آمده است

چهارم                                      چهارم                                    
  چهارم

↓                                         ↓                                         ↓  
(مشکی، مشکی، سفید، سفید( P (مشکی، سفید، مشکی، سفید+) P مشکی، سفید، سفید، +)

Pمشکی (  
2 4 3 1 4 2 3 1 4 3 2 1 1 1 1 3 1
6 5 4 3 6 5 4 3 6 5 4 3 15 15 15 15 5

     = × × × + × × × + × × × = + + = =     
     

  

  .شوددقت کنید که چون انتخاب بدون جایگذاري است در هر بار انتخاب یک مهره از ظرف کم می
  :راه حل دوم

 مهره سفید حاصل شده 2 مهره مشکی و1ره مشکی در انتخاب چهارم به دست آید پس در سه انتخاب قبلیخواهیم دومین مهچون می

1مانده است با احتمال مهره سفید در ظرف باقی2 مهره مشکی و1است و براي انتخاب چهارم نیز چون
3

شود؛  مهره مشکی انتخاب می

  .توانیم براي سه انتخاب اول از ترکیب استفاده کنیممیها مهم نیست بنابراین چون در سه انتخاب اول ترتیب مهره
2 4
1 2 1 2 6 1 1P

6 3 20 3 5
3

  
   ×  = × = × =

 
 
 

  

اي منفی استفاده کرد، چون انتخاب بدون جایگذاري است احتمال موفقیت ثابت نیست و توان از توزیع دوجملهکه در این حالت نمیدقت کنید 
  ) انتخاب با جایگذاري. ( ثابت باشداي منفی و هندسی باید احتمال موفقیتاي، دوجملههاي دوجملهدانیم که در توزیعمی

، )بدون جایگزینی(اگر دو مهره به طور تصادفی انتخاب کنیم .  مهره قرمز است5 مهره بنفش و4 مهره آبی، 3اي شامل جعبه  .20
  )84کامپیوتر ـ آزاد (.ها را حساب کنیداحتمال همرنگ بودن مهره

1 (0.288  2 (0.310  3 (0.272  4 (0.324  
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 .  درست است1گزینه :حل
 :ولراه حل ا

3ها برابر این است که یا هر دو مهره آبیاحتمال همرنگ بودن مهره
2

 
 
 

4، یا هر دو مهره بنفش
2

 
 
 

5 و یا هر دو مهره قرمز 
2

 
 
 

در .  باشند

12کنیم مهره انتخاب می12 مهره از بین2کل نیز،
2

 
 
 

.  

( ) ( )
( )

3 4 5
n A 2 2 2 3 6 10 19P A 0.288

12n S 66 66
2

     
+ +      + +     = = = = =

 
 
 

  

   :راه حل دوم
3 2 4 3 5 4 0.288

12 11 12 11 12 11
     = × + × + × =     
       

احتمال مورد   
  نظر

     مهره آبی2 مهره بنفش     2 مهره قرمز     2

   موازيمدارهاي سري و
اگر براي .  است0.7 و0.8،0.9،0.9 در یک سیستم الکتریکی به ترتیبD وA،B،Cاحتمال کار کردن هر یک از قطعات مستقل  .21

 : الزامی باشد، احتمال کار کردن این سیستم برابر است باC یاB و یکی از قطعاتD وAکار کردن این سیستم، کار کردن قطعات
 )۷۷برق ـ سراسري (  

1 (0.5544  2 (0.5454  3 (0.4545  4 (0.4455  

  .  درست است1گزینه :حل
  .شودبا توجه به استقلال قطعات و صورت مسئله، شکل زیر در نظر گرفته می

 
( ) ( ) ( ) ( )B)] P A B C D P A P B C P D 0.8 0.99 0.7 0.5544 = = × × = × × =    یا(Cو D)و) P[ (A=کارکردن سیستمP (  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B) P B C P B P C P B C P B P C P B P C 0.9 0.9 0.9 0.9 0.99= = + − = + − = + − × = یاP(C 
):       یا ) ( ) ( )) 1 P B C 1 P B P C 1 0.1 0.1 0.99′ ′ ′ ′= − = − = − × =نهBو نه B) 1 P (C=  P(C یا−





  

  :یادآوري
 .به معنی اجتماع دو پیشامد است» یا«به معنی اشتراك و » و«همیشه ) 1

  . نیز مستقل هستند′C و′B مستقل باشندC وBدر صورتی که) 2
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احتمال . اي است که احتمال وصل بودن قطعات آن در شکل زیر نشان داده شده است از طریق شبکهارتباط Bو Aمیان دو نقطه  .22
 )77کامپیوتر ـ سراسري (: برابر است باBو Aبرقراري ارتباط میان نقاط

1 (0.5796  2 (0.504  

3 (0.378  4 (0.882    
  .  درست است1گزینه :حل

4 گره4لاگر در این شک 3 2 1N , N , N , Nهاست،  را در نظر بگیریم، با توجه به اینکه وصل بودن یا قطع بودن هر گره مستقل از سایر گره
 وصل بودن یکی کافی است 3N و2Nهاي باید وصل باشند و از بین گره4N و1Nهاي، گرهB وAبه منظور برقراري جریان بین

)2N3یاN:(  

  
( )( )4 1 2 3 4N ] P N N N N 0.7 0.92 0.9 0.5796= = × × =  2 وN (1 وN)3 یا( P[N=وصل بودن سیستمP (  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 3P N N P N P N P N N 0.8 0.6 0.8 0.6 0.92= + − = + − × =   
)  یا )( )) 1 1 0.8 1 0.6 0.92= − − − (هر دو قطع= 1 P (= 3هايقل یکی از گرهحدا− 2N , Nوصل باشند P (  





  

  .»اجتماع«یعنی » یا«و حرف اضافه » اشتراك«بین دو پیشامد یعنی » و«حرف اضافه 

 ساعت کار کند 100 هر یک بدون خرابی به مدتC وA،Bاحتمال آنکه.  استC وA،Bیک سیستم کامپیوتري داراي سه بخش  .23
 مستقل از Aکارکرد بخش.  است60%اعت کار کنند س100 هر دو به مدتC وBاحتمال آنکه.  است70% و80%،90%به ترتیب

در این .  کارکنندC وBهاي و حداقل یکی از بخشAبراي آنکه این سیستم کار کند باید بخش.  استC وBهايکارکرد بخش
 )84کامپیوتر ـ سراسري ( : ساعت کار کند برابر است با100صورت احتمال آنکه این سیستم بدون خرابی به مدت

1 (%68  2 (%75  3 (%81  4 (%86  

  .  درست است3گزینه :حل
 الزامی است و Aدر مسئله گفته شده براي کار کردن سیستم برقراري بخش. توان شکل سیستم را رسم کردبا توجه به صورت مسئله می

C وBاز بین   :کار کردن یکی کافی است، یعنی 

  
( )B)] P A B C =   یا (Cو ) P[A=کار کردن سیستمP (  
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  : است، داریمC وBهايش مستقل از کارکرد بخA به دلیل اینکه کارکرد بخش
( ) ( ) ( )P A B C P A P B C 0.9 0.9 0.81= × = × =      

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P B C P B P C P B C 0.8 0.7 0.6 0.9
P B ,C P B C 0.6 , P A 0.9

 = + − = + − =
 = = =

 


  

  .به معنی اجتماع آن دو است» یا«به معنی اشتراك دو پیشامد، » و«دقت کنید که 

 :برابر است با3B و1Bاحتمال اتصال ارتباط بین باشد،pدر شکل زیر اگر احتمال آزاد بودن هر خط برابر با  .24

 )79کامپیوتر ـ آزاد (

1 (( ) n 1p 1 p −− −  

2 (
2np2p
n

−  

3 (n2p p−  
4 (( ) n1 1 p p − −  

    

  . ت درست اس4گزینه :حل
 اتصال n نیز که مستقل از 3B و 2B متصل باشد و اتصال بین 2B و 1B مدار بین n باید حداقل یکی از 3B و 1Bبراي اتصال بین 

  : است، برقرار باشد؛ پس داریم2B و1Bبین 

( )n) 1 1 p p = − − ×  
(3 و2Bاتصال P (B×اتصال حداقل یکی ازn 1مدار بینB2 و) P (B=1اتصال بینB 3وP (B  

( )n) 1 1 p= − ( مدارnکدام ازمتصل نبودن هیچ− 1 P (= 2P و1Bبیندار  مnاتصال حداقل یکی از− (B  
1 وصل است و با احتمالpدقت کنید، هر اتصال با احتمال p−ًوصل نیست؛ ضمنا nاتصال مستقل از یکدیگر هستند .  

  هامسئله بازي
 به طور متوالی و هر دفعه یک توپ به تصادف از جعبه خارج B وAهايبازیکن.  توپ سیاه است3ظرفی شامل یک توپ قرمز و  .25

 A بازي را شروع کند و انتخاب بدون جایگذاري باشد، احتمال برنده شدنAاگر. پ قرمز انتخاب شودکنند تا زمانی که یک تومی
 )79کامپیوتر ـ سراسري (چقدر است؟ 

1 (1
2

  2 (4
9

  3 (1
4

  4 (2
9

  

  .  درست است1گزینه :حل
  1A)

4
Pدفعه اول توپ قرمز را خارج کند = (  

  
  3 2 1 1A) A B A

4 3 2 4
′ ′= = × × P کندتوپ قرمز را خارج) دفعه سوم(در نوبت بعدي = (  

  

  P(Aبرنده شدن(

  



  آناليز تركيبي و احتمال

 

۱۵  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

1 1 1)
4 4 2

= + (دفعه سوم برنده شود= P (دفعه اول برنده شود+) P Pبرنده شدن=) (A  

ها یکی کم توجه کنید که چون انتخاب بدون جایگذاري است در هر بار انتخاب یک توپ از ظرف خارج خواهد شد پس هر بار از تعداد توپ
دیگر امکان ) برنده نشود(قرمز را خارج نکند  در دفعه سوم هم توپ A توپ در ظرف است اگر4همچنین دقت کنید که چون. شودمی

  .برنده شدن او وجود ندارد

  مسئله کلاسیک روز تولد
) نفرnاحتمال اینکه  .26 )n  شوند روز تولد متفاوت داشته باشند چقدر است؟ که به صورت تصادفی انتخاب می≥365

 )۸۱كامپيوتر ـ آزاد (  

1 (1
2

    2 (1
365

  

3 (( )1 n 1 !
365

−    4 (1 2 n 11 1 ... 1
365 365 365

−    − − −    
    

  

  . درست است4گزینه :حل
  : است، داریم365 نفر نیز کمتر ازn روز است و تعداد این365نکه یک سالبا توجه به ای

( )365 n 1365 365 1 365 2 1 2 n 1... 1 1 1 ... 1
365 365 365 365 365 365 365

− −− − −     × × × × = × − × − × × −     
     

  

365نفر دوم، به غیر از روز تولد نفر اول،.  روز متولد شده باشد365تواند در هر روز ازاولین نفر می تواند روز تولدش مانده می روز باقی−1
365باشد، نفر سوم نیز به غیر از روزهاي تولد دو نفر قبل ام نیز به غیر از nتواند روز تولدش باشد و بالاخره نفرمیمانده  روز باقی−2

nروزهاي تولد ) نفر قبل،−1 )365 n 1−   .تواند روز تولدش باشدمانده سال می روز باقی−

  احتمال شرطی
 0.5 برابرB و احتمال زدن0.4 برابر Aاگر احتمال زدن هدف. کنیم پرتاب میB وAهاياي با هدفموشکی را براي زدن منطقه  .27

  چقدر است؟B زده نشده باشد احتمال زدنA هدفباشد و بدانیم که
 )72برق ـ سراسري (

1 (1
6

  2 (5
6

  3 (2
6

  4 (3
6

  

  .  درست است2گزینه :حل
  : داریمB وAهاي ندارد؛ پس با توجه به ناسازگار بودن هدفB ارتباطی با زدن هدفAزدن هدف

  

( ) ( )
( ) ( )

P A B P A

P B A P B

′ =
 ′ =
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۱۶  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  

( ) ( )
( )

( )
( )

P B A P B 0.5 5) P B | A
P A P A 0.6 6

′
′= = = = =

′ ′
زدنBوقتی Aزده نشده P ( 

( ) ( ) ( )P A 0.4 P A 1 0.4 0.6 , P B 0.5′= → = − = =  







  

مستقل بودن یعنی وقوع یکی تأثیري .  ناسازگار باشند، وابسته نیز هستندB وAدانیم که هرگاه میچون) اندوابسته( مستقل نیستند B وA :توجه
  .اند وابستهB وAتواند مورد هدف قرار گیرد، پس دیگر نمیB مورد هدف قرار گیرد،Aدر وقوع دیگري نداشته باشد ولی در اینجا مثلاً اگر

 

)اگر   .28 ) ( )P E P F 0.6= ) و = )P E|F  )73برق ـ سراسري ( است؟ باشد، کدام یک از موارد زیر درست=0.8
1 (( )P E|F 0.3=  2 (( )P E|F 0.2=  3 (( )P E|F 0.5=  4 (( )P E|F 0.5=  

  .  درست است1گزینه :حل
)ها بایدبا توجه به گزینه )P E | F′و ( )P E |F′   : را بیابیم، یعنی′

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
P E F P E F

P E|F ; P E |F
P F P F

′ ′ ′
′ ′ ′= =

′ ′
   

)چون ) ( )P E P F 0.6= ) است،= ) ( )P E P F 0.4′ ′= ) خواهد بود؛ پس تنها باید به دنبال= )P E F′و ( )P E F′ ′باشیم :  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

P E P E F P E F 0.6 P E F 0.48 P E F 0.12

P E F P E F P E F 0.12P E|F 0.8 0.8 P E F 0.48 P E|F 0.3
P F 0.6 P F 0.4

′ ′ ′ = + → = + → =


′
′= = → = → = → = = = ′

   

  
 P

  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P E F 0.28P E |F 0.7
P F 0.4

P E F P E F 1 P E F 1 0.72 0.28

P E F P E P F P E F 0.6 0.6 0.48 0.72

′ ′
′ ′ = = = ′

 ′′ ′ = = − = − =


= + − = + − =



  

 

Ï

  

 

  )82کامپیوتر ـ سراسري (: گاهآن) Aیعنی مکملA: ( دو پیشامد باشند به طوري کهB وAاگر  .29
( ) ( ) ( )5 45 1P A B , P A B , P A B

100 100 10
= = =    

1 (( ) ( ) ( ) 1P B|A 0.1 , P A|B 0.2 , P B|A
2

= = =  

2 (( ) ( ) ( ) 1P A|B 0.2 , P B|A 0.1 , P B|A
3

= = =  

3 (( ) ( ) ( )1P A|B , P B|A 0.1 , P B|A 0.2
3

= = =  

4 (( ) ( ) ( )1P B | A 0.2 , P B|A , P A|B 0.1
2

= = =  
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…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است3گزینه :حل

  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

P A B 0.05 1P A|B
P B 0.15 3

P A B 0.05P B| A 0.1
P A 0.5

P B A 0.1 0.1 1P B| A 0.2
P A 1 0.5 0.5 5


= = =


 = = =

 ′
 ′ = = = = =

′ −







  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

P A P A B P A B 0.05 0.45 0.5
P B P A B P A B 0.05 0.1 0.15

′ = + = + =
 ′= + = + =

 
 

  

( ) ( ) ( )P A B 0.45 ; P A B 0.05 ; P A B 0.1′ ′= = =    

) دو پیشامد باشند به طوري کهB وAاگر   .30 ) ( )P A B 0.2 , P A B 0.5= = و  ( ) ( )P A B 0.2 , P A B 0.1= =   : گاهآن 

  )۸۳كامپيوتر ـ سراسري (  
1(Aو B مستقل نیستند و ( )P A|B 0.83=  
2(Aو B مستقل هستند و ( )P A|B 0.7=  
3(Aو B مستقل هستند و ( )P A|B 0.83=  
4(Aو B مستقل نیستند و ( )P A|B 0.7=  

  .  درست است1گزینه :حل
  .اند مستقلB وAي یکی از شرایط زیردر صورت برقرار

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P A B P A P B

P A | B P A , P B | A P B

 =


= =

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A P A B P A B 0.5 0.2 0.7
P A B 0.5 0.7 0.6 P A P B

P B P A B P A B 0.5 0.1 0.6
′ = + = + = → = ≠ × = ′= + = + =

 


 
  

  . مستقل نیستندB وAبنابراین

( ) ( )
( ) ( )

P A B 0.5P A | B 0.83 0.7 P A
P B 0.6

= = = ≠ =
  

از این کیسه یک مهره را بیرون آورده و بدون نگاه کردن به رنگ .  مهره آبی وجود دارد3 مهره سفید و4ايفرض کنید در کیسه  .31
 )85کامپیوتر ـ سراسري ( باشد، چقدر است؟آید سفیداحتمال اینکه مهره دوم که از کیسه بیرون می. گذاریمآن، آن را کنار می

1 (3
6

  2 (4
6

  3 (3
7

  4 (4
7
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است4گزینه :حل
  :راه حل اول

 هر مهره در هر بار انتخاب، بدون در نظر گرفتن اینکه شده اطلاعی نداشته باشیم، احتمال بیرون آوردنهاي قبلی خارجهرگاه از رنگ مهره
  :است ازمهره اي از ظرف خارج شده باشد عبارت 

  تعداد مهره مورد نظر در ظرف در ابتدا
  احتمال مورد نظر =   هاکل مهره

4در این سؤال چون از رنگ مهره اول اطلاعی نداریم احتمال بیرون آوردن مهره سفید در انتخاب دوم برابر همان
7

  . است

  :راه حل دوم

  :از طریق فرمول احتمال متوسط با شرط بر روي رنگ مهره اول داریم
(اولی آبی( P (دومی سفید|اولی آبی) P (اولی سفید+) P (دومی سفید|اولی سفید) P Pدومی سفید=) ( 

3 4 4 3 4
6 7 6 7 7

   = × + × =   
   

  

  . که چون انتخاب بدون جایگذاري است در هر بار انتخاب یک مهره از ظرف کم خواهد شددقت کنید

 

)هاي مثبت باشند به طوري که  دو پیشامد با احتمالB وAفرض کنید  .32 ) ( )P A P B 1+ )یک کران پایین براي. < )P B | A کدام 
  )85م کامپیوتر ـ علو(است؟ 

1 (( )
( )

P B
1

P A
−    2 (( ) ( )P A P B 1+ −  

3 (( )
( )

1 P B
P A
−    4 (( )1 P B−  

 .  درست است1گزینه :حل
  :با توجه به خاصیت احتمال و فرمول احتمال شرطی داریم

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

P BP B A P A P B 1 P B 1 1 P B
P B | A 1 1 1

P A P A P A P A P A
+ − − −

= ≥ = + = − = −
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 P A B 1 P A P B P A B 1 P A B P A P B 1≤ ≤ → + − ≤ → ≥ + −    

آوریم و بدون توجه به از این کیسه یک مهره بیرون می. اي چهار مهره سفید، دو مهره آبی و چهار مهره قرمز وجود دارددر کیسه  .33
 احتمال اینکه مهره دوم سفید باشد چقدر است؟. آوریماکنون مهره دومی بیرون می. دهیما قرار میاي آن ررنگ آن، در گوشه

 )۸۵مكاترونيك ـ (  

1(3
9

  2 (4
10

  3 (4
9

  4 (3
10
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  .  درست است2گزینه :حل
رنگ در هر مرحله با گونه اطلاعی نداشته باشیم احتمال خارج شدن هر مهره از هر آمده قبلی هیچهاي بیرونهرگاه از رنگ مهره :راه تستی

  :اي از ظرف خارج نشده است عبارت است ازدر نظرگرفتن اینکه مهره
  تعداد مهره رنگ خاص در جعبه

  هاکل مهره
4گونه اطلاعی نداریم احتمال سفید بودن مهره دوم برابر شده هیچدر این سؤال نیز چون از رنگ مهره خارج

10
  . است

  :با شرط بر روي رنگ مهره اول محاسبه کنیم؛ یعنی باید تک تک حالات رااگر از راه تستی مسئله را حل نکنیم
(دومی سفید و اولی سفید( P (دومی سفید و اولی آبی+) P Pدومی سفید و اولی قرمز+) (  

4 4 2 4 4 3 36 4
10 9 10 9 10 9 90 10

     = × + × + × = =     
     

  

  احتمال متوسط
بیت اگر هر .  است"0" برابرpشوند به طوري که هر بیت ارسالی با احتمالبیتی ارسال میهاي تصادفی یک خط مخابراتی تکبیت  .34

  است؟"0" تغییر وضعیت دهد یک بیت دریافتی در گیرنده با چه احتمالیεارسالی تا رسیدن به گیرنده با احتمال 
 )۸۲برق ـ سراسري (  

1 (pε  2 (p + ε  3 (p 2 p+ ε − ε  4 (1 p 2 p− −ε + ε  

  .  درست است3گزینه :حل

) برابر صـفر اسـت پـس بـا احتمـال           pهر بیت ارسالی با احتمال     )1 p−  اسـت و    1 برابـر 
−1دهد پس با احتمال     ییر وضعیت می   تغ εهمچنین هر بیت با احتمال     ε   تغییر وضعیت 
  :نخواهد داد؛ بنابراین داریم

  
−1حال براي اینکه در گیرنده بیت صفر دریافت شود باید یا بیت ارسالی صفر باشد و با احتمال  εباشد و 1 تغییري نکند و یا بیت ارسالی 

  : تغییر کند؛ بنابراین داریمεبا احتمال 

( ) ( )) p 1 1 p p p p p 2p= × −ε + − ×ε = − ε + ε − ε = + ε − εدر گیرنده0دریافت P (  

.  برابر بخش اول است3اي سه بخش تولیدي وجود دارد که میزان تولیدات بخش دوم و سوم به ترتیب دو برابر و در کارخانه  .35
شود، احتمال اینکه معیوب باشد کالایی از تولیدات انتخاب می. ها معیوب هستند تولیدات بخش6% و5%،4%همچنین به ترتیب

 )86کامپیوتر ـ سراسري (چقدر است ؟

1 (4
75

  2 (10
75

  3 (65
75

  4 (71
75
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 .  درست است1گزینه :حل

: Eمعیوب بودن کالا  
  
  
  

  :با استفاده از قضیه احتمال متوسط داریم
 

  

) k=تولید بخش اولP ( 
) 2k=تولید بخش دومP (  1k 2k 3k 1 k

6
→ + + = → =  

) 3k=تولید بخش سومP (  








  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 4 2 5 3 6 32 4P E P A P E | A P B P E | B P C P E | C
6 100 6 100 6 100 600 75

        = + + = + + = =        
        

  

پ قرمز و هشت شامل دو عدد تو) 2شماره(جعبه دیگر . محتوي سه عدد توپ قرمز و دو عدد توپ آبی است) 1شماره(یک جعبه   .36
اگر شیر بیاید یک توپ از جعبه اول برداشته خواهد شد و اگر خط بیاید، توپ از جعبه . شودیک سکه پرتاب می. عدد توپ آبی است

 احتمال انتخاب یک توپ قرمز چقدر است؟. دوم برداشته خواهد شد
 )80کامپیوتر ـ آزاد (

1 (1
5

  2 (2
5

  3 (1
2

  4 (2
3

  

  . درست است2گزینه :حل
: Eودن توپقرمز ب  
: Hسکه شیر بیاید  
: Tسکه خط بیاید    

  
  :حال با توجه به قضیه احتمال متوسط داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 2 1 2P E P E | H P H P E | T P T
5 2 10 2 5

= + = × + × =  

 5 مهره سفید و5 شاملCمهره قرمز و جعبه 6 مهره سفید و 4 شامل B مهره قرمز، جعبه 7 مهره سفید و 3 شامل Aجعبه   .37
کنیم احتمال قرمز بودن مهره ه و یک مهره از آن انتخاب میها را به طورتصادفی انتخاب نمودیکی از جعبه. باشندمهره قرمز می
  )85کامپیوتر ـ آزاد (چقدر است؟

1 (0.4  2 (0.533  3 (0.467  4 (0.6  



  آناليز تركيبي و احتمال

 

۲۱  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 .  درست است4گزینه :حل

: Eقرمز بودن مهره  

 
  :با توجه به قضیه احتمال متوسط داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 7 1 6 1 5 1P E P E | A P A P E | B P B P E | C P C 0.6
10 3 10 3 10 3

= + + = × + × + × =   

1کنیم پس احتمال انتخاب هر جعبهخاب میها را به طور تصادفی انتدقت کنید که وقتی در سؤال گفته شده یکی از جعبه
3

 3چون( است 

  ).جعبه داریم

یک مهره به تصادف از ظرف انتخاب و پس از رؤیت رنگ مهره، همراه با دو مهره .  مهره سیاه استnسفید و مهره3ظرفی داراي  .38
1نس مشاهده مهره سفید  چقدر باشد تا در انتخاب مرحله دوم شاnمقدار. گردانیمشده به ظرف برمیمخالف رنگ مشاهده

2
  باشد؟

 )۸۸علوم كامپيوتر ـ (  

1 (1  2 (4  3 (3  4 (2  

 . درست است3گزینه :حل

  
  :با توجه به فرمول احتمال متوسط با شرط بر روي رنگ مهره اول داریم

1)
2

= Pدومی سفید→ (  

(اولی سیاه( P (دومی سفید|اولی سیاه) P ( اولی سفید+) P (دومی سفید| اولی سفید) P Pدومی سفید=) (  

( )( )
21 3 3 5 n 1 9 5n 18 10n n 8n 15

2 5 n 3 n 5 n n 3 2 5 n 3 n
+

→ = × + × → = → + = + +
+ + + + + +

  

  غ ق ق
)  ق ق )( )2

n 1
n 2n 3 0 n 1 n 3 0

n 3

= −→ − − = → + − = → 
=

  

  



  آمار و احتمال

 

۲۲  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

3شده با احتمالکه مهره اول انتخاب درصورتیتوجه کنید
3 n+

 مهره به رنگ مخالف یعنی سیاه به همراه همان مهره 2 سفید باشد باید

n مهره سفید و3سفید به ظرف برگردد؛ یعنی در ظرف  مهره سیاه موجود است که احتمال سفید خارج شدن از آن در این +2

3مرحله
n 2 3+ +

  . است

nشده با احتمالانتخابکه مهره اول در صورتی
n 3+

 مهره به رنگ مخالف یعنی سفید به همراه همان مهره سیاه به ظرف 2 سیاه باشد باید

5 مهره سیاه موجود است که احتمال سفید خارج شدن از آن در این مرحلهn مهره سفید و5برگردد؛ یعنی در ظرف
5 n+

  . است

  قضیه بیز
 احتمال pفرض کنید. زندداند و یا حدس میدهنده یا جواب را میمتحاناي ا گزینهmدر پاسخ دادن به یک سؤال در یک آزمون  .39

1داند وآن باشد که او جواب را می p−فرض کنید احتمال جواب صحیح دادن به یک سؤال . زند احتمال آن باشد که آن را حدس می
1زند برابریاي که حدس مدهندهداند برابر یک و براي امتحاناي که جواب را میدهندهبراي امتحان

m
احتمال شرطی اینکه یک .  است

 )81برق ـ سراسري (دانسته، با فرض اینکه آن را به طور صحیح پاسخ داده باشد چیست؟دهنده جواب یک سؤال را میامتحان

1 (1
1 p
m

+
  2 (

( )
p

11 1 p
m

+ −
  3 (

( )
1

1p 1 p
m

+ −
  4 (

( )
m p

1 m 1 p+ −
  

  . درست است4گزینه :حل

: Eپاسخ درست  

: Aداندجواب را می  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P E | A P A 1 p mpP A | E
1P E | A P A P E | A P A 1 m 1 p1 p 1 p
m

×
= = =

′ ′+ + −× + × −
 

کشیم و هر رنگی که درآمد ضمن برگرداندن گلوله به اي به تصادف بیرون میگلوله. وله قرمز است گلr گلوله سیاه وbاي دارايکاسه  .40
اگر بدانیم گلوله دوم قرمز است، احتمال آنکه . کشیمکنیم و سپس یک گلوله بیرون می گلوله از همان رنگ به کاسه اضافه میcکاسه

 )84برق ـ سراسري (گلوله اول سیاه بوده باشدکدام است؟

1 (r
b r c+ +

  2 (b
b r c+ +

  3 (b c
b r c

+
+ +

  4 (r c
b r c

+
+ +

  



  آناليز تركيبي و احتمال
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……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است2گزینه :حل
1: bگلوله اول سیاه  

1: rگلوله اول قرمز  

: Eگلوله دوم قرمز    
  :بنا بر قضیه بیز داریم

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1

1 1 1 1

r b
P b E P E | b P b br b c b r

P b | E
r b r c rP E P E | b P b P E | r P r r b c

r b c b r r b c b r

×
+ + +

= = = =
++ + +× + ×

+ + + + + +



  
r گلوله قرمز در جعبه است احتمال انتخـاب یـک گلولـه قرمـز              r گلوله سیاه و   bدقت کنید که وقتی   

b r+
 و احتمـال انتخـاب یـک گلولـه          

bسیاه
b r+

  . است

گردانیم؛ پس نیز به همراه آن به ظرف برمی) همرنگ( گلوله قرمز c گلوله قرمز انتخاب کنیم هنگام برگرداندن آن به ظرف،حال اگر یک
r گلوله سیاه وbدر ظرف c+ گلوله قرمز خواهد بود و درنتیجه احتمال انتخاب گلوله قرمز در دفعه دوم وقتی گلوله اول قرمز بوده 

rبرابر c
r b c

+
+ +

  . است

گردانیم؛ نیز به همراه آن به ظرف برمی) همرنگ( گلوله سیاه cله سیاه انتخاب کنیم هنگام برگرداندن آن به ظرف،در صورتی که یک گلو
bپس در ظرف، c+گلوله سیاه و r گلوله قرمز وجود دارد و درنتیجه احتمال انتخاب گلوله قرمز در دفعه دوم وقتی گلوله اول سیاه بوده 

rباشد
r b c+ +

  . است

 درصد موارد را 80آزمایش تشخیص این ویروس توانایی تشخیص. ه ویروس خاصی آلوده هستند درصد ب0.5در یک شهر بزرگ  .41
فردي آزمایش شده و بیمار تشخیص داده شده است؛ احتمال آنکه .  درصد موارد را براي افراد بیمار دارد98براي افراد سالم و

 )75کامپیوتر ـ سراسري (تشخیص غلط باشد چیست؟
1 (0.005  2 (0.199  3 (0.976  4 (0.795  

  .  درست است3گزینه :حل

: Eشده بیمار تشخیص داده شودفرد آزمایش  

: Aفرد سالم 

: A′فرد بیمار  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P E | A P A 0.2 0.995P A|E 0.976
P E | A P A P E|A P A 0.2 0.995 0.98 0.005

×
= = =

′ ′+ × + ×
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  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  . احتمال آنکه تشخیص غلط باشد یعنی همان احتمال سالم بودن فرد،دقت کنید که وقتی فرد بیمار تشخیص داده شود

1خص به ترتیب احتمال زدن به هدف این سه ش. کنند به هدفی تیراندازي میC وA،Bسه شخص  .42
6
،1

4
1 و

3
اگر بدانیم که . است

 )77کامپیوتر ـ سراسري (:  به هدف خورده باشد برابر است باAفقط یک تیر به هدف خورده است احتمال آنکه تیر شخص

1 (31
72

  2 (6
31

  3 (10
31

  4 (15
31

  

  .  درست است2گزینه :حل
: Eفقط یک تیر به هدف خورده است.  

  :بنا بر قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P E | A P A
P A| E

P E | A P A P E | B P B P E | C P C
=

+ +
  

( )
1 3 2

66 4 3P A | E
1 2 3 5 1 2 5 3 1 31
6 3 4 6 4 3 6 4 3

× ×
= =

     × × + × × + × ×     
     

  

 

 در 70%اگر این درس ارائه شود، مهشید به احتمال.  در ترم آینده ارائه خواهد شد60%امپیوتري به احتمالهاي کدرس شبکه  .43
اگر پس از . نام خواهد کرد واحد ثبت18 در بیش از50%نام خواهد کرد و اگر ارائه نشود، مهشید به احتمال واحد ثبت18بیش از

 :هاي کامپیوتري ارائه شده باشد برابر است بامال آنکه درس شبکهنام کرده باشد، احت واحد ثبت18شروع ترم مهشید در بیش از
  )۸۳كامپيوتر ـ سراسري (  

1 (%33  2 (%50  
  .احتمال مورد نظر کافی نیستهاي مسئله براي محاسبهداده) 4  %67) 3

  .  درست است3گزینه :حل

: Aهاي کامپیوتري ارائه شده باشددرس شبکه.  
: Eاشدنام کرده ب واحد ثبت18مهشید بیش از. 

  
  :بنا بر قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P E| A P A 0.7 0.6P A|E 0.67 %67
P E| A P A P E | A P A 0.7 0.6 0.5 0.4

×
= = = =

′ ′+ × + ×
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 A موارد از70%پذیرد به طوري که انجام میC وA،Bهاي الکترونیکی در یک کارخانه توسط شرکت هايتعمیرات دستگاه  .44
 C وA،Bهاي موارد شرکت4% و6%،5%همچنین به ترتیب در. شود استفاده میC موارد از شرکت10% وB موارد از20%و

در یک زمان مشخص اگر تعمیر دستگاه الکترونیکی این کارخانه به درستی انجام نشده باشد . دهندیکار خود را به درستی انجام نم
 )87کامپیوتر ـ سراسري ( انجام شده باشد؟ Bچقدر احتمال دارد توسط شرکت

1 (%1.2  2 (12
51

  3 (%5.1  4 (39
51

  

 . درست است2گزینه :حل

: Eدرست انجام نشدن تعمیر  

     
  :بنا بر قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P E | B P B 0.06 0.2 12 12P B | E
P E | A P A P E | B P B P E | C P C 0.05 0.7 0.06 0.2 0.04 0.1 35 12 4 51

×
= = = =

+ + × + × + × + +
  

احتمال اینکه فردي که .  است0.4ال اینکه فردي که داراي مدرك کارشناسی است در یک آزمون استخدامی قبول شوداحتم  .45
احتمال اینکه در این جامعه آماري فردي داراي مدرك کارشناسی .  است0.3شود داراي مدارك کارشناسی باشداستخدام می

 .مطلوب است احتمال اینکه یک فرد قبول شود.  است0.7باشد
 )87مپیوتر ـ سراسري کا(

1 (0.21  2 (2
30

  3 (0.28  4 (28
30

  

 .  درست است4گزینه :حل
: Eقبول شدن در آزمون استخدامی یا همان استخدام شدن  
: Aداراي مدرك کارشناسی بودن  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P A E P E | A P A 0.4 0.7 28P A | E 0.3 P E
P E P E P E 30

P E | A 0.4 , P A | E 0.3 , P A 0.7 , P E ?

 ×
= = → = → =


 = = = =


  

که این فرد در آزمون شرکت کند احتمال قبول درصورتی.  است60%احتمال اینکه فردي در یک آزمون استخدامی شرکت کند  .46
حال اگر فرد مطمئن شود که .  است30%دهد شانس قبول شدن افراد در این آزمونربه قبلی نشان میتج.  است50%شدن او

 )88کامپیوتر ـ سراسري (تواند در آزمون قبول شود احتمال شرکت کردن او در آزمون چند درصد است؟ می
1( 30  2 (50  3 (60  4 (100  
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  .  درست است4گزینه :حل

: Eقبول شدن  

: Aشرکت کردن  
  

0.6

0.4

0.5

1 x−

x

0.5

  
اند با استفاده از فرمول احتمال متوسط و شرط آن روي شرکت کردن در آزمون  داده0.3توجه به اینکه در صورت سؤال قبولی راحال با 
  :داریم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P E 0.3 P E | A P A P E | A P A 0.3 0.5 0.6 x 0.4 0.3 x 0′ ′= → + = → × + × = → =  
  :بنابراین طبق قضیه بیز داریم

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

P E A P E | A P A 0.5 0.6P A | E 1 %100
P E P E 0.3

×
= = = = =

  

قتی وي یک سکه را به تصادف از جیب خود اختیار و و. شخصی دو سکه در جیب دارد که یکی سالم و دیگري هر دو رو شیر است  .47
 احتمال اینکه سکه سالم انتخاب شده باشد کدام است؟. شودکند، شیر مشاهده میپرتاب می

 )87علوم کامپیوتر ـ (

1 (3
4

  2 (2
3

  3 (1
3

  4 (1
4

  

 .  درست است1گزینه :حل

  :با توجه به قضیه بیز داریم

: Eهر دو بار شیر مشاهده کند  

: Aسکه سالم  

: Bسکه هر دو شیر  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
P E | A P A 12 2 2P A | E

1 1 1 1P E | A P A P E | B P B 51 1
2 2 2 2

× ×
= = =

+ × × + × ×
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1 است که شانس شیر آمدن هر یک به ترتیب برابر با 3A و1A،2Aاي شامل سه سکهجعبه  .48
4
،1

2
3 و

4
یک سکه به .  است

 3Aاحتمال اینکه سکه.  است3شودتعداد دفعاتی که شیر مشاهده می. شود مرتبه پرتاب می6تصادف از این جعبه انتخاب و
 )88علوم کامپیوتر ـ (انتخاب شده باشد کدام است؟

1 (3
2

32
4

 +  
 

  2 (3
1

42
3

 +  
 

  3 (3
1

32
4

 +  
 

  4 (3
2

42
3

 +  
 

  

  . درست است2گزینه :حل

3: Hشیر3مشاهده   
  

3 3

1p
4

6

1p
2

3 3

3p
4

61 1 3
33 4 4

61 1
33 2

61 3 1
33 4 4

=

=

=

    →     
    

  →   
  

    →     
    

1A

2A

3A

سكه

شير 3پرتاب6از

شير 3پرتاب6از

شير 3پرتاب6از

  
  :حال بنا بر قضیه بیز داریم

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
3 3

3 1 1 3 2 2 3 3 3

P H A P A
P A H

P H A P A P H A P A P H A P A
=

+ +
  

3 3 3 3

3 3 6 3 3 3 3 6 3 3

3 3

3

6 3 1 1 3 1
3 4 4 3 4 4

6 6 61 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 3 1
3 3 34 4 3 2 3 4 4 3 4 4 2 4 4

3 1
4 4

1
4

        
                = =

                        + + + +                        
                        

   
   
   =

 
 
 

3

3 3 3 3 3 3 3

3
14

3 1 3 1 3 3 41 2
4 4 4 4 4 4 3

 
 
 = =

             + + + + +             
             

  



 

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  متغيرهاي تصادفي

   (Discrete Probability Function)تابع احتمال گسسته
)گاه متغیر تصادفی گسسته باشد، آنXکهدرصورتی )f xبا داشتن شرایط زیر، تابع احتمال متغیر  Xخواهد بود:  

) )الف ) ( )x : 0 f x P x 1∀ ≤ = ≤  
) )ب ) ( )f x P x 1= =∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 n

1 n

x x x

P X x f x 0 f x 1 0 f x 1 f x P x 1= = ≤ ≤ ≤ ≤ = =∑ ∑


  

  (Continuous Probability Density Function)تمال پیوسته تابع چگالی اح
( )f x براي متغیر تصادفی پیوسته Xدر بازه αتا β است، اگر، تابع چگالی احتمال:  
))الف )f x 0≥  

))ب )f x dx 1
β=+∞

α=−∞
=∫  

 



  متغيرهاي تصادفي

 

۲۹  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  محاسبه احتمال
  .b تاa برابر است با سطح زیرمنحنی چگالی در بازهb تاa احتمال در بازه:اولاً

( ) ( )
b

a
P a X b f x dx< < = ∫  

xه به ازاي هر نقطه پیوست:ثانیاً a=احتمال آنکه متغیر تصادفی دقیقاً مقدار ،aرا اختیار کند، برابر صفر است .  
( ) ( )

a

a
P X a f x dx 0= = =∫  

 :توانیم تساوي زیر را نتیجه بگیریمحال از دو رابطه بالا می

( ) ( ) ( ) ( )P a X b P a X b P a X b P a X b≤ ≤ = ≤ < = < ≤ = < < 

 )80برق ـ سراسري (   کدام است؟ C یک متغیر تصادفی با تابع چگالی احتمال زیر باشد، مقدار ثابتYاگر   . 1
0.2 ; 1 y 0− < ≤  
0.2 Cy ; 0 y 1+ < ≤ 

0سایر مقادیر ; 
( )Yf y


= 



  

1 (0.4−  2 (0  3 (0.4  4 (1.2  

  .  درست است4گزینه :حل

( ) [ ]
120 1 0

11 0
0

cy c0.2dy 0.2 cy dy 1 0.2y 0.2y 0.2 0.2 1 c 1.2
2 2−−

 
+ + = → + + = + + = → = 

  
∫ ∫  

  

Pتابع چگالی احتمال دامنه یک سیگنال تصادفی به صورت زیر است، احتمال  . 2 X 1 <  برابر است با : 

( )X 2
Af x ; x

1 x
= −∞ < <∞

+
  

  )82برق ـ سراسري (
1 (1

2π
  2 (1

π
  3 (2

π
  4 (1

2
  

  .  درست است4گزینه :حل

( ) [ ]2
A 11) f x dx 1 dx A. Arctgx 1 A 1 A

2 21 x

+ ∞ + ∞ +∞
−∞− ∞ − ∞

 π π  = → = = → − − = → =   π +  
∫ ∫  

( ) ( ) ( ) [ ]1 1
121

1 1 1 12) P | X | 1 P 1 X 1 dx Arc tgx
4 4 21 x −−

 π π  < = − < < = = = − − =  π π   π +
∫  
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  ها در تابع احتمال پیوستهچندك
  :کنیمغیر تصادفی پیوسته به صورت زیر عمل میها در تابع چگالی متبراي محاسبه چندك

  

    )میانه(

  )امaچارك(

  )امaدهک(
( ) ( )

b
P X b f x dx≤ = =∫  

  حد پایین

  )امaصدك(

a

a

a

1 b Md
2

a ; a 1,2,3 b Q
4

a ; a 1,2,...,9 b D
10

a ; a 1,2,...,99 b P
100

 =



= =


 = =



= =


  

  

 (Expected Value)امید ریاضی 

)Xگسسته (  
  

( ) ( )
x

E X x f x
∀

= ⋅∑  

)Xپیوسته (  ( ) ( )E X x f x dx
+∞

−∞
= ⋅∫  

  Xامید ریاضی تابعی از

)کهدرصورتی )g x تابع دلخواهی برحسب x باشد، براي محاسبه ( )( )E g xمکنی به صورت زیر عمل می:  

)Xگسسته (  ( )( ) ( ) ( )
x

E g X g x f x
∀

= ⋅∑  

)Xپیوسته (  ( )( ) ( ) ( )E g X g x f x dx= ⋅∫  

  

    حد بالا

 حد پایین
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……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  خواص امید ریاضی
)با توجه به یکسان بودن مفهوم امید ریاضی با میانگین، تمام خواص میانگین حسابی )µدرباره امید ریاضی ( )E X نیز به شرح زیر برقرار 

  : است
  ):مثبت یا منفی(اعداد ثابتی باشند b وaبا فرض آنکه

( )1) E a a=  
( ) ( )2) E X a E X a+ = +  
( ) ( )3) E bX bE X=  
( ) ( )4) E bX a bE X a+ = +  

) است،ازآنجاكه اميد، مقدار ثابتي( )( )E E Xبرابر با ( )E Xاست .(( )( )( )( ) ( )5) E E E...E E X E X=  

)  .)اميدانحرافات از ميانگين هميشه صفر است( )6) E X E X 0− =    

).)اميد مجذور تفاضلات از ميانگين هميشه مينيمم است( )( ) ( )2 27) E X E X E X a   − ≤ −     
  

)  .) اميد قدرمطلق انحرافات از ميانه هميشه مينيمم است( ) ( )8) E X Md E X a− ≤ −  

  :ازآنجاكه اميد رياضي همان ميانگين است، داريم

( )E X = µ 

,2 مقادیرXفرض کنید متغیر تصادفی  . 3 1,  : داشته باشیمcکند و براي یک ثابتنتخاب می را ا0

( ) ( )P X i c P X i 1 ; i 1 , 2= = = − =  
  )84برق ـ سراسري ( کدام است؟Xامید متغیر تصادفی

1 (
2

2
c 2c

1 c c
+

+ +
  2 (2

1 c
1 c c

+

+ +
  3 (2

c
1 c c+ +

  4 (
2

2
c c

1 c c
+

+ +
  

  .  درست است1گزینه : حل

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )2

P X 1 c P X 0
P X i cP X i 1 ; i 1 , 2

P X 2 cP X 1 c P X 0

= = == = = − = → 
= = = = =

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2
2

2

1P X 0
1 c cP X 0 P X 1 P X 2 1

cP X 0 cP X 0 c P X 0 1 P X 1 cP X 0
1 c c

P X 0 1 c c 1
cP X 2 cP X 1

1 c c


 = =
 + += + = + = = 

 = + = + = = ⇒ = = = = 
+ + 

= + + =   = = = = + +
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

)  .توان جدول توزیع احتمال آن را رسم کردحال می )
2

2 2 2

X 0 1 2

1 c cP x
1 c c 1 c c 1 c c+ + + + + +

  

( ) ( )
2 2

2 2 2 2
1 c c c 2cE X x P X x 0 1 2

1 c c 1 c c 1 c c 1 c c
+

= = = × + × + × =
+ + + + + + + +

∑  

  

) به صورت Xتابع احتمال متغیر تصادفی   . 4 )
2x 0 x 1

f x
0

≤ ≤
= 


 بین میانگین و میانه Xدر این صورت احتمال آنکه.  است

   )88 ، آزاد 77کامپیوتر ـ سراسري (  :توزیع باشد برابر است با
1 (1

14
  2 (1

16
  3 (1

18
  4 (1

20
  

  .  درست است3گزینه :حل
  

( )
11 3

0 0

2 2E X x.2 x dx x
3 3

 = = =  ∫  

mm 0 x 12 2
0 0

1 1 1 22 x dx x m m
2 2 2 2

≤ ≤ = → = → = → = ∫  

( )
2 2

22 2
22
33

22 1 4 1P X m P X 2x dx x
3 2 2 9 18

   µ < < = < < = = = − =        ∫  

5 .  X5 یک متغیر تصادفی با میانگین
4

 : به ترتیب برابر است باb وa و داراي تابع چگالی احتمال زیر است، مقادیر

2x ; 0 x 1≤ ≤  
b ; 1 x a< <  

0سایر جاها ;  
( )xf x


= 



  

  )86 ـ سراسري برق( 
1 (1b , a 3

4
= =  2 (1b , a 2

2
= =  3 (1b ,a 2

3
= =  4 (2b ,a 2

3
= =  

 .  درست است4گزینه :حل

( ) ( )
a1

3

0 1

1 1 2x bx 1 b a 1 1 b a 1
3 3 3

   + = → + − = → − =     

1 a2
0 1

1) x dx bdx 1+ = →∫ ∫  

( )
1 a1 a2 4 2

0 1 0 1

5 1 b 52) E X x.x dx x.bdx x x
4 4 2 4

   = + = → + =      ∫ ∫  

در غير اين 
 صورت
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…………………………………………………………………………………………………………… 

( )( )b a 1 a 1 2→ − + = ( ) ( )2 21 b 5 ba 1 a 1 1
4 2 4 2

→ + − = → − =  

( )
( )2b a 1

3

2 2a 1 2 a 1 3 a 2 b
3 3− =

→ + = → + = → = → =  

) را با ضابطه h تابعaبه ازاي هر عدد حقیقی. گیریم در نظر میXیک تابع توزیع احتمال با میانگین   . 6 ) ( )2h a E X a = −  
 تعریف 

)کمترین مقدار. کنیممی )h a 83برق ـ سراسري (   کدام است؟( 

1 (( ) 2
E X X −  

  2 (( )2E X                  3 (( ) 2
X X

E
2

 − 
 
  

    4 (
2

XE X
2

   −    
  

  .  درست است1گزینه :حل
 

   (Variance)واریانس 
)گیري پراکندگی مشاهداتهاي اندازهترین شاخصیکی از مهم )N 1x ,..., x حول میانگین، واریانس ( )2σاست.  

 :شود از روابط زیر محاسبه میX مفروض است، واریانسXمتغیر تصادفی

 ( ) ( ) ( )( )2221 E X E X E X σ = − µ = −  
  

 ( ) ( ) ( )( )22 22 E X E Xσ = −  

  :شود از جملهیدر منابع مختلف، از علایم متفاوتی براي نمایش واریانس استفاده م
( ) ( ) ( )2 V X D X V ar X= σ = =    واریانس= پراش=

  خواص واریانس
  :را در نظر بگیریم) مثبت یا منفی (b وaهاياگر ثابت

( ) ( ) 22 2 2 2
X1) a 0 2) bX b 3) bX aσ = σ = σ σ ±( )

0
22
Xb= σ  

   (Standard Deviation)انحراف معیار 

2جذر مثبت واریانس σ 
 

)انحراف معیار را  )σنامیم می.  

  )1(در رابطه  )1(جایگذاري در 
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  خواص انحراف معیار
  :را در نظر بگیریم) مثبت یا منفی (b وaهاياگر ثابت

( ) ( ) X1) a 0 2) bX b 3) bX aσ = σ = σ σ ±( )
0

Xb= σ  

   (Coefficient of Variation)ندگی ضریب پراک
 .دهند نشان میCVنامند و آن را بارا ضریب تغییرات میحاصل تقسیم انحراف معیار به میانگین 

CV σ
=

µ
  

  (Moment Generating Function)تابع مولد گشتاور
  :شود میبیان به صورت زیر Xام متغیر تصادفیtتابع مولد گشتاور مرتبه

( ) ( )X
tXM t E e t R= ∈  

) با تابع احتمالXتغیر تصادفی گسسته و پیوستهتابع مولد گشتاور براي م )f xبه صورت زیر است :  

X                  گسسته ( ) ( ) ( )X
tX txM t E e e f x= = ∑  

X                  پيوسته ( ) ( ) ( )X
tX txM t E e e f x dx= = ∫  

  كاربرد تابع مولد گشتاور

)اگر  )XM tتابع مولد گشتاور متغیر تصادفی X ،مشتق باشدr در نقطهام تابع مولد گشتاورt 0= ،( )rE Xکند که برابر  را تولید می
  .ام حول مبدأ استrتبهگشتاور مر

( ) ( ) ( ) ( )X

r
r r

r
t 0

d M t
M t 0 E X

dt
=

= = =  

)  .است Xمشتق اول تابع مولد گشتاور، اميد رياضي ) ( )XE X M t 0′= =  
)  .است2Xمشتق دوم تابع مولد گشتاور، اميد رياضي ) ( )X

2E X M t 0′′= =  
    

)  . استrX ام تابع مولد گشتاور، اميد رياضيrمشتق  ) ( ) ( )X
rrE X M t 0= =  











  

  



  متغيرهاي تصادفي

 

۳۵  

  : يادداشت
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

) به صورت Xتابع مولد گشتاور متغیر تصادفی  . 7 ) ( )X
2 1M t 1 4t t

4
−= − )در این صورت .  داده شده است> )3E Xا برابر است ب : 

 )۷۶كامپيوتر ـ سراسري (  

1(64 6×  2 (44 6×  3(46 4×  4 (66 4×  

  .  درست است2گزینه :حل
) بار از3اگر )XM tمشتق بگیریم و قرار دهیم t 0=،( )3E Xآید به دست می:  

( ) ( )X
2 1M t 1 4 t ; t

4
−= − <  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )X
3 3 t 0M t 2 4 1 4t 8 1 4t E X 8− − =′ = − − − = − → =  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )X
4 t 04 2 2M t 8 3 4 1 4t 96 1 4 t E X 96 4 6− =−′′ = − − − = − → = = ×  

( ) ( )( )( ) ( )X
5 t 0 3 2 4M t 96 4 4 1 4t E X 96 4 4 6− =′′′ = − − − → = × = ×  

) برابر است باXفرض کنید تابع مولد متغیر تصادفی  . 8 ) t 1
XM t e  :X، مطلوب است واریانس=−

 )86کامپیوتر ـ سراسري (
1 (1  2 (1.5  3 (2  4 (3  

 . رست استگزینه ؟ د:حل
  : خواسته شده است، بنابراین با توجه به فرمول واریانس داریمXدر این سؤال واریانس

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

222 1 1 1 2

t 1 t 1 1
t 0 t 0

2 t 1 t 1 1
t 0 t 0

V ar X E X E X e e e e

E X e e e

E X e e e

− − − −

− − −
= =

− − −
= =


= − = − = −


 ′= = =

 ′′= = =


  

  .شده، تابع مولد گشتاور نیستها وجود ندارد، زیرا تابع دادهپاسخ درست در گزینه
  .یکی از خصوصیات تابع مولد گشتاور این است که مقدار آن در نقطه صفر، برابر یک است :یادآوري

( )XM t 0 1= = 

)  : که در این سؤال داریمدرصورتی ) 0 1 1
XM t 0 e e 1− −= = = ≠  
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……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

   پیوسته یکنواختتابع
) b تاa را در نظر بگیرید که مقادیر خود را در بازهXمتغیر تصادفی پیوسته )a X b≤  در Xاگر احتمال وقوع. کند اختیار می≥

  . داراي توزیع یکنواخت پیوسته خواهد بودXگاه یکسان باشد، آنb تاaاندازه در بازهفواصل هم

  تابع چگالی یکنواخت  )میانگین(امید ریاضی   واریانس
( )

X

2
2

12
β − α

σ =  ( )E X
2

α + β
= µ =  ( ) 1f x ; x= α < < β

β − α
  

)هرگاه تابع چگالی )f xدر بازه xα < < βثابت(  به صورت( )f x )گاه حتماًباشد، آن) = ) 1f x =
β − α

  . است و برعکس

  (Cumulative Distribution Function) تابع توزیع تجمعی 
)،Xمتغیر تصادفی) تراکمی(تابع توزیع تجمعی  )XF x یا مساويتر احتمال مقادیر کوچک«، عبارت است ازx«؛ به عبارت دیگر:

 ( ) ( )XF x P X x= ≤  

)ازآنجاکه رابطه ) ( )P X x P X x 1≤ + > ) همواره برقرار است، رابطه= ) ( )XP X x 1 F x> =   .نیز همواره برقرار است−

  مشخصات کلی تابع توزیع تجمعی
)اگر )XF x گسسته یا پیوسته( تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی(Xباشد، خصوصیات زیر همواره براي آن صادق است :  

)ازآنجاکه -1 ) ( )xXF P X x= ) است،≥ )xXFتر یا مساوي کوچک تجمع مقادیر احتمالxکند و همواره مجموع  را محاسبه می
  : است؛ بنابراین1ها برابراحتمال

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

F P X 0 F 0

F P X 1 F 1

−∞ = ≤ −∞ = −∞ =  ⇒ 
+∞ = ≤ +∞ = +∞ =  

  

)، مقدار1با توجه به رابطه -2 )XF xاست1 و0 همواره بین .  
( )X0 F x 1≤ ≤  

)تابع -3 )xXFهمواره صعودي است .  
( ) ( )a b F a F b< → ≤  

)ازآنجاکه ) ( )xXF P X x= تر شود، گ بزرxکند، طبیعی است که هرچه مقدار را محاسبه میx مجموع مقادیر احتمال کمتر یا مساوي≥
)مقدار )xXFزیرا تجمع مقادیر احتمال بیشتر شده و مقدار (تر خواهد شد  نیز بزرگ( )xXFتابع ؛ بنابراین )شود نزدیک می1 به( )xXF 

  .است) صعودي(غیر نزولی 
)تابع توزیع تجمعی  -4 )xXF استراست پیوستههمواره از .  

( ) ( ) ( )xX X X
x a
lim F F a F a

+

+

→
= =  
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ه   . 9 عXمتغیر تصادفی پیوست ) داراي تابع توزی )XF xر.  است )عودي و  تابعی اکیداً صFاگ )Y F X=گاه ، آن

]حاصل ] 1P Y E Y
4

 − < 
 

  )82کامپیوتر ـ سراسري  ( کدام است؟

1 (1
4

  2 (3
4

  3 (1
2

  4 (2
3

  

  .  درست است2گزینه : حل
) داراي تابع توزیعXاگر )XF xگاه همواره باشد، آن( )XY F x=داراي توزیع یکنواخت در بازه ( ) است 0,1( )( )X0 y F x 1≤ = ≤. 

  

( ) ( ) ( )a 0
b 1

1 1 0 1Y ~ U 0,1 f y 1 , E Y
1 0 2 2

=
=

+
→ = = = =

−
  

( ) ( ) [ ]
33 3
44 4
00

1 1 1 3 3P Y E Y P Y P Y f y dy 1.dy y
4 2 4 4 4

     − < = − < = < = = = =     
      ∫ ∫  

  

  تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی گسسته
)ابع احتمال آن مفروض و تXاگر متغیر تصادفی گسسته ) ( )f x P x= آن) تراکمی( باشد، تابع توزیع تجمعی( )( )xXF به صورت 

  :شودزیر محاسبه می

( ) ( ) ( ) ( )X
X x

F x P X x P x f x
≤

= ≤ = =∑ ∑  

  تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی پیوسته
)هرگاه )f xتابع چگالی متغیر تصادفی پیوسته X گاه تابع توزیع تجمعی آن باشد، آنيك ضابطه با( )( )xXF به صورت زیر محاسبه 

 :شودمی

 ( ) ( ) ( )
x

xXF P X x f x dx= ≤ = ∫  

  

 حدپايين

 حدپایین
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…………………………………………………………………………………………………………… 

)محاسبه )f xز با استفاده ا( )XF x  
)براي محاسبه تابع احتمال )f xاز روي تابع توزیع تجمعی ( )xXFکنیم به صورت زیر عمل می:  

) :درنقاط مرزي  ) ( )+ 0F x F x −− ≠  
fX (x)) تابع احتمال(  

): در فواصل  )F xx′)مشتق تابع تجمعی(  X (x)F) تابع توزیع تجمعی(  

)هرگاه در يكي از نقاط مرزي تابع توزيع تجمعي رابطه  ) ( )X XF x F x+ ≠   :گاه برقرار باشد، آن-

( ) ( ) ( )X Xf x F x F x −= −+  

  .اي، باید پیوسته بودن نقاط مرزي را کنترل کنیمبع چندضابطهالبته فقط در توا
  محاسبه احتمال

)کهدرصورتی ) ( )XP X x = F x≤ متغیر تصادفی) تراکمی(، تابع توزیع تجمعیX با تابع احتمال ( )xf x باشد، براي محاسبه احتمال 
  :توانیم از قواعد زیر استفاده کنیممی

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

X X

X

X

X X

1) P X a F a F a

2) P X a F a

3) P X a F a

4) P a X b F b F a

+ −

−

− +

= = −

< =

≤ =

< < = −

  

 :ده است به صورت زیر تعریف شXمتغیر تصادفی) پخش(تابع توزیع   . 10

( )

2

X

0 x 0

x 0 x 1
4
1F x 1 x 2
2
x 2 x 3
3
1 x 3

<

 ≤ <
=  ≤ <



≤ <

 ≥

  

)در این صورت  ) ( )E X ,P X   )81کامپیوتر ـ سراسري ( به ترتیب با کدام گزینه برابر هستند؟=2
1 (( ) ( )12 1E X ,P X 2

19 6
= = =  2 (( ) ( )19 1E X ,P X 2

12 6
= = =  

3 (( ) ( )12 2E X ,P X 2
19 3

= = =  4 (( ) ( )19 2E X ,P X 2
12 3

= = =  
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۳۹  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  استدرست 2گزینه :حل
)براي به دست آوردن )f xبا استفاده از ( )F xدر توابع پیوسته، در فواصل از ( )F xگیریم و مقدار احتمال در نقاط مرزي را از  مشتق می

)رابطه ) ( ) ( )X XP X a F a F a+ −= =   .وریمآ به دست می−

2  سایر جاها x 3< <  x 2=  x 1=  0 x 1< <    

0  1
3

  1
6

  1
4

  x
2

  ( ) ( )F x f x′ =  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

0P X 0 F 0 F 0 0 0
4

1 1 1P X 1 F 1 F 1
2 4 4

2 1 1P X 2 F 2 F 2
3 2 6

3P X 3 F 3 F 3 1 0
3

+ −

+ −

+ −

+ −

 = = − = − =



= = − = − =

 = = − = − =

 = = − = − =


P

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3
0 2

x 1E X x f x dx x P X x x. dx 1 P X 1 2 P X 2 x. dx
2 3

= + = = + × = + × = +∑∫ ∫ ∫  

( ) ( )
1 33 2

0 2

x 1 1 x 1 1 2 9 4 191 2
6 4 6 6 6 4 6 6 6 12

      = + + + = + + + − =      
         

  

YFمحاسبه (y)به کمک XF (x)  
XFاگر (x)تابع توزیع تجمعی متغیر تصادفی پیوسته Xگاه براي محاسبه تابع توزیع تجمعی باشد آنYF (y)کنیم به صورت زیر عمل می:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
X

Y 1 1
X

P X g (y) F g (y)
F y P Y y P g(X) y

P X g (y) 1 F g (y)

− −

− −

 ≤ == ≤ = ≤ = 
 ≥ = −


  

x را به ترتیب با قرار دادنyبازه مربوط به a=و x b=در ( )Y g X=آوریم به دست می.  

Y صورت زیر باشد، تابع توزیع  بهXاگر تابع توزیع  . 11 Ln X=   )82کامپیوتر ـ سراسري ( کدام است؟−

( )X

0 t 0
F t t 0 t 1

1 t 1

<
= ≤ <
 >

  

1 (( )Y t

0 t 0
F t

1 e t 0−

<= 
− ≥

  2 (( ) 1Y
2

0 t 0
F t

1 e t 0
−

<
= 
 − ≥

  

3 (( ) 2Y t
3

0 t 0
F t

1 e t 0
−

<
= 
 − ≥

  4 (( )Y 2t

0 t 0
F t

1 e t 0−

<= 
− ≥
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۴۰  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

)احتمال محاسبه تابع )Y g X=  پیوسته 

)براي محاسبه تابع چگالی )Y g X=که در آن X،توانیم به یکی از دو روش زیر عمل کنیممی  یک متغیر تصادفی پیوسته است:  
   تکنیک تبدیل متغیر-1
  ع تجمعی تکنیک تابع توزی-2

  تکنیک تبدیل متغیر 
a را در بازهXمتغیر تصادفی پیوسته x b< ) با تابع چگالی> )f xاگر.  در نظر بگیرید( )Y g X=از  پذیریک و معکوسبهیک  تابعی

)گاه براي محاسبه تابع چگالی باشد، آنXمتغیر )f yکنیم به ترتیب زیر عمل می:  
  .آوریم به دست میY را برحسبX متغیر)1

( ) ( )1Y g X X g Y−= → =  
)ه زیر تابع با استفاده از رابط)2 )Yf yکنیم را محاسبه می:  

( ) ( ) ( )-1 -1
Y Xf y g (y) f g (y)′= ×  

)درواقع )Yf y1قدرمطلق مشتق«ضرب  از حاصلg (y)− « در»( )1
Xf g (y)− «آیدبه دست می.  

x را به ترتیب با قرار دادنyبازه مربوط به a=و x b=در ( )Y g X=آوریم به دست می.  
  تکنیک تابع توزیع تجمعی 

Yدر این روش ابتدا تابع توزیع تجمعی g(X)= آوریم؛ به ، تابع چگالی احتمال را به دست میگیري از آنکنیم، سپس با مشتقرا محاسبه می
  :عبارت دیگر

Yتابع توزیع تجمعی) 1 g(X)= آوریمرا به دست می:  

( ) ( ) ( )YF y = P Y y = P g(x) y≤ ≤  

Yتوانیم تابع چگالیگیري از تابع توزیع تجمعی میبا مشتق) 2 g(X)= را به دست آوریم:  

( )Y Yf y F (y)′=  



 

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………… 

  متغيرهاي تصادفي توأم

  تابع توأم متغیرهاي تصادفی گسسته
)) الف ) ( )≤ ≤0 f x ,y = P x,y )) ب  1 ) ( )

x y y x
f x , y = f x , y = 1

∀ ∀ ∀ ∀
∑∑ ∑∑  

  أم متغیرهاي تصادفی پیوستهتابع تو
) )الف )f x , y ) )ب  ≤0 ) ( )f x , y dx dy f x , y dydx 1= =∫∫ ∫∫  

)تابع چگالی احتمال مشترك  . 1 )( )f x , y Joint pdfضریب. گیریم را به صورت زیر در نظر میAکدام است؟  
x yA e e , 0 y x− − ≤ ≤ < ∞  

0سایر جاها ,  







  ( )X,Yf x , y =  

  )79برق ـ سراسري (
1 (2  2 (3

2
  3 (1  4 (1

2
  



  آمار و احتمال

 

۴۲  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است1گزینه :حل
)  . استمقدار انتگرال روي کل بازه تابع چگالی پیوسته، برابر یک :یادآوري )f x , y dx dy 1=∫ ∫  

  

( ) x x y
0 0

XY
f x , y dydx Ae e dydx 1

∞ − −

≤

→ =∫ ∫ ∫ ∫  

( )xx y x x
0 00

A e . e dx 1 A e e 1 dx 1
∞ ∞− − − − → − = → − + = ∫ ∫  

( )2x x 2x x
0 0

1A e e dx 1 A e e 1
2

∞∞ − − − − → − + = → − =  ∫  

( ) 1 1A 0 0 1 1 A 1 A 2
2 2

    → − − − = → = → =        
  

  

  محاسبه احتمال در توابع توأم

  توابع پیوسته
)اگر :غيريكنواخت )f x, y هاي تصادفی پیوستهمتغیر) مشترك( تابع توأمXو Yباشد، براي محاسبه احتمال روي ناحیه دلخواه A از 

  :کنیمرابطه زیر استفاده می

( ) ( ) ( )
A A

P A f x, y dx dy f x, y dydx= =∫∫ ∫∫  

  .گیریم انتگرال میAبه عبارت دیگر از تابع توأم روي ناحیه

  : به صورت زیر باشد2X و 1Xرض کنید تابع چگالی احتمال توأم متغیرهاي تصادفی ف  . 2
1 2 1 2x x ; 0 x 1 , 0 x 1+ < < < <  

0ساير جاها ;  ( )
1 2X ,X 1 2f x , x 

= 


  

1در این صورت 

2

X
P 2

X

 
<  

 
  )85برق ـ سراسري (: برابر است با

  1 (1
3

  2 (19
24

  3 (5
24

  4 (17
24

  

  .  درست است2گزینه : حل
 .احتمال در ناحیه، برابر انتگرال در ناحیه است :یادآوري

 : داریمبنابراین با توجه به شکل

( ) ( )
1 2

1
1 2 1 2 2 1

2 X 2X

X
P 2 P X 2X f x , x dx dx

X
<

 
< = < = 

  ∫ ∫  

گیري المان
 عمودي

 المان عمودي



  متغيرهاي تصادفي توام
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  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  

( )
1 1

11 1 1 2
1 2 2 1 1 2 2 1x x0 0

2 2

1x x dx dx x x x dx
2

 + = + =  ∫ ∫ ∫         

13
1 12 2

1 1 11 10
0

x1 5 1 1 5 19x x dx x x
2 8 2 2 8 3 24

 
   + − = + − =    

 
∫  

  .)گیري در متن درس مراجعه کنیدبه نحوه المان(
) در فاصله2X و1Xدقت کنید که چون توزیع توان در این سؤال براي به دست آوردن احتمال از تقسیم  یکنواخت نیست، نمی0,1(

 .مساحت مورد نظر به مساحت کل استفاده کرد

  : به صورت زیر مفروض استYو Xتابع چگالی احتمال توأم متغیرهاي تصادفی  . 3
6x 0 x y 1< < <  

)  0ساير نقاط )X,Yf x , y 
= 


  

)در این صورت، مقدار  )P X Y 1+   )82کامپیوتر ـ سراسري ( کدام است؟ >
1 (3

4
  2 (1

2
  3 (1

3
  4 (1

4
  

  .  درست است4گزینه :حل

)ابتدا ناحیه مربوط به )f x , yرا رسم کرده و سپس خط x y 1+ براي . گیریم را در نظر می>
)خورده، از هاشورگیري در ناحیه به دست آوردن جواب باید با المان )f x , yگیري  انتگرال

  . کنیم

  
  .احتمال در ناحیه، برابر انتگرال در ناحیه است :یادآوري

( )( ) ( ) ( )
1

1 x2
0 x

A
P X,Y A f x , y P X Y 1 6 x dydx

−
∈ = → + < =∫∫ ∫ ∫  

[ ] ( ) ( )
1 1 1 1

1 x 2 2 32 2 2 2
x 00 0 0

3 4 16xy 6x 1 x x dx 6x 12x dx 3x 4x
4 8 4

−  = = − − = − = − = − = ∫ ∫ ∫ 

هاشورخورده به مساحت  توان مقدار احتمال مورد نظر را از تقسیم مساحت یکنواخت پیوسته نیست، نمیY وXکه چون توزیع دقت کنید
  .آمده از انتگرال ناحیه مورد نظر برابر شوددستاقی مقدار مساحت مورد نظر با احتمال بهکل به دست آورد اگرچه ممکن است به طور اتف

  

 المان عمودي
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۴۴  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  : دو متغیر تصادفی یکنواخت باشند، رابطه بالا به صورت زیر خواهد بودY وXاگر :يكنواخت
  Aمساحت ناحیه
 مساحت کل

( )P A =  

  :زيرا

   يكنواختY وA  1  Xمساحت ناحيه
dx  مساحت كل dy )  مساحت كل  = )

A

P A = ∫∫  →  ( ) ( )
A

P A f x, y dx dy= ∫∫  

  . استY وXاي در کل ناحیه ناحیهAکه در آن

) دو متغیر تصادفی مستقل با توزیع یکنواخت در فاصلهY وXاگر  . 4 )0, 1P باشند،1 Y X
2

 ≥ − 
 

  کدام گزینه خواهد بود؟

  )۸۵كامپيوتر ـ آزاد (  
1 (0.125  2 (0.25  3 (0.875  4 (0.75  

 . درست است3گزینه :حل

)کنیم و سپس در آن ناحیه از ابراین ابتدا ناحیه مزبور را رسم میاحتمال در ناحیه، برابر با انتگرال در آن ناحیه است؛ بن :یادآوري )f x , y 
)کنیم؛ پس ابتدا بایدگیري میانتگرال )f x , yرا به دست آوریم .  
) داراي توزیع یکنواخت در فاصلهY وXچون )0 ,  به دو روش زیر به Y وX بوده و مستقل از یکدیگر نیز هستند، تابع چگالی توأم1

  :آیددست می
  :راه حل اول

( ) ( ) ( )X ,Y f x , y f x .f y⇔   قل  مست=
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1X ~ U 0 , 1 f x 1
1 0

f x , y f x f y 1 1 1
1Y ~ U 0 , 1 f y 1

1 0

→ = =
−

→ = × = × =
→ = =

−

  

  :راه حل دوم
  :Y وXاز طریق محاسبه مساحت ناحیه

( ) 1) 1 f x , y 1
1 1

= → = =
×

)مساحت ناحیه ) ( ) ( )
A A

f x , y dx dy 1 f x , y dx dy 1 f x, y (A= → × = → ×∫∫ ∫∫  

    



  متغيرهاي تصادفي توام

 

۴۵  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  (Marginal Function))ايکناره(اي تابع حاشیه

  اي گسستهتوابع حاشیه
( ) ( ) ( ) ( )

y x
f x f x, y , f y f x, y

∀ ∀
= =∑ ∑  

  اي پیوستهتوابع حاشیه
( ) ( ) ( ) ( )

Y X
f x f x, y dy , f y f x, y dx= =∫ ∫  

  استقلال دو متغیر تصادفی
)ام نقاطتمگویند، اگر و فقط اگر به ازاي ) ناوابسته( را مستقل Y وXدو متغیر تصادفی )x , y رابطه ،( ) ( ) ( )f x , y f x f y=  برقرار باشد؛ ⋅
  :به عبارت دیگر

)به ازاي تمام نقاط ) ( ) ( ) ( )X f x , y f x f y ; x , y→ = ⋅←و Y  مستقل  

  بررسی استقلال دو متغیر گسسته
ر وXبراي بررسی استقلال دو متغی  Yي، ابتدا توابع کناره )ا )f xو  ( )f yآوریم، سپس درستی رابطه  را به دست می

( ) ( ) ( )i j i jf x , y f x f y= )هاي را براي تمام زوج⋅ )i jx , yکنیم بررسی می.  

y
x

( ) ( )

( )

j

i i j i

j

y

x f x , y f x

f y

→

↓

  

   متغیر پیوستهبررسی استقلال دو
 : کهدرصورتی Y وX پیوستهبراي متغیرهاي تصادفی

  مستقل باشند، Y وXحدود )الف
) تابع چگالی توام)ب )f x , yضرب دو تابع مستقل بر حسب را بتوان به صورت حاصلXو Y ،نوشت  
  . مستقل هستند و در غیر این صورت وابسته خواهند بود Y وXگاهآن
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۴۶  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 (Cumulative Joint Distribution Function)تابع توزیع تجمعی توأم 

 :است  به صورت زیرY وXتابع توزیع تجمعی توأم متغیرهاي تصادفی :تعریف

( ) ( ) ( )X,YF x, y P X x Y y f x, y= ≤ ≤ = ∑ ∑∫ ∫ ,   

  محاسبه تابع چگالی توأم از روي تابع توزیع توأم پیوسته
ند كه ابتدا كدام كالبته فرقي نمي. براي به دست آوردن تابع چگالي توأم از روي تابع توزيع توأم، بايد از هر متغير مشتق جزيي بگيريم

  .متغير را ثابت در نظر گرفته و نسبت به ديگري مشتق بگيريم

f(x, y) = F(x, y) F(x, y)
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

  

  روابط احتمالی بین متغیرهاي تصادفی
  : دو متغیر تصادفی دلخواه باشند، هموارهY وXاگر

( ) ( ) ( )X ; P X < Y + P X = Y + P X > Y =   گسستهY و1

( ) ( )X ; P X < Y + P X > Y =    پیوستهY و1

)در متغیرهاي تصادفی پیوسته همواره  :یادآوري )P X = Y =   . است0

  متغیرها با توزیع یکسان
  :گویند اگر و فقط اگر) با توزیع یکسان(توزیع  را همY وXاي تصادفیمتغیره

( ) ( )X Yf t = f t ; t ∈  
  .خواهند بود برابر  در صورت وجود،...امید، واریانس، تابع مولد گشتاور و  توزیع هموارهدرنتیجه براي متغیرهاي هم

  :اندتوزیعبا توابع چگالی زیر هم Y وXبراي مثال، دو متغیر تصادفی
( )
( )

f x 2x ; 0 x 1

f y 2y ; 0 y 1

= < <

= < <
  



  متغيرهاي تصادفي توام

 

۴۷  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  (Independent Identically Distribution)با توزیع یکسان متغیرهاي مستقل 
) متغیرهاي تصادفی مستقل با توزیع یکسانY وXاگر )iidگاه باشند، آن:  

P(X < Y) = P(X > Y)  
  :نتایج

) مستقل با توزیع یکسانپیوسته دو متغیر تصادفی Y وX اگر)1 )iidگاه باشند، آن: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
P X < Y + P X > Y = 1

P X < Y = P X > Y

 →


1P X < Y = P X > Y =
2

  

) مستقل با توزیع یکسانگسسته دو متغیر تصادفی Y وX اگر)2 )iidگاهد، آن باشن:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )P X < Y + P X = Y + P X > Y = 1

P X < Y = P X > Y

 →


1 - P X = Y
P X < Y = P X > Y =

2
  

)مستقل با توزیع یکسان Y وXبراي هر) 2(و ) 1( با توجه به نتایج )3 )iidهمواره داریم :  

( ) ( ) ≤
1P X < Y = P X > Y
2

  

  !دقت کنید

) با توزیع یکسانY وXبراي هر دو متغیر مستقل )iid:  
)  : باشندپيوسته Y وXاگر) الف )P X = Y = 0  

)  : باشندگسسته Y وX اگر)ب ) ( ) ( )2

X Y X
P X = Y = P x, y P x

=
=∑∑ ∑  

 : کنواخت گسسته باشند به صورت زیرفرض کنید دو متغیر تصادفی مستقل از یکدیگر داراي توزیع ی  . 5

( )

( )

1P X x , x 1,2,...,

1P Y y , y 1,2,...,

= = = θ
θ

= = = θ
θ

  

)احتمال اینکه )P X Y≠88مکاترونیک ـ ( کدام است؟(  
1 (1

θ
  2 (1θ −

θ
  3 (1

1θ −
  4 (

21θ − 
 θ 
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 . درست است2گزینه :حل
  :توزیع هستند، داریم مستقل و همY وXدر این سؤال که

( )
2

2 2 2
x 1 x 1 x 1

1 1 1 1P X Y 1
θ θ θ

= = =

θ = = = = = = θ θ  θ θ θ
∑ ∑ ∑  

( ) ( ) 1 1P X Y 1 P X Y 1 θ −
≠ = − = = − =

θ θ
  

) دو متغیر تصادفی مستقل و با توزیع یکسانY وXاگر  . 6 )iidگاه باشند، آن( )P X Y>برابر است با : 
  )85 سراسري برق ـ(

1 (0    2 (1  

3 (1
2

  . داردY وXبستگی به توزیع) 4    

  

  .  درست است4گزینه :حل
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P X Y P X YP X Y P X Y P X Y 1 2P X Y 1 P X Y< = >< + = + > = → > = − =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

P X Y 0

P X Y 0

1
1 P X Y 2P X Y P X Y

12
2

= =

= ≥

=− =
> = < =

≤
  

1ها، گزینه حداکثر که اگر در گزینهدقت کنید
2

1 پیوسته باشند، این احتمال برابر با Y وXتوانست جواب باشد، زیرا اگر بود می
2

 است و 

1اگر گسسته باشند، کمتر یا مساوي
2

  . خواهد بود

Xو Y و هم توزیع مستقل  

Xو Yپیوسته  

Xو Yگسسته  
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 (Conditional Probability Function)بع احتمال شرطی تا

)اگر تابع احتمال توأم )f x , yاي و توابع کناره( )f xو ( )f yمفروض باشند، داریم :  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
f x , y f x , y

f x | y , f y | x
f y f x

= =  

)اگر  . 7 )X,Y3گاه داراي تابع چگالی توأم زیر باشند، آن 1P X Y
4 2

 
≤ = 

 
  کدام است؟

3x 0 y x 1≤ ≤ ≤  
)  0سایر مقادیر )x , yf x , y 

= 


  

  )80کامپیوتر ـ سراسري (
1 (0  2 (1

4
  3 (1

2
  4 (3

4
  

  . درست است4گزینه :حل

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22

11 2 2
x y y

f x , y 3x 2x 1 2x 8f x | y f x | y x
3f y 2 31 y 11 y 12 2

3 3f y f x , y dx 3x dx x 1 y
2 2

  = = = → = = =  
 −   − −    


  = = = = −   

∫ ∫

  

33 3 2
424 4

0 0 0

3 1 1 8 8 1 8 1 3 3P X | Y f x | Y dx xdx x
4 2 2 3 3 2 3 2 4 4

       ≤ = = = = = × = × × =             ∫ ∫  

) به صورتY وXتابع چگالی احتمال توأم  . 8 )
1 0 x y 1
yf x , y
0

 < < <= 


1P. است X | Y 2
2

 < = 
 

 :برابر است با 

  )۸۴علوم كامپيوتر ـ ( 

1) 2  صفر) 1
4

  3 (1
2

  4 (3
4

  

 2Rساير نقاط
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 .  درست است2گزینه :حل
)ابتدا )f x | yکنیم را به دست آورده، سپس احتمال مورد نظر را محاسبه می:  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

y
y

x 0
0

1
f x , y 1 1 1 xyf x |y f x |Y 2 ; f y f x , y dx dx 1

f y 1 y 2 y y
 

= = = → = = = = = = 
 

∫ ∫  

( )
11 1
22 2

0 0 0

1 1 1 x 1P X Y f x | Y 2 dx dx
2 2 2 2 4

   < = = = = = =      ∫ ∫  

 

)توابع توزیع تجمعی شرطی )F x | yو  ( )F y | x  
)که تابع توزیع تجمعی توأمدرصورتی )F x , yاي و توابع تجمعی کناره( )F xو ( )F yمفروض باشند :  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
F x , y F x , y

F x | y , F y | x
F y F x

= =  

] متغیرهاي تصادفی مستقل بوده و هر کدام به طور یکنواخت بر بازهY وXکنیمفرض می  . 9 Z توزیع شده باشند و0,2[ Y X= − 
}و }A Y X 1= − )، در این صورت≥ )P A | X ) و=1 )z|xf 0 ) و1| )z|xF 0  )87برق ـ سراسري (:به ترتیب برابرند با1|

1 (1 3, 1 ,
2 4

  2(1, 0, 1  3 (1 1, , 1
2 2

  4 (1 , 0 , 1
2

  

 . رست است د3گزینه :حل

Xو Yهر دو داراي توزیع یکنواخت در بازه (   : هستند؛ بنابراین0,2(

( ) ( ) ( )x x
0 0

1 1 xf x ; 0 x 2 F x f x dx dx
2 2 2

= < < → = = =∫ ∫  

( ) ( ) ( )y y
0 0

1 1 yf y ; 0 y 2 F y f y dy dy
2 2 2

= < < → = = =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) x y
0 0

1 1 1 1 xyf x , y f x f y F x , y dydx
2 2 4 4 4

= ⋅ = × = → = =∫ ∫  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

P Y X 1,X 1 P Y 1 1,X 1P A,X 1
P A | X 1

f X 1 f X 1 f X 1

− ≤ = − ≤ ==
= = = =

= = =
  الف( 

( )
( )

( )
( )

( )
2

22
00 0

y1 1dyf X 1, y dyP 1 Y 1 1 ,X 1 P 0 Y 2,X 1 44 2 1
1 1 1 1f X 1 f X 1
2 2 2 2

 
 =− < − < = < < =  = = = = = = =

= =

∫∫  
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( ) ( )
( )

( )
( )

X Y 1
Z X

X 1

1
f Z 0,X 1 f X Y 1 4 2 1f 0 1

1f X 1 f X 1 4 2
2

= =

=

= = = =
= = = = =

= =
  ب( 

( ) ( )
( )

( )
( )

X Y 1
Z X

X 1

xy 1
F Z 0,X 1 F X Y 1 4 2 14F 0 1

1xF X 1 F X 1 4 2
22

= =

=

= = = =
= = = = = =

= =
  ج( 

 Y یاXهرگاه یک متغیر تصادفی داراي توزیع یکنواخت پیوسته باشد، تابع چگالی آن یک عدد ثابت خواهد بود؛ بنابراین به ازاي هر مقدار :یادآوري
 . تابع همان مقدار ثابت خواهد ماند

  :براي مثال، در این سؤال

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1X U 0, 2 f x f X 1
2 2

1 1X, Y U 0, 2 f x, y f X 1, Y 1
4 4

→ = → = =

→ = → = = =




  

  امید ریاضی شرطی
  : باشند، به صورت زیر استگسستهدو متغیر تصادفی  Y وXکهدرصورتی

( ) ( ) ( ) ( )
x y

E X | y x f x | y , E Y | x y f y| x
∀ ∀

= ⋅ = ⋅∑ ∑  

)اگر :یادآوري ) ( )g X ,g Y گسسته  تابعی از دو متغیر تصادفیXو Yباشد :  

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

E g X |Y g x f x | y dx

E g Y |X g y f y|x dy

=

=

∑
∑

  

  

  : باشند، به صورت زیر استپیوستهدو متغیر تصادفی  Y وXکهو درصورتی

( ) ( ) ( ) ( )E X | y x f x | y dx , E Y | x y f y | x dy= ⋅ = ⋅∫ ∫  

)اگر :یادآوري ) ( )g X ,g Y دو متغیر تصادفی پیوسته تابعی ازXو Yباشد :  

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

E g X |Y g x f x | y dx

E g Y |X g y f y|x dy

+ ∞

−∞

+ ∞

−∞

=

=

∫

∫
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  :  به صورت زیر استY وXتابع چگالی احتمال توأم متغیرهاي تصادفی   . 10
2 x + y < 1 , x > 0 , y > 0  

)  0سایر جاها )X,Yf x, y 
= 


  

)مقدار امید ریاضی شرطی )E Y X x=88برق ـ سراسري ( کدام است؟(  

1 (1 x
2
−  2 (1 x

2
+  3 (1 x

2
−  4 (1

2
  

  .  درست است1گزینه :حل

( ) ( ) ( ) ( )
1 x 1 x

22

0y 0

1 1 1 1 1 1 xE Y | X yf y | x dy y. dy y . 1 x
1 x 1 x 2 1 x 2 2

− − − = = = = − = − − − ∫ ∫  

  

( ) ( )
( ) ( )

f x, y 2 1f y | x
f x 2 1 x 1 x

= = =
− −

  

( ) ( ) [ ] ( )
1 x

1 x
0

y 0
f x f x, y dy 2dy 2y 2 1 x

−
−= = = = −∫ ∫  

  :  به صورت زیر مفروض استY وXتابع چگالی احتمال توأم متغیرهاي تصادفی  . 11
ye 0 x y− < < < ∞  

)  0سایر نقاط )X,Yf x , y
= 


  

2Eدر این صورت مقدار  X | Y 2 = 84کامپیوتر ـ سراسري ( کدام است؟(  

1 (1
2

  2 (2
3

  3 (3
4

  4 (4
3

  

 .  درست است4گزینه :حل

  

( ) ( ) ( )
yy2 2 2 3 2 2

0 0

1 1 1 1 4E X | Y y x .f x | y dx x . dx x y E X |Y 2
y y 3 3 3

+ ∞

−∞
 = = = = = → = =  ∫ ∫  

  

( ) ( )
( )

( ) ( )

y

y

yy y y y
x 0 0

f x , y e 1f x | y
f y yye

f y f x , y dx e dx xe ye

−

−

− − −


= = =



  = = = =  


∫ ∫
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 ضرب دو متغیر امید ریاضی حاصل
  :شود میبه صورت زیر محاسبه Y وXگسستهضرب دو متغیر تصادفی حاصل) امید ریاضی(میانگین 

( ) ( )i j i jE XY x y f x , y= × ×∑∑  

  : باشندپیوستهمتغیرهاي تصادفی  Y وXاگر

( ) ( ) ( )E XY xyf x , y dx dy xy f x , y dydx= =∫∫ ∫∫ 

  :نتیجه
  . هاست امید آن)تفاضل( دو متغیر تصادفی همواره برابر با مجموع )تفاضل(امید مجموع  -1

( ) ( ) ( )E X Y E X E Y± = ±) X وY وابسته یا مستقل( 

  .هاستضرب امید آن مستقل باشند، برابر حاصلY وXامید ضرب دو متغیر تصادفی فقط زمانی که -2
X,Y ( ) ( ) ( )E XY E X E Y→ =← ستقلم  

  .ها نیستامید تقسیم دو متغیر تصادفی برابر با تقسیم امید آن -3
( )
( )

E XXE
Y E Y

  ≠ 
 

  

  :  مستقل باشندY وXالبته زمانی که
( )X 1E E X E

Y Y
   = ×   
   

  

  ضرب دو متغیرواریانس حاصل
  : ضرب دو متغیر تصادفی با توجه به تعریف واریانس داریمبراي محاسبه واریانس حاصل

)Xو Y مستقل(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2Var XY E X Y E X Y E X E Y E X E Y= − = −  

)در این صورت .  هستند2 و انحراف معیار برابر با−1یع با متوسط برابر باتوز مستقل و همY وXمتغیرهاي تصادفی  . 12 )Var XY 
  )84کامپیوتر ـ سراسري (:برابر است با

1 (24  2 (20  3 (16  4 (8  

 .  درست است1زینه گ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 2 2V ar XY E X Y E XY E X E Y E X E Y 5 5 1 1 24= − − = × − − ×− =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 22 2 2 2
x

2 2 2 2
x y

V ar X E X E X E X E X 2 1 5

, E X E Y 1 E X E Y 5

 = − → = σ + = + − =

σ = σ = = − → = =
  

Xو Yمستقل  



 

  : يادداشت
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   و پيوسته هاي گسسته توزيع

 (Bernoulli Distribution)توزیع برنولی 

:«گاه متغیر تصادفی  را یک بار انجام دهیم، آنpقیتهرگاه آزمایش برنولی با احتمال موف X آزمایش بار 1در انجامتعداد موفقیت 
)»برنولی )x   . است برنولی داراي توزیع=0,1

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتp داراي توزیع برنولی باشد، پارامتر آنXهرگاه متغیر تصادفی )X ~ Bin 1,pیا ( )X ~ B 1,pشود نمایش داده می.  

)عداد موفقیتکه در توزیع برنولی، تازآنجا )X1«یا » صفر موفقیت«تواند یکی از دو وضعیت  بار آزمایش برنولی فقط می1 در انجام 
  :گوینداي نیز میرا داشته باشد، به آن توزیع دونقطه» موفقیت

1  0  : Xبار انجام آزمایش برنولی1تعداد موفقیت در   
p  q 1 p= −  ( ) ( )f x P x=  

  

)   موفقیت در یک آزمایش برنولیxاحتمال ) ( ) x 1 xf x P x p q ; x 0,1−= =   تابع احتمال  =
تعداد موفقیت در یک آزمایش ) امید(نگینمیا

)  برنولی )E X p= µ   )میانگین(امید ریاضی   =

2  واریانس تعداد موفقیت در یک آزمایش برنولی
X pqσ   واریانس  =

  



  هاي گسسته و پيوسته  توزيع

 

۵۵  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

 (Binominal Distribution)اي توزیع دوجمله

گاه متغیر آن)  کنیمتایی از آزمایش برنولی انتخابnیک نمونه مستقل( کنیم، بار تكرار nهرگاه یک آزمایش مستقل برنولی را
:«تصادفی Xتعداد موفقیت درnبار آزمایش مستقل برنولی «( )x 0,1, , n= خواهد بود)باینم( اي دوجمله داراي توزیع  .  

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتp وnاي باشد، پارامترهاي آن داراي توزیع دوجملهXهرگاه متغیر تصادفی )X ~ Bin n ,pیا ( )X ~ B n ,p نمایش 

  .شودداده می

)   بار آزمایش برنولی n بار موفقیت درxاحتمال ) x n xn
P x p q

x
x 0 , 1,2,... , n

− 
=  

 
=

  تابع احتمال  

 بار آزمایش مستقل nمتوسط تعداد موفقیت مورد انتظار در
)  برنولی )E X np=   میانگین(امید ریاضی(  

X   بار آزمایش مستقل برنولیnواریانس تعداد موفقیت در
2 npqσ   واریانس  =

  X npqσ   انحراف معیار  =

  ( ) ( )nt
XM t pe q=   تابع مولد گشتاور  +

  محاسبه احتمال
  :کنیمبه صورت زیر عمل می) q و احتمال شکست،pاحتمال موفقیت،( بار آزمایش مستقل برنولی n در موفقیتxبراي محاسبه احتمال

  :کنیم را مشخص میx وn ،p)الف
nتعداد کل آزمایش :  

p)موفقیت(احتمال وقوع وضعیت مطلوب در هر آزمایش  :  
x بار آزمایشnتعداد مورد نظر وقوع براي وضعیت مطلوب در :  

  :کنیم زیر احتمال را محاسبه میبا استفاده از رابطه) ب

( ) ( )n x n xn
P x p q p q

x
− 

= + =  
 

  

)با توجه به آنکه همواره     )P x اي، ، براي تـابع احتمـال دوجملـه       ) است 1مجموع مقادیر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته برابر با         (∑=1

)رابطه  )
n n

x n x

x 0 x 0

n
P x p q 1

x
−

= =

 
= = 

 
∑   : برقرار است و داریم∑

( ) ( ) ( ) ( )

0 n 1 n 1 2 n 2 n 0

P x 0 P x 1 P x 2 P x n

n n n n
p q p q p q p q 1

0 1 2 n
− −

= = = =

       
+ + + + =       
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  :درنتیجه براي مثال

)  ) بار آزمایشnاحتمال عدم موفقیت در( ) 0 n 0 nn
P X 0 p q q

0
− 

= = = 
 

  

)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع( ) 1 n 1 n 1n
P X 1 p q npq

1
− − 

= = = 
 

  

)  ) بار آزمایشn بار موفقیت در2احتمال وقوع( ) 2 n 2n
P X 2 p q

2
− 

= =  
 

  

)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع حداکثر( ) ( ) ( )P X 1 P X 0 P X 1≤ = = + =  
)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع بیش از( ) ( ) ( ) ( )P X 1 1 P X 1 1 P X 0 P X 1> = − ≤ = − = − =  

)  ) بار آزمایشn موفقیت در1احتمال وقوع حداقل( ) ( ) ( ) nP X 1 1 P X 1 1 P X 0 1 q≥ = − < = − = = −  

 لااقل یک بار ظاهر شود، چقدر است؟ 3احتمال اینکه عدد ) آلایده(در شش پرتاب مستقل یک تاس مناسب   . 1
 )82برق ـ سراسري (

1 (
65

6
 
 
 

    2 (51
6

−  

3 (
651

6
 − 
 

    4 (
2 3 61 1 1 1....

6 6 6 6
     + + + +     
     

  

  .  درست است3گزینه :حل

1pبا توجه به ثابت بودن احتمال موفقیت
6

 = 
 

n(، توزیع تعداد موفقیت در نمونه   :اي است بادوجمله)  پرتاب تاس=6

5) , n 6
6

= (1ظاهر نشدن= ; q P(3
6

= pظاهر شدن= P (3=  

( ) ( )
0 6 66n 1 5 5n xx) P X 1 1 P X 0 1 p q 1 1

x 0 6 6 6
−= ≥ = − = = − = − = −

        
                

P بیاید3حداقل یک بار (  

n در3تعداد X تاسبار پرتاب=6 :  







  

  

هاي با فرض کارکرد مستقل لامپ. طول عمر یک لامپ رادیویی برحسب ساعت، یک متغیر تصادفی با تابع چگالی احتمالی زیر است  . 2
  ساعت کارکرد، معیوب شوند کدام است؟150 لامپ موجود در رادیو در اولین5 لامپ از2موجود در رادیو، احتمال آنکه

 )۸۳برق سراسري (

( )
2

0 x 100
f x 100 x 100

x

≤
=  >

 

1 (120
243

  2 (80
243

  3 (60
243

  4 (40
243
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  .  درست است2گزینه :حل
  :آوریمرا به دست می)  ساعت کار کند150یعنی کمتر از( ساعت کارکرد معیوب شود 150ابتدا احتمال اینکه لامپ در اولین

( )
150150

2100 100

100 100 100 00 1P X 150 dx
x 150 100 3x

− − 1 < = = = + =  ∫  

)  لامپn(در نمونه )  ساعت عمر کند150کمتر از(ثابت است، پس توزیع تعداد لامپ معیوب ) معیوب شدن(حال احتمال موفقیت 

1بااي است دوجمله 2n 5 , p , q
3 3

= = =.  

( )
2 3

x n x
5

n 5 1 2 10 8 80P X 2 p q
x 2 3 3 2433

−    ×   = = = = =      
      

  

nتعداد لامپ معیوب در X لامپ=5 : 







  

  

 لامپ را به صورت تصادفی انتخاب 10براي کنترل، هر روز. هاي تولیدي معیوب است درصد لامپ5در یک کارخانه تولیدي لامپ،  . 3
 )81کامپیوتر ـ سراسري (شود؟ لامپ معیوب مشاهده 3رود چند روز از سال بیش ازکنند، انتظار میکرده، آزمایش می

1 (1.75  2 (0.75  3 (0.375  4 (0.175  

  .  درست است3گزینه :حل
)ثابت است) معیوب بودن لامپ(احتمال موفقیت  )p )، بنابراین توزیع تعداد موفقیت در نمونه=0.05 )n اي است با  دوجمله=10

p 0.05 , q 0.95 , n 10= = =.  
  :کنیم لامپ معیوب در یک روز را محاسبه می3ابتدا احتمال بیش از

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

x n x

x 0

n
P X 3 1 P X 3 1 P X 0 P X 1 P X 2 P X 3 1 p q

x
−

=

 
> = − ≤ = − = − = − = − = = −  

 
∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 1 9 2 8 3 7010 10 10 10
1 0.05 0.95 0.05 0.95 0.05 0.95 0.05 0.95 0.0010285

0 1 2 3
       

= − − − − =       
       

  

، تعداد مورد :  لامپ معیوب مشاهده شود به دست آوریم3 انتظار داریم بیش ازدر سؤال خواسته شده که تعداد روزهایی از سال را که اولاً
، احتمال اینکه در یک روز بیش از سه لامپ معیوب باشد، به دست آمده است؛ بنابراین احتمال . انتظار همان امید ریاضی است ثانیاً

nروز(موفقیت ثابت است پس دوباره توزیع تعداد موفقیت در نمونه  آن برابر است ) مقدار مورد انتظار(اي است و میانگین دوجمله) =365
  :با

( )
np 365 0.0010285 0.375

n 365 , p P X 3 0.0010285
µ = = × =

 = = > =
  

  



  آمار و احتمال

 

۵۸  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

] متغیري تصادفی است که داراي توزیع یکنواخت در فاصلهXفرض کنید  . 4  3گیري احتمال اینکه دقیقاً  بار نمونه5از.  است0,1[
] در فاصلهXبار ]0.3 ,  )85کامپیوتر ـ سراسري : ( قرار بگیرد برابر است با0.8

1 (3
5

    2 (2
32

  

3 (10
32

    4 (0.8
0.3

5 1 dx
3 2

   
   

  
∫  

  .  درست است3گزینه :حل
) در فاصلهXابتدا احتمال اینکه   :آوریم قرار بگیرد را به دست می0.3,0.8(

  :یادآوري

) داراي توزیع یکنواخت در فاصلهXهرگاه) 1 )a ,bباشد داریم :   ( ) 1f x ; a x b
b a

= < <
−

  

)  .احتمال در فاصله، برابر انتگرال در فاصله است) 2 ) ( )
b

a
P a X b f x dx< < = ∫  

( ) 1 11) f x 1 ; 0 x 1
b a 1 0

= = = < <
− −

  

( ) ( ) [ ]0.8 0.8
0.30.3

2) P 0.3 X 0.8 1 dx x 0.8 0.3 0.5< < = = = − =∫  

)ثابت است) در فاصله مورد نظر(حال احتمال موفقیت  )p )این توزیع تعداد موفقیت در نمونه؛ بنابر=0.5 )n اي است  دوجمله=5

1pبا q , n 5
2

= = =.  

( )
3 2

n n yn 5 1 1 10P Y 3 p q
y 3 2 2 32

−      = = = =      
      

  

  را مشاهده کنیم، کدام است؟7احتمال اینکه حداقل یک بار مجموع دو خال . کنیم بار پرتاب می6دو تاس سالم را   . 5

1 (
651

6
 −  
 

  2 (
611

6
 −  
 

  3 (
61

6
 
 
 

  4 (
65

6
 
 
 

  

  . درست است1گزینه :حل
  : است؛ بنابراينpي با احتمال در هر بار پرتاب دو تاس، يك آزمايش برنول7وقوع مجموع دو خال

( ): n S 6 6 36= ×   كل حالات=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ): A 1,6 , 6,2 , 2,5 , 5,2 , 3,4 , 4,3 n A 6= →   حالات مساعد=

( ) 6 1P A
36 6

= =  
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1pبا توجه به ثابت بودن احتمال موفقیت
6

 = 
 

n(، توزیع تعداد موفقیت در نمونه   :اي است بادوجمله)  پرتاب تاس=6

5) , n 6
6

= (1ظاهر نشدن= ; q P(
6

= p 7حداقل يك بار مجموع دو خال  = P (=  

( ) ( )
0 6 66 1 5 5

) P X 1 1 P X 0 1 1
0 6 6 6

= ≥ = − = = − = −
      
      

      
P 7حداقل يك بار مجموع دو خال   (  







  

 (Geometric Distribution)توزیع هندسی 

، )بالاخره موفق شویم( برسیم اولين موفقيتقدر تکرار کنیم تا به  را به طور مستقل آنpهرگاه یک آزمایش برنولی با احتمال موفقیت
:«گاه متغیر تصادفیآن Xاولین موفقیتلازم براي رسیدن به  تعداد آزمایشات «( )x 1,2,=  خواهد بودهندسي داراي توزیع . 

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتp داراي توزیع هندسی باشد، پارامتر آنXر تصادفیهرگاه متغی )X G pیا ( )X Ge pشود نمایش داده می.  

  امین آزمایشxاحتمال وقوع اولین موفقیت در
  )ام بالاخره موفق شویمxاحتمال آنکه در آزمایش(

( ) x 1P x q p−= ⋅  
x 1, 2,...=  

  تابع احتمال

تعداد آزمایش مورد انتظار براي رسیدن به اولین میانگین 
)  موفقیت ) 1E X

p
  )میانگین(ضی امید ریا  =

2   تعداد آزمایش لازم براي رسیدن به اولین موفقیتواریانس
X 2

q
p

σ   واریانس  =

  ( )
t

X t
peM t

1 qe
=

−
  مولد گشتاور تابع  

  محاسبه احتمال

   :یادآوري
  :هر تصاعد هندسی به صورت زیر است

2 n 1
1 2 n 1 1 1 1a ,a ,..., a a , a q , a q , ...a q −→  
qقدرنسبت : 





  

  :توان به صورت زیر در نظر گرفتو مجموع هر تصاعد هندسی را می
  جمله اول
 −1قدر نسبت

( )n
1 1n2 n 1

1 1 1 1 0 q 1

a 1 q a
a a q a q ... a q

1 q 1 q
→∞−

< <

−
+ + + + = → = =

− −
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)با توجه به آنکه همواره )P x ، براي تابع احتمال هندسی رابطه ) است1مجموع مقادیر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته برابر با (∑=1

( ) x 1

x 1 x 1
P x pq 1

∞ ∞
−

= =
= =∑   : برقرار است و داریم∑

( ) ( ) ( ) ( )

2 3

P X 1 P X 2 P X 3 P X 4

p q p q p q p 1
= = = =

+ + + =     

  :براي مثال
)  ).سومین آزمایش، اولین موفقیت(سه آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد ) 1 ) 2P X 3 q p= =  
)  .ت لازم باشد آزمایش براي اولین موفقی2حداکثر) 2 ) ( ) ( )P X 2 P X 1 P X 2 p qp≤ = = + = = +  
  . آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد2حداقل) 3

  :روش اول
( ) ( )P X 2 1 P X 1 1 p q≥ = − = = − =  

 : روش دوم

qp  جمله اول q
1 q

= =
−

 −1قدر نسبت  
( ) ( ) ( ) 2P X 2 P X 2 P X 3 ... qp q p ...≥ = = + = + = + + =  

  . آزمایش براي اولین موفقیت لازم باشد2بیش از) 4

2  جمله اول
2q p q

1 q
= =

−
 −1قدر نسبت  

( ) ( ) ( ) 2 3P X 2 P X 3 P X 4 ... q p q p ...> = = + = + = + + =  

  .تعداد آزمایش لازم براي رسیدن به اولین موفقیت، فرد باشد) 5

  جمله اول
2

p
1 q

=
−

 −1 قدر نسبت  
( ) ( ) ( ) 2 4X) P X 1 P X 3 P X 5 ... p q p q p ...= = + = + = + = + + + Pدفر= ( 

2aاحتمال اینکه معادله   . 6 X 4X a 0− +  تعداد دفعاتی است که یک سکه a دو ریشه غیرمنفی داشته باشد چقدر است؟ که در آن=
  )83کامپیوتر ـ سراسري .(کنیم تا اولین شیر بیایدرا پرتاب می

1 (1
8

  2 (1
4

  3 (3
4

  4 (7
8

  

  .  درست است3گزینه :حل
  :فی باشد، یعنیخواهیم معادله زیر داراي دو ریشه غیرمنمی

a 02 2 2 2
0

aX 4X a 0 b 4ac 0 16 4a 0 a 4 a 2>
∆≥

− + = → − ≥ → − ≥ → ≤ → ≤  
 دو ریشه غیر منفی
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1p: شیر آمدن سکه(حال احتمال موفقیت ثابت است 
2

، توزیع )شیر( یعنی تعداد تکرار براي رسیدن به اولین موفقیت aبنابراین توزیع) =

1pهندسی است با q
2

= =.  

( ) ( ) ( )
2

a 1

a 1

1 1 1 3P a 2 pq P a 1 P a 2 p pq
2 2 2 4

−

=
≤ = = = + = = + = + × =∑ 

1احتمال اینکه فردي در یک امتحان رانندگی قبول بشود   . 7
3

متحان دهد  بار ا3احتمال اینکه این فرد براي قبول شدن حداقل.  است
 )85کامپیوتر ـ سراسري (چقدر است؟ 

1 (2
3

  2 (3
27

  3 (
22

3
 
 
 

  4 (19
27

  

  .  درست است3گزینه :حل

1pثابت است) قبولی در رانندگی(توجه کنید که احتمال موفقیت 
3

 = 
 

؛ بنابراین توزیع تعداد تکرار براي رسیدن به اولین موفقیت، 

1هندسی است با 2p , q
3 3

= =.  

Xتعداد امتحان تا قبولی در رانندگی : 

( ) ( ) ( ) ( )
2

x 1 0 1

x 1
) P X 3 1 P X 3 1 P X 1 P X 2 1 pq 1 pq pq−

=
= ≥ = − < = − = − = = − = − Pر با3حداقل∑− ( 

21 1 2 4 21
3 3 3 9 3

      = − − = =      
      

  

 (Hypergeometric Distribution)توزیع فوق هندسی 

Nتاي آن موفقیت وKتایی کهNجامعه محدودهرگاه از یک  K−تاي آن شکست است، یک نمونهn انتخاب  بدون جایگذاريتایی
:«گاه کنیم، آن Xتعداد موفقیت در نمونهnاست فوق هندسیداراي توزیع » تایی.  

  پارامترهاي توزیع
) هستند و به صورت kو N،n داراي توزیع فوق هندسی باشد، پارامترهاي آنXهرگاه متغیر تصادفی )X HG N,k,n نمایش داده 

  .شودمی
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بدون (تایی nاحتمال آنکه در یک نمونه
) موفقیت (kتا متعلق به مجموعه x،)جایگذاري

  .باشد

( )

k N k
x n x

P x
N
n

−  
  −  =

 
 
 

  

( )x 0,1,2,....,min n ,k=  

  تابع احتمال

  تاییnمتوسط تعداد موفقیت در نمونه
Kpبا احتمال موفقیت

N
=  ( )E X np=  گینمیان(امید ریاضی(  

  تاییnواریانس تعداد موفقیت در نمونه
Kpبا احتمال موفقیت

N
=  

Nضریب تصحیح واریانس n :
N 1

−
−

  
X
2 N n npq

N 1
−

σ =
−

  واریانس  

Nضریب تصحیح واریانس n
N 1

− 
 − 

  

Nکمیت n
N 1

−
−

طورکه در ادامه خواهیم دید، در شود و همان به عنوان ضریب تصحیح براي واریانس توزیع فوق هندسی به کار برده می

nبعضی شرایط 0.05
N

 ≤ 
 

  .شودیپوشی م از این ضریب چشم

  ايتقریب توزیع فوق هندسی به دوجمله
، تفـاوت چنـدانی     ) تجاوز نکنـد   N درصد 5 از nبنا بر قانون سرانگشتی   (کوچک شود   ) حجم نمونه  (nبزرگ و ) حجم جامعه  (Nزمانی که 
هـاي توزیـع فـوق      لتـوان بـراي تقریـب احتمـا       گیري با جایگذاري وجود ندارد؛ در این وضعیت می        گیري بدون جایگذاري و نمونه    بین نمونه 

Kp و nاي پارامترهاي هندسی از توزیع دوجمله   
N

Nبدیهی است در این شرایط از ضریب تصحیح         .  استفاده کرد  = n
N 1

−
−

 براي واریانس نیـز     

  :شود؛ به عبارت دیگرپوشی میچشم

( )

X
2

kE X np n
N

k knpq n 1
N N

 = = ⋅


 σ = = ⋅ −   
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)هرگاه در یک توزیع فوق هندسی، حجم نمونه        )n     را کاهش و حجم جامعه ( )N      را افزایش دهیم، به طوري که n 0.05
N

 توزیـع   گـاه ، آن ≥

Nاي تقریب مناسبی براي توزیع فوق هندسی است و از ضریب تصحیح واریانس              دوجمله n
N 1

−
−

واضـح اسـت در ایـن       . کنـیم پوشی می  چشم 

  :شرایط روابط زیر برقرار است
  .کند جامعه تجاوز نمی5%نمونه از

  . برابر نمونه است20جامعه حداقل
n %5Nn 5

N 100 20n N

≤≤ → 
≤

  

  !دقت کنید

nهرگاه 0.05
N

n یا< 0.05N>ر مناسب نیست و از ضریب تصحیحاي دیگ باشد، تقریب دوجملهN n
N 1

−
−

  .شودپوشی نمی در واریانس چشم

  :نتیجه
  :همواره »تعداد موفقیت در نمونه«براي تعیین توزیع 

      )فرضپیش(بدون جایگذاري     
  تاییnنمونه  فوق هندسی

  →  n 0.05
N

≤  
  ايدوجمله

→

→

  
  

  تاییNجامعه محدود

      با جایگذاري    

  نکات مهم توزیع فوق هندسی
ر و1m«اي با پارامترهاي داراي توزیع دوجملهXاگ  p«و  Y2«اي با پارامترهاي داراي توزیع دوجملهmو  p«گاه  باشد، آن

( )Z X v X Y t= = + nداراي توزیع فوق هندسی با پارامترهايد،هستند ثابت اعد اt وvکه در آن = t=،k v=1  و 2N m m=   . است+

  توزیع متغیر  متغیر  شرایط
( ) ( )1 2X Bin m ,p ,Y Bin m ,p   

Xو Yاند مستقل  ( )Z X v X Y t= = + =  ( )1 2Z HG N m m , k v , n t= + = =  

، به X باشند، تابع چگالی احتمال شرطیp وnاي مستقل با پارامترهاي یکسانمله متغیرهاي تصادفی دوجY وXاگر  . 8
Xشرط Y m+ )، یعنی= )P X k X Y m= +  )85برق ـ سراسري ( برابر کدام است؟ =

1 (
n
k

2n
m

 
 
 

 
 
 

  2 (
n

m k
2n
m

 
 − 
 
 
 

  3 (
n n
k m k

2n
m

  
  −  

 
 
 

  4 (k
m
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 .  درست است3گزینه :حل

( ) ( )

( ) ( )

x n x

y n y

n
X ~ B n ,p P X x p q

x

n
Y ~ B n ,p P Y y p q

y

−

−

  
→ = =  

  


  → = =    

  

  :یادآوري

)  : متغیرهاي تصادفی مستقل باشندY وXاگر) 1 ) ( ) ( )1) P X x , Y y P X x . P Y y= = = = =  

nهرگاه) 2 1X ,...,Xاي با پارامترهاي مستقل از هم داراي توزیع دوجملهinو pباشند، مجموع iXاي با ها داراي توزیع دوجمله
  . استp و∑inپارامترهاي

( ) ( )
n

i i
i 1

X ~ B n ,p X Y ~ B 2n , p
=

→ → +∑ ∑ ( )
i.i.d

1 n i2) X ...X ~ B n ,p  

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

P X k,X Y m P X k,Y m k P X k P Y m k
P X k|X Y m

P X Y m P X Y m P X Y m
= + = = = − = = −

= + = = = =
+ = + = + =

  

( )n m kk n k m k m 2n m

m 2n m m 2n m

n n n n n n
p q p q p q

k m k k m k k m k
2n 2n 2n

p q p q
m m m

− −− − −

− −

         
×         − − −         = = =

     
     
     

  

Nآمده، تابع چگالی توزیع فوق هندسی است بادستتابع به 2n , n m , k K= = جاي شکل تابع، اسم ها به؛ بنابراین ممکن بود در گزینه=
  .توزیع را بیاورند

. کنیمها انتخاب می تایی، بدون جایگذاري از این تراشه10 نمونه تصادفی یک.  تراشه معیوب است4 تراشه تولیدي 100در میان   . 9
 احتمال تقریبی این که یک تراشه معیوب در نمونه انتخابی باشد، کدام است؟

  )۸۹كامپيوتر ـ سراسري (

1 (
35 24

2 25
 
 
 

  2 (
10

7
3 2

5
×  3 (

324
25

 
 
 

  4 (
10

7
2
5

  

  .گزینه ؟ درست است: حل
)ازآنجاكه انتخاب يك نمونه )n )حدود، بدون جايگذاري از يك جامعه م=10 )N   : داراي توزيع فوق هندسي است، داريم=100

  
4 96
1 9

1) 0.299
100
10

  
  
  = =

 
 
 

P معيوب (  



  هاي گسسته و پيوسته  توزيع

 

۶۵  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

nحال اگر  5
N 100

  :اي براي حل مسئله به صورت زير استفاده كردتوان از تقريب دوجمله باشد، آنگاه مي≥

  
1 910 4 961) 0.277

1 100 100
    = =    

    
P معيوب (  

nكه البته در اين مسئله  10
N 100

= ≤
5

100
  .توان از تقريب نيز استفاده كرد و نمي

  .م كرده است را درست اعلا٢سازمان سنجش در كليد اوليه، گزينه 

 (Poisson Distribution)توزیع پواسون 

:«د نظر باشد؛ در این صورت ورفرض کنید تعداد اتفاقات در یک فاصله مشخص از زمان یا مکان م X زمانیدر یک بازه تعداد اتفاقات 
)» مکانییا )X 0,1,2,=  است توزیع پواسون داراي.  

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتλباشد، پارامتر آن داراي توزیع پواسون Xهرگاه متغیر تصادفی )X P λشود نمایش داده می.  

 اتفاق در یک بازه زمانی یا مکانی با xاحتمال
   λمتوسط

( )
xeP x

x!
x 0,1,2,...

−λλ
=

=
  تابع احتمال  

)  تعداد اتفاقات در بازه زمانی یا مکانی  متوسط )E X = λ   میانگین(امید ریاضی(  

2  تعداد اتفاقات در بازه زمانی یا مکانی واریانس
Xσ = λ  واریانس  

  Xσ = λ  رانحراف معیا  

  ( ) ( )t1 e
XM t e

−λ −
  تابع مولد گشتاور  =

) توزیع پواسون تنها توزیعی است که در آن میانگین و واریانس توزیع با هم برابرند و هر دو مساوي پارامتر توزیع :توجه )λهستند  .  

  پارامتر پواسون
  .شود نمایش داده میλ به عنوان پارامتر توزیع پواسون شناخته شده و با نماد بازه زمانی یا مکانی تعداد اتفاقات در هر متوسط

0اگر 10≤ λ ) باشد، امکان استفاده از توزیع پواسون براي حل مسایل مناسب است، در غیر این صورت≥ )10λ  بهتر است از تقریب نرمال <
  .شود، استفاده شودکه بعداً در توزیع نرمال بررسی می
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  محاسبه احتمال در پواسون
که زمان یا مکان تغییر کند، با استفاده از تناسب کنیم؛ درصورتیمکان مشخص میرا با توجه به زمان یا ) پارامتر پواسون (λ مقدار )الف

  .آوریم را به دست میλمقدار 
2λبراي مثال، اگر   : ثانیه داریم20 مشتري در دقیقه باشد، در=

)متوسط تعداد مشتري   )λ  زمان  
60 دقیقه1  2 2   ثانیه= 20 2

60 3
×

⇒ λ = =  
   ثانیه20  ?

  : دقیقه خواهیم داشت5و در
)يمتوسط تعداد مشتر   )λ  زمان  

2   دقیقه1  2 5 10
1
×

⇒ λ = =  
   دقیقه5  ?

))ب )
xeP x

x!
x 0,1,2,...

−λ λ =

 =

  . اتفاق در واحد زمان یا مکان استx، احتمال وقوع 

)با توجه به آنکه همواره  )P x  رابطه پواسون، براي تابع احتمال ) است1مجموع مقادیر تابع احتمال متغیر تصادفی گسسته برابر با (∑=1

( )
x

x 0 x 0

eP x 1
x!

−λ∞ ∞

= =

λ
= =∑   : برقرار است و داریم∑

( ) ( ) ( )

0 1 2

P X 0 P X 1 P X 2

e e e 1
0! 1! 2!

−λ −λ −λ

= = =

λ λ λ
+ + + =

  
  

( )
0eP X 0 e

0!

−λ
−λλ

= = =    احتمال عدم وقوع اتفاق=

( )
1eP X 1 e

1!

−λ
−λλ

= = = = λاتفاق1تمال وقوع اح   

( ) ( ) ( ) ( )P X 1 P X 0 P X 1 1 e−λ= ≤ = = + = = λ    اتفاق1 احتمال وقوع حداکثر+
( ) ( )P X 1 1 P X 0 1 e−λ= ≥ = − = =    اتفاق1 احتمال وقوع حداقل−
( ) ( ) ( ) ( )P X 1 1 P X 0 P X 1 1 1 e−λ= > = − = − = = − λ    اتفاق1 احتمال وقوع بیش از+
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  اي به پواسونتقریب توزیع دوجمله
)تعداد تکرار آزمایش برنولیآید که در آن شرایطی پیش میp وnاي با پارامترهايگاهی در یک توزیع دوجمله )nال موفقیت  زیاد و احتم

)در هر آزمایش )pافتد کم است، به طوري که یکی از حالات زیر اتفاق می:  
I) n 20 , p 0.05
II) n 100 , np 10

≥ ≤
 ≥ ≤

  

اي از توزیع پواسون با جاي استفاده از توزیع دوجملهتوانیم بهدر این وضعیت می. بدیهی است در این شرایط محاسبه احتمال مشکل است
npλپارامتر   .تر انجام شودگیریم تا محاسبات ساده بهره=

npλگاه توزیع پواسون با پارامتر، یکی از شرایط زیر برقرار باشد آنp وnاي با پارامترهايدر یک توزیع دوجملههرگاه   تقریب مناسبی =
  .اي استبراي توزیع دوجمله

( )
( )

( )
( )

I : n 20, p 0.05
X Bin n ,p X P np

II : n 100 ,np 10

≥ ≤
→ λ =

≥ ≤
   

اگر .  نفر است120کنند، یک متغیر تصادفی پواسون با متوسطکه هر روز به یک فروشگاه براي خرید مراجعه می تعداد مشتریانی  . 10
اي حداقل دو نفر به زمانی ده دقیقهگاه احتمال آنکه در یک فاصله بعدازظهر باشد، آن7 صبح تا9عات کار این فروشگاه ازسا

  )83کامپیوتر ـ سراسري : (فروشگاه مراجعه کنند برابر است با

1 (e 3
e
−  2 (e

e 3+
  3 (

2

2
e

e 3+
  4 (

2

2
e 3

e
−  

  .  درست است4گزینه :حل
 ساعت داراي توزیع پواسون 10هاي ورودي در طول، تعداد مشتري) ساعت10 ( بعدازظهر است7 صبح تا9چون ساعت کار فروشگاه از

120µبا = λ   . ساعت است10 نفر در=
)مشتريمتوسط تعداد    )λ  زمان  

600ساعت 10  120 120   دقيقه= 10 2
600

×
⇒ λ = =  

   دقيقه10  ?
2λیعنی به طور متوسط   :شود و در نتیجه دقیقه وارد می10 مشتري در=

( ) ( ) ( ) ( )
x 2 0 2 1 21

2
2

x 0

e e 2 e 2 e 3P X 2 1 P X 2 1 P X 0 P X 1 1 1 1 3e
x! 0! 1! e

−λ − −
−

=

λ −
≥ = − < = − = − = = − = − − = − =∑  

, 2λ X دقیقه10 تعداد مشتري در= :  







  

احتمال اینکه در هر . شود تولید به طور معیوب ساخته می6ه در هر سه ساعت از خط تولید کارخانه،فرض کنید در یک کارخان  . 11
  )88کامپیوتر ـ سراسري (.)تعداد تولیدات در هر ساعت خیلی زیاد است(شود، کدام است؟  تولید به طور معیوب ساخته 2ساعت،

1 (1e−  2 (12e−  3 (2e−  4 (22e−  
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  .  درست است4گزینه :حل

)  وزیع تعداد اتفاقات در واحد زمان، پواسون استت :یادآوري )
xeP X x ; x 0,1,2,...

x!

−λλ
= = = 

6λ   : ساعت خواسته شده؛ بنابراین1  و تعداد تولید معیوب درساعت است 3 تولید معیوب در=
)معيوبمتوسط تعداد    )λ  زمان  

6  ساعت 3  6 1 2
3
×

⇒ λ = =  
   ساعت1  ?

2λیعنی به طور متوسط   :شود؛ در نتیجه ساعت ساخته می1 تولید معیوب در=

( ) ( )
x 2 2

x 2 2
2

e e 2P x P X 2 2e
x! 2!

−λ −
= −

λ =
λ

= → = = =  
, 2λ X معیوب در یک ساعتتعداد تولید= :  







  

  (Exponential Distribution)توزیع نمایی

:«گاه متغیر تصادفیآن اتفاق باشد،λکه تعداد اتفاقات در واحد زمان داراي توزیع پواسون با میانگیندرصورتی :تعریف Xبین زمان 

)»لازم براي اولین اتفاق زماندو اتفاق متوالی یا  )x 1با میانگین زمان  توزیع نمایی داراي ≤0
λ

  .ست ا

  پارامترهاي توزیع
) است و به صورتλ داراي توزیع نمایی باشد، پارامتر آنXهرگاه متغیر تصادفی )X E λشود نمایش داده می.  

X زمان لازم براي وقوع اتفاق بعدي  
       زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق 
       زمان لازم بین دو اتفاق متوالی

( ) xf x e ; 0 x−λ= λ ≤ <   تابع احتمال  ∞

ع اولین اتفاق یا دو اتفاق متوسط زمان لازم براي وقو
 متوالی

( ) 1E X = µ =
λ

  )میانگین(امید ریاضی   

واریانس زمان لازم براي وقوع اولین اتفاق یا دو اتفاق 
 متوالی

2
X 2

1
σ =

λ
  واریانس  

  X
1

σ =
λ

  انحراف معیار  

  ( )XM t
t

λ
=

λ −
  تابع مولد گشتاور  
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  نکات مهم توزیع نمایی
  توزیع متغیر  متغیر  شرایط  

1  ( ) ( )1 1 n nX Exp , ,X Expλ λ    { }1 2 nY min X ,X , ,X=   ( )1 n...Y Exp λ + + λ  

  (Gamma)توزیع گاما 
شود، به این صورت که اگر اتفاقات به طور تصادفی در  اتفاق در نظر گرفته میrزمان انتظار برايعنوان مدتتوزیع گاما به  :تعریف

) اتفاق رخ دهد، داراي توزیع گاما با پارامترهايrزمانی که فرد باید منتظر باشد تاگاه مدتطول زمان رخ دهند، آن )r ,λاست  .  

  پارامترهاي توزیع
,توزیع گاما باشد، پارامترهاي آن داراي Xهرگاه متغیر تصادفی rλاست و به صورت ( )X G r,λیا ( )X r ,Γ λشود نمایش داده می.  

: Xزمان انتظار براي مدتrاتفاق   
( ) ( )

( ) ( )

r
r 1 xf x x e ; 0 x , r 1

r

r r 1 !

− −λλ
= < <∞ ≥

Γ

Γ = −

  تابع احتمال  

 rزمان انتظار براي متوسط مدت
 اتفاق

( ) rE X =
λ

  )میانگین(امید ریاضی   

 rزمان انتظار براي واریانس مدت
 اتفاق

2
X 2

r
σ =

λ
  واریانس  

  X
r

σ =
λ

  انحراف معیار  

  ( )
r

XM t
t

λ =  λ − 
  ورتابع مولد گشتا  

  (Normal Distribution)توزیع نرمال

 باشد، تابع چگالی و تابع مولد گشتاور آن به 2σ و واریانسµ داراي توزیع نرمال با میانگینXاگر متغیر تصادفی پیوسته :تعریف
 :شرح زیر است

( )

( )

2

2 2

X

1 x
2

1t ttx 2

1f x e ; x
2

M t E(e ) e

− µ −  σ 

µ + σ

= − ∞ < < + ∞
π σ

= =
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  : ثابتσ وµتابع چگالی نرمال با 

( )
( )2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

x x 2x x 2x x 2x
2 2 2 2 2

k

1 1 1f x e e e .e ke
2 2 2

−µ − −µ + µ −µ − + µ − + µ
−

σ σ σ σ σ= = = =
π σ π σ π σ

  

  پارامترهاي توزیع
است و از شکل نمادین زیر براي نمایش آن ) واریانس (2σو) میانگین (µرامترهاي آن داراي توزیع نرمال باشد، پاXاگر متغیر تصادفی

  :شوداستفاده می

  

( )2X ~ N ,µ σ  

  :آیدبا توجه به تابع مولد گشتاور توزیع نرمال، نتیجه زیر به دست می

( ) ( ) ( )3 5E X 0 E X E X 0µ = = → = = =  

)به عبارت بهتر هر گاه میانگین )E Xµ هاي فرد نیز برابر صفر نتمام توا) امید ریاضی( در یک توزیع نرمال برابر صفر باشد، میانگین =
  .شودمی

1 نرمال به فرمXاگرمتغیر تصادفی  . 12
X N 4,

2
 
 
 

،باشد ( )2XE eکدام است؟   

1 (
1
2e  2 (4e  3 (9e  4 (8e  

 .  درست است3گزینه : حل

  :با توجه به تابع مولد گشتاور نرمال داریم

( ) ( ) 222 1
4 ,t 2 2

1 12 2 4 2 22X 92 2E e e e e
µ = σ == µ× + σ × + ×

=  

 (Standard Normal Distribution)توزیع نرمال استاندارد 
هاي عددي، جدولی نرمال براي محاسبه احتمال در فاصله محدود غیرممکن است، با استفاده از روشگیري از تابع چگالی که انتگرالازآنجا

 در آن قابل محاسبه است؛ بنابراین براي محاسبه 1 و واریانس0به دست آمده است که مقادیر احتمال مربوط به توزیع نرمال با میانگین
)احتمال در هر توزیع نرمال به صورت )2X ~ N ,µ σیع نرمال را به صورت ابتدا باید توز( )N 0 ,  تبدیل کنیم، سپس از روي جدول 1

  .نرمال استاندارد مقدار عددي احتمال را به دست آوریم
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)تبدیل نرمال )2N μ , σبه نرمال استاندارد ( )N 0 , 1  
Xبا استفاده از تغییر متغیر  - μZ =

σ
)، تابع نرمال )2X ~ N ,µ σ به صورت زیر به تابع نرمال استاندارد ( )Z ~ N 0 ,  تبدیل 1

  :شودمی

( ) ( )E XX XE Z E E 0− µ µ µ µ µ   = = − = − = − =   σ σ σ σ σ σ σ   
  

( )2 2 2X XZ − µ µ σ = σ = σ − σ σ σ 

2 2
2
X 2

0

1 1
  σ = σ = =   σ  σ 

  

  : درنتیجه

  نرمال    نرمال استاندارد

( )Z ~ N 0 , 1  ( )2X ~ N ,µ σ  

( )
2z

21f z e
2

−
=

π
  

XZ − µ
=

σ→( )

21 x
21f x e

2

− µ −  σ =
π σ

  

  

  

  

( ) ( )2X ~ N , Z ~ N 0 , 1µ σ →
X - μZ =
σ  

  محاسبه احتمال در توزیع نرمال
) داراي توزیع نرمال به صورتXاگر متغیر تصادفی )2X ~ N ,µ σ باشد، براي محاسبه احتمال در هر بازه دلخواه به صورت زیر عمل 

  :کنیممی

XZبا استفاده از رابطه) الف − µ
=

σ
  .کنیماحتمال مورد نظر را به فرم استاندارد تبدیل می، 
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  :آوریمه کمک جدول نرمال استاندارد، مقدار احتمال مورد نظر را به دست میب) ب

( ) X a a aP X a P P Z− µ − µ − µ − µ     < = < = < = ϕ     σ σ σ σ     
  

( ) X a a aP X a P P Z 1− µ − µ − µ − µ     > = > = > = − ϕ     σ σ σ σ     
  

( ) a X b a b b aP a X b P P Z− µ − µ − µ − µ − µ − µ − µ       < < = < < = < < = ϕ − ϕ       σ σ σ σ σ σ σ       
  

  استفاده معکوس از جدول نرمال استاندارد

∞−z مقدار ثابتی در بازه αکهدرصورتی < <   : باشد، با توجه به شکل زیر داریم∞+

( ) ( )

( ) ( )

P Z P Z

P Z P Z

> α = < −α
→

< α = > −α
  

  
∞−z مقادیر ثابتی در بازه B وAبه عبارت دیگر اگر < <   :گاه باشند، آن∞+

( ) ( )
( ) ( )

P Z A P Z B
A B

P Z A P Z B
> = <

→ = −
< = >

  

( ) ( )
( ) ( )

P Z A P Z B
A B

P Z A P Z B
> = >

→ =
< = <

  

  ها به وسیله توزیع نرمال توزیعتقریب
توان از توزيع اي قابل تقريب به توزيع پيوسته نرمال هستند؛ يعني در مواردي ميهاي گسسته پواسون و دوجملهدر شرايط مشخصي، توزيع

  . ها استفاده كردجاي اين توزيعنرمال به
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  اي، برآورد و آزمون هاي نمونه توزيع

  ايطههاي برآورد نقروش
  :هاي زیر عمل کردتوان به یکی از روشاي می به صورت نقطهθبراي تخمین پارامتر مجهول

  روش گشتاوري -1
   روش حداکثر درستنمایی-2

 (Method of Moment Estimation) روش گشتاوري -1
  :کنیمل میبه دنبال تخمین پارامترهاي مجهول جامعه از روش گشتاوري باشیم به ترتیب زیر عمکهدرصورتی

  :آوریمشده به شرح زیر به دست میبا استفاده ازتابع داده برحسب پارامتر مجهولرا امید ریاضی شده، به تعداد پارامترهاي مجهول خواسته )الف
) پارامتر مجهول باشد،1اگر )E Xکنیم را محاسبه می:  

( ) ( )E X xf x dx= ∑∫  

) پارامتر مجهول باشد،2اگر )E Xو ( )2E Xکنیم را محاسبه می:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2E X , E Xxf x dx x f x dx= =∑ ∑∫ ∫  
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) پارامتر مجهول باشد،n اگرو به همین ترتیب )E Xتا ( )nE Xکنیم را محاسبه می.  
  :کنیماست به شرح زیر محاسبه می معلومرا که مقداري  میانگین نمونهشده، به تعداد پارامترهاي مجهول خواسته )ب
  :کنیم را محاسبه میX پارامتر مجهول باشد،1اگر

iX
X

n
= ∑  

  :کنیم را محاسبه می2X وX پارامتر مجهول باشد،2اگر
2
ii 2 XX

X , X
n n

= =
∑∑  

  .کنیم را محاسبه میnX تاX پارامتر مجهول باشد،n همین ترتیب اگرو به
دهیم و پارامترهاي مجهول را برحسب میانگین نمونه ، دستگاه معادلات زیر را تشکیل می)ب(و ) الف(آمده از مراحل دستبا توجه به روابط به )ج

  :کنیممحاسبه می
  :کنیمادله زیر برآورد می پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامتر را از مع1اگر

( )E X X=  
  :کنیم پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامترها را از دو معادله زیر برآورد می2اگر

( ) ( )2 2E X X , E X X= =  
  :کنیم معادله زیر برآورد میn پارامتر مجهول باشد، مقدار پارامترها را ازnو به همین ترتیب اگر

( ) ( )n nE X X , ... , E X X= =  
  !دقت کنید

  .کنیم استفاده می… و 2X وXز همانهاي نمونه در مسئله وجود نداشته باشد، ااگر داده

  (MLE: Maximum Likelihood Estimation) روش حداکثر درستنمایی-2
)اگر )xf x ; θتابع احتمال متغیر تصادفی Xبا پارامتر مجهول θاي باشد، براي تخمین پارامتر  از جامعهθ حداکثر درستنمایی« به روش «

  :کنیمبه صورت زیر عمل می
)ییتابع احتمال درستنما )الف )L θرا بر اساس یک نمونه مستقل nتایی( )n 2 1X ,...,X ,Xدهیم به صورت زیر تشکیل می:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

1 2 n 1 n i
i 1

L f x , x ,..., x ; f x ; ... f x ; x ;
=

θ = θ = θ × × θ = θ∏  

توان به صورت توانی باشد، براي راحتی محاسبات در مرحله بعد می) الف(آمده در قسمت دستدر شرایطی که تابع درستنمایی به: 1تبصره 
)از آن لگاریتم )Lnگرفت .  

)ن تابع احتمال درستنماییاي باشیم که به ازاي آحال باید به دنبال نقطه )ب )L θ برآورد حداکثر « ماکزیمم شود؛ این نقطه همان
  . استθبراي پارامتر مجهول» درستنمایی
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یک روش معمول براي به دست آوردن نقطه ماکزیمم آن است که از تابع مشتق گرفته و آن را برابر صفر قرار دهیم؛ در این : 2تبصره 
  :تواند همان مقدار ماکزیمم تابع درستنمایی باشد؛ به عبارت دیگرمی) بحرانی(آمده دستوضعیت نقطه به

)برآورد حداکثر درستنمایی )( )ln L 0′θ = → θ )   یا  = )L 0′ θ =  
 :در توابع لگاریتمی داریم :یادآوري

( )

( )
n n

i 1 2 n 1 2 n i
i 1i 1

u1) ln u
u

2) ln X ln x x x ln x ln x ln x ln x

x3) ln ln x ln y
y

==

 ′′ =

   = × × × = + + + =  

 
   = −   

∑∏    

فایده است؛ در چنین شرایطی از قواعد زیر بی) ب( در تابع چگالی وابسته باشد، گرفتن مشتق در مرحله θبه پارامترxدر شرایطی که حدود :نکته
  :تفاده می کنیماس
xاگر ) الف ≥ θگاه باشد آن:  ( )1 2 nmin X ,X ,...,X=درستنمایی حداکثرθ  






  
xاگر ) ب ≤ θگاه باشد آن:  ( )1 2 nmax X ,X ,...,X=درستنمایی حداکثرθ  

  
  

 این پارامترها مانند روش گشتاوري MLE باشد، در این صورت برآورد2σ و واریانس مجهولµ داراي توزیع نرمال با میانگین مجهولXاگر: قضیه
  :عبارت است از

( )
n 2

i
2 2 2i 1

ˆ X

X X
ˆ X X

n
=

µ =

−
σ = = −

∑  

)یانگین جامعه اگر م: تبصره )µجاي  معلوم باشد، در برآورد درستنمایی واریانس و انحراف معیار، در رابطه بالا بهX از مقدار µشود استفاده می.  

( )
n 2

i
2 2 2i 1

X
ˆ X

n
=

− µ
σ = = − µ

∑
  

)فرض کنید   . 1 ) 1f x , 0 x= < < θ
θ

  چیست؟θتایی برآورد گشتاوري nبه ازاي یک نمونه. 

 )86کامپیوتر ـ سراسري (              

1 (X  2(X
2

  3(2X  4 (2
X
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 .  درست است3گزینه :حل
)  :به دست آوردن برآورد گشتاوري داریم براي )E X X=  

( ) ( ) 2
0 0

1 1 1 ˆE X x.f x dx x. dx x X 2X
2 2 2

θ+ ∞ θ

−∞

θ θ = = = = → = → θ= θ θ  ∫ ∫  

bشـده، تـابع چگـالی توزیـع یکنواخـت پیوسـته اسـت بـا                 فهمیم که تـابع چگـالی داده      با کمی دقت می    = θ   و a : کـه امیـد آن برابـر اسـت بـا           =0

  ( ) a b 0E X
2 2 2
+ + θ θ

= = =  

0.3,0.7فرض کنید   . 2  :هاي یک نمونه تصادفی از توزیعی با تابع چگالی احتمال زیر باشد یافته0.2,0.4,0.9,

x 1θ ≤ ≤،( ) 1f x
1θ =

− θ
 

)نماييبرآورد ماكزيمم درست )MLEپارامتر θ۸۹سراسري  كامپيوتر ـ ( كدام است؟(  
1 (0.9  2 (0.4  3 (5.0  4 (0.2  

  
  . درست است۴گزينه :حل

xازآنجاکه  ≥ θاست، داریم :  

( ) ( ) ( )1 2 nMLE min X ,X ,...,X min 0.3,0.7 ,0.2,0.4,0.9 0.2θ = = =  
 :  عبارت است ازXفرض کنید چگالی  . 3

( )

x 1 2 3 4
1 1

1 1 1 2 1 2f x 8 8
4 4 4 4θ

− < θ <− θ + θ − θ + θ  

)به ازاي نمونه ) ( )1 2X ,X   )۸۶كامپيوتر ـ سراسري :( عبارت است ازθ برآورد حداكثر درستنمايي =2,3

1 (1
4

−  2 (1
8

  3 (1
8

−  4 (1
4

  

 .  درست است3گزینه :حل

)، چون فقط برآورد را در نقطهθدر این سؤال براي به دست آوردن برآورد حداکثر درستنمایی :توجه ) ( )1 2X ,X  خواسته است باید تابع =2,3
)درستنمایی را فقط برحسب ) ( )1 2X ,X   : تشکیل دهیم=2,3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
1 1 2 1 2L f x , f x , f 2, f 3,

4 4 16
+ θ − θ − θ− θ

θ = θ × θ = θ × θ = × =  
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  .دهیم مشتق گرفته و مساوي صفر قرار میθحال براي ماکزیمم شدن تابع درستنمایی از آن نسبت به

1ودبا توجه به حد 1
8 8

− < θ 1مقدار >
4

θ = )  .نیستمورد قبول  − ) ( )1 1L 1 4 0
16 4

′ θ = − − θ = → θ = −  

)مشـتق اول کمتـر از صـفر اسـت        (آمده همواره نزولـی اسـت       دستبا توجه به اینکه تابع درستنمایی به       )1 1 4 0
16

− + θ ، بیشـترین مقـدار تـابع    )>

1 یعنیθدرستنمایی در کمترین مقدار
8

θ =    است−

)برآورد گشتاوري.  است4 و4،5،7 انتخاب شده است و مقادیر آنθتایی از توزیع نمایی با میانگین4فرض کنید یک نمونه  . 4 )θ و 
)حداکثر درستنمایی )θ̂ θبه ترتیب عبارت است از  :( )( )ˆ , ?θ θ = 

 )87کامپیوتر ـ سراسري (
1 (( )4,5  2 (( )5,5  3 (( )5,4  4 (( )7,5  

.  

 .  درست است2گزینه :حل
)   : استθ با توجه به اینکه توزیع نمایی داراي میانگین :برآورد گشتاوري) 1 )E X X= θ =  

  :ده به دست آورد نمونه داده ش4 را با توجه بهXتوان مقداراما می

( )
i

E X X X 5

X 4 5 7 4 20X 5
n 4 4

 = → θ = =

 + + +

= = = =


∑



  

1 برابرλدقت کنید که میانگین توزیع نمایی با پارامتر: برآورد حداکثر درستنمایی) 2
λ

 θ است؛ حال در این سؤال میانگین توزیع نمایی برابر

1است، بنابراین پارامتر توزیع نمایی
λ =

θ
  : خواهد بود و تابع چگالی توزیع نمایی عبارت است از

( )
1 xx 1f x e e ; x 0

−−λ θ= λ = >
θ

  

)تابع درستنمایی) الف )L θآوریمه صورت زیر به دست می را ب:  

( ) ( ) ( )
i

i i
X1 1n X X n

1 n n
i 1

1 1L f X ; ... f X ; e e e
− − −−θ θ θ

=

∑∑
θ = θ × × θ = = = θ

θ θ
∏  

  :گیریم میLnبا توجه به توانی بودن تابع براي راحتی کار در مرحله بعد از طرفین رابطه بالا
( ) iX

Ln L n lnθ = − θ −
θ

∑  

)براي به دست آوردن حداکثر درستنمایی) ب )( )ln L 0′θ   :دهیم را تشکیل می=

( )( ) i i 0
2 2

i
i

X Xn nln L 0 0

Xˆ ˆX n X 5
n

θ>−′θ = → + = → = →
θ θθ θ

= θ → θ = → θ = =

∑ ∑

∑∑
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X نمونه داده شده برابر4 ازXبا توجه به اینکه مقدار ˆ  :  است به دست آمده=5 X 5θ = =  

)  :در حالت زوج دوتایی داریمدرنتیجه  ) ( )ˆ , 5,5θ θ =  

تایی اختیار شده است و مقادیر آن برابر است 5 یک نمونه تصادفی2σ و واریانسθفرض کنید از توزیع نرمال با میانگین  . 5
,2,1,0با 1, 2− )برآورد حداکثر درستنمایی. − )2 ,σ θ87مکاترونیک ـ : ( به ترتیب برابر است با(  

1(( )2,0  2(( )2,1  3(( )2,0−  4 (( )2,1−  

  .  درست است1گزینه :حل
 : در توزیع نرمال عبارت است از2σ وµد حداکثر درستنمایی و گشتاوريبرآور :یادآوري

( )2
i2 X X

ˆ ˆX ,
n
−

µ = σ = ∑  

µبنابراین در این سؤال نیز که = θ2 میانگین وσهاي نمونه  واریانس توزیع نرمال است برآورد درستنمایی این دو پارامتر با توجه به داده
  :عبارت است از

iX 2 1 0 1 2ˆ X 0
n 5

− − + + +
θ = = = =∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

i2 X X 2 0 1 0 0 0 1 0 2 0 10ˆ 2
n 5 5
− − − + − − + − + − + −

σ = = = =∑  

):بنابراین در حالت زوج مرتب داریم ) ( )2 ˆˆ , 2,0σ θ =  

  . تواند درست باشدمی) 1(ثبت بودن واریانس پس از محاسبه میانگین تنها گزینه البته با توجه به م

)از توزیع یکنواخت   . 6 )U 0,θبرآورد حداکثر درستنمایی.  اختیار شده است14 و4،3،15،14 پنج نمونه تصادفیθعبارت است از  : 

  )۸۸مكاترونيك ـ (
1( 3  2 (10  3( 14  4 (15  

 . درست است4گزینه :حل

( ) ( ) 1X ~ U 0, f x ; 0 xθ → = < < θ
θ

  

  : وابسته باشد، برآورد حداکثر درستنمایی آن با توجه به علامت نامساوي عبارت است ازθ به پارامترXهرگاه حدود :یادآوري

( )

( )

n

1

ˆx X

ˆx X

 < θ → θ =


> θ → θ =

  

  : وابسته است داریمθ بهXدر این سؤال نیز که حدود
)ها در بین نمونهX ماکزیمم مقدار=15 )n

ˆ: Xθ = 0 برآورد درستنمایی= x< < θ → θ  
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  ايهاي نقطهخواص مطلوب برآوردکننده

 (Unbias)نااریبی 
  .شود نامیده میθاي نااریب براي  برآوردکنندهθ̂گاه  منطبق شود، آنθ به طور دقیق بر پارامتر θ̂ین آماره هرگاه میانگ

) است اگر و فقط اگر θبراي پارامتر ) بدون تورش، ناتور(نااریب اي  برآوردکنندهθ̂آماره  :تعریف )ˆE θ = θباشد؛ به عبارت دیگر : 

(پارامتر Eآماره= ) یا ) )ˆE θ = θ θ̂ ←→نااریب برايθ  

   (Bias)اریبی یا تورش
) متفاوت باشد θ با پارامتر θ̂(Eآماره (اگر  )ˆE )θ > θ یا ( )ˆ(E θ < θگاه آماره  آنθ̂ اریب است و این تفاوت به عنوان میزان اریبی 

  :شودشناخته می
( ) ( )ˆ ˆE E= θ − θ = θ − θ تورش( اریبی(  

nبا  . 7 2 1X ,...,X ,X آمده ازدست بهمقادیرnگیري و با بار نمونهXبراي واریانس عبارت ) نااریب(طرفانه  متوسط نمونه، برآورد بی
  )84مپیوتر ـ سراسري کا: (است از

1 (( )
n 2

k
k 1

X X
=

−∑    2 (( )
n 2

k
k 1

1 X X
n =

−∑  

3 (( )
n 2

k
k 1

1 X X
n 1 =

−
+ ∑  4 (( )

n 2
k

k 1

1 X X
n 1 =

−
− ∑  

  .  درست است4گزینه :حل
  :اند ازتنها دو برآوردکننده نااریب براي واریانس جامعه وجود دارد که عبارت :یادآوري

1- µجامعه مجهول   ( ) ( )
2

i2 2 2
11

X X
S E S

n 1

−
= → = σ

−
∑  

2- µجامعه معلوم   ( ) ( )
2

i2 2 2
2 2

X
S E S

n

− µ
= → = σ

∑  

2که آماره توجه کنید
2S2 برآوردکننده نااریب بهتري برايσفرض جامعه است اما چون پیشµدانیم به طور  جامعه را مجهول می

2فرض در مسایل از آمارهپیش
1S2 براي برآوردσکنیم استفاده می.  

 : برابر است با2mیک برآورد نااریب براي.  باشدm داراي توزیع پواسون با پارامترXفرض کنید  . 8
 )85کامپیوتر ـ سراسري (

1 (X
2

  2 (2X X+  3 (
2X

2
  4 (2X X−  
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  .  درست است4گزینه :حل
  :یادآوري

)مید ریاضی و واریانس در توزیع پواسون برابر با پارامتر توزیعا -1 )λاست  .  ( ) ( )E X V ar X= = λ  
)  : باشد داریمθ برآوردکننده نااریبθ̂اگر -2 )ˆE θ = θ  

  : است داریمm داراي توزیع پواسون با پارامترXحال در این سؤال که
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 222 2 2

E X V ar X m

V ar X E X E X E X V ar X E X m m

 = =


= − → = + = +
  

(2 هستیم یعنی2mدر این سؤال به دنبال برآورد نااریب براي m=آمارهE ها را بررسی کنیم تا ببینیم امید ي گزینهها؛ بنابراین باید آماره)
  :شود می2mیک برابرریاضی کدام

)اریب ) 2X 1 mE E X m
2 2 2

  = = ≠ 
 

  1گزینه(

)اریب ) ( ) ( )2 2 2 2 2E X X E X E X m m m 2m m m+ = + = + + = +   2گزینه(≠

)اریب ) ( )
2

2 2 2X 1 1E E X m m m
2 2 2

 
= = + ≠  

 
  3گزینه (

Pنااریب ( ) ( ) ( )2 2 2 2E X X E X E X m m m m− = − = + −   4گزینه(=
  
  

nفرض کنید متغیر تصادفی  . 9 1X ,...,Xیک نمونه تصادفی از توزیع زیر باشد  :  

( )
( )

x
2

3
1f x .x e

3 .

−
θ=

Γ θ
  

  )۸۸كامپيوتر ـ سراسري ( كدام است؟θصورت برآورد نااريب در آن

1 (3X  2 (1
3X

  3 (X
3

  4 (3
X

  

  .  درست است3گزینه :حل
) نااریب است θ برايTبرآوردگر  :یادآوري )E T = θ ←→  

)ها ابتدا بایدبراي این منظور با توجه به گزینه )E X1 وE
X

 
 
 

  . را بدانیم
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1 تابع چگالی توزیع گاما با ،شدهتوان متوجه شد که تابع چگالی دادهبا کمی دقت می
λ =

θ
3α و   است که امید ریاضی آن عبارت است =

)  : از ) 3E X 3
1

α
= = = θ

λ
θ

  

)دانیم که هموارهمی :ادآوريی ) ( )E X E X=پس، است  :  ( )E X 3= θ  
)در صورت تشخیص ندادن توزیع گاما باید )E Xرا از طریق فرمول امید ریاضی به دست آوریم  :  

( ) ( )
( ) ( )

x x
2 3

3 3
0 0

1 1E X xf x dx x x e dx x e dx
3 3

∞ ∞− −
θ θ= = =

Γ θ Γ θ∫ ∫ ∫  

( )

x x x x
3 2 2 3 4

3
1 x e 3x e 6x e 6 e

3 1 ! 0

− − − −
θ θ θ θ

∞        
        −θ − θ + −θ − θ
        − θ          

  

X
3

). نا اریب استθ براي  ) ( )4
3

1 X.6 3 E X E X 3 E
32

 
= θ = θ → = = θ → = θ → 

θ  
  

1Eبراي به دست آوردن
X

 
 
 

  : کنیم نیز به صورت زیر عمل می

( )
( ) ( )

x x
2

3 3
0 0

1 1 1 1 1E f x dx x e dx xe dx
X x x 3 3 1 !

∞ ∞− −
θ θ  = = = 

  Γ θ − θ∫ ∫ ∫  

x x
2 2

3 3
1 1 1 1 1 1 2 1x e 1 e E E E

2 X 2X X2 20

− −
θ θ

∞              −θ − × θ = × θ = → = = → =          θ θ θ     θ θ     

  

2بنابراین،
X

1 براي
θ

  . نا اریب است
  

,1فرض کنید  . 10 2,3, )تایی از توزیع5نمونه تصادفیهاي یک  یافته4,5 )N ,θ θبرآورد نااریب .  باشدθکدام است؟    

  )۸۵علوم كامپيوتر ـ (
1 (2  2 (2.5  3 (3  4 (2.5 , 3  

 .  درست است4گزینه :حل
) نااریب گویند هرگاهθ را برايθ̂برآوردکننده :یادآوري )ˆE θ = θدانیم که در توزیع نرمالمی.  شود: 

( ) ( )2 2E S , E X= σ = µ  

  به جزءءانتگرال جز

 انتگرال جزء به جزء
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)بنابراین برآوردگر نااریب براي میانگین )µانس و واری( )2σتوزیع نرمال به ترتیب برابرiX
X

n
=  و∑

( )
n 2

i
i 12

X X

S
n 1

=
−

=
−

∑
 است، حال در 

2σاین سؤال = θو µ = θاست؛ بنابراین براي پارامتر θاند از دو برآوردکننده نااریب وجود خواهد داشت که عبارت:  
( )
( )2 2

1) E X

2) E S

 = µ = θ


= σ = θ

  

iXهاي نمونهحال با توجه به داده   : داریم1,2,3,4,5:

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i

n 2
i 2 2 2 2 2

i 12

x 1 2 3 4 5 151) x 3
n 5 5

x x
1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 102) S 2.5

n 1 5 1 4
=

 + + + +
= = = =


 − − + − + − + − + − = = = = − −

∑

∑
  

  

  ) فاصله اطمینان(اي برآورد فاصله

  اي میانگین جامعهبرآورد فاصله
به عنوان ) میانگین نمونه (X انتخاب کرده باشیم، n یک نمونه تصادفی به حجم2σ و واریانسµاي با میانگین آنکه در جامعهبا فرض 

  :شوددر تعیین فاصله اطمینان براي میانگین جامعه به صورت زیر استفاده می) میانگین جامعه (µاي براي بهترین برآوردکننده نقطه

X براي میانگین جامعه به صورتدر این حالت فاصله اطمینان e±خواهد بود که eحالات مختلف .  میزان دقت یا خطاي برآورد است
  :فاصله اطمینان براي میانگین جامعه به شرح زیر است

n  معلوم و 2σ جامعه اصلی نرمال و -1 1≥  

X X
X

2 2 2

X Z X Z , X Z
n nα α α

 σ σ ± σ → − +
 
 

  

   نامعلوم2σ جامعه اصلی نرمال و -2

n) الف 30>  X X
X

2 2 2

S S
X Z S X Z , X Z

n nα α α

 
 ± → − +
 
 

  

n) ب 30≤  ( ) ( )
X X

X n 1 , n 1
2 2 2

S S
X t S X t , X t ,

n nα α α− −

 
 ± × → − +
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   معلوم 2σ جامعه اصلی غیرنرمال و-3

n) الف X  )قضیه حد مرکزي (<30 X
X

2 2 2

X Z X Z , X Z
n nα α α

 σ σ ± σ → − +
 
 

  

n) ب X  )شفبیقضیه چی (≥30 X
X

1 1 1X X , X
n n

 σ σ
± × σ → − × + ×  α α α 

  

  محاسبه دقت یا خطا
  :در برآورد فاصله براي میانگین جامعه دقت یا خطا عبارت است از

2

: e Z
nα

σ
  خطا=

جاي در رابطه بالا در حالات مختلف به
2

Zα از 
2

t α 1 و
α

  .شود استفاده میS ازσطور در صورت مجهول بودن  و همین

  محاسبه طول فاصله
  :کنیم طول فاصله در برآورد فاصله میانگین جامعه به صورت زیر عمل میبراي محاسبه

/ 2 / 2X Z , X Z
n nα α

σ σ 
= − + 

 
   فاصله اطمینان

2 2 2

X Z X Z 2 Z 2e
n n nα α α

   σ σ σ   = + − − = =
   
   

  طول فاصله= حد بالا−حد پایین

2

2e 2 Z
nα

σ
=   طول فاصله=

جايدر رابطه بالا در حالات مختلف به
2

Zαاز 
2

t αطور در مواردي که و همینσمجهول باشد از Sشود استفاده می.  

 محاسبه تعداد نمونه
  : برابر است باeراي میانگین جامعه تعداد نمونه با توجه به مقداردر برآورد فاصله ب

2 2
2

2 2 2
2

2 2

Z

e Z e Z n
nn e

α

α α

σ
σ σ

= → = → =  

در رابطه بالا در حالات مختلف به جاي
2

Zαاز 
2

t αطور در صورت مجهول بودنو همینσاز Sکنیم استفاده می.  
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 اي نسبت جامعهبرآورد فاصله

xp موفقیت مشاهده شود، رابطه xکهیتایی درصورتnاياي با انتخاب نمونهبراي تخمین نسبت یا نرخ موفقیت در جامعه
n

 را نسبت =
  : است بنابرایننرمالهاي بزرگ گیري مطرح شد، در نمونهطورکه در بحث نمونه همانpتوزیع. گیریمنمونه در نظر می

p pZ
p q
n

−
=   محوري تابع =

  :فاصله اطمینان نسبت جامعه عبارت است از

2 2 2

p q p q p qp Z p Z , p Z
n n n

xp
n

α α α

 
 ± → − +
 
 

=

  

ü دقت کنید!  

 را q وpفرضشود و اگر نسبت نمونه نیز داده نشده باشد به طور پیشاستفاده می نسبت آن در نمونه p جامعه مجهول باشد از pاگر 
1برابر 

2
  .دانیم می

 محاسبه دقت یا خطا

  :در برآورد فاصله براي نسبت جامعه دقت یا خطا برابر است با
2

p qe Z
nα=  

 محاسبه طول فاصله
  :کنیماي نسبت جامعه، به صورت زیر عمل میبراي محاسبه طول فاصله در برآورد فاصله

2 2

p q p q: p Z , p Z
n nα α

 
 − +
 
 

  فاصله اطمینان

2 2 2

p q p q p q: p Z p Z 2 Z 2e
n n nα α α

   
   + − − = =
   
   

  طول فاصله

2

p q2e 2 Z
nα=   طول فاصله=

 محاسبه تعداد نمونه
  : برابر است باeاي براي نسبت جامعه، تعداد نمونه با توجه به مقدار در برآورد فاصله

2

2 2 2
2

2 2

Z p q
p q p qe Z e Z n
n n e

α

α α= → = → =  
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 مطمئن باشیم حداکثر خطاي برآورد 95%چه حجمی از نمونه لازم است تا. سوادان در یک شهر استهدف بررسی نسبت بی   . 11
) نخواهد شد؟ 5%ازبیشتر  )0.975Z  )86کامپیوتر ـ سراسري (=1.96

1 (380  2 (385  3 (290  4 (400  

 .  درست است4گزینه :حل

2

ˆ ˆpqe Z
nα=خطاي برآورد نسبت p  

2

e Z
nα

σ
  µ خطاي برآورد میانگین=









  

1فرض آن را برابر هرگاه از نسبت جامعه هیچ اطلاعی نداشته باشیم پیش
2

 .گیریم در نظر می

( )

2

0.025 0.975

1 1
pq 12 2e Z 0.05 2 n 20 n 400
n n 0.05

1ˆ ˆp q , e 0.05
2

1 0.95 0.05 , 0.025, Z Z 1.96 2
2

α


×

 = → = → = = → =




= = =

 α

− α = → α = = = =


  

درواقع . ترین پاسخ به پاسخ شماستاي را انتخاب کنید که نزدیکرید و سپس گزینه در نظر بگی2 را برابر0.025Zبراي راحتی در محاسبه
  .گزینه کمی کمتر از پاسخ شما خواهد بود
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  هاي آماريآزمون فرض

  (Null Hypothesis & Alternative Hypothesis)فرض صفر و فرض مقابل
)فرض صفر )0H: است، فرض صفر» ≥«یا » ≤«، »=« علایم فرضی که باید آن را اثبات کرد و همواره شامل یکی از( )0H نامیده 

  .شودمی

)فرض مقابل )1H:0 فرض مخالفH0 که در صورت عدم اثباتHیا » >«، »≠«شود و همواره شامل یکی از علایم  پذیرفته می»> «

)است، فرض مقابل )1Hشود نامیده می.  

  (Statistical Errors)خطاهاي آماري
  :و نوع خطا پیش آید ممکن است د0Hهنگام اتخاذ تصمیم در مورد

)خطاي نوع اول )α  

  :به عبارتی. واقع درست است به0H وقتی0Hاحتمال رد کردن

0H (0رد|درست( P(H=خطاي نوع اولP(α =  

  محاسبه خطاي نوع اول
واقع درست است، براي محاسبه  به0Hدر شرایطی که) وقوع ناحیه بحرانی (0Hازآنجاکه خطاي نوع اول عبارت است از احتمال رد فرض

)ر کافی است احتمال وقوع ناحیه بحرانیاحتمال مورد نظ )C0 را برايHبه دست آوریم، بنابراین :  

0H 0Hناحیه بحرانی|درست( ) P 0Pرد|درست=) (Hα =  
  :به عبارت دیگر

ناحیه بحرانی(
0HP (α =  

د  . 12 )فرض کنی ) ( )1 xx1
P X x 1 ; x 0,1

x
− 

= = θ − θ = 
 

ی هدف، . کنیمتایی اختیار می5 از این توزیع یک نمونه تصادف

0آزمون
1H :
2

θ 1 در مقابل=
1H :
2

θ  موفقیت حاصل شود، در 4 حداقل موفقیت یا1کنیم اگر حداکثر را رد می0Hفرض.  است≠
  )88کامپیوتر ـ سراسري (آن صورت مقدار خطاي نوع اول کدام است؟ 

1 (3
8

  2 (4
8

  3 (5
8

  4 (3
16

  



  اي، برآورد و آزمون هاي نمونه توزيع

 

۸۷  

  : يادداشت
……………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است1گزینه :حل
pاي باتایی به توزیع دوجمله5شده برنولی است و براي یک نمونه تصادفیکه تابع داده دقت کنید = θ وn   .شودمیتبدیل  =5

1n 5 ,
2

= θ =  

( )
x 5 x 55 51 1 1P X x

x x2 2 2

−        = = =        
        

  

( ) ( )
0 0

1 1H : H :
2 2

) P X 1 P X 4
θ= θ=

= ≤ + ناحیه بحرانی≤
00 HH ) P 0P(Hαرد|ستدر=) =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

P X 0 P X 1 P X 4 P X 5
θ= θ= θ= θ=

= = + = + = + = =  

( )
5 5 5 25 5 5 51 1 1 1 1 12 31 5 5 1

0 1 4 52 2 2 2 32 32 8
              + + + = + + + = =              

              
  

10فرض کنید  . 13 1X ,...,X نمونه تصادفی از جامعه برنولی با پارامتر θ0مند به آزمون  باشد و علاقه
1H :
2

θ 1 در برابر =
2H :
3

θ = 

اگر . باشیم
10

i
i 1

X 8
=

 )86علوم کامپیوتر ـ ( ناحیه بحرانی آزمون باشد، احتمال خطاي نوع اول تقریباً کدام است؟ ∑≤

1 (0.01  2 (0.05  3 (0.1  4 (0.15  

 .  درست است2گزینه :حل
 :یادآوري

)ه دست آوردن خطاي نوع اولب) 1 )α  )ناحیه بحرانی
00 HH ) P (X= 0Pرد|درست∋ (Hα =  

 باشد،θ داراي توزیع برنولی با پارامترXهرگاه)2
n

i
i 1

Y X
=

=   .است θ وnاي با پارامترهاي داراي توزیع دوجمله∑

)  :در این سؤال )
10

i
i 1

Y X Bin n 10,
=

= = θ∑   

( ) ( ) ( ) ( )
0

10

1 i
H : i 12

x10

x 8

x n x 10 10 10

P X 8

10

x

P Y 8 P Y 8 P Y 9 P Y 10

10 10 101 1 1 1 1 56 0.05
8 9 102 2 2 2 2 1024

θ= =

=

−

α = ≥
 
  = ≥ = = + = + =
 
 

                = = + + = =                
                

∑

∑

  

ايدوجمله
n

i
i 1

Y X ~
=

→ = Xبرنولی∑ ~  
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)خطاي نوع دوم )β  
  :د؛ به عبارت دیگرواقع غلط باش به0H است وقتی0Hفرض) رد نکردن(احتمال قبول کردن 

0H (0قبول|غلط( P (H=خطاي نوع دومP (β =  

  محاسبه خطاي نوع دوم 
، )واقع درست است به1H(واقع نادرست است  به0Hدر شرایطی که) وقوع ناحیه اطمینان (0Hازآنجاکه خطاي نوع دوم عبارت است از احتمال قبول

)براي محاسبه احتمال مورد نظر کافی است احتمال وقوع ناحیه اطمینان )C′1راي را بHبه دست آوریم؛ بنابراین :  

1H 0Hناحیه اطمینان|درست( ) P 0Pقبول|نادرست=) (Hβ =  
  :به عبارت دیگر

ناحیه اطمینان(
1HP (β =  

0هدف، آزمون. جدول زیر مفروض است  . 14
1H :
2

θ 1 در مقابل=
1H :
4

θ 0.2α براي= به (ناحیه بحرانی . است) خطاي نوع اول (=
  )85مکاترونیک ـ (کدام است؟ ) ازاي یک مشاهده

x 0 1 2 3 4
1 1 2 2 3 2P X x ;
2 10 10 10 10 10
1 5 5 5 40 45P X x ;
4 100 100 100 100 100

 = θ = 
 
 = θ = 
 

  

1 ({ }) 2    ناحیه بحرانی=4{   نیناحیه بحرا=3{
3 ({ }) 4    ناحیه بحرانی=2{   ناحیه بحرانی=1{

  .  درست است1گزینه :حل
1| )
2

θ (2ناحیه بحرانی= P (
10

→ ناحیه بحرانی=
0H: P (α   خطاي نوع اول=

1| )
4

θ (ناحیه اطمینان= P(→ β ناحیه اطمینان=
1H: P (β   خطاي نوع دوم=

0.2αاي را به عنوان ناحیه بحرانی انتخاب کنیم که باXحال باید   : را داشته باشد؛ بنابراین در این سؤال داریمβ کمترین=

{ } 1: X 1 P X 1 0.2
2

 
= → α = = θ = = 

 
  بحرانیناحیه 

1 5 5 40 45P X 0,2,3,4 | 0.95
4 100 100 100 100

 β = = θ = = + + + = 
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{ } 1: X 2 P X 2 0.2
2

 
= → α = = θ = = 

 
  ناحیه بحرانی

1 5 5 40 45P X 0,1,3,4 | 0.95
4 100 100 100 100

 β = = θ = = + + + = 
 

  

{ } 1: X 4 P X 4 0.2
2

 
= → α = = θ = = 

 
  ناحیه بحرانی

1 5 5 5 40P X 0,1,2,3| 0.55
4 100 100 100 100

 β = = θ = = + + + = 
 

P  

Xپس به ازاي ناحیه بحرانی 0.2α با=4   .گویندترین آزمون می را داریم و به آن ناحیه بحرانی پرتوانβ کمترین مقدار=

   (Power Of a Test)توان آزمون
کننده به نوعی تعادل بین این دو نوع آزمونوجود دارد و لازم است ) β یا α(در هر استنباط آماري احتمال وقوع یکی از این دو نوع خطا 

  :شوددر رسیدن به این تعادل موضوع تابع توان آزمون مطرح می. خطا برسد

0H *قبول| غلط(
0: 1 1 P (Hβ = − β =   توان آزمون−

                0H 0Pرد| غلط( (H=  

  
) داراي خطاي نوع دومα است که با توجه به مقدار مشخصی از توانمند آزمونی -1 :۱نكته )βکمتري باشد . 

  .تواند درست باشد سه تعریف دیگر میβ وαآزمون نیز همانندبراي توان  -2

0H 1قبول|نادرست( 1H ) P (H=1قبول|درست 1H ) P (H=رد|درست*
01 P(Hβ = − β =  

  محاسبه توان آزمون

)ازآنجاکه توان آزمون )*β 1 برابر با−βهاي زیر را انتخاب کنیمتوانیم یکی از روش است براي محاسبه آن می.  

)ابتدا خطاي نوع دوم: روش اول )βآوریمریف توان آزمون آن را به صورت زیر به دست می را محاسبه کرده، سپس طبق تع:  

* 1β = − βتوان آزمون  
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) با توجه به تعریف توان آزمون:روش دوم )*βکنیمبه صورت زیر آن را محاسبه می:  

1H 1Hناحیه بحرانی|درست( ) P *رد|درست=)
0P (Hβ =  

  : به عبارت دیگر
ناحیه بحرانی(

1

*
HP (β =  

 (Critical Rigion)ناحیه بحرانی 
  :شودهاي آزمون دو قضیه مطرح میآزمون با توجه به فرضیهبراي به دست آوردن ناحیه بحرانی 

  ):اند دو عدد ثابت دلخواه1θ و0θ( اگر فرضيه هاي آزمون، ساده در مقابل ساده به صورت زير باشد )الف
0 0

1 1

H :
H :

θ = θ
 θ = θ

  

0يك عدد ثابت در فاصله k(آيدگاه ناحيه بحراني آزمون از نامساوي زير به دست ميآن k≤ <   ): است∞
( )
( )

1

0

f x
k

f x
θ

θ
>  

)  : مقدار احتمال خطاي نوع اول باشد، داريمα حال اگر در اين آزمون )
( )

1

0

f x
P k

f x
θ

θ

 
 α = >
 
 

  

  ): یک عدد ثابت دلخواه است0θ(هاي آزمون یک طرفه به صورت زیر باشد اگر فرضیه )ب
0 0

1 0

H :
H :

θ ≥ θ
 θ < θ

  

  :دهیمگاه براي به دست آوردن ناحیه بحرانی آزمون تابع زیر را تشکیل میآن

( )
( ) ( )1

2

1 n
2 1

1 n

f x , x
k ;

f x , x
θ

θ
> θ > θ




  

  : داریمTسپس با توجه به وضعیت تابع نسبت به آماره
:  :باشد) غير نزولي( صعوديTآمده نسبت به آمارهستداگر تابع به T k>ناحيه بحراني  
:  :باشد) غير صعودي( نزولي Tآمده نسبت به آمارهدستاگر تابع به T k<ناحيه بحراني  

) داراي چگالی Xفرض کنید  . 15 ) xf x e ; x 0 , 0−θ= θ > θ تایی اگر بخواهیم nبر اساس یک نمونه تصادفی.  است<
0فرض 0H : θ ≤ θ1 را در مقابل 0H : θ > θست از آزمون نماییم، ناحیه بحرانی عبارت ا: 

 )85کامپیوتر ـ سراسري (
1 (iX K≥∑    2 (iX K≤∑  
3 (( ) 2

iX X K− ≤∑    4 (( ) 2
iX X K− ≥∑  
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  .  درست است2گزینه :حل
  :شده در متن درس فصل پنجم داریمشده یک طرفه است، از قضیه مطرحهاي آزمون دادهبا توجه به اینکه فرضیه

( )
( )

( )2 i
i 1 22 i

2 2 1 0

1 i
1 1 i

n
X

Xn2 Xn1 n i 1 2 2
n Xn1 n 1X 1

1
i 1

e
f X , X e

e
f X , X ee

<

−λ
λ −λ−λ

λ λ >λ=
−λ

λ −λ

=

λ ∑∑  λ λ
= = →=  ∑ λλ  λ

∏

∏




  

2با توجه به اینکه 1λ > λآمده نسبت به آمارهدستاست، تابع بهiT X= راین ناحیه رد بر مبناي قضیه به است؛ بناب) غیرصعودي( نزولی ∑
iXصورت k<∑آید به دست می.  

)فرض کنید  . 16 ) xf x e ; x 0 , 0−θ= θ > θ براي انجام . کنیم اختیار می2X و1Xاز این جامعه دو نمونه تصادفی.  است<
0Hآزمون : 1θ 1H در مقابل= : 2θ   )88کامپیوتر ـ سراسري ( ناحیه رد آزمون کدام است؟=

1 (( ){ }1 2 1 2X ,X X X K= + )) 2  ناحیه رد< ){ }1 2 1 2X ,X X X K= +   ناحیه رد>

3 (( ){ }1 2 1 2X ,X X X K= + )) 4  ناحیه رد> ){ }1 2 1 2X ,X X X K= +   ناحیه رد<

  . ست است در2گزینه :حل

0هاي آزمون، ساده در مقابل ساده استبا توجه به اینکه فرضیه

1

H : 1
H : 2

 θ = 
  θ = 

  : کنیم به صورت زیر عمل می

( )
( )

1

0

f x
K

f x
θ

θ
>  

1 یعنی∑iX نمونه در اختیار داریم باید ناحیه بحرانی را براي2که چون دقت کنید  2X X+بیان کنیم  .  
1 است، بنابراینθ داراي توزیع نمایی با پارامترXدر این سؤال 2X X+ا پارامترهاي داراي توزیع گاما ب( )2,θخواهد شد  .  

nهرگاه :یادآوري 1X ,...,Xبه طور مستقل داراي توزیع نمایی با پارامتر λ،باشند 
n

i
i 1

X
=
) داراي توزیع گاما با پارامترهاي ∑ )n,λاست  .  

( ) ( )
n n 1 x1f x x e x 0 , 0

n
− −λ= λ > λ >

Γ
  

1بنابراین تابع چگالی احتمال توزیع 2X X T+ )با پارامترهاي) گاما (= )2,θبه صورت زیر است  :  

( ) ( )
2 2 1 t 2 t

T
1f t t e te t 0 , 0
2

− −θ −θ= θ = θ > θ >
Γ

  

( )
( )

( )
( ) 

1

0

2 2t
2 t t

2 1t
1

K

f T f T 2 te KK k K 4e K e
f T f T 41 te

−θ θ= − −
−

θ θ=
′

> → > → > → > → >  

  1 2
K K

t ln K t K X X K
′′ ′′′

′ ′′ ′′′→ − > → < − → + <  
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) تابع چگالی احتمال  داراي Xکنید فرض  . 17 ) ( )
( )2
2 x

f x ; x 1
1

θ
−θ

= θ≤ <
− θ

   به آزمون مندعلاقه .باشد   

0 1
1 3H : vs H :
4 4

θ= θ= ناحيه بحراني آزمون كدام است؟.  بر اساس يك مشاهده هستيم5% در سطح 

 )85علوم کامپیوتر ـ (
1 (X 0.02<    2 (X 0.98>  
3(0.02 X 0.98< <    4 (X X یا<0.98 0.02<  

 .  درست است2گزینه :حل
  :یمشده در فصل پنجم داراست، بنا بر فرضیه الف مطرح) ساده در مقابل ساده(هاي آزمون با توجه به اینکه فرضیه

( )
( )

1

0

2

2

32 x
34 ; x 1
43 3 31 9 x ; x 1f x 4 4 4k k k X k

1 1 1f x 2 x x ; x 1
14 4 4; x 1
411

4

θ

θ

 −     ≤ < 
      − − ≤ <     

     > → > → > → >
     − − ≤ <           ≤ < 

  − 
 

  

1 1

2c c

12 x
1 1 40.05 P X c | 0.05 f x | dx 0.05 dx
4 4 11

4

 −      → = > θ= → = θ = → =   
     − 

 

∫ ∫  

1 21
2

c c

32 1 1 x 1 1 c c0.05 x dx 0.45 32 x 0.45 32
9 4 2 4 2 4 2 4

       → = − → = − → = − − −                
∫  

2
2 21 c c0.45 32 0.45 8 16c 8c 16c 8c 7.55 0

4 2 4

 
→ = − + → = − + → − − = 

  

c 0.98=

c 0.49= −
  

1 باید از cبا توجه به فرض صفر، مقدار
4

Xتر باشد، پس جواب منفی قابل قبول نیست و ناحیه بحرانی برابر بزرگ   . است<0.98

)فرض کنید  . 18 ) xf X e ; 0 , X 0−θ= θ θ > H و هدف، آزمون فرض< : θ ≤ θ 1 در مقابلH : θ > θبه ازاي یک .  است
 )86مکاترونیک ـ : (ترین آزمون عبارت است ازتایی، ناحیه رد پرتوانnنمونه

1 (X c<    2 (X c>  
3( 1 2c X c< <    4 (2X c>1 یاX c<   

  .  درست است1گزینه :حل
  :شده در فصل پنجم داریممطرح» ب« شده یک طرفه است، از قضیههاي آزمون دادهبا توجه به اینکه فرضیه

 تابع صعودي
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( )
( )

( )2 i
i 1 22 i

2 2 1 0

1 i
1 1 i

n
X

Xn2 Xn1 n i 1 2 2
n Xn1 n 1X 1

1
i 1

e
f X , X e

e
f X , X ee

<

−λ
λ −λ−λ

λ λ >λ=
−λ

λ −λ

=

λ ∑∑  λ λ
= = →=  ∑ λλ  λ

∏

∏




  

2با توجه به اینکه 1λ > λآمده نسبت به آمارهدستاست، تابع بهiT X= است، بنابراین ناحیه رد بر مبناي قضیه ) غیر صعودي( نزولی ∑
iXبه صورت k<∑یا X k<آیده دست می ب.  
) آزمونی است که در ناحیه بحرانی آن به ازاي یک خطاي نوع اول مشخص:ترین آزمونپرتوان )αکمترین احتمال خطاي نوع دوم ( )β را 

  .داشته باشد

  آزمون میانگین جامعه
درباره صحت یا عدم صحت آن فرضیه در توان اي درباره مقدار میانگین یک جامعه آماري مطرح شود، با استفاده از آزمون فرض مناسب میاگر فرضیه

)سطح اطمینان )1− αیا سطح خطاي αمراحل چهارگانه آزمون فرض براي میانگین جامعه به شرح زیر است. گیري کرد تصمیم:  

             هاي آماريفرض -1

X X X

X X X

0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0

H : H : H :
, ,

H : H : H :

µ = µ µ ≥ µ µ ≤ µ    
  µ ≠ µ µ < µ µ > µ    

  

  . همان مقدار میانگین مورد آزمون است0µها،در این فرضیه

  )ملاك آزمون(آماره آزمون  -2

nهکدرصورتی 2 1X , ... , X , X    نمونه مستقل nگاه آمارهتایی از جامعه باشد، آنXبا توجه به حالات مختلف برآورد، داراي توزیع Zیا t 
  :شودآزمون به صورت زیر تعریف می) آماره(حال بر اساس هر یک از این حالات، ملاك . است

  :است ازملاك آزمون عبارتنرمال است و )  دلخواهn (nنظر از صرفX معلوم باشد، توزیع2σ اگر جامعه، نرمال و)1

0
X

X

X
Z ;

n
− µ σ

= σ =
σ

  

  :آید وابسته است و دو حالت به وجود میn بهX نامعلوم باشد، توزیع 2σاگر جامعه نرمال و) 2

nاگر) الف   : نرمال است و ملاك آزمون عبارت است ازX باشد، توزیع<30

0
X

X

X SZ ; S
S n
− µ

= =  
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nاگر) ب n باX،t باشد، توزیع≥30   : درجه آزادي است و ملاك آزمون عبارت است از−1

0
n 1 X

X

X St ; S
S n−

− µ
= =  

) معلوم و تعداد نمونه بزرگ باشد2σ،)نامعلوم(عه غیرنرمال  اگر جام)3 )n  بنا بر قضیه حد مرکزي نرمال است و ملاك X، توزیع<30
  :آزمون عبارت است از

0
X

X

X
Z ;

n

− µ σ
= σ =

σ
  

nبا  . 19 2 1X ,...,X ,Xآمده ازدست مقادیر بهnگیري از یک جمعیت داراي متوسط بار نمونهm2 و با واریانس نمونهSمناسب ، آماره
  )84کامپیوتر ـ سراسري : ( واریانس عبارت است ازهاي آماري برآوردبراي انجام آزمون

1 (X m
S
−  2 (X m

S/ n 1
−

+
  3 (X m

S/ n 1
−

−
  4 (X m

S/ n
−  

 .  درست است4گزینه :حل
  .احتمالاً منظور طراح، آماره آزمون میانگین جامعه بوده و به اشتباه در سؤال برآورد واریانس گفته شده است

X m: Z
S
n

−
µآماره آزمون براي برآورد=

2SX ~ N ,
n

 
µ →  

 
  

  : ازهاي آزمون برآورد واریانس عبارت استآماره

( )
2

2
n 2

nS: χ =
σ

  m جامعه با میانگین معلوم2σآماره آزمون براي برآورد

( )
( ) 2

2
n 1 2

n 1 S
:

−

−
χ =

σ
 µ جامعه با میانگین مجهول2σآماره آزمون براي برآورد

nفرض کنید  . 20 1X ,...,Xیک نمونه تصادفی به حجم n 0Hبراي آزمون فرض .  باشدλ از توزیع پواسون با پارامتر=36 : 3λ  در =
1Hمقابل  : 4λ 5α% در سطح= iX اگر=  )87کامپیوتر ـ سراسري :( باشد در آن صورت آماره آزمون برابر است با∑=144

1 (3  2 (12  3 (2  4 (10  

 



  اي، برآورد و آزمون هاي نمونه توزيع
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 .  درست است2گزینه :حل
n هرگاه:قضیه حد مرکزي 1X ,...,Xداراي توزیع غیرنرمال با واریانس معلوم و n  nµ نرمال با پارامترهاي∑iX باشد، توزیع مجموع متغیرها<30

 . است2nσو

nدر این سؤال توزیع 1X ,...,Xپواسون و ،n 36 30=   :ریم است؛ بنابراین با توجه به قضیه حد مرکزي دا<

( ) ( ) ( )2
i i iX ~ N n ,n X ~ N n ,n X ~ N 36 3 , 36 3µ σ → λ λ → × ×∑ ∑ ∑  

2µ  . برابر استλمیانگین و واریانس در توزیع پواسون با پارامتر توزیع یعنی = σ = λ  
i

2

2
i

X n 144 36 3 36 6Z 2 3 12
36 3 6 3 3n

X 144 , n 36 , 3

 − µ − ×
= = = = = = ×σ


= = µ = σ = λ =

∑

∑
  

شود  انجام می0H است و آماره آزمون نیز بر مبناي فرض0H در آزمون فرض همیشه بحث بر سر رد کردن و یا رد نکردن فرض:توجه
3λ مقدار0Hبنابراین در این سؤال بر مبناي فرض 1H،4λالبته اگر به اشتباه هم بر مبناي فرض. ( در نظر گرفته خواهد شد=  را در =

  .)ها نیستنظر بگیرید جواب در گزینه

)هاي یک نمونه تصادفی از  یافته1,2,3,4,5فرض کنید   . 21 )2N ,µ σ0براي آزمون .  باشدH : 2.5µ 1H در مقابل = : 2.5µ ، مقدار ≠
 )89کامپیوتر ـ سراسري ( آماره آزمون کدام است؟

1 (10
10

  2 (10  3 (2
2

  4 (2  

  

  . درست است3گزینه :حل
)ه نرمال، واريانس جامعهتوزيع جامع )2σ نامعلوم و n 0 است؛ بنابراين براي آزمون فرضيه≥30 0H : µ = µاز آماره tشود استفاده مي:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

i

2 2 2 2 2 2
i2

1
x 3 2.5 1 22t

S 210 2 2
n 2 2

5

x 1 2 3 4 5X 3
n 5

x x 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 10 10S S
n 1 5 1 4 2
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