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تزدارٌا: فصم اَل



كميتهايي مانند سرعت يا شتاب يك متحرك و نيروي وارد بر 

يك جسم هنگامي مشخص مي شوند كه علاوه بر اندازه سو 

اين نوع كميت ها را برداري مي .و جهتشان نيز معين باشد

.ناميم



برخي از كميت ها هنگامي كه اندازه ي آنها بر حسب واحد 

.مشخصي داده شود كاملا معين مي شوند

. مانند درجه ي حرارت، جرم، طول و حجم ، هزينه و درآمد 

.اين گونه كميت ها را عددي يا اسكالر مي ناميم



تزدارٌا در صفح1.1ً



تعزيف1.1.1

  پاره خط ABكه ابتداي آن Aو انتهاي آن  Bاست، يك پاره خط  

A

B

:به شكل زير توجه كنيد. ناميده مي شود جهت دار

نمايش ميدهيم  AB مي ناميم و با برداررايك   ABپاره خط جهت دار

.را انتهاي بردارَمي ناميم B را مبدا و نقطه ي   A نقطه ي



تظاَي دَ تزدار 1.1.2

را برابر يا همسنگ مي ناميم و مينويسيم  CDو  ABدو بردار

AB=CD اگر اندازه و جهت آنها يكي باشد ،.

A

B

C

D



جمع تزدارٌا 1.1.3

  AB+CDمجموع.را در نظر مي گيريم CDو ABدو بردار  
كه به يكي از دو روش زير به دست  Vبرداري است مانند 

.مي آيد

با توجه به تعريف تساوي دو بردار، مي توان دو برداررا كه 

.داراي يك مبدا نباشند نيز با يكديگر جمع كرد



روش اول

. رسم مي كنيم  CDرا برابر با بردار BEبردار Bاز نقطه ي 

.است  CDو ABمجموع دو برذار  V=AEبردار

A B

E

C

D

V=AB+BE=AB+CD

V=AE



روش دوم

را كه به ترتيب برابر با  PRو PQ، دو برابرPاز نقطه ي دلخواه 

قطرمتوازي  PSبردار. هستند ، رسم مي كنيم CDو ABبردارهاي

 ABمجموع دو بردارVالاضلاع حاصل از اين دو بردار برابر با 

. است CDو

P

R

V

S

Q

C

D

A

B

P=V=PQ=AB+CD



تزدار صفز 1.1.4

 ، V =0برابر صفر باشد يعني  Vاگر اندازه ي بردار  

بنا . با نشان مي دهيم 0مي ناميم و بردار صفررا  Vبردار

برابر صفر است ، ولي جهت آن   0بر اين اندازه ي

.مشخص نيست



(ضزب اطكانز)رضزب عدد در تزدا  1.1.5

منظور .عددي حقيقي باشد Cبرداري دلخواه و Vفرض مي كنيم

 Cبرداري است با اندازه ي  Vدر بردار  Cاز حاصلضرب عدد

V  و همجهت با VاگرC>0 و در خلاف جهتV  اگرC<0 .

در .نشان مي دهيم  CVرا با Vدر بردار  Cحاصلضرب عدد

.برابر است با  بردار صفر  CVآنگاه C=0اگر:شكل 

V VCV CV



تعزيف 1.1.7

را كه ابتداي آن مبدا مختصات و انتهاي آن نقطه ي  Vبردار

(a1 , a2)است در صفحه ي  مختصاتxoy  است ، بردار

را  a2و  a1اعداد . مي ناميم  (a1 , a2)نظير زوج مرتب

:ميناميم و مي نويسيم Vمؤلفه هاي بردار

V= (a1 , a2)
a1

a2

(a1 , a2)

0

V



قضيً 1.11

دو بردار باشند ، آنگاه   V2=(b1,b2)و  V1=(a1,a2)اگر

:برابر است با   V1+V2مجموع

V1+V2= (a1+b1 , a2+b2)



تعزيف قزيىً ي يك تزدار 1.1.13

 Vرا قرينه ي بردار  (a1,-a2-)، آنگاه بردارV=(a1,a2)اگر
:  پس. نشان مي دهيم  V-مي ناميم و با

-V=(-a1, -a2)



تعزيف تفاضم دَ تزدار 1.1.14

است   Uبا قرينه ي  Vرا كه مساوي با جمع  V+(-U)بردار

:يعني. نشان مي دهيم  V-Uمي ناميم و با Vاز  Uتفاضل

V-U=V+(-U)



تفاضم دَ تزدارتعثيز ٌىدطي  1.15

در . را از يك نقطه رسم مي كنيم Uو Vنمايش هاي دو بردار  

اين صورت، پاره خط جهت داري كه مبدا آن نقطه ي 

  Vو انتهاي آن، نقطه ي انتهايي نمايش  Uانتهايي نمايش

زيرا بنا بر تعريف جمع . است  V-Uباشد ، يك نمايش بردار

:بردارها داريم

U+(V-U)=V



ي يك تزدار اوداسي 1.1.16

:  برابر است با V=(a1,a2)اندازه ي بردار 

V =   a1+a2
2 2



قضيً 1.1.18

اعدادي حقيقي  dو cبوده و Vبردارهايي در  Wو Uو Vاگر
باشند، آنگاه جمع برداري و ضرب اسكالر داراي خواص 

:زيرند

•U+V=V+U     (قانون جا به جايي جمع)

•U+(V+W)=(U+V)+W (قانون شركت پذيري جمع)

 V+0=Vوجود دارد به طوري  كه Vدر 0برداري مانند •
(  وجود هماني نسبت به عمل جمع)

-)+Vدر هست به طوري  كه Vو  V-برداري مانند•
V)=0(وجود قرينه ي هندسي نسبت به عمل جمع)

x



ادامً

•(cd) V=c (dV)  (قانون شركت پذيري)

•C (U+V)=cU+cV  (قانون بخشپذيري)

•(c+d)U=cU+dU  (قانون بخشپذيري)

•U=U   (وجود هماني نسبت به ضرب اسكالر) +
-



تزداري حقيقي فضايتعزيف  1.1.20

مجموعه اي است از بردارها، همراه   Vبرداري حقيقي فضاي

، با دو عمل جمع ( اسكالرها) با مجموعه اعداد حقيقي 
 Uبرداري و ضرب اسكالر، به طوري كه هر جفت بردار

طوري  cUو  U+V، بردارهاي cو هر اسكالر Vدر Vو

.تعريف شده باشند كه در خواص قضيه ي قبل صدق كنند



تزدارٌاي يكً

است، آنها  1، برابر با ( 0و1)و( 1و0)اندازه ي هر دو بردار 

.را بردارهاي يكه مي ناميم و با نمادهاي زير نشان ميدهيم

i = (1,0) j = (0,1)



به  V=(a1,a2)با توجه به نماد گذاري گذشته براي هر بردار

:دست مي آوريم 

(a1,a2)=a1 (1,0)+a2 (0,1)=a1 i+ a2 j



در را مي توان به صورت يك تركيب   V2بنابر اين هر بردار

را يك a1 i + a2  jعبارتي به صورت )  jو  iخطي از دو بردار

 jو  iاز اين رو بردارهاي. نوشت.( مي نامند  jو  iتركيب خطي از

تعداد عناصر. تشكيل مي دهند   V2يك پايه براي فضاي برداري 

.بعد فضاي برداري نام دارديك پايه يك فضاي برداري ، 

. يك فضاي برداري دو بعدي است  V2بنابر اين 



تعزيف تُاسي تزدارٌا 1.1.25

را موازي مي ناميم ، در صورتي كه  Vو Uدو بردار نا صفر

وجود داشته باشد، به طوري   c(عدد حقيقي )اسكالر 

.  V=cUكه



قضيً 1.1.25

بردار نا صفري باشد ، آنگاه  Vاگر

U =     V
1

v

.است   Vهم جهت با( واحد) بردار يكه 



ضزب عددي دَ تزدار 1.2



تعزيف ضزب عددي دَ تزدار  1.2.1

باشند ، آنگاه V2دو بردار در V=(b1,b2)و U=(a1,a2)اگر 

نشان مي   U.Vرا با Vو Uبردار حاصلضرب عددي دو

:دهيم و به صورت زير تعريف مي كنيم

U.V=(a1,a2).(b1,b2)=a1 b1+a2 b2           



توجه مي كنيم كه حاصلضرب عددي دو بردار ، عددي   

اين حاصلضرب داخلي يا . حقيقي است و بردار نيست

.حاصلضرب نقطه اي دو بردار نيز ناميده مي شود



قضيً 1.2.4

. يك اسكالر باشد  cبوده و V2بردارهايي در Wو Vو Uاگر
:آنگاه

U.V=V.U                            .1                 

U.(V+W)=U.V+U.W         .2                 

(U+V).W=U.W+V.W         .3                 

c(U.V)=(cU).V=U.(cV)       .4                 

0.U=0                                 .5                 

V.V= V                              .6                 



تعزيف ساَيً ي تيه دَ تزدار 1.2.5

  Uدو بردار نا صفر باشند به طوري Vو  Uفرض مي كنيم

به ترتيب  OQو OPاگر.نباشد Vكه مضرب اسكالري از

را  Vو  Uآنگاه زاويه ي بين.باشند Vو Uبردارهاي نمايشگر

تعريف مي  OQو  OPكوچكترين زاويه ي بين دو پاره خط

.كنيم



شكل زيرزاويه ي بين دو بردار را ذر حالتي كه مضرب    

:اسكالري از نباشد، نشان مي دهد

x

y

u
v

Q

P

θ



قضيً 1.2.6

:باشد،آنگاه Vو Uزاويه ي بين دو بردار θاگر 

U.V= U  V  cos θ



وتيجً 1.2.8

بر هم  Vو Uاز قضيه ي قبل نتيجه مي شود كه دو بردار

:اگر و تنها اگر( متعامدند) عمودند 

U.V=0                                   



تصُيز يك تزدار تز رَي تزدار ديگز 1.2.10

به ترتيب نمايشگرهاي بردارهاي  OQو  OPفرض مي كنيم

UوV تصوير.باشندOQ  در جهتOPبردار،OR  است،كه

ي بر خطي است كه از دو   Qپاي عمود از نقطه  Rدر آن

.مي گذرد Pو  Dنقطه ي كه از دو نقطه



Pبر روي بردار Vتصوير بردار: شكل

x

y

v
u

o

p
Q

R
θ



تعزيف 1.2.11

 Uروي بردار  Vبردار ناصفري باشد، تصوير برداري Uاگر
:به صورت زير تعريف مي كنيم

Proj   =        u
v
u

U.V

U
2



با توجه . است  V  cosθبرابر با  Uروي Vتصوير اسكالر

:به قضيه داريم

V  cosθ =             =V.(          )
V.U

U

U

U



تزدارٌا در فضاي طً تعدي 1.3



تعزيف 1.3.1

مجمو عه ي تمام سه تايي هاي مرتب از اعداد حقيقي را    

هر . نشان مي دهيم   Rمي ناميم و با فضاي عددي سه بعدي

را يك نقطه در فضاي عددي سه ( xو yو z)سه تايي مرتب 

.بعدي مي ناميم



قضيً 1.3.2

برابر  p(xوyوz)و  p(xوyوz)فاصله ي بين دو نقطه 

:است با
1 1 12 2 2

pp  =   (x –x )+(y –y )+(z –z )
11 11 2 2 22



تعزيف 1.3.4

يك بردار در فضاي سه بعدي، يك سه تايي مرتب از اعداد 

را   aو  a  ،aاعداد. است(  aو  aو a)حقيقي به صورت 

مجموعه تمام . ناميممي( aوaو a)مولفه هاي بردار 

نشان مي   V3را با(aو aو a)بردارهايي به صورت 

.دهيم

11

1

22

2

33

3

321



:عبارت باشند از kو jو  iاگر بردارهاي يكه

i=(1,0,0)          j=(0,1,0)         k=(0,0,1)

آنگاه هر بردار                    در    را مي توان به صورت

:زير نوشت 

V=(a1,a2,a3(V3

V=(a1,a2,a3)=a1 i+ a2 j+ a3 k



تعزيف 1.3.5

نا صفر به ترتيب  Vزوايايي كه بردار δو βو αسه زاويه ي

زواياي مي سازد را  zو yو  xبا جهت مثبت محورهاي

توجه كنيد كه هر زاويه ي هادي بزرگتر .مي ناميم Vهادي

.است пو كوچكتر يا مساوي  0يا مساوي



در شكل نشان داده شده  V=(a1,a2,a3)زواياي هادي بردار 

.است

x

y

z

o

R

a1

a3

a2

p =(a1,a2,a3 )

α
βδ V



اعدادي مثبت و زواياي هادي آن مثبت   Vدر شكل مؤلفه هاي

به طوري كه در شكل ديده مي .از هستند /2пو كوچكتر
:است و داريم  OPRشود، مثلث قايم الزاويه

COSα=
OR

OP

a1

V
=



نيز  ≥п п/2 ≤αمي توان نشاشن داد كه دستور اخير به ازاي

 αو          COSβدستور هاي مشابهي براي.بر قرار است

COS به دست مي آيند.

COSβ = COS α =
a2 a3

V V



راكسينوسهاي هادي  δ COSو COSβو  α COSاعداد 

.مي نامند Vبردار

توجه كنيد كه بردار صفر ، زواياي هادي و در نتيجه كسينوس 

.هاي هادي ندارد



وكتً 1.3.7

اگر اندازه ي يك بردار و كسينوسهاي هادي آن معلوم 

باشند،آنگاه بردار به طور منحصر به فردي معي است، 
:زيرا

COS α

COSβ

COS δ V

V

Va1=

a2=

a3=



قضيً 1.3.8

كسينوسهاي هادي بردار  COS δو  COSβو  COS αاگر 

Vباشند،آنگاه:

COS α COSβ COS δ+ + = 1
2 2 2



وتيجً 1.3.15

از قضيه و تعريف كسينوسهاي هادي نتيجه مي شمد كه مؤلفه 

.هاي يك بردار يكه كسينوسهاي هادي آن هستند



 Vبردار يكه هم جهت با  V=(a1,a2,a3)به عبارت ديگر اگر 
  :باشد آنگاه



در مورد بردارهاي فضايي اعمال جمع ، تفريق،ضرب اسكالر 
در   V2،مشابه آنچه V3و ضرب عددي دو بردار در

.تعريف مي شوند

يك  V=(b1,b2,b3)و  U=(a1,a2,a3)فرض مي كنيم 

:داريم.اسكالر باشد



الف

ب



پ

ت



وكت1.3.14ً

:به آساني مي توان نشان داد كه

1

0



قضي1.3.15ً

:باشد آنگاه V3در Vو Uزاويه ي بين دو بردار نا صفر θاگر



تعزيف1.3.16

را موازي مي ناميم اگر و تنها اگر يكي از  V3دو بردار در

.بردارها مضرب اسكالري از ديگري باشد



قضي1.3.17ً

موازي اند اگر و تنها اگر زاويه ي  V3دو بردار نا صفر در

.باشد пيا  0بين آنها



قضي1.3.18ً

متعامدند اگر و تنها اگر V3در Vو Uدو بردار نا صفر

U.V=0                                   



      

برداري بردارها ضرب1.4



تعزيف1.4.1

آنگاه حاصل ضرب  V=(b1,b2,b3)و  U=(a1,a2,a3)اگر 

برداري است كه به .مي دهيم U*Vبا نشان Vدر Uبرداري

:صورت زير تعريف مي شود

U*V=(a2b3-a3b2,a3b1-a1b3,a1b2-a2b1)



، از  U*Vبراي سهولت در يادگيري و به ذهن سپردن دستور 

يك دترمينان مرتبه ي دوم را .نماددترمينين استفاده مي كنيم

:به صورت زير تعريف مي كنيم



به صورت  U*Vبا استفاده از نماد دترمينان دستور محاسبه ي 

:زير در مي آيد



:سمت راست عبارت اخير را مي توان با نماد زير نشان داد



قضي1.4.3ً

:باشند، آنگاه V3بردارهايي در Vو Uاگر

U*V= - (V*U)



قضي1.4.4ً

:باشند، آنگاه  V3بردارهاي يكه ي kو jو iاگر



قضي1.4.5ً

:يك اسكالر باشد آنگاه cو V3بردارهايي در Wو Vو Uاگر



قضي1.4.7ً

:باشد،آنگاه Vو Uزاويه ي بين θو V3دو بردار Vو Uاگر

U*V  =  U   V  sinθ



وتيج1.4.9ً

باشند آنگاه و موازي اند  V3دو بردار نا صفر در Vو Uاگر

    U*V=0اگر و تنها اگر



قضي1.4.11ً

:باشند، آنگاه V3سه بردار در Wو Vو Uاگر



تعزيف1.4.12

 وV=(b1,b2,b3)و  U=(a1,a2,a3)فرض مي كنيم 

=(c1,c2,c3) W .حاصلضربU.(V*W)   را

.  مي ناميم Wو VوUحاصلضرب عددي سه گانه بردارهاي 



:حاصلضرب عددي سه گانه برابر است با



.حاصلضرب عددي سه گانه يك اسكالر است



قضي1.4.13ً

:دو بردار نا صفر در باشند آنگاه Vو Uاگر



بعدي nفضاي بردارهاي1.5



تعزيف1.5.1

تايي مرتب  nعدد صحيح مثبتي باشد،  nفرض كنيد

(x1,x2…,xn)مجموعه اي ازn  عدد است كه به ترتيب

.معيني نوشته شده اند



را به ترتيب مؤلفه هاي اول تا   xn,……,x2,x1اعداد حقيقي

nام اينn مجموغه ي تمام .تايي مرتب مي خوانيمn تايي

.نشان مي دهيم  Rهاي مرتب را با n



را برابر  X=(x1,x2,…xn)و Y=(y1,y2,…yn)دو تايي مرتب

:داشته باشيم i=1,2,…nمب ناميم اگر و تنها اگر براي هر

xi=yi                                  



تعزيف1.5.3

دو  V=(b1,b2,…bn)و U=(a1,a2,…an)فرض مي كنيم

.باشد( اسكالر)عدد حقيقي  cو Vnبردار در



مجموع دو بردار و ضرب اسكالر عدد در بردار به صورت 

:زير تعزيف مي شود

U+V=(a1+b1,a2+b2,…,an+bn)         

cU=(ca1,ca2,…,can)                      



قضي1.5.4ً

دو اسكالر  kو cو Vnسه بردار در Wو  Vو Uفرض مي كنيم 

در اين صورت. باشند( عدد حقيقي)

جمع بردارها جا به جايي پذير است، يعني (الف

U+V=V+U                                



جمع بردارها شركت پذير است، يعني( ب

(U+V)+W=U+(V+W)                   

عمل جمع داراي عضو خنثي است يعني (پ

مؤلفه اي وجود دارد به  nبردار صفر (0,…,0,0)=0بردار

طوري كه

U+0=U                               



وجود دارا به طوري كه – Uبردار قرينه   Uبراي هر( ت

U+(-U)=0                                 

                      c (U+V)=c U +c V(ث

                          U=c (k U) (c k)( ج

                       U=c U +k U (c+ k)(ح

وجود هماني نسبت به ضرب اسكالر،يعني(خ

1U=U                                     



تعزيف1.5.5

برابر است با U=(a1,a2,…an)طول بردار 

 



ماتزيض َ دتزميىان:فصم دَم



در اين فصل با معرفي ماتريس مفهوم بردار را تعميم مي 

همچنين انواع ماتريس،ماتريسهاي خاص و اعمال .دهيم

جبري روي ماتريس ها ،دترمينين و وارون ماتريس را 
.مورد مطالعه قرار مي دهيم



ماتزيض2.1



تعزيف2.1.1

ستون باشد،يك  nسطر و mهر جدولي از اعداد را كه شامل 

.مي ناميم و به شكل زير نشان مي دهيم nدرmماتريس 

يا



را يك عنصر يا درايه ماتريس مي   aijهر يك از اعداد

انديس ستون است،به بيان  jانديس سطر و  iدر اينجا.ناميم

ام   jام و ستون iدر محل تلاقي سطر aijديگر ،عنصر

.ماتريس قرار دارد



تعزيف2.1.2

تنها داراي يك سطر   A=(aij)mnهر گاه ماتريس(الف

،اين ماتريس را يك ماتريس سطري   m=1باشد،يعني

.مي ناميم(بردار سطري)

.يك ماتريس سطري است[ -3و4و1    ]ماتزيس 



يعني .تنها داراي يك ستون باشد  A=(aij)mnاگر ماتريس 

n=1 مي (بردار ستوني)،اين ماتريس را يك ماتريس ستوني

.ناميم

.يك ماتريس ستوني استماتريس 



صفر باشند آن را  A=(aij)mnاگر تمام عناصر ماتريس ( پ

يا   A=0mnماتريس صفر مي ناميم و به صورت

A=0مانند.نشان مي دهيم :

Fاست 3*2يك ماتريس صفر.



تعزيف2.1.3

ماتريسي را كه تعداد سطرها و تعداد ستونهايش برابر باشد، 

يك  A=(aij)mnبه بيان ديگر .يك ماتريس مربع مي ناميم

 m=nماتريس مربع است اگر و تنها اگر



،قطري را كه شامل عناصر  A=(aij)mnدر ماتريس مربع 

a11,a22,…,ann  قطر اصلي و اين عناصر را عناصر

.قطر اصلي مي ناميم





تعزيف2.1.4

 n*nرا يك ماتريس هماني يا واحد A=(aij)mnماتريس مربع 

و همه  1مي ناميم اگر هر يك از عناصر قطر اصلي برابر 
.ي عناصر ديگر آن صفر باشند



:مانند.نشان مي دهيم Iرا با  n*nماتريس واحد 



تعزيف تظاَي دَ ماتزيض2.1.5

را برابر مي گوييم  B=(bij)pqو  A=(aij)mnدو ماتريس 

 j=1,2,…nوi=1,2,…mكه jو iو براي هر n=qوm=pاگر

 aij=bijداشته باشيم



:براي مثال



تعزيف2.1.7

دو ماتريس  B=(bij)mnو   A=(aij)mnفرض مي كنيم 

m*nوk عددي حقيقي باشد.



نشان داده و به   A+Bحاصل جمع اين دو ماتريس را با( الف

:صورت زير تعريف مي كنيم



نشان   kAماتريس را با Aدر  kحاصل ضرب عدد حقيقي(ب

:داده و به صورت زير تعريف مي كنيم



توجه .هستند m*nماتريسهاي  kAو  A+Bتوجه كنيد كه 

داشته باشيد كه جمع دو ماتريس كه داراي تعداد سطرهاي 
.متفاوت يا تعداد ستونهاي متفاوت باشند تعريف نشده است



تعزيف2.1.9

مي  Aرا قرينه ي ماتريس A (1- )ماتريس  A=(aij)m0اگر 

.نشان مي دهيم – A=(-aij)m0ناميم و با 

:بنابر تعريف داريم  B=(bij)mnو  A=(aij)mnاگر 

A-B=A+(-B)                           



قضي2.1.11ً

دو عدد حقيقي باشند  hو kو  m*nسه ماتريس Cو Bو Aاگر

:آنگاه



تعزيف2.1.13

را در نظر مي  B=(bij)pnو   A=(aij)mpماتريسهاي  

اي   m*nماتريس Bدر Aمنظور از حاصل ضرب.كيريم

به طوري كه  cچون

.نشان مي دهيم  ABرا با cيعني Bدر Aحاصل ضرب



قضي2.1.15ً

:باشد آنگاه  n*nيك ماتريس مربعي A=(aij)mnاگر 



قضي2.1.16ً

آنگاه  C=(cij)qnو  B=(bij)pqو A=(aij)mpاگر 

A(BC)=(AB)C                          



قضي2.1.19ً

C=(cij)mpو  B=(bij)pnو A=(aij)pnاگر 

C(A+B)=CA+CB                        



تعزيف2.1.20

جاي سطرها و ستونها را با  A=(aij)mnاگر در ماتريس 

يكديگر عوض كنيم، ماتريس حاصل را 
 Aمي ناميم و آن را با  Aماتريس  (Transpose)ترانهاده

 iكه در آن برايA=(bij)nmبه بيان ديگر. نشان مي دهيم
: داريم jو

bij=aij                                  

T

T



قضي2.1.21ً

:عددي حقيقي باشد آنكاه kوm*nدو ماتريس Bو Aاگر

يعني ترانهاده ، ترانهاده ماتريس با ماتريس A=(A)( الف

.برابر است

يعني ترانهاده مضربي از يك ماتريس با همان  k(A)=(kA)(ب

.مضرب ترانهاده ماتريس بربار است

TT

T T



= (A+B)( پ A+ B يعني ترانهاده مجموع دوماتريس با،

.مجموع ترانهاده هاي دو ماتريس برابر است

،يعني   B A=(AB)دو ماتريس مربع باشند،آنگاه Bو Aاگر( ت

ترانهاده ي حاصلضرب دو ماتريس با حاصلضرب ترانهاده 

.ماتريس دومي در ترانهاده ماتريس  اولي برابر است

T T T

T T T



تعزيف2.1.23

. A =Aرا متقارن مي ناميم اگر  Aماتريس مربع ( الف

توجه كنيد كه در .براي مثال ماتريس زير متقارن است 

ماتزيس متقارن عناصر ماتريس نسبت به قطر اصلي 

.                           متقارن هستند

T



اگر .  A=Aمربع را شبه متقارن مي ناميم اگر  Aماتريس( ب

داشته باشيم  jو iيك ماتريس شبه متقارن باشد بايد براي هر

aij=-aij  اما ازaii=-aii نتيجه مي شودaii=0  . پس عناصر

.قطر اصلي در ماتريس شبه متقارن  همگي برابر صفرند

T



مربع را قطري مي ناميم اگر همه ي عناصر   Aماتريس( پ

:مانند.غير واقع بر قطر اصلي آن صفر باشند



را يك ماتريس اسكالر مي ناميم، اگر   Sماتريس قطري( ت

باشد، يعني  Kعناصر قطر اصلي آن برابر عدد ثابت



:را متعامد مي گوييم اگر  cو  n*nماتريس ( ث



:براي مثال

آنگاه

.ماتريسي متعامد است  cپس



را ماتريس مثلثي بالا مي ناميم، اگر تمام  Uماتريس مربع(ج

:مانند.عناصر زير قطر اصلي آن صفر باشد



را ماتريس مثلثي پايين مي ناميم، اگر تمام Lماتريس مربع (چ

:مانند.عناصر بالاي قطر اصلي آن صفر باشد



تعزيف2.1.25

مجموع تمام قطر اصلي را اثر   A=(aij)nnدر ماتريس مربع 

A مي ناميم و باtr(A)  پس.نشان مي دهيم  :



دترمينان 2.2



.نشان مي دهيم   Aيا det Aرا با  Aدترمينان ماتريس



تعزيف2.2.1

است، دترمينان  a11تنها داراي يك عنصر 1*1ماتريس ( 1

.تعريف مي كنيم  a11اين ماتريس را برابر  با عدد



2*2دترمينان ماتريس ( 2

به صورت زير تعريف مي شود

Det A= A =              =  a11a22-a12a21
a11 a12

a21 a22



تعزيف2.2.2

 Mijفرض كنيد . را در نظر مي گيريم  A=(aij)nnماتريس 
  jام و ستون iباشد كه از حذف سطر  (n-1)*(n-1)ماتريسي

،يعني Mijدترمينان ماتريس . به دست آمده است  Aام  ماتريس

Mij را مينور عنصر در ماتريس مي ناميم.



تعزيف2.2.3

نشان مي  Aijرا با A=(aij)nnدر ماتريس  aijهمسازه عنصر 

: دهيم وبرابر با عدد زير است



تعزيف2.2.4

را به صورت  A=(aij)nnدترمينان ماتريس 

ام iبر حسب سطر  Aمي گوييم دترمينيان.تعريف مي كنيم

.بسط داده شده است 



بنابر اين تعريف براي محاسبه ي دترمينان يك ماتريس، يك 

اين سطر يا ستون . سطر يا يك ستون را انتخاب مي كنيم 

را در همسازه اش ضرب ، سپس مقادير حاصل را با هم 
.جمع مي كنيم



اگر دترمينان را بر حسب سطر يا ستوني كه بيشترين تعداد 

صفر را دارد محاسبه مي كنيم، محاسبات كوتاهتر مي 

شود، زيرا نيازي به محاسبه ي همسازه هاي صفر 

چون حاصلضرب صفر در هر همسازه اي صفر .نيست
.است



(خُاص دتزميىان)قضي2.2.7ً

:يعني.برابر است   Aو ترانهاده  Aدترمينان ماتريس مربع( 1

A  = A                                  

صفر  Aاگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس ( 2

باشند، آنگاه

A =0                                     

T



 rدر عدد Aاگر تمام عناصر يك سطر يا يك ستون ماتريس ( 3
 ضرب مي كنيم آنگاه دترمينان ماتريس حاصل برابر با 

A rاست.

دترمينان ماتريس حاصل از تعويض دو سطر يا دو ستون ( 4

. Aمساوي است با منهاي دترمينان  Aماتريس 



اگر دو سطر يا دو ستون ماتريسي برابر باشند، آنگاه ( 5

.مقدار دترمينان آن برابر با صفر است

يا )دترمينان حاصل از جمع مضرب اسكالري از يك سطر (6

مساوي  Aديگر از ماتريس ( يا ستوني) با سطري ( ستون

. Aاست با دترمينان 



دترمينان حاصلضرب دو ماتريس برابر با حاصلضرب ( 7

دترمينانهاي آنها است يعني 

AB = A  B                              

دترمينان يك ماتريس قطري برابر است با حاصلضرب ( 8

.عناصر روي قطر اصلي آن

دترمينان ماتريس واحد برابر يك است، يعني( 9

In  = 1                                 



تعزيف2.2.15

برابر صفر باشد ، ماتريس  A=(aij)nnاگر دترمينان ماتريس 

A در غير اين صورت ماتريس را غير . را منفرد مي ناميم

.منفرد مي ناميم

. ماتريس زير منفرد است



َارَن ماتزيض2.3



تعزيف2.3.1

را وارون پذير مي ناميم ، اگر ماتريسي  A=(aij)nnماتريس 

وجود داشته باشد به طوري كه  B=(bij)nnمانند 

AB=BA=In                            

ماتريسي وارون پذير باشد، آنگاه وارون آن منحصر به   Aاگر

.  نشان مي دهيم Aفرد است و آن را با 
1-



اعمال ططزي مقدماتي2.3.5

هر يك از اعمال . را در نظر مي كيريم A=(aij)nnماتريس 

انجام مي پذيرد،  Aزير را كه بر روي سطر هاي ماتريس 

.يك عمل سطري مقدماتي مي ناميم

.Aتعويض دو سطر ماتريس ( 1

.در يك عدد نا صفر Aضرب يك سطر ماتريس ( 2

.به سطري ديگر Aافزودن مضربي از يك سطر ماتريس ( 3



 Rبراي اختصار در نوشتن اعمال سطري مقدماتي ، از حرف
به معناي سطر به صورت زير استفاده Row، اول كلمه ي 

.مي كنيم

ام jام و سطر iبه معناي تعويض سطر Ri      Rj( الف

kام ماتريس در عدد ناصفر iبه معناي ضرب سطرkR1( ب

به معناي افزودن برابر سطر ام به سطر امRj+kRi( پ



قضي2.3.8ً

به وسيله ي يك سلسله اعمال  Aاگر ماتريس وارون پذير 

مقدماتي تبديل به ماتريس واحد شود، آنگاه با انجام همين 

سلسله اعمال سطري مقدماتي بر روي ماتريس واحد ، 

.به دست مي آيد Aوارون ماتريس 



معمولا اعمال سطري  Aبراي به دست آوردن وارون ماتريس 

و ماتريس  Aمقدماتي را به طور هم زمان بر روي ماتريس 

را در نظر  [A  I]لذا ماتريس مركب.واحد  انجام مي دهند

گرفته و با انجام يك سلسله اعمال مقدماتي سطري آن را 

بنا بر قضيه ي بالا، برابر وارون .ميكنيم  [I  B]تبديل به

.ماتريس است



تعزيف2.3.11

را ماتريس  Aترانهاده  ماتريس همسازه هاي ماتريس مربع 

:مي ناميم و با نشان مي دهيم ، پس Aالحاقي 



قضي2.3.13ً

:باشد آنگاه   n*nيك ماتريس Aاگر 



قضي2.3.13ً

،آنگاه وارون وجود دارد و برابر است با detA=0اگر

وارون پذير باشد   Aيعني اگر.عكس اين نتيجه نيز درست است

، آنگاه



قضي2.3.17ً

و وارون پذير باشند آنگاه   n*nدو ماتريس مربع Bو Aاگر

ماتريس حاصلضرب وارون پذير است و( الف

وارون پذير است و  Aماتريس ترانهاده( ب



است ، يعني Aبرابر  Aوارون ماتريس وارون( پ

 Aبرابر با معكوس دترمينان  Aدترمينان وارون ماتريس ( ت
است يعني



دطتگاي معادلات خطي َ تُاتع خطي: فصم طُم



در اين فصل با استفاده از مفهوم ماتريس و دترمينان روشي 

براي حل و بحث در وجود جوابهاي دستگاه معادلات خطي 

سپس استقلاال و وابستگي خطي يك مجموعه از . ارائه دهيم

در خاتمه ي فصل با . بردارها را مورد بررسي قرار دهيم

.توابع خطي آشنا مي شويم



دطتگاي معادلات خطي3.1



با مجهول  a1x1+a2x2+…+anxn=0معادله اي به صورت 

xn,…,x2,x1را يك معادله يn  مجهولي خطي مي ناميم.

n تايي(x1,x2,…,xn)   از اعداد حقيقي را كه در اين معادله

.  صدق  كنند يك جواب آن مي ناميم



تعزيف3.1.1

مجموعه اي از معادلات خطي

.مجهولي مي ناميم  nمعادله ي خطي  mرا يك دستگاه



تايي از اعداد حقيقي را در تمام معادله هاي دستگاه صدق كند 

.يك جواب اين دستگاه مي ناميم



اين دستگاه را ميتوان به صورت معادله ي ماتريسي زير 

:نوشت



با فرض

معادله ي ماتريسي اخير به صورت خلاصه ي زير در مي 

AX=B.                         آيد

A را ماتريس ضرايبX را ماتريس مجهولها وB  را ماتريس
.طرف دوم دستگاه معادلات خطي مي ناميم



توجه كنيد يك دستگاه معادلات خطي ممكن است داراي يك 

جواب منحصر به فرد يا بينهايت جواب باشد ويا اصلا 
.جوابي نداشته باشد



اينك به معرفي روشهايي براي حل يك دستگاه معادلات خطي 

.مي پردازيم

روش حذف گوسي -1

دستور كرامر -2



رَع حذف گُطي3.1.2

ميتوان نشان داد دو دستگاه معادلات خطي كه يكي از آنها به 

وسيله ي انجام اعمال زير روي معادلات دستگاه ديگري به 
:دست آمده باشد داراي جواب يا جوابهاي يكسان هستند



.ضرب يك معادله ي دستگاه در عددي غير صفر1)

تعويض محل دو معادله ي دستگاه و2)

.افزودن مضربي از يك معادله به معادله ي ديكر دستگاه3)



بايد تا جايي كه ممكن است به   AX=Bپس براي حل دستكاه

را به   [A B]وسيله ي اعمال سطري مقدماتي ماتريس

ماتريس ساده تري تبديل كنيم تا جوابها به آساني به دست 
.آيند



قضي3.1.6ً

اگر تعداد مجهولها با تعداد معادله ها ي يك دستگاه معادلات 

و ( مجهولي  nمعادلات  nدستگاه)خطي برابر باشد 

ماتريس ضرايب دستگاه وارون پذير باشد آنگاه دستگاه 

.همواره داراي يك جواب منحصر به فرد است



دطتُر كزامز3.1.8

مجهولي وارون پذير   nمعادلات  nاگر ضرايب يك دستگاه
باشد آنگاه جواب دستگاه برابر است با 

ماتريس حاصل از جايگزين كردن  Aiكه درآن 

.است  Aام ماتريسiدر ستون ستونيماتريس

.را دستور كرامر مي ناميم* فرمول 



تعزيف3.1.10

خطي مجهولي طرف دوم تمام   nمعادله ي  mاكر در دستگاه

در غير . معادلات صفر باشند دستگاه را همگن مي ناميم
.  اين صورت دستگاه را غير همگن مي ناميم



  x1=x2=…=xn=0روشن است كه در دستگاه همگن همواره

اين جواب به جواب بديهي دستگاه . يك جواب دستگاه هست

.موسوم است



قضي3.1.11ً

مجهولي همگن داراي يك جواب   nمعادله ي خطي  nدستكاه

اگر و تنها اگر دترمينان . است( غير صفر) غير بديهي 
.ضرايب دستگاه صفر باشد



وتيج3.1.13ً

خطي مجهولي همگن همواره   nمعادله ي  mيك دستگاه 

است اگر( غير صفر) داراي يك جواب غير بديهي 

m<n                                   



قضي3.1.15ً

باشند  AX=Bدو جواب دستگاه غير همگن  X2و X1اگر

.است AX=0جوابي براي دستگاه همگن   X2-X1آنگاه



وتيج3.1.13ً

داراي يك جواب منحصر به فرد  AX=Bدستگاه غير همگن 

.منحصر به فرد باشد AX=0است اگر و تنها اگر جواب 



اطتقلال َ َاتظتگي خطي3.2



تعزيف3.2.1

از عناصر فضاي  {V1,V2,…,Vn}بردار  mمجموعه ي

را مستقل خطي مي ناميم اگر هيچ مجمو عه اي   Rبرداري

  c1=c2=…=cm=0به جز  c1,c2,…,cnاز اعداد حقيقي

وجود نداشته باشد به طوري كه



مستقل  {V1,V2,…,Vn}بردار  mبه بيان ديگر مجموعه ي

خطي است تنها جواب معادله ي

در غير اين صورت  اين . باشد  c1=c2=…=cm=0برابر با 

.مجموعه را وابسته ي خطي مي ناميم



رتثً ي يك ماتزيض3.3



در اين بخش به هر ماتريس عدد صحيح و مثبتي به نام رتبه 

با استفاده از اين عدد در . ي ماتريس را نسبت مي دهيم

مورد جوابهاي دستگاههاي معادلات خطي را بررسي مس 
.كنيم



تعزيف3.3.1

حداكثر تعداد سطرهاي . باشد  m*nماتريسي  Aفرض كنيم

مي ناميم و   Aرا رتبه ي ماتريس  Aمستقل خطي ماتريس

.مي دهيم  r(A)با نشان



باشند   Aسطرهاي ماتريس R1,R2,…,Rmبه عبارت ديگر اگر

برابر با حداكثر تعداد بردارهاي مستقل خطي در   aرتبه ي

.  است {R1,R2,…,Rm}مجموعه ي



اين است كه بزرگترين زير   Aيك روش تعيين رتبه ي ماتريس

را كه دترمينانش مخالف صفر باشد به  Aماتريس مربع 

دست آوريم ، تعداد سطرهاي اين ماتريس برابر رتبه ي 
.است Aماتريس 



خُاص رتثً ي ماتزيض3.3.6

:است، يعني  nبرابر با  Inرتبه ي ماتريس واحد( الف

برابر است ،  Aبا رتبه ي ترانهاده ي   Aرتبه ي ماتريس( ب

:  يعني



اگر و تنها   r(A)=nباشد آنگاهn*nماتريس  Aاگر ( پ

اگر و تنها اگر r(A)<nبه بيان ديگر det A=0اگر

det A=0 .

رتبه ي حاصلضرب دو ماتريس همواره نابيشتر از ( ت

:كوچكترين رتبه دو ماتريس است ، يعني



وتيج3.3.7ً

اينك با استفاده از مفهوم رتبه ي ماتريس به طور خلاصه به 

در حالتهاي  AX=Bبررسي جوابهاي دستگاه معادلات خطي 

.مختلف مي پردازيم

برابر با تعداد  m.، باشد Aفرض مي كنيم ماتريس ضرايب  

رتبه . مساوي با تعداد مجهولهاي دستگاه است nمعادلات و

.نشان مي دهيم  r(A B)را با  [A B]ي ماتريس  مركب



آنگاه دستگاه داراي حداقل يك جواب  r(A B)=r(A)اگر( الف

.است

آنگاه دستگاه داراي يك جواب  r(A B)=r(A)=nاگر ( ب

.منحصر به فرد است

آنگاه دستگاه داراي بي نهايت جواب  n r(A B)=r(A)>اگر( پ

.وابسته ي خطي است Aو مجمو عه سطر هاي ماتريس 

.آنگاه دستگاه جواب ندارد r(A B)=r(A)اگر ( ت



تُاتع خطي3.4



در اين بخش به مطالعه ي توابع خطي كه توابعي از يك 

فضاي برداري به فضاي برداري  ديگري هستند مي 
.پردازيم



تعزيف3.4.1

 Rبه فضاي برداري   Rاز فضاي برداري  fمتغيره ي nتابع 
تايي  nو هر دو  rرا كه به ازاي هر عدد حقيقي

.  در دو شرط زير صدق مي كند، يك تابع خطي مي ناميم Rاز 

nm

n



قضي3.4.3ً

اگر و تنها اگر هر مؤلفه مقدا رتابع.خطي است  f: R    Rتابع

 fبه صورت يك تركيب خطي از اعداد  در

x1,x2,…,xn باشد.

n n



تابع خطي با شد   f : R    Rاز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر

آنگاه اعداد حقيقي

وجود دارند به طوري كه

n m



fقرار دادن مقدار تابع خطي  A=(aij)m*nبنا بر اين   

به صورت ماتريسي  x    Rرا ميتوان به ازاي هر

F(x)=Ax

.ميناميمFرا يك ماتريس نمايشگر تابع خطي   Aماتريس.نوشت

n



تعزيف3.4.6

را كه براي هر به صورت زير تعريف مي    F : R     Rتابع
.شود، تابع صفر مي ناميم

.تابع هماني مي ناميم.تعريف ميشود 

mn



تعزيف3.4.7

X Єرا كه براي هر  I: R      Rتابع R به صورت
n nn



تعزيف3.4.8

:را در نظر مي گيريم g : R    Rو  f : R    Rخطي توابع

نشان ميدهيم و به صورت زير   f+gرا با gو   fمجموع1)

:تعريف مي كنيم

(f+g)(x)=f(x)+g(x)                      

حاصلضرب عدد .عددي حقيقي باشد  kفرض ميكنيم( 2

ميدهيم و به صورت زير مي  kfرا با نشان  fدر  kحقيقي

.  نويسيم

(kf)(x)=k f(x)                           

mnn m



  تُاتع چىد متغيزي:فصم چٍارم



در فصل هاي قبل با توابعي سر و كار داشتيم كه تنها وابستهبه 

ولي . اين نوع توابع را يك متغيره مي ناميم. يك متغير بودند

اكثر توابع در اقتصاد و مديريت به بيش از يك متغير 
.وابسته اند



فرض كنيد هزينه ي ماهانه ي خانواده اي بستگي به مقدار 

مصرف آنها از مواد غذايي،پوشاك،خدمات مسكوني و 

پس مس توان گفت تابع .خدمات بهداشتي و درماني دارد

.متغيره است 4هزينه ي اين خانواده يك تابع 



تُاتع چىد متغيزي4.1



و برد آن زير  Rكه قلمرو آن زير مجموعه اي از  fتابع

متغيره مي  nيك تابع .مجموعه اي از اعداد حقيقي باشد

.ناميم

n



تايي   nمتغيره باشد هر عنصر قلمرو آن ،  nيك تابع fاگر

(x1.x2,…,xn) است ، مقدار تابع به ازاي اين عنصر قلمرو

.نشان مي دهيم f(x1.x2,…,xn)را با 



تعزيف4.1.3

و هر  Rاز xبراي هرمتغيره باشند آنگاه   nدو تابع  f,gاگر

.، اعمال جبري زير تعريف مي شودkعدد حقيقي 

n



حد َ پيُطتگي تُاتع چىد متغيزي4.2



تعزيف4.2.1

 fيك تابع دو متغيره باشد مي گوييم حد تابع   fفرض مي كنيم
 (x,y)هنگامي كه نقطه . است Lبرابر با (a,b)در نقطه ي 

 f(x,y)نزديك و نزديكتر مي شود مقدار  (a,b)به نقطه ي

.نزديك و نزديكتر شود   Lبه عدد حقيقي



در صورت وجود منحصر   Lمي توان نشان داد كه عدد حقيقي

.را با نماد زير نشان مي دهيم  Lبه فرد است و لذا



متغيره نيز به همين   nحد توابع سه متغيره و به طور كلي

تمام مطالبي كه در اين بخش .صورت  تعريف مي شود

متغيره   nبراي توابع دو متغيره عنوان مي شود براي توابع

.نيز درست است



قضي4.2.2ً

آنگاه f(x,y)=x  ,  g(x,y)=yاگر

(الف



تابعي ثابت باشد آنگاه k(x,y)=kاگر(ب

Lim k(x,y)=k                          

(x,y)     (a,b)                             

.عددي ثابت است  kكه در آن



قضي4.2.3ً

باشد  Lبرابر (a,b)در نقطه ي  fاگر حد تابع دو متغيره ي

آنگاه



 fحد تابع آنگاه lim f(x.y)=Lاين قضيه بيان مي كند كه اگر 
به تقطه   x=aيا  y=bدر مسيرهاي (x,y)وقتي كه نقطه ي 

.است  Lي ميل كند برابر با

(x,y)   (a,b)



قضي4.2.5ً

كه بر روي دو منحني متمايز به   (x,y)هنگامي  fاگر حد تابع

  fنزديك مي شود متفاوت باشد آنگاه حد تابع (a,b)نقطه ي

.در اين نقطه وجود ندارد



وتيج4.2.6ً

اگر

.حد ندارد  (a,b)در نقطه ي  fآنگاه تابع



را ثابت   xتوجه كنيد در                                   ابتدا

فرض كرده                              را در صورت وجود

سپس حد عبارت به دست آمده را كه تابعي.محاسبه مي كنيم 

.  پيدا مي كنيمx   aاست وقتي كه  xاز 



قضي4.2.8ً

اگر حد  (a,b)در نقطه ي  gو fاگر حد توابع دو متغيره ي

وجود داشته باشد  (a,b)در نقطه ي  gو fتوابع دو متغيره ي

آنگاه

حد مجموع دو تابع برابر با مجموع حدهاي آنها است، (1

:يعني



 kبراي هر عدد ثابت(2



:حد تفاضل دو تابع برابر با حدهاي آنهاست يععني(3



حد حاصلضرب دو تنبع برابر با حاصلضرب حدهاي (4
:يعني.آنهاست



حد خارج قسمت دو تابع برابر با  خارج قسمت حدهاي ( 5

آنهاست مشروط بر اينكه حد تابع مخرج مخالف صفر باشد، 

:يعني



قضي4.2.10ً

پيوسته Lدر  gيك متغيره اگر                             و تابع

:باشد آنگاه 



تعزيف4.2.12

پيوسته مي ناميم اگر  (a,b)را در نقطه ي  fتابع دو متغيره ي

.شرايط زير بر قرار باشد

 (a,b)تعريف شده باشد يعني  (a,b)در نقطه ي   fتابع(1

fمعين باشد.

.وجود داشته باشد(                    2



3)

را   fدر صورتي كه يكي از اين شرايط بر قرار نباشد تابع 

.نا پيوسته مي ناميم (a,b)در نقطه ي 



قضي4.2.14ً

پيوسته باشند  (a,b)در نقطه ي  gو fاگر توابع دو متغيره ي 

(عددي حقيقيk) آنگاه تواب

.پيوسته اند  (a,b)نيز در نقطه ي ( g(a,b)=0با شرايط ) 



قضي4.2.16ً

و تابع يك متغيره  (a,b)در نقطه ي   fاگر تابع دو متغيره ي 

در   gofپيوسته باشند آنگاه تابع مركب f (a,b)در   gي

. پيوسته است (a,b)نقطه ي 



مشتقٍاي جشئي4.3



در اين بخش مفهومي نزديك به مفهوم مشتق توابع يك متغيره 

از اين مفهوم . را در مورد توابع چند متغيره ارائه مي دهيم

.براي شناخت بهتر توابع چند متغيره استفاده مي كنيم



تعزيف4.3.1

اگر. باشد yو xتابعي از دو متغير  fفرض مي كنيم

نسبت به   fوجود داشته باشد مقدار اين حد را مشتق جزيي

 f (x,y)و آن را با نمادهاي.ميناميم  (x,y)در نقطه ي xمتغير
xبه روندf (x,y)بخوانيد روند )يا  

.نشان مي دهيم( 

x



در  yنسبت به متغير  fبه همين ترتيب مشتق جزيي تابع 

به صورت (x,y)نقطه ي

.مشروط بر اينكه اين حد وجود داشته باشد.تعريف مي شود



است yو xتابعي از دو متغير fوجود داشته باشد  f (x,y)اگر 

.نشان ميدهيم           اين تابع را به صورت خلاصه 

.  تابع                  نيز به همين ترتيب تعريف مي شود 

.مي ناميم  fرا مشتقهاي جزيي مرتبه ي اول  fو   fتوابع 

xx

xy



برتي تمايز مشتقهاي جزيي از  dرا به جاي ∂در اينجا نماد 

.مشتق معمولي به كار مي بريم

را ثابت تلقي  yمتغير f (x,y)در تابع  f (x,y)براي محاسبه ي 

مانند يك تابع يك متغيره  xنسبت به متغير fزو ا. مي كنيم

.مشتق مي گيريم

x



         f(x,y)متغير را در تابع f (x,y)به همين ترتيب در محاسبه ي 

مانند يك تابع  yمتغير نسبت به fثابت در نظر گرفته و از

.  يك متغيره مشتق مي گيريم

x



مشتقٍاي جشيي مزتثً ٌاي تالاتز4.3.4

نظير مفهوم مشتقهاي مرتبه هاي بالاتر براي توابع يك متغيره 

مي توان مشتقهاي  جزيي مرتبه هاي بالاتررا براي توابع 
nاگر. متغيره تعريف كردf تابعي از دو متغيرx وy  باشد

پس مي .هستند yو  xنيز توابعي از متغيرهاي  fو  fآنگاه

. را تعريف كرد fو fتوان مشتقهاي  جزيي توابع 
x

x

y

y



.  مي ناميم  fاين مشتقها را مشتقهاي  جزيي مرتبه دوم تابع 

:عبارتند از fمشتقهاي  جزيي مرتبه دوم تابع 



بر fدر   yو  xلازم به تذكر است كه ترتيب نوشتن متغيرهاي

.خلاف ترتيب آنها در نماد           است 

x y

∂
2

f

∂ ∂y x



قضي4.3.6ً

اگر توابع   . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

f    وf در نقطه ي(a,b)  پيوسته باشد آنگاه : xyyx



ديفزاوظم كم َ مشتقگيزي ضمىي4.4



تعزيف4.4.1

اگر . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

وجود داشته باشد  ديفرانسيل   fمشتقهاي  جزيي مرتبه اول

ميدهيم و به صورت زير تعريف   dfرا با نشان  fكل تابع

به ترتيب ديفرانسيل متغير هاي   dyو  dxمي كنيم كه در آن

x  وy است.



تابع بيش از دو متغيره نيز به همين ترتيب  ديفرانسيل كل

 tو x،y  ،zتابعي از چهار متغير uتعريف مي شود، اگر
:  باشد آنگاه ديفرانسيل كل تابع برابر است با



وكت4.4.3ً

اگر متغير . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

نيز توابع يك متغيره ي مشتقپذيري از متغير  yو  xهاي 

:باشند آنگاه داريم tديگري مانند 



تعزيف4.4.6

اگر . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

بر روي ناحيه اي پيوسته  fمشتقهاي جزيي مرتبه ي اول  

 tتوابعي ازمتغير ديگري مانند  yو  xباشد و متغير هاي 
نشان مي   df/dtرا با  tنسبت به  fباشند آنگاه مشتق تابع 

دهيم و بنابراين تعريف برابر است با 

.است tتنها تابعي از متغير fتوجه كنيد كه در واقع 



قاعدي سوجيزي تزاي تُاتع چىد متغيزي4.4.8

اگر متغير . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

باشند آنگاه مشتقهاي  vوuتوابعي از دو متغير   yو  xهاي 

برابرند  vوuنسبت به متغير هاي  fجزيي مرتبه ي اول  

:با



قاعده زنجيري براي توابع بيش از دو متغير كاملا مشابه 
.است



مشتقگيزي ضمىي4.4.10

به كمك مفهوم مشتقهاي جزيي مي توان دستور ساده اي براي 

دو متغيره به ( غير صريح) مشتقگيري از توابع ضمني 
.دست آورد



را به صورت y،متغير  f(x,y)=0فرض مي كنيم معادله ي

f/ ∂x , ∂f/ ∂y∂تعريف كند، به طور ضمني xتابعي از 

/f∂  0=وجود داشته باشند و ∂y دست مي آوريم آنگاه به :



مشتقٍاي جشيي تُاتع ضمىي4.4.12

در معادله ي   z=f(x,y)فرض مي كنيم تابع دو متغيره ي

F(x,y,z)پس اگر.صدق كند∂F/∂x=0 آنگاه:

∂z/ ∂x=- =-
∂f/ ∂x

∂f/ ∂z

Fx(x,y,z)

Fz(x,y,z)



به همين ترتيب به دست مي آوريم

 F/∂x=0∂مشروط بر اينكه 



ماكظيمم َ ميىيمم تُاتع دَ متغيزي4.5



همهنطور كه از مشتقهاي اول و دوم يك تابع يك متغيره براي 

تعيين ماكسيمم و مينيمم آن استفاده مي كرديم از مشتقهاي 

جزيي مرتبه ي اول و دوم مي توان براي يافتن ماكسيمم و 

.مينيمم توابع چند متغيره استفاده كنيم



تعزيف4.5.1

در اين . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

:صورت

اگر براي . مي ناميمf( مطلق)مقدار ماكسيمم  f(a,b)( الف

:داشته باشيم fاز قلمرو (x,y)هر

F(x,y)<=f(a,b)                          



 (x,y)اگر براي هر. مي ناميمf( مطلق)مقدارمينيمم  f(a,b)( ب

:داشته باشيم fاز قلمرو

F(x,y)>=f(a,b)                          



تعزيف4.5.2

در اين . باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

:صورت

.  داراي يك ماكسيمم نسبي است (a,b)تابع در  fمي گوييم( الف

وجود داشته باشد به  fدر قلمرو (a,b)اگر دايره به مركز 

در درون اين دايره داشته  (x,y)طوري كه به ازاي هر

:باشيم

f(x,y)<=f(a,b)                             



.  داراي يك مينيمم نسبي است (a,b)تابع در  fمي گوييم( ب

وجود داشته باشد به  fدر قلمرو (a,b)اگر دايره به مركز 

در درون اين دايره داشته  (x,y)طوري كه به ازاي هر

:باشيم

f(x,y)>=f(a,b)                                  



قضي4.5.4ً

يك ماكسيمم يا مينيمم  (a,b)درfفرض مي كنيم تابع دو متغيره 

 (a,b)در   fاگر مشتقهاي جزيي مرتبه ي اول.نسبي دارد

:موجود باشند آنگاه

Fx(a,b)=0                               

Fy(a,b)=0                               



يك  (a,b)درfاز اين قضيه نتيجه مي شود كه اگر تابع 

يك جواب  (a,b)ماكسيمم يا مينيمم نسبي داشته باشد آنگاه 

:دستگاه دو مجهولي زير است



يك نقطه ( نظير توابع يك متغيره )هر جواب اين  دستگاه را 
ممكن  (c,d)توجه كنيد كه نقطه ي .ميناميم fي بحراني تابع 

در اين نقطه fباشد ولي تابع  fاست يك نقطه ي بحراني 

.ماكسيمم و مينيمم نسبي داشته باشد



ماكسيمم يا  a,b))در Fولي تابع  =Fy(a,b) Fx(a,b)اگر 

داراي  a,b))در  Fمينيمم نسبي نداشته باشد مي گوييم تابع 

.يك نقطه ي زين اسبي است



معمولا با استفاده از تعريف تشخيص اينكه يك نقطه ي بحراني 
ماكسيمم است يا مينيمم مشكل است  Fتابع دو دو متغيره ي 

اما به كمك مشتقهاي جزيي مرتبه ي دوم توابع يك يك .

.متغيره قادر به اين امر هستيم



آسمُن مشتق دَم4.5.8

و .باشد yو  xتابعي با متغير هاي  fفرض مي كنيم 

Fy(a,b)=0 Fx(a,b)=  همچنين فرض مي كنيم مشتقهاي

پبوسته باشند و  a,b))درون دايره اي به مركز Fجزيي 



در اين صورت 

ماكسيمم (a,b)در Fآنگاه  Fxx(a,b)<0و ∆ 0<(a,b)اگر( الف

.نسبي دارد

مينيمم (a,b)در Fآنگاه  Fxx(a,b)>0و ∆ 0<(a,b)اگر( ب

.نسبي دارد



يك نقطه ي زين اسبي (a,b)در Fآنگاه  ∆ 0<(a,b)اگر( پ

.به عبارت ديگر ماكسيمم و مينيمم  ندارد. دارد 

.از اين آزمون نتيجه اي به دست نمي آيد ∆ 0=(a,b)اگر( ت



 آنگاه حاصلضرب ∆ 0<(a,b)دقت كنيد كه اگر

fxx(a,b)fyy(a,b) پس  .مثبت استfxx(a,b)وfyy(a,b) 

در نتيجه در بندهاي الف و ب آ .هم علامت مي باشند 
 fxx(a,b)را جايگزين  fyy(a,b)زمون مشتق دوم ميتوان 

.نمود



ماكظيمم َ ميىيمم تُاتع وظثت تً 4.6
شزايظ دادي شدي



در اكثر مسايل مديريت و اقتصاد تعيين ماكسيمم و مينيمم يك 

تابع چند متغيره با توجه به يك يا چند شرط صورت مي 

.گيرد



براي مثال فرض كنيد هدف يك مصرف كننده به حداكثر 

فرض . است 2و1رسانيدن مطلوب در مصرف دو كالاي 

ميزان  p2و p1كنيد  قيمت اين دو كالا به ترتيب برابر با

 x2وx1مصرف او از اين دو كالا به ترتيب برابر با 

.اما اين مصرف كننده  محدوديتهايي نيز دارد.باشد



پس مطلوب است اين . يكي از محدوديتها ميزان درآمد او است

مصرف كننده  تابغي از ميزان استفاده او از اين دو كالا 

بوده و ميزان مخارج مصرفي او از اين دو كالا بايد با 

به بيان ديگر ميتوان گفت .ميزان درآمد او نيز برابر باشد

جه .كه اين مصرف كننده ميخواهد مطلوبيت خود را با ت

.  به محدوديت درآمد به حد اكثر برساند



پس بايد ماكسيمم تابع 

U=f(x1,x2)                             

(محدوديت)را نسبت به شرط 

P1x1+p2x2=y                           

.تابع مطلوب است  U=f(x1,x2)پيدا كنيم كه در آن 



يكي به روش . به دو روش مي توان اين كار را انجام داد

اين دو روش را در .جايگزيني و ديگري به روش لاگرانژ 

.زير معرفي مي كنيم



رَع جايگشيىي4.6.1

يكي از روشهاي به دست آوردت ماكسيمم و مينيمم توابع 

نسبت به شرايط داده شده از طريق جايگزين كردن تلبع 

بدين . در تابع هدف است( شرايط داده شده) محدوديت 

ترتيب مسئله تبديل به مسئله ي ماكسيمم يا مينيمم كردن يك 

.تابع بدون محدوديت ميشود



رَع لاگزاوژ4.6.3

را با   f(x,y)ميخواهيم ماكسيمم يا مينيمم تابع دو متغيره ي

موسوم به ضريب  λمتغير جديد.بيابيم  g(x,y)=0محدوديت

تابع  λلاگرانژ را در نظر مي گيريم با استفاده از متغير 

جديدي به نام تابع لاگرانژ را به صورت زير تعريف 

.  ميكنيم

F(x,y, λ)=f(x,y)- λg(x,y)  



 0λ =λماكسيمم يا مينيمم داشته باشيم آنگاه (a,b)درfپس اگر

يك جواب دستگاه سه   (a,b, λ)وجود دارد به طوري كه

.معادله سه مجهولي زير است



شزط كافي تزاي َجُد ماكظيمم َ ميىيمم 4.6.5
تُاتع وظثت تً شزايظ دادي شدي

تحت   f(x,y)فرض مي كنيم تابع دو متغيره ي

تابع  ,λ F(x,y (داده شده باشد و  g(x,y)=0محدوديت

ثابت ميشود كه شرط كافي براي . لاگرانژ متناظر باشد 

وجود



ماكسيمم اين است كه( الف



مينيمم اين است كه( ب



وكت4.6.6ً

  f(x1,x2,…,xn)متغيره  nروش لاگرانژ را ميتوان براي تابع

كه در آن gi(x1,x2,…,xn)  i=1,2,…,nبا تابع محدوديت 

.تعميم داد



در اين صورت تابع لاگرانژ عبارتند از

از مساوي صفر قرار دادن مشتقهاي جزيي تابع لاگرانژ 

مجهولي به دست مي  n+kمعادله ي   n+kدستگاهي شامل

. آيد



معادلات ديفزاوظيم:فصم پىجم



حل برخي از مسايل در مديريت ئ اقتصاد منجر به بررسي 

چنين .معادله اي بين يك تابع مجهول و مشتقهاي آن مي شود

در اين فصل .معادله اي را يك معادله ي ديفرانسيل مي ناميم

با معرفي چند نوع معادله ي ديفرانسيل ساده روش حل آنها 

.را مطالعه مي كنيم



آشىايي تا معادلات ديفزاوظيم5.1



تعزيف5.1.1

باشد هر معادله اي به  xتابعي از  yفرض كنيد

 n+2در آن تابعي از  Fرا كه  F(x,y,y,…,y )صورت

باشد يك معادله ي  xنسبت به  yمشتق اول nو x ،yمتغير

.  ام مي ناميم  nديفرانسيل معمولي مرتبه ي

(n)



است و مرتبه   xنسبت به yام  nاز مشتق   yتوجه كنيد منظور

ي يك معادله ي ديفرانسيل برابر با مرتبه ي بالاترين مشتق 
.موجود در معادله است

(n)



تعزيف5.1.2

را يك جواب معادله ي ديفرانسيل y=f(x)تابع 

F(x,y,y,…,y )=0                         

متعلق  xدر صورتي كه به ازاي هر.مي ناميم Iدر فاصله ي

.  و مشتق هاي آن در معادله صدق كنند y=f(x)تابع  Iبه

(n)



مجموعه ي تمام جوابهاي معادله را جواب عمومي معادله مي 

.ناميم

منظور از حل يك معادله ي ديفرانسيل به دست آوردن جواب 

.عمومي آن است



تعزيف5.1.4

معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي ام

با شرايط اوليه 

.  را كه در آن ها اعداد معيني هستند يك مسئله با مقادير اوليه مي ناميم



شرط   nامnتوجه كنيد كه براي معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي 

  (n-1)اين شرايط مقادير تابع مجهول و.اوليه وجود دارد 

مي توان .معين مي كنندx0مشتق اول آن را در نقطه ي 

يك مسئله با مقادير  Fنشان داد كه با وضع محدوديتهايي بر

اين جواب را . اوليه داراي يك مجواب منحصر به فرد است

.  جواب خصوصي مسئاله مي ناميم



تعزيف5.1.7

يك معادله ي ديفرانسيل با مشتقات جزيي معادله ايست كه 

همرام ( بيش از يك متغير)شانل يك تابع مجهول چند متغيره 
.با مشتقات جزيي آن باشد



معادلات ديفزاوظيم جدايي پذيز5.2



در اين بخش روش حل معادلات ديفرانسيلي را بررسي مي 
.كنيم كه مي توان متغيرهاي آنها را از يكديگر جدا كرد



تعزيف5.2.1

را كه  p(x)dx+q(y)dy=0معادله ي ديفرانسيل مرتبه ي اول 

  I1دو تابع حقيقي به ترتيب در فاصله هاي qو  pدر آن

پيوسته اند يك معادله ي ديفرانسيل جدايي پذير مي  I2و

.ناميم



با انتگرالگيري مستقيم از اين معادله جواب عمومي آن به 

.صورت زير به دست مي آيد

∫p(x)dx+ ∫q(y)dy=c


