
محاسباتͬ هندسه�ی درس پروژه�ی

� رأسͬ پوشش

دانش�جو نام

١٣٩٢ دی ٢٣

چͺیده

و هستند ان�پͬ-سخت مهندسͬ و کامپیوتر علوم ریاضیات، در بهینه�سازی مسائل از بسیاری
چندجمله�ای زمان در مسائل این برای بهینه جواب�های آوردن دست� به P ̸= NP فرض با بنابراین
جواب� به ͷنزدی جواب�هایͬ که مͬ�آورند فراهم را امͺان این تقریبͬ الͽوریتم�های است. غیرممͺن
ارائه�ی ضمن بخش این در آورد. دست به مسائل از دسته این برای اثبات قابل تقریب ضریب با بهینه
ارائه آن برای تقریبͬ الͽوریتم چند و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را رأسͬ پوشش مسئله�ی اولیه، تعاریف

مͬ�کنیم.

مقدمه ١

نمͬ�توان P ̸= NP فرض با بنابراین، هستند. ان�پͬ-سخت پایه�ای و مهم بهینه�سازی مسائل از بسیاری
مسائل این با برخورد برای متداول روش�های کرد. ارائه مسائل این برای چندجمله�ای زمان با الͽوریتم�هایͬ

از: عبارت�اند

نمود. خاصحل حالات برای فقط را مسئله •

نمود. حل غیرچندجمله�ای زمان در را مسئله حالات، تمام جست�وجوی روش�های از استفاده با •

آورد. دست به را بهینه جواب از تقریبͬ چندجمله�ای، زمان در •

تقریبͬ الͽوریتم�های است. تقریبͬ الͽوریتم�های از استفاده یعنͬ روشسوم روی بر درستمرکز این در
کنند. پیدا چندجمله�ای زمان در را بهینه جواب به ͷنزدی جوابͬ قادرند

١



تقریب ضریب مسئله�

1 + ε (ε > 0) Euclidian TSP
const c Vertex Cover
log n Set Cover

nδ (δ < 1) Coloring
∞ TSP

بهینه�سازی مسائل برای تقریب ضرایب از نمونه�هایͬ :١ جدول

مسئله�ی از نمونه هر فرضکنید بͽیرید. نظر در را P بیشینه�سازی) یا (کمینه�سازی بهینه�سازی مسئله�ی
عنوان به مثبت عدد ͷی ممͺن، جواب هر به است. ممͺن١ جواب�های از ناتهͬ مجموعه�ی ͷی دارای P
NP-) ان�پͬ-بهینه�سازی مسئله�ی ͷی فوق شرایط با P مسئله�ی است. شده داده نسبت آن وزن) (یا هزینه
تعیین مسئله، نمونه�های بودن معتبر تعیین برای چندجمله�ای الͽوریتم�های اگر است، (Optimization

باشد. داشته وجود ممͺن جواب هر وزن تعیین نیز و جواب�ها، بودن ممͺن
G = گراف ͷی شامل مسئله از معتبر نمونه�ی هر دوره�گرد، فروشنده�ی مسئله�ی در مثال، طور به
مجموعه مسئله، از (G,w) نمونه�ی هر برای است. w : E → R+ هزینه�ی تابع علاوه�ی به (V,E)

برابر جواب هزینه�ی ممͺن، جواب هر برای است. G د موجود دورهای تمام شامل ممͺن جواب�های
مسئله، نمونه�های بودن معتبر تعیین وضوع، به مͬ�باشد. دور در موجود یال�های تمام هزینه�ی مجموع با
مسئله�ی بنابراین است. انجام�پذیر چندجمله�ای زمان در جواب هر هزینه�ی تعیین و ممͺن، جواب�های تعیین
ان�پͬ- مسئله�ی ͷی P اگر که داد نشان مͬ�توان است. ان�پͬ-بهینه�سازی مسئله�ی ͷی دوره�گرد، فروشنده�ی
محاسبه قابل چندجمله�ای زمان در غیرقطع٢ͬ صورت به P کمینه/بیشینه�ی مقدار آن�گاه باشد، بهینه�سازی

است.
OPT(I) با را I برای بهینه جواب هزینه�ی ،P ان�پͬ-بهینه�سازی مسئله�ی ͷی از I نمونه�ی هر ازای به
نشان ALG(I) با را I روی بر تقریبͬ الͽوریتم توسط تولیدشده جواب هزینه�ی همچنین، مͬ�دهیم. نشان

مͬ�دهیم.

:P از I نمونه�ی هر برای اگر است αتقریب دارایضریب P مسئله�ی برای تقریبͬ الͽوریتم ͷی ١ تعریف

max

{
ALG(I)

OPT (I)
,
OPT (I)

ALG(I)

}
⩽ α.

ضرایب از نمونه�هایͬ مͬ�شود. نامیده α-تقریبͬ یͷالͽوریتم ،αتقریب ضریب با تقریبͬ الͽوریتم ͷی
است. آمده ١ جدول در بهینه�سازی مسائل برای متداول تقریب

رأسͬ پوشش ٢

مͬ�پرازیم. پوششرأسͬ مسئله�ی بررسͬ بخشبه این در بهینه�سازی، مسائل مجموعه از مسئله اولین عنوان به
مͬ�شود. تعریف زیر صورت به مسئله این

feasible١
non-deterministic٢

٢



١

٢ ٣

شده�اند. داده نشان ͬͽرن رأس�های با که آن برای رأسͬ پوشش ͷی و Gگراف :١ شͺل

است. شده داده w : V → R+ هزینه�ی تابع و G = (V,E) گراف رأسͬ) (پوشش ١ مسئله�ی
ازدو ͬͺی حداقل ،uv ∈ E یال هر ازای به که طوری بیابید را هزینه حداقل با C ⊆ V زیرمجموعه�ی

باشد. C مجموعه�ی در v و u رأس

مسئله�ی هستند، واحد وزن دارای رأس�ها همه�ی وقتͬ یعنͬ حالتغیروزن�دار، در پوششرأسͬ مسئله�ی
مͬ�دهد. نشان را رأسͬ پوشش ͷی از نمونه�ای ١ شͺل مͬ�شود. نامیده اندازه�ای٣ رأسͬ پوشش

است. شده ارائه غیروزن�دار رأسͬ پوشش مسئله�ی برای حریصانه الͽوریتم ͷی زیر در

حریصانه رأسͬ پوشش ١ الͽوریتم

C = ∅ بده قرار :١
نیست: تهͬ E وقتͬ تا :٢

کن انتخاب را uv ∈ E دل��خواه یال :٣
C ← C ∪ {u, v} :۴

کن حذف E از را v یا u بر واقع یال�های تمام :۵

برگردان را C :۶

خواهیم نشان ادامه در است. رأسͬ پوشش ͷی ١ الͽوریتم خروجͬ که نمود مشاهده مͬ�توان سادگͬ به
است. کمینه رأسͬ پوشش اندازه�ی برابر دو حداکثر الͽوریتم توسط تولیدشده رأسͬ پوشش اندازه�ی که داد

.OPT ⩽ |C| ⩽ ٢OPT ١ قضیه�ی

M کنبد فرض است. بدیهͬ چپ سمت نامساوی است، رأسͬ پوشش ͷی C که جایͬ آن از اثبات.
M در یالͬ دو هیچ که جایͬ آن� از شده�اند. انتخاب الͽوریتم توسط که باشد یال�هایͬ تمام مجموعه�ی
یال هر از رأس ͷی حداقل باید بهینه) رأسͬ پوشش جمله (از رأسͬ پوشش هر نیستند، مشترک رأس دارای

بنابراین بپوشاند. Mرا در موجود

|M | ⩽ OPT.

نتیجه در .|C| = ٢|M | مͬ�دانیم طرفͬ از

|C| = ٢|M | ⩽ ٢OPT.

□

تقریب٢ ضریب که مͬ�دهد نشان زیر مثال است. ٢-تقریبͬ الͽوریتم ͷی ١ الͽوریتم ،١ قضیه�ی بر بنا
تولیدشده رأسͬ پوشش بͽیرید. نظر در را Kn,n کامل بخشͬ دو گراف است. محͺم الͽوریتم این برای
پوشش که صورتͬ در بود، خواهد رأسگراف ٢n تمامͬ شامل گراف این روی بر حریصانه الͽوریتم توسط

است. رأس n یعنͬ تعداد، این نصف شامل بهینه رأسͬ

Cardinality Vertex Cover٣
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ملاحظات ٣

Karakostas توسط استکه ٢−Θ( ١√
n
دارایضریبتقریب( پوششرأسͬ برای موجود الͽوریتم بهترین

برای تقریبͬ الͽوریتم هیچ ،P ̸= NP فرض با که است شده ثابت .[١] است شده ارائه ٢٠٠۴ سال در
«حدس قوی�تر فرض با .[٢] ندارد وجود ١٠

√
۵ − ٢١ ∼ ١٫ ٣۶ از بهتر تقریب ضریب با مسئله این

.[٣] است اثبات قابل مسئله این تقریب ضریب برای ٢− ϵ پایین کران یͺتا»۴ بازی�های
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unique games conjecture۴
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