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 مساحتتسطیح هم

 .یک به یک از کره به صفحه استتبدیلی  تسطیح،کنیم که زبانی یادآوری میابتدا جهت ایجاد هم

د تنها توانی تسطیح میرد یک تسطیح کل کره را تصویر کند؛ یعنی دامنهتوجه کنید لزومی ندا

 ای از کره باشد.زیرمجموعه

 )حافظ مساحت( است. تمساحتسطیح هما خواهد بود، آنچه مورد بررسی م

 هر مساحت دلخواهی از کره با مساحتِ ،تحت آن تسطیح گوییم کهمساحت میهمتسطیحی را 

 تنها یک ضریب ثابت تفاوت داشته باشد.روی صفحه، ی آن تصویر شده

 ی تسطیح به شکل زیر باشد:تصور کنید ضابطه

{
𝑥 = 𝑋(𝜃, 𝜙)

𝑦 = 𝑌(𝜃, 𝜙)
 

النهار با ی نصفزاویه 𝜙و  زاویه با قطب 𝜃) .باشندمختصات کروی میی هامؤلفه 𝜙و  𝜃که در آن 

 (باشدنصف النهارِ مبدأ می

 توان تصور کردعنوان یک مدل ساده میدر ابتدا به
𝜕𝑌

𝜕𝜙
,
𝜕𝑋

𝜕𝜃
= تنها  𝑦و  𝜙تنها تابع  𝑥 یعنی ؛ 0

 .باشد 𝜃تابع 

{
𝑥 = 𝑋(𝜙)

𝑦 = 𝑌(𝜃)
 

و  هاالنهارنتیجه گرفت که تصویر نصف توانسادگی میبه

است. پس  𝑥 و 𝑦با محورهای  موازیخطوط ترتیب بهمدارها 

در نظر گرفت. )به  𝑑𝑥 𝑑𝑦توان المان مساحت را برابر می

 شکل توجه کنید(

 

 

𝑑𝑋 

 مدار

 نصف النهار

𝑑𝑌 
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𝑘المان مساحت روی کره نیز برابر  sin(𝜃) 𝑑𝜃 𝑑𝜙 پس داریم؛ است 

𝑘 sin 𝜃  𝑑𝜃 𝑑𝜙 = 𝑑𝑋 𝑑𝑌 

است  𝜃نیز تنها تابعی از  𝑌و  است 𝜙تنها تابعی از  𝑋که ما در ابتدا فرض کردیم با توجه به این

 :نوشتتوان می

𝑑𝑋 =
𝜕𝑋

𝜕𝜙
 𝑑𝜙  , 𝑑𝑌 =

𝜕𝑌

𝜕𝜃
 𝑑𝜃 

⇒ 𝑘 sin 𝜃 =
𝜕𝑋

𝜕𝜙
 
𝜕𝑌

𝜕𝜃
 

های ز فرضبالا حتی درصورتی که تنها یکی ا جلوتر خواهیم دید که رابطه
𝜕𝑋

𝜕𝜃
= یا  0

𝜕𝑌

𝜕𝜙
= 0 

 دهد.می مساحتهمبه ما تسطیح برقرار باشد 

 در اینجا باشند ومستقل از یکدیگر می 𝜙و  𝜃 میدانیم
𝜕𝑋

𝜕𝜙
و  𝜙تنها تابع  

𝜕𝑌

𝜕𝜃
باشد. می 𝜃تنها تابع  

 توان نتیجه گرفت:پس می

𝜕𝑋

𝜕𝜙
= 𝑘1  ,

𝜕𝑌

𝜕𝜃
= 𝑘2 sin 𝜃       ;    𝑘1, 𝑘2 =   ثابت

⇒ {
𝑥 = 𝑘1 𝜙      
𝑦 = −𝑘2 cos 𝜃

 

تابعی  𝜃بر حسب  𝑦منفی باشد تا  𝑘2توجه کنید برای اینکه نقشه مطلوب ما باشد باید ثابت 

 نزولی باشد.

 اشد.شکل زیر بی تسطیح به رویم. تصور کنید که ضابطهاکنون به سراغ حالت کلیِ مسئله می

{
𝑥 = 𝑋(𝜃, 𝜙)

𝑦 = 𝑌(𝜃, 𝜙)
 

المانِ مساحتِ یک خطوط راست نیستند و لزوماً ها ها و مداراین بدین معنی است که نصف النهار

𝜃تا  𝜃)که از  ی نوعیتصویر شده + Δ𝜃   و از𝜙  تا𝜙 + Δ𝜙 )یتا مرتبه گسترده شده است 
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)مراتب بالاتر زودتر به صفر میل . الاضلاع استازیبه شکل متوجای مستطیل ب،  Δ𝜃  و Δ𝜙 اولِ

 کنند(می

 

 

 

 

 

 

 

 است با در شکل بالا مساحت المان برابر

𝐴 = 2 × (
1

2
(Δ𝑋 + Δ𝑋′)(Δ𝑌 + Δ𝑌′) −

1

2
Δ𝑌Δ𝑋′ −

1

2
Δ𝑌′Δ𝑋 − Δ𝑋′Δ𝑌′) 

⇒   𝐴 = Δ𝑋 Δ𝑌 − Δ𝑋′ Δ𝑌′ 

باشد و می «ثابت 𝜙منحنیِ »را بیابیم. نصف النهار،  ′Δ𝑌و  Δ𝑋 ،Δ𝑋′ ،Δ𝑌اکنون کافی است تا 

Δ𝑌  تغییرات تابع𝑌(𝜃, 𝜙) دهد. پس با توجه به مفهوم مشتق را روی این منحنی به ما می

 جزئی داریم

Δ𝑌 = (
𝜕𝑌

𝜕𝜃
)
𝜙
Δ𝜃 

 توان نتیجه گرفت همین ترتیب میبه 

Δ𝑋 = (
𝜕𝑋

𝜕𝜙
)
𝜃 

Δ𝜙  , Δ𝑌′ = (
𝜕𝑌

𝜕𝜙
)
𝜃

Δ𝜙  , Δ𝑋′ = (
𝜕𝑋

𝜕𝜃
)
𝜙
Δ𝜃 

⇒ 𝐴 = (
𝜕𝑌

𝜕𝜃
 
𝜕𝑋

𝜕𝜙
−
𝜕𝑌

𝜕𝜙
 
𝜕𝑋

𝜕𝜃
)  Δ𝜙 Δ𝜃 

Δ𝑌 
 مدار

 نصف النهار

Δ𝑌′ 

Δ𝑋′ Δ𝑋 
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 .صورت دیفرانسیلی بیان کنیمتوانیم بهی بالا را میرابطه

𝑑2𝐴 = (
𝜕𝑌

𝜕𝜃
 
𝜕𝑋

𝜕𝜙
−
𝜕𝑌

𝜕𝜙
 
𝜕𝑋

𝜕𝜃
)  𝑑𝜙 𝑑𝜃 

𝑘ه نیز برابر روی کربر المان مساحت  sin 𝜃  𝑑𝜃 𝑑𝜙 تسطیحِ اساسیی باشد. پس رابطهمی 

 باشد.مساحت به شکل زیر میهم

𝜕𝑌

𝜕𝜃

𝜕𝑋

𝜕𝜙
−
𝜕𝑌

𝜕𝜙

𝜕𝑋

𝜕𝜃
= 𝑘 sin 𝜃  

توجه کنید تنها کافی است یکی از مقادیر 
𝜕𝑋

𝜕𝜃
یا  

𝜕𝑌

𝜕𝜙
)همان  ی ابتدایید تا به رابطهبرابر صفر باش 

 دست آورد.هقطبی ب دستگاهتوان در چنین میاین رابطه را همبرسیم.  ی حالت خاص(رابطه

زیر  ی)میتوانید به عنوان تمرین، همین مراحل را در دستگاه مختصات قطبی طی نموده و به رابطه

 برسید(

𝑟
𝜕𝑟

𝜕𝜃
 
𝜕𝜓

𝜕𝜙
− 𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝜙
 
𝜕𝜓

𝜕𝜃
= 𝑘 sin 𝜃  

,𝑟) که در آن 𝜓) توجه کنید ثابت  باشند.مختصات قطبی میهای مؤلفه𝑘  یک ثابت مثبت است

 تواند منفی باشد.گاه نمیو هیچ

ی از جملهبسیار جالبی را بدست آوردن که  ایهمیتوان تسطیح بدست آمد، بالا ی که درروابطز ا

 مده اشاره کرد.آجلوتر میتوان به مواردی که  ناآن

از طول  (𝜙و  𝜃) رویکمختصات های دستگاه غالبا بجای استفاده از مؤلفهپس  کنید زینتوجه 

𝜑استفاده شده است. ) 𝜑و عرض جغرافیایی  ℓجغرافیایی  =
𝜋

2
− 𝜃 , ℓ = 𝜙) 

 معروف میپردازیم. مساحتِهای همبه معرفی برخی تسطیحاکنون 
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 (Lambert cylindrical equal-area projection) لامبرتای تسطیح استوانه

 

م که گیریشعاع دلخواه درنظر می یک استوانه بهابتدا  ،دست آوردن نقشههدر این تسطیح برای ب

از محور استوانه به هر  سپس جنوب جغرافیایی زمین باشد؛-المحور آن منطبق بر محور شم

وان تبا باز کردن استوانه می دهیم تا استوانه را قطع کند.داد میکنیم و امتوصل می ی زمیننقطه

ی ضابطهاگر شعاع استوانه و زمین هردو واحد در نظر گرفته شوند ی مسطح رسید. به یک نقشه

 اشد.باین تسطیح به شکل زیر می

{
𝑥 = ℓ

𝑦 = sin𝜑
 

ای ههایی نوسانی شبیه به منحنیچنین دوایر صغیره منحنیدر این تسطیح، دوایر عظیمه و هم

 به صورت خطوط افقی وکه در این تسطیح، ها مدارها و نصف النهارجز البته به، دنباشمثلثاتی می

 . یندآمیعمودی در
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توجه کنید.زیر به نقشه اکنون 

 

ر محو تسطیح با این تفاوت انجام شده که این اند؛النهارها رسم شدهمدارها  و نصف نقشه ایندر  

اما محور استوانه از مرکز زمین  زمین نبوده است جنوب جغرافیایی-شمال استوانه موازی با محور

  کند.عبور می
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 (Lambert azimuthal equal-area projectionمتی لامبرت )سَ تسطیح 

  

ای از کره )این نقطه را ن تسطیح ابتدا یک صفحه به نقطهدر ای

کنیم سپس برای نامیم( مماس مییی مرکز نقشه منقطه

 یتای به مرکزبدست آوردن تصویر هر نقطه دایره

ی مذکور رسم ی مرکز نقشه و گذرنده از نقطهنقطه

 ای دیگر صفحه را قطع کند.کنیم تا در نقطهمی

 

     ی سمت چپ به مرکزو نقشهشمال ی سمت راست به مرکز قطب نقشه بالا، هایتصویر در

ℓ = 4°𝐸, 𝜑 =  باشد.می 0

 اشد.بشکل زیر میی این تسطیح بهضابطهی مرکز نقشه، قطب شمال باشد؛ که نقطهدرصورتی

{
𝑟 = sin

𝜃

2
𝜓 = 𝜙
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 (Sinusoidal Projectionمساحت مرکاتور )تسطیح هم

  

 مشترکش بای ست تا هر مدار را از نقطهدست آوردن نقشه، کافیهبرای ب در این تسطیح

را تغییر  𝜙  ،𝑦)به طور همگن نسبت به بشکافیم و آن را در صفحه قرار دهیم °180النهار نصف

 cosشکل منحنی ها بهالنهارصورت خطوط افقی بوده و نصفر این تسطیح مدارها بهد دهیم(می

 باشد.شکل زیر میاین تسطیح بهی ضابطه د.نباشمی

{
𝑥 = ℓ cos𝜑
𝑦 = 𝜑

 

 (𝜋,+𝜋−)ی را در بازه ℓی مطلوب ما را بسازد، باید ی بالا نقشهتوجه کنید برای اینکه رابطه

 در نظر بگیریم.
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 II (Eckert II Projection) رتکِمساحت اِتسطیح هم

  

 شد.باشکل زیر میی این تسطیح بهشکل کلی ضابطه

{
𝑥 = ℓ √𝑎 − 𝑏 sin|𝜑|                              

𝑦 = ( √𝑎 − √𝑎 − 𝑏 sin|𝜑| ) × sgn 𝜑
 

 شود.به صورت زیر تعریف می sgnو تابع  هستند دو مقدار ثابت 𝑏و  𝑎که در آن 

sgn 𝑥 = {
+1             𝑥 > 0
 0               𝑥 = 0
−1             𝑥 < 0

 

مقدار و  توانند اتخاذ کنندهر مقداری را نمی 𝑏و  𝑎مشخص است که  تسطیح، یبه ضابطهبا توجه 

طیح، ی تسبرای اینکه دامنهعنوان نمونه به. ی تسطیح قیدهایی اعمال میکنندثوابت بر روی دامنه

 باید شرط زیر برقرار باشد. کلِ کره را پوشش دهد

|𝑏| < 𝑎 

 باشند.صورت خطوط مایل میالنهارها بهط افقی و نصفصورت خطودر این تسطیح مدارها به
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 (Hammer projectionتسطیح هامر )

 

 

 باشدزیر می شکلی این تسطیح بهضابطه

{
 
 

 
 𝑥 =

cos𝜑 sin ℓ/2

√1 + cos𝜑 cos ℓ/2

𝑦 =
sin𝜑

√1 + cos𝜑 cos ℓ/2
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  (Mollweide Projection) مالوید تسطیح

 

 

 شکل زیر است.ی این تسطیح بهبطهضا

{
𝑥 = ℓ cos 𝛾
𝑦 = sin 𝛾

 

 ید.آدست میهی زیر باز رابطه 𝛾که در آن 

2𝛾 + sin 2𝛾 = 𝑘 sin𝜑 

 باشد.یک عدد ثابت می 𝑘در آن  و

 باشد. در این تسطیح مدارها به شکلید به شکل بیضی میآدست میهای که از این تسطیح بنقشه

 یند.آالنهارها به شکل بیضی در میو نصفخطوط افقی 
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 (Bottomley Projectionتسطیح باتملی )
 

 

 باشدی این تسطیح در حالت کلی به شکل زیر میضابطه

{
𝑥 = 𝜃 sin 𝛾

𝑦 =
𝜋

2
− 𝜃 cos 𝛾

 

 برابر است با 𝛾که در آن 

𝛾 = 𝑘
𝜙

𝜃
sin 𝜃 

 عددی ثابت است. 𝑘در آن  و

 

 شده در نظر گرفتهبرابر واحد مقیاس  ثوابتِ ،ندبالا معرفی شد در سطیحاتی کهتوجه کنید در ت *

 .است
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 تمارین

 مساحت میتوانید نشان دهید تسطیحاتی که در بالا معرفی شد، همبه عنوان تمرین می-

 باشند.

 

  در نگاشتMollweide  نشان دهید𝛾 یک ازبه  تابعی یک𝜑  .بررسیِ یتوانید اهمیتِم است 

 شرح دهید؟ موضوع رااین 

 

  در تسطیح اکرتII ی عرض جغرافیایی دامنهی ما محدود به در صورتی که بخواهیم نقشه

(−𝜑0, +𝜑0) .باشد قیدی بر روی ثوابت بیابید 

 

  به شکل  ی یک تسطیحضابطهدر نظر بگیرید 

{
𝑥 = ℓ 𝑓(𝜑)

𝑦 = 𝑓(𝜑)
 

مساحت بودن این تسطیح، تسطیحِ ا فرض همب باشد.می 𝜑تابعی از  𝑓(𝜑)که در آن  باشد

 دست آورید.را ب II اکرت 

 

 صورت زیر در نظر بگیرید.ی تسطیحی را بهضابطه 

{
𝑥 = ℓ cos(𝑓(𝜑))

𝑦 = sin(𝑓(𝜑))
 

 

 دست آورید.هرا ب مالویدمساحت بودن این تسطیح، تسطیحِ با فرض هم

 ی تسطیحی با ضابطه 
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{
𝑟 = 𝜃

𝜓 = 𝑓(𝜃, 𝜙)
 

 د.دست آوریهمساحت بودن این تسطیح، تسطیح باتملی را بر نظر بگیرید. با فرض همد

 

 پذیر مشتق نشان دهید به ازای هر تابع𝑓(ℓ) ی زیر مساحت با ضابطهیک تسطیح هم

 وجود دارد

{

𝑥 = 𝑓(ℓ)

𝑦 =
sin𝜑

𝑓′(ℓ)

 

ی این جزو دامنه، وجود( )در صورتبرابر صفر است 𝑓′(ℓ)که البته نقاطی که در آنها 

 تسطیح نخواهد بود.

 

 را به شکل  یمساحتهم ی تسطیحضابطه 

{
𝑥 = ℓ 𝑓(𝜑)

𝑦 = 𝜑 𝑓(𝜑)
 

 .دست آوریدهرا ب 𝑓های ممکن برای جواب و تمامدر نظر بگیرید 

 

  ی تسطیحی با ضابطه 

{
𝑟 = 𝑓(𝜃, 𝜙)
𝜓 = 𝜃

 

 مساحت باشد. ین تسطیح همرا طوری بیابید که ا 𝑓را در نظر بگیرید. تابع 
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  در صورتی که تسطیح{𝑥 = 𝑓(𝜃, 𝜙), 𝑦 = 𝑔(𝜃, 𝜙)} مساحت باشد، یک تسطیح هم

𝑥}نشان دهید تسطیح  = ℎ(𝑓), 𝑦 = ℎ(𝑔)} مساحت است اگر و تنها اگر نیز هم

ℎ′(𝑓)مقدار  × ℎ′(𝑔) .یک ثابت مثبت باشد 

 

  ِنشان دهید در صورتی که چهار تسطیح 

𝑇1: {𝑥 = 𝑋1, 𝑦 = 𝑌1}  , 

𝑇2: {𝑥 = 𝑋1, 𝑦 = 𝑌2}  , 

𝑇3: {𝑥 = 𝑋2, 𝑦 = 𝑌1}  , 

𝑇4: {𝑥 = 𝑋2, 𝑦 = 𝑌2} 

یک  𝑌چنین و هم 𝑋2و  𝑋1ترکیب خطی از یک  𝑋مساحت باشند و بدانیم تسطیحات هم

:𝑇است، آنگاه تسطیح  𝑌2و  𝑌1ترکیب خطی از  {𝑥 = 𝑋, 𝑦 = 𝑌} مساحت نیز هم

 است.

 

  صورت به نگاشت تسطیحیفرض کنیم𝑇: ی توابع تسطیح را روی دامنه  𝑆داریم. تابع  { }

 کنیم. خروجی این تابع نسبت مساحت نقشه به مساحت کره در هر نقطه است.تعریف می

 (های نظیر)یعنی نسبت المان

 ابت هستند(ثو 𝛽و 𝛼) را بیابید. 𝑆تابع برای ضوابط تسطیح زیر 

 

 𝑇 ∶ {
𝑦 = 𝛼 𝜑
𝑥 = 𝛽 ℓ      

 

 𝑈: {
𝑦 = 𝛼 ln [tan(

𝜋

4
+
𝜑

2
)]

𝑥 = 𝛼 ℓ                          
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 𝑉: {
𝑟 = 𝛼 tan(

𝜋

4
−
𝜑

2
)

𝜓 = ℓ                       
      

 𝑊:{
𝑟 = 𝛼 tan(

𝜋

2
− 𝜑)

𝜓 = ℓ                         
      

 

 𝑋: {
𝑦 = 𝛼 sin 𝜑
𝑥 = 𝛼 cos ℓ

           

ظر را در ن –دنمتغیری شده باشتک یابعوباید تکه –اید که برای هر نگاشت یافته  𝑆ابعواکنون ت

. در نظر بگیرید 𝑄0حول 𝛿 شعاع  و یک همسایگی به 𝑆در دامنه  𝑄0مقداری مانند . بگیرید

نگاشت برای نقاط  𝛿طوری بیابید که تا مرتبه اول های بالا گاشتبرای هرکدام از نرا  𝑄0 اکنون

 مساحت عمل کند.درون این همسایگی هم
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