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  2فصل 
  هاگروه

برخي  را معرفي و) Pبا ويژگي( جبر  -Pو )نه لزوماً با ويژگي( جبري مفاهيم دستگاه 1فصل در 
ي كـه در همـه  را ، همريختـي  و ،خـارج قسـمت  ، همضـرب ، ضرب، زيرجبر، مانند مفاهيماز 

، تقريبـاً  شـد نيز بيان  1همان طور كه در فصل . بررسي كرديممشترك هستند،  ي جبريهادستگاه
در . هسـتند  ويژگيجبري با يك يا چند  -Pاي كه مطالعه خواهيم كردهاي جبريي دستگاههمه

به عنـوان   ،گروه راو  ،گروهشبهحلقه، مشبكه،  گروه، تكواره،نيم جبرهاي -P،4.1 تا 2.1 هايبخش
و پـر   تـاريخي  معرفي كرديم و قرار شـد دسـتگاه  با ويژگي، هاي جامع جبري ي از دستگاههاينمونه

 . در اين فصل با جزييات بيشتري مورد مطالعه قرار دهيم گروه راكاربرد 

اسـت، بـه    1 فصلاز آنجا كه هر بخش اين فصل همتا و حالت خاص قسمتي يا تمام بخشي از      
حالـت كلـي موضـوع درس را از    اي چند دقيقـه قبل از كلاس شب  كنيم كهمي توصيه شما خوبان

در ضمن،  .تري از هر دو حالت كلي و خاص به دست آوريدد تا درك بهتر و درستيكن مرور 1فصل 
را تكرار نكنـد   و فنون اثبات استاد درس نيز ممكن است براي صرفه جويي در وقت برخي از مطالب

   !رجوع دهد 1فصل و به 

-يفاصله سر اصـل مطلـب نم ـ  لاب ،ي مطالبهئكه داديم، در ارا يمطابق معمول اين كتاب و قول     
و روش  كنـيم كار آشنا مي فوت و فنگان را با خوانندشما ، اجازه دهدرويم بلكه تا جايي كه زمان 

ديگر جبر به دست  هايو درس 3ي فصل تري براي مطالعهتا آمادگي بيش دهيمرا آموزش مي ركا
  كنيم كه البته مجدداً سفارش مي .آوريد

 مو           انديشه ورزي كني         مانديشيدن بياموزي
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  عريف گروههاي معادل تقضيه  1.2

كنيم يادآوري مي 6.4.1 بحث 2از بندمعادل آن را صورت گروه و  5.4.1در اين بخش، ابتدا تعريف 
 ـگروه ارا تعريف بامعادل ي ديگر قضيه چندسپس . دهيمها را مورد بحث قرار ميو آن كنـيم  ه مـي ئ

  .اي داردويژهو كارايي كه هر يك سودمندي 

 تعريف 1.1.2 )گروه نيم . ; )G باشد و هـر عضـو آن    همانيناميم اگر داراي عضو مي گروهرا  ∗
)يبه عبارت ديگر، گروهواره. داشته باشد وارون ; )G داراي شـرايط زيـر    ناميم اگـر مي گروها ر ∗
  :باشد

    )پذيريشركت اتحاد( )1گ( ( , , ) ( ) ( )x y z G x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  
)    )عضو هماني وجود( )2گ( ) ( )e G x G x e x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = = ∗  
1        )هاوارون وجود( )3گ( 1 1( ) ( )x G x G x x e x x− − −∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = = ∗  

  
بحث در كلاس   2.1.2  

پـذير  عضو هماني در هر گروه منحصر به فرد اسـت و بنـابر شـركت     ،7.3.1ي با توجه به قضيه  -1
 توصـيه البتـه  . را ببينيد 3.4.1ي قضيه(دارد  بودن عمل دوتايي گروه، هر عضو در گروه وارون يكتا

هاي مشخصي از اين رو، در تعريف بالا نماد). ه دهيدئي آن را دوباره اراساده كنيم خودتان اثباتمي
  . ايمبه اين عضوها اختصاص داده

بين افرادي كه با جبرهاي سنتي سـروكار دارنـد    1.1.2تعريف گروه به همان صورت ) اختياري( -2
هـاي معـرف يـك دسـتگاه     به دفعات گفتيم و ديديم كه اگر شـرط  1در فصل است، ولي تر متداول

بيـان كـرد، كـار كـردن بـا آن      نيـز  ) هاي وجـودي بدون استفاده از سور( هااتحادجبري را بتوان با 
تعريـف گـروه    ) 1گ(اگر چه شرط . تر استآساناي، هاي رايانه، به ويژه با استفاده از برنامهدستگاه

داراي سور وجـودي هسـتند و از ايـن رو     )3گ( و )2گ( به صورت اتحاد است ولي دو شرط ديگر
اي شـود مفهـوم گـروه را بـه گونـه     ال بسيار مهم اين است كه، آيا مـي ؤس. شونداتحاد محسوب نمي

 خوشـبختانه اتحـاد باشـند؟   گـروه نيـز    1.1.2 فيعرت )3گ(و  )2گ(معرفي كرد كه اصول موضوع 
 بحـث  4بند در  گروهتعريف شبه و تكوارهبراي  11.3.1 مشابه تعريف .است سوال مثبتاين پاسخ به 

 گيـري را به عنوان عملي صـفرتايي و وارون  ،eيعني ،منحصر به فرد گروه اگر عضو هماني ،11.4.1
  چون را عملي يكانيمنحصر به فرد 
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به جاي دستگاه جبـري  توانيم گروه را ميدهد كه مفهوم تعريف زير نشان ميدر نظر بگيريم، آنگاه  
( ; )G τ(2)از نــوع ∗ )1دســتگاهي جبــري چــون   بــه صــورت   ،= ; , , )G e−∗ از نــوع ⋅

(2,1,0)τ ايـن دو  را حذف و در نتيجه  )3گ(و  )2گ(هاي وجودي در ، و سورمعرفي كنيم =
   . بيان كنيم تحادادو به صورت  )1گ(نيز مانند اصل معرف گروه را 

)1دستگاه جبـري ).  صورت دوم(تعريف   3.1.2 ; , , )G e−∗ τ(2,1,0)از نـوع  ⋅  گـروه  =
  :باشند)  اتحاديعني  (ي زير در آن برقرار معادلهاگر سه  است

)) پذيريشركت اتحاد( )1گ( , , ) ( ) ( )x y z G x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

 )∗ با eعمل صفرتايي يرابطه اتحاد( )2گ( ( )x G x e x e x∀ ∈ ∗ = = ∗  

1)∗و eبا  ⋅−1 عمل يكاني يرابطه اتحاد( )3گ( 1( )x G x x e x x− −∀ ∈ ∗ = = ∗  

  بحث در كلاس 4.1.2

از . هسـتند  اتحاد ،هاگروه اين است كه اصول معرف گروه 3.1.2 هاي مهم تعريفيكي از ويژگي -1
هـا نيـز   هي گرودر باره گفتيماي هاي معادلههاي دستگاهي خوبيدر باره 1اين رو، هر آنچه در فصل 

هـا، نسـبت بـه    گـروه  يدسـته دهـد كـه   بيرخوف نتيجه مـي  2.9.1ي به ويژه قضيه. برقرار هستند
ضرب ها، حاصلزيردستگاه جبري گروهبسته است؛ يعني،  خارج قسمت، وضربحاصل، زيرگروه

البته ايـن مفـاهيم را دوبـاره بـراي      !عالي است .ها، خود گروه هستندها، و خارج قسمت گروهگروه
يـا  (ها بـا يـك   گروه يدسته ازاي دستهزير Kاگر كنيم كهتوجه مي .ها مطالعه خواهيم كردگروه
نسبت به زيرگروه، حاصلضرب، وخـارج  اين دسته لزومي ندارد  آنگاه ،باشد غير اتحاديويژگي ) چند

نسـبت بـه زيرگـروه،    طوري انتخاب شـده باشـد كـه     Kيدسته اگربرعكس، . قسمت بسته باشد
 شـود ها مشخص نمياي از اتحادضرب، يا خارج قسمت بسته نباشد، آنگاه اين كلاس با دستهحاصل

تجربـه   نيـز  جبـر  هاي ديگـر اين مطالب را در درس .)بيرخوف را ببينيد 2.9.1 يدو طرفه يقضيه(
    .خواهيد كرد

مفهوم گروه از چه زماني و چطور وارد مباحث رياضي شده است؟ چرا اين دستگاه جبري ساده   -2
شود؟ تقريباً در هـر  هاي بسياري روي آن انجام شده است و مياين اندازه با اهميت است و پژوهش

  .ها وجود داردي گروهنظريهگروه آموزشي رياضي در دنيا، و البته در ايران، دست كم يك متخصص 

. شـود ها آورده مـي ي گروههمواره با نظريه گالوا، و به ويژه آبل، لاگرانژداناني چون نام رياضي     
ماننـد  (در جستجوي پاسخي براي وجود يا عـدم وجـود فرمـولي راديكـالي      ،اين افراد، به ويژه گالوا

2( 4 ) / 2b b ac a− ± 2axهايبراي ريشه − bx c+ هاي چنـد  براي پيدا كردن ريشه) +
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هـا، دسـت   هـاي ريشـه  ، به دستگاهي جبري، حاصل از جايگشـت 4تر از هاي از درجه بيشايجمله
بررسـي  . هاي اين گروه نهفتـه اسـت  پاسخ به سؤال بالا در ويژگي. يافتند كه بعدها گروه ناميده شد

ي گالوا مطالعه در درس نظريهپاسخ به سؤال بالا، تفاده از آن در و چگونگي اسهاي اين گروه ويژگي
  . شودمي

از . دن ـكنمـي تر تر و سادهاجازه بدهيد چند نمادگذاري را يادآوري كنيم كه كار نوشتن را كوتاه -3
xبه جايبيشتر  ، اگر امكان اشتباه نباشد، اين پس y∗، ضربي گذارينمادxy   را به كـار مـي-

xy يمعادلـه يعنـي،  ( آبلـي باشـد   Gالبته اگر. ناميممي ضربحاصلو حتي آن را  بريم yx= 
x,براي هر  y G∈ جمعي نمادگذارياز ، گاهي )برقرار باشدx y+  و كنيماستفاده مينيزG 

نشـان   −xناميم و بـا مي xيرا قرينه xوارونمعمولاً در اين صورت،  .ناميمرا گروهي جمعي مي
 . نـاميم نيـز مـي   عضـو خنثـي  و آن را  بريمرا براي عضو هماني به كار مي 0دهيم و نماد صفرمي

-ها صـرف نظـر مـي   از نوشتن پرانتز اغلب پذير بودن عمل دوتايي گروه، همچنين، به دليل شركت
ي بحـث، خـوب اسـت    قبـل از ادامـه   .و از اين قبيـل  xyz،xyztuنويسيمكنيم و براي مثال مي

  .نيز روشن كنيمدر نمادگذاري ضربي و جمعي را  nxتكليف نمادگذاري تواني

      
1 1

( 0) ( 0)
( 0) , 0 ( 0)
( 0) ( 0)

n

xx x n x x n
x e n nx n

n x x x nx x− −

⎧ > + + >⎧
⎪ ⎪= = = =⎨ ⎨
⎪ ⎪< − − − <⎩⎩

" "

""
  

)كه در آن  )x y x y− = + m,توانيد نشان دهيـد كـه بـراي هـر    ميبا استقرا . − n∈] در ،
ــذاري ضــربي ــمنمادگ m، داري n m nx x x )و =+ )m n mnx x=  ــذاري جمعــيو در ،نمادگ

( )m n x mx nx+ = )و  + ) ( )n mx nm x=.  

)در تعريف گروه -4  ; )G ولـي   ،نشده است Gيصحبت از ناتهي بودن مجموعه طور صريحبه ، ∗
ي مرتبهرا  Gيعدد اصلي مجموعه .ناتهي باشد Gكند كهايجاب مي eشرط وجود عضو هماني

) گروه ; )G |با  ناميم ومي ∗ |G هرگاه. دهيمنشان مي| |G     متناهي يـا نامتنـاهي باشـد، گـروه
( ; )G   . گوييمرا متناهي يا نامتناهي مي ∗

در سراسر علوم رياضي و علوم ديگر، به ويژه فيزيـك و شـيمي،    ي دستگاه جبري گروههانمونه -5
) هـاي جمعـي اعـداد   از جمله، گروه ؛ديديم 1را در فصل  چند نمونهو  بسيارند ; )+]، ( ; )+_، 

( ; )+\،( ; )هاي ضربي اعـداد  ، و گروه^+( ; )∗ ⋅_،( ; )∗ ⋅\،( ; )∗ در زيـر چنـد مثـال    . ^⋅
  . شويمديگر آشنا مي هايهاي بيشتري در اين درس و درس، و به مرور با مثالآوريمديگر مي

2ي اعداد صـحيح زوج  هامجموعههر يك از نشان دهيد كه  )الف( {2 | }E k k= = ∈] و  [
}،nمضارب صحيح عدد طبيعي  | }n nk k= ∈] گـروه   ،اعـداد  معمـولي  ، همـراه بـا جمـع   [

  چطور؟همراه با ضرب اعداد . دهدتشكيل مي
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}ي مجموعه )ب( | 1}n
nG z z= ∈ توجـه  . گروه استبا عمل ضرب اعداد مختلط همراه  ^=

1كنيم كه براي مي 2, nz z G∈ 1داريم 2 1 2( ) 1 1 1n n nz z z z= = ⋅ نسبت  nGو در نتيجه =
1eروشن است كه عدد . به ضرب اعداد مختلط بسته است است و بـه آسـاني    nGعضو هماني =

به دليـل روشـن، ايـن گـروه را     . ها نيز بسته استنسبت به  وارون nGكه نشان دهيد توانيدمي
  . يمنامميواحد ام −nهاي گروه ريشه

}ي روشن است كه مجموعه )پ( | }a a+ = ∈ >_ _ D     همراه با ضرب معمـولي اعـداد گويـا
/با تعريف  ∗همراه با عمل _+دهيد كهنشان . گروه است 2a b ab∗ عضو  .نيز گروه است =

aهماني آن و وارون هر   .بيابيددر اين گروه را  _∋+

دهـد  مختلط، گروه تشكيل مـي جمع اعداد عمل زير با ي هامجموعههر يك از نشان دهيد كه  )ت(
  ): روندي اعداد به كار ميدر نظريهبه ويژه ها گروه نوع اين(

[ ] { | , }
[ ] { | , }
i a bi a b
i a bi a b
= + ∈
= + ∈

] ]
_ _

  

]اگر عدد صفر را از   ]i_  ،همـراه بـا ضـرب اعـداد مخـتلط گـروه        حاصلي مجموعهآنگاه برداريم
   .بيابيدوارون هر عضو اين گروه را . دهدتشكيل مي

1iبه جاي عدد مختلط  )ت(بند در  )ث(  = را قـرار  πيـا   2، براي مثال، گنگ يعدد ،−
  .پاسخ دهيد الؤدهيد و به همان س

}يآيا مجموعه )ج( : | ( ) ( ) 0}G f x f x= → ∀ ∈ ≠\ \ همـراه بـا ضـرب توابـع      \
)با تعريف حقيقي،  )( ) ( ) ( )fg x f x g x=، دهد؟گروه تشكيل مي  

بــا ) Xبــه Xاز( Xي توابــع دوســويي رويي همــهمجموعــه، Xيبــراي هــر مجموعــه )چ(
اگـر  .دهـد تشـكيل مـي   ،هاگروه جايگشتي به نـام  گروه ،همراه با تركيب توابع XSنمادگذاري

| |X n=، گروهXS  را باnS روي يهاگروه جايگشتدهيم و آن را نشان ميn مـي  ءشي-

ا جزييـات  ب اين فصل  6.2هاي گروه بوده است، در بخش را، كه يكي از اولين مثالاين گروه . ناميم
      .كنيممطالعه مي تربيش

)همنهشـتي جمعي  هاي، گروههاي مهم ديگر گروهاز مثال )ح( ; )n n+]  بـا  همچنـين،  . هسـتند
  هاي استفاده از واقعيت

( , ) 1 ( , ) ( , ) 1
( , ) 1 ( , ), 1
a n b n ab n
a n x y ax ny

= = ⇒ =
= ⇒ ∃ ∈ + =]
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,1}درتوانيد نشان دهيد كه مي  2, , 1}n اول هسـتند نسـبت بـه     nاعدادي كه نسبت به  "−
بـه   گـروه ضـربي همنهشـتي   دهند، كه آن را گروه تشكيل مي nيضرب همنهشتي به پيمانه

ي اعـداد و رمزنگـاري   ها به ويژه در نظريـه اين گروه. دهيمنشان مي nCو با ناميم مي nيپيمانه
  . كاربرد دارند

و گروه وجود دارند كه هر يك سـودمندي   دستگاه جبري با تعريفمعادل هاي ديگري نيز قضيه     
-بدون اثبات آورديم و كاربرد 1در فصل  8.4.1 قضيه ها را دريكي از اين قضيه. اي داردويژهكارايي 

-تعريـف گـروه مـي    معادل باي ديگري قبل از اثبات اين قضيه، قضيه. ه داديمئهايي از آن را نيز ارا
اثبات آن نيـز آموزنـده    .كندتر ميآسان اندكي هاي گروه راها و مثالاثبات برخي از قضيه آوريم كه

   .است

)نيمگروه    .)تعريف راست( قضيه  5.1.2 ; )G   گروه است اگر و تنها اگر  ∗
)) راست عضو هماني وجود() ر2گ( ) ( )r re G x G xe x∃ ∈ ∀ ∈ =  
))راست هايوارون وجود() ر3گ( ) ( )r r rx G x G xx e∀ ∈ ∃ ∈ = 

  
 . اسـت ) ر3گ( و )ر2گ(گروهي بـا شـرايط   گروه باشد، آنگاه نيم Gروشن است كه اگر. اثبات

xفـرض كنـيم   . هستهماني چپ نيز  reكه دهيمبراي اثبات عكس قضيه، ابتدا نشان مي G∈ 
rx،دلخواه G∈  وارون راستx ،و

rr
x G∈ وارون راستrx در اين صورت، داريم. باشد  

  
( )

( )
r r r r r r

r r

xx e e e e xx
e x x

= = =
=

  

دو طرف تساوي را از سمت راست در
rr

x كنيد و نتيجه بگيريد كه ) عمل گروه( ضربrx e x= .
reپس  e= هماني دوطرفه است.  
و xوارون راست  rxحال فرض كنيم     

rr
x وارون راستrx توانيد مراحـل  به آساني مي. باشد

  :زير را كامل كنيد
( ) ( )( )

rr r r r rx x x x e x x x x e= = = ="  
 .گروه است Gدر نتيجه،

   
بـه همـين صـورت    . نامنـد نيز مي تعريف راست گروهي بالا را قضيه .بحث در كلاس  6.1.2

داراي  Gگـروه البته بايد توجه داشته باشيم كه اگر نيم. ه دادارائ نيز را تعريف چپ گروهتوان مي
 آن و هـر عضـو   چـپ يـا داراي همـاني   (باشد  چپو هر عضو آن داراي وارون  راستهماني عضو 

}ي براي مثـال، مجموعـه  . ، لزوماً گروه نيست) باشد راستداراي وارون  , , }A a b c=  بـار  يـك
xyهمراه با عمل دوتايي  x= ) براي مثالa   و ) را به عنوان عضو هماني راست در نظـر بگيريـد
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xyبار ديگر با  y= ي مـورد  اند، ما را  به نتيجـه تر شدههاي زير مشخصكه، به ترتيب، در جدول
  چطور؟ . رساندنظر مي

  

                

a b c
a a a a
b b b b
c c c c

                                         

a b c
a a b c
b a b c
c a b c

  

  )ب(                          )                                              الف(                     
هـا  قـبلاً نيـز گفتـيم كـه اثبـات برخـي از قضـيه        .كنـيم را اثبات مي 8.4.1 جالب يحال قضيه     

ي را به وني زير، فنولي، اثبات برخي ديگر، مانند قضيه. هستند، يعني صرفاً بررسي حقايق سرراست
نكنيـد، بلكـه بـه     از برها را صرفاً اثبات. دنآيكار مي هاي ديگر نيز بهد كه در اثباتنگذارنمايش مي

-ها و فنون اثباتروشسعي كنيد ! گيرداز شما نمي را وقت زيادي. نكات آن نيز با دقت توجه كنيد
  لذت ببريد و همچنينها را بياموزيد تا 

 !گيري بياموزيدماهيبه اصطلاح و  هاي ديگر باشيدي اثباتخودتان سازنده
  

)فرض كنيم   .قضيه  7.1.2 ; )G گروه است اگـر    Gدر اين صورت،. باشد ناتهي نيمگروهي ∗
a,و  تنها  اگر به ازاي هر  b G∈ هـاي خطـي   ، هر يك از معادلـهax b=  وya b= درG 

 . باشد پذيرحل

  
-بـه راحتـي مـي   . گـروه اسـت   Gفرض كنيم. شوديك طرف حكم به راحتي  اثبات مي . اثبات

نشـان دهيـد كـه   بـا جايگـذاري   تعريف گـروه،   )3گ( -) 1گ(توانيد، با استفاده از هر سه ويژگي 
1x a b−=  چيست؟ ي دوممعادلهجواب . )نشان دهيد(است  ي اولمعادلهجواب  

a,، فرض كنيم براي هربرعكس       b G∈هاي، معادلهax b=  وya b= درG پذير حل
aاست، عضوي چون ناتهي Gچون. باشند G∈  فرض ناتهي بودن در اينجا استفاده (وجود دارد
axي حال، چون معادله.) شد a= درG پذير است، پس حلre G∈ وجود دارد به طوري كه

rae a=  )گيرنـد  مي اي زودرسمطلب نتيجه همينبرخي از دانشجويان به نادرست از  :هشدار
هر عضو كند كه براي اين مطلب هنوز اثبات نميدر حالي كه . )است Gراست عضو هماني reكه

g دلخواه G∈ داريم ،rge g=!   ولي، فرض كنـيمg G∈   در ايـن صـورت،   . دلخـواه باشـد
yaيچــون معادلــه g= درG پــذير اســت، عضــو حــلg G′∈ وجــود دارد بــه طــوري كــه

g a g′   گيريم كهنتيجه ميهايمان، و داشته ∗پذيريحال، با توجه به شركت. =
  

( ) ( )r r rge g a e g ae g a g′ ′ ′= = = =  
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  !جالب بود، نبود؟تا اينجاي اثبات ! است Gبه واقع هماني راست در reيعني
gبايد براي هر! هنوز اثبات تمام نشده است      G∈ در راسـت  ، وارونـيG  و سـپس از  بيـابيم ،
gxپذيرياز حل. تر استاين قسمت ساده! استفاده كنيم 5.1.2ي قضيه e= عضو ،rg G∈  به

rggكهآيد به طوريدست مي e= ،يعنيrg وارون راستg را بـه   5.1.2ي قضـيه حال،  .است
  . كار ببريد

  
  .مفيد است 1از فصل  9.4.1يادآوري بندهايي از بحث   .بحث در كلاس  8.1.2

axهـاي هـر يـك از معادلـه   ، جـواب  Gنشان دهيـد كـه در گـروه   توانيد به راحتي مي -1 b=  و
ya b=  .ستيكتا  

 در ايـن صـورت، وجـود و يكتـايي جـواب     . باشـند G )متنـاهي (عضو گروه  bو aفرض كنيم -2
axيهمعادل b= b، هر عضوGكند كه در جدول كيلي گروهايجاب مي   G∈ بـار در  دقيقاً يك

yaيبه همين ترتيب، وجود و يكتايي جواب معادله! شودظاهر  aسطر مربوط به b= نشان مي-
bدهد كه هر عضو G∈ بار در ستون مربوط بهدقيقاً يكa 9.4.1بحـث   نتهايدر ا! شودظاهر مي 

 عضـوي  3و ، 2، 1 ياز هـر مرتبـه  گروه يك دسته  تنها) ريختيتا حد يكيعني، ( اساساًگفتيم كه 
1، كه وجود دارد {0}=]،2 {0,1}=]،3 {0,1,  هـاي آن نماينده هاي زيربا جدول [={2

  :هستندها دسته
  

1 2 30 0 1 0 1 2
0 0 0 0 1 0 0 1 2

1 1 0 1 1 2 0
2 2 0 1

+ + +

  

  
}فرض كنيم . افتدعضوي چه اتفاق مي 4حال ببينيم در حالت گروه  -3 , , , }G e a b c= .اگر 

e را به عنوان عضو هماني در نظر بگيريم، ابتدا جدول ناقص زير را داريم:  
 

?

e a b c
e e a b c
a a
b b
c c

− −
− − −
− − − 
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بنويسيم؟ سؤال ت هايي بايد در محل علامزنيد چه عضوبالا حدس مي 2با توجه به مطالب بند      
يعنـي،   Gآمده است، پس هر يك از سه عضو ديگـر  aدرست است، در سطر دروني جدول عضو 

e،bو ،c توان به هر يك از سـه جـدول زيـر    از اين رو، جدول بالا را مي. توان انتخاب كردرا مي
  :)چطور كامل كرديمها در اين جدولتوضيح دهيد كه همين سطر و ستون را ( ترش دادگس
  

e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c
c c a

− −
− −

           

e a b c
e e a b c
a a c e b
b b e
c c b

− −
− −

              

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c
c c b

− −
− −

  

)1)                                  (2                              (              )3(  

 )4(و  )3( بـه دو صـورت   )3(تنها به يك صورت ولي جدول  )2( و )1( هايروشن است كه جدول
  چطور؟ .شوندكامل مي زير

(1) e a b c
e e a b c
a a b c e
b b c e a
c c e a b

                            

(2) e a b c
e e a b c
a a c e b
b b e c a
c c b a e

  

(3) e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

                            

(4) e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a 

 چهار نوع گروه چهار عضوي ) ريختيتا حد يك(بالا به اين معني است كه اساساً  3آيا بند  -4

هايي كـه بـا جـدول    پذيري عملنيز بيان شد، بررسي شركت 1همان طور كه در فصل  وجود دارند؟
توانيم با تبديل جدول كيلي داده شده به جـدول  گاهي مي .د كار پر زحمتي استنشوكيلي داده مي

 2اگـر روش بنـد    بـراي مثـال،   . دانيم به اين مقصود دست يـابيم عملي كه شركت پذيري آن را مي
 با تعريف h تغيير نام تابع دوسويي .رسيمرا به كار ببريم به نتايج زير مي 12.3.1بحث 
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( ) 1 2 3
x e a b c

h x D
  

4را به جدول گروه  بالا )1( جدول 4( ;   : كندكه در زير آمده است، تبديل مي [+(

4 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

+

 

زيـرا جـدول عمـل    ( شـركت پـذير اسـت   ) 1(دهـد كـه جـدول كيلـي     اين مطلب نه تنها نشان مي
گــروه چهــار عضــوي  دهــد كــهبلكــه نشــان مــي )پــذير اســتشــركت nيهمنهشــتي بــه پيمانــه

{ , , , }e a b c  داده شــده اســت بــا گــروه همنهشــتي )1(همــراه بــا عملــي كــه بــا جــدول كيلــي
4 4( ; و  )2(هـاي  جدول توانيد، ميبه همين صورت. است) ريختيكيعني (اساساً يكسان  [+(

اساسـاً معـرف گـروه    )4(، و )2(، )1(هـاي  در نتيجه، جدول !تبديل كنيد [4ه جدولنيز برا  )4(
}يتابع دوسـويي از مجموعـه   4!  =24كنيم كه با هيچ يك از توجه مي. هستند [4 , , , }e a b c 

گـروه متنـاظر بـا جـدول     . تبديل كرد [4را به جدول گروه  )3(توان جدولنمي {0,1,2,3}به 
-نشان مـي  4Kيا  Vناميم و آن را بامي) ي كلاينگروه چارينهيا (  گروه كلاين-چهاررا  )3(

بار ديگر جدول آن را مرور كنيد زيرا چند بار ديگـر  يك. اين گروه در هندسه نيز كاربرد دارد .دهيم
ــواهيم داد  ــه آن رجــوع خ ــي. ب ــيممشــاهده م ــه كن 2 ك 2 2 2a b c e e= = = ــين، . = همچن

ab c ba= =،bc a cb= = ،ca b ac= = .  

بـراي  صـرفاً   ديگـري را  ي معادلقضيهقبل از پايان دادن به اين بخش،  . قوانين حذف  9.1.2
پـذيري، و  توانيد، بـا اسـتفاده از وجـود وارون، شـركت    به آساني مي. آوريممي متناهيتعريف گروه 

يعني، . در هر گروه برقرار هستند) چپ و راست( قوانين حذفويژگي عضو هماني، نشان دهيد كه 
  :زير در هر گروه برقرار است) استلزامي(ي معادلهشبه دهيد كهنشان 

ax ay xa ya x y= ∨ = ⇒ =  

)يتكوارهدر ناتهي يا  يگروهآيا اگر در نيم      ; , )M e∗   ،قوانين حذف برقـرار باشـندM   بايـد
هـاي  گـروه براي نـيم ي زير قضيه.  دهدميمنفي به اين سوال  يپاسخمثالي بياوريد كه گروه باشد؟ 

همتـاي   ؛آن را به خاطر بسـپاريد  نه چندان سرراستفني و  روش اثبات. بسيار جالب استمتناهي 
  .  نيز خواهيم ديد 3را در فصل روش اثبات ن اي
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و ناتهي كه قوانين حذف در آن برقرار باشند، لزوماً گروه  متناهيگروه هر نيم  .قضيه  10.1.2
  .  است

}1 فرض كنيم  .اثبات , , }nG a a=   :عضوهاي زير را در نظر بگيريد . "

1 1 2 1 1, , , na a a a a a G∈"  

  ، داريم Gزيرا، بنابر قانون حذف راست در ؛كنيم كه اين عضوها متمايز هستندادعا مي

1 1i j i ja a a a a a= ⇒ =  

|ها برابر بااز اين رو، تعداد اين عضو |G n=  ،است و بنابراين  

1 1 2 1 1{ , , , }nG a a a a a a= "  

1چون  1 1 2 1 1{ , , , }na G a a a a a a∈ = ka، پـس عضـو  " G∈      وجـود دارد بـه طـوري كـه
1 1ka a a=) .دهد كهتوجه كنيد كه اين مطلب هنوز نشان نميka هماني چپG حـال  ). است
iaفرض كنيم  G∈ در اين صورت. دلخواه باشد،  

1 1 1( ) ( )i i k i ka a a a a a a a= =  

iو در نتيجه، بنابر قانون حذف راست،  i ka a a= .،يعنيk ra e= هماني راستG است.  

iaحال، فرض كنيم      G∈  بالا و با استفاده از قانون حذف  به روشي مشابه. دلخواه باشدعضوي
  راست، نشان دهيد كه

1 2{ , , }i i i nG a a a a a a= "  

1چون  2{ , , }r i i i ne G a a a a a a∈ = ja، عضوي مانند" G∈      وجـود دارد بـه طـوري كـه

r i je a a= .،يعنيia 5.1.2 ياز اين رو، بنابر قضيه. وارون راست دارد،G  جالـب  . گروه اسـت
  بود؟

براي گـروه برحسـب    7.1.2، 5.1.2، 1.1.2هاي معادل اگر چه تعريف .در كلاسبحث   11.1.2
بـراي گـروه    10.1.2ي ، و تعريـف مـذكور در قضـيه   است ها داده نشدهها يعني اتحادبرقراري معادله

 كاملاً بر حسـب  3.1.2داده شده است، تعريف جالب  )ي استلزاميگزاره( اتحادمتناهي برحسب شبه
داراي  ،9.1ها، با توجـه بـه مطالـب بخـش     گروه كلاسدهد كه اين مطلب نشان مي .است هااتحاد
     .اي استهاي معادلهي مزاياي كلاسهمه
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  1.2 تمرين
  هوشم نه چنان است     تلاشم آنچنان است

  ي اولدسته

m,كه براي هر اثبات كنيد  با استقرا، -1 n∈]اتحادهاي ،( )m n mnx x= m n m nx x x +=
 .در هر گروه برقرار هستند

)نشان دهيد كه عضو هماني گروه  -2 ; )+ /كـه در آن   _∗ 2a b ab∗ و  ،2عـدد گويـاي    =
aوارون هر  4برابر با  _∋+ / a است.  

0a وارون -3 bi+ ]را در گروه ضربي ≠ ] \{0}i_*[ ]i   دست آوريد؟به _=
ي داده روي مجموعـه گـروه  يـك   عمـل توانند جدول كيلـي  نميهاي زير نشان دهيد كه جدول -4

  :باشندشده 

a b c
a b a b

a a b c
a a a a a b

b b b c
b a a b b b

c c b c

  

7جدول كيلي گروه ضربي   -5 7( ; )C   . را بنويسيد ⋅

  گروه تشكيل ⋅8بيابيد كه همراه با ضرب همنهشتيرا  [8اي ازترين زيرمجموعهبزرگ -6

  .آن را بنويسيدعمل جدول كيلي . دهد

شـويم كـه هـر دو    ، متوجه مي4Kو  [4هايگروه كيلي هايچطور با نگاهي به جدول )الف( -7
 ؟آبلي هستند

2x ي دومدرجهي معادله همچنين، نشان دهيد كه )ب(  e=  4درK  جواب است  چهارداراي
  ).تفاوت جبري ديگر اين دو گروه را بعداً خواهيم ديد(. داراي اين ويژگي نيست [4در حالي كه 

  ، داريمGدر گروه yهر و xنشان دهيد كه براي هر )الف( -8

2 2 2( )xy yx xy x y= ⇔ =  

2دهيم كه مبتديان گاهي به اشتباه اتحادمي هشدار(  2 2( )xy x y= آبلي يا غير را در هر گروه ،
  ).اندهاي ناآبلي سروكار نداشتههشايد به اين دليل باشد كه هنوز با گرو .برندبه كار مي آبلي،
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  ، داريمGدر گروه yهر و xنشان دهيد كه براي هر )ب(

                             1 1 1( )xy yx xy x y− − −= ⇔ =  
Gينشان دهيد كه مجموعه -9 = ×\   :زير، گروه است ايهمراه با عمل مولفه \

( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d∗ = + +  

Gنشان دهيد كه  )تمرين بالاعميم تيك ( -10 G× همراه با عمل زير، گروه است:  

( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d′∗ = ∗ ∗  

1گروه دلخواه  دورا به  10تمرين  -11 1( ; )G 2و  ∗ 2( ; )G يعني، نشان دهيد كـه  . تعميم دهيد ∗
1 2G G G=   :گروه است، عمل دوتايي زير اهمراه ب ×

1 2( , ) ( , ) ( , )a b c d a c b d∗ = ∗ ∗  

كـه  xيعنـي عضـوي چـون   ( تـوان نشان دهيد كه تنها عضو خـود با استفاده از قوانين حذف،   -12
2x xx x=   .عضو هماني آن است ،گروه هردر  )=

  ي دومدسته

  وارون خودش باشد، يعني،   Gكه اگر هر عضو گروه نشان دهيد )الف( -13

2x e=( )x G∀ ∈  

)2(آبلي است  Gآنگاه  )ab آيا عكس اين مطلب درست است؟) . را محاسبه كنيد  

در  bو aوجود دارند به طوري كه براي هر  nو mدو عدد طبيعي متباين فرض كنيد كه )ب(
  داريم Gگروه

,m m m m n n n na b b a a b b a= =  

  . آبلي است Gنشان دهيد كه

  ريمدا k، براي سه عدد متواليGدر گروه فرض كنيد كه )پ(

( , ) ( )k k ka b G ab a b∀ ∈ =  

  . آبلي است Gثابت كنيد كه گروه



14 
 

  هاي راست و چپانتقالنشان دهيد كه هر يك از . گروه است Gفرض كنيد - 14

: :a ar G G l G G
x xa x ax
→ →
6 6

  

  .دوسويي هستند

نشان دهيـد كـه  هـر دو    . گروه است Gفرض كنيد)  بردخواهيم را به كار  تمريناين بعداً (  -15
  :دهندي زير همراه با تركيب توابع گروه تشكيل ميمجموعه

{ | } , { | }r a l aG r a G G l a G= ∈ = ∈  

4Gرا براي گروه lGو  rGهايهاي كيلي گروهجدول -16 = هـا را بـا جـدول    بنويسيد و آن [
  . مقايسه كنيد [4گروه

  .داراي عضوي خودتوان است متناهيگروه ناتهي نشان دهيد كه هر نيم -17

گـروه اسـت اگـر و تنهـا اگـر       Gنشان دهيد كه. است متناهياي تكواره Gفرض كنيد كه -18
  .داراي يك عضو خودتوان منحصر به فرد باشد

)} يكه مجموعه كنيدثابت  -19 , ) | , , 0}G a b a b a∗= × = ∈ ≠\ \ مـل همراه با ع\
( , ) ( , ) ( , )a b c d ac bc d∗ =  .گروهي ناآبلي است +

و هـر   n باشـد كـه در آن بـراي هـر عـدد صـحيح       eبا عضو همـاني گروهي  Gفرض كنيد -20
,a b G∈ ،( )n n nab a b= .ثابت كنيد كه براي هر ,a b G∈،  

1 1 ( 1)( )n naba b e− − − =  

  

  

   زيرگروه   2.2

ايـن  در ايـن بخـش،   . زيرجبر را معرفـي كـرديم   -Pو مفهوم كلي زيردستگاه جبري 6.1 بخشدر 
را يـادآوري   3.6.1تعريـف  . دهـيم با جزييات بيشتري مورد بررسي قرار مـي  هابراي گروه م رايهامف
بـدون در نظـر   ( τ، هر دو از نوعAزيردستگاه جبريBيكند دستگاه جبركه بيان مي ،كنيممي
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Bاست اگر ،)هاهاي آنگرفتن ويژگي A⊆  هر عملوB    در تحديـد عمـل همتـايشA  باشـد .
   .آوريمميتعريف زير را  حال

)يگوييم كـه گروهـواره  مي . تعريف 1.2.2 ; )BB )ياي از گروهـواره زيرگروهـواره  ∗ ; )AA ∗  
  :دو شرط زير برقرار باشنداست اگر 

1- B A⊆و ،  

 يعني، .باشد ∗Aتحديد عمل دوتايي  ∗Bعمل دوتايي -2

( , ) B Ax y B x y x y∀ ∈ ∗ = ∗ 
 

  بحث در كلاس  2.2.2

است كه ) و بي ضرر(غلطي متداول اگر چه نبايد مجموعه را با دستگاه جبري مقايسه كرد، ولي  -1
)ي از گروهواره Bيمجموعهزير"كهيم گويميغلب ا ; )A )يزيرگروهواره ∗ ; )A  Bاگر است ∗

بسـته   ∗نسـبت بـه عمـل    Bيمجموعـه  منظور اين است كه اگر ."بسته باشد ∗نسبت به عمل 
يدهد كه آن را زيرگروهـواره تشكيل مياي گروهواره ،بر آن ∗تابع همراه با تحديد Bباشد، آنگاه

A ناميممي!                

)يگروهوارهوقتي همچنين،       ; )BB )يزيرگروهواره ∗ ; )AA است، متداول است كه هر دو  ∗
دهيم، و البته بنابر قرارداد قبلي، اگر امكان اشتباه نباشد، به جاي نشان ∗ يساده نمادرا با عمل 

x y∗ نويسيمبه طور ساده ميxy. 
,0,1})3يآيا گروهواره -2 2}, )H = 4يزيرگروهواره + 4({0,1, 2,3}, )= اسـت؟   [+

  !اوريديخود دليل ب منفيبراي پاسخ 
,0})4يآيا گروهواره -3 2}; )H = 4ي زيرگروهـواره  + 4({0,1, 2,3}, )= اسـت؟   [+

 !اوريديخود دليل ب مثبتبراي پاسخ 

وجـود عمـل    جـز اي بلزوماً داراي هـيچ ويژگـي   گروهوارهدستگاه جبري كنيم كه يادآوري مي  -4
-ويژگي شركتبا سه ، گروه، يعني در اين فصل جبري مورد نظر ماولي، دستگاه . اش نيستدوتايي

 -P، يعنـي  6.6.1پس بايـد تعريـف   . شودمشخص ميها پذيري، وجود عضو هماني، و وجود وارون
را مرور  8.6.1و  7.6.1هاي كنيم كه بحثپيشنهاد مي. را براي مفهوم زيرگروه تعبير كنيم ،زيرجبر
 .كنيد
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)يفرض كنيم گروهواره. تعريف 3.2.2 ; )GG ، )1گ(هاي در شرط يعني(گروه باشد  ∗
)يوارهگوييم كه گروهمي.) صدق كند 1.1.2تعريف  )3گ(، و )2گ( ; )HH زيرگروه ∗

( ; )GG Hنويسيم است، و مي ∗ G≤ ،اگر شرايط زير برقرار باشند:  

1- H يزيرگروهوارهG يعني، . باشدH G⊆ وH∗ عمل  تحديدG∗ باشد. 

 Hبـر  ∗Gكـه تحديـد   ( ∗Hعمـل  همراه بـا  Hيعني،. خودش گروه باشد ،گروهوارهزيراين  -2
 . باشد 1.1.2تعريف   )3گ( -)1گ( هايداراي شرط )است

است كه مبتديان ممكن است بـه آن   پنهاني در اين تعريف ياهنكته . بحث در كلاس  4.2.2
دانـيم كـه   يم ـ .هاي جبري ديگر نيز مفيد استي دستگاهبيان اين موارد براي مطالعه .توجه نكنند
هـر  ، )3گ(بنابر ، است و همچنين، Geداراي عضو هماني، به نمايش  G، گروه)2گ(بنابر شرط 

xعضو G∈  ،1به نمايشمثلاً واروني
Gx−، درG كنـد كـه  بالا بيـان مـي   2و شرط . داردH   نيـز

داراي عضو همـاني، بـه نمـايش    براي خودشاست و در نتيجه بايد  )3گ(و  )2گ(داراي شرايط 

He ،و هر عضو باشدh H∈  1واروني، مثلاً به نمايش
Hh−در ،H حتمـاً ايـن   حال ! شته باشددا

Hآيا به خودي خود  )الف(كه شود برايتان مطرح مي هاالؤس Ge e= 1و 1
H Gh h− ، يا بايد اين =−

ي هـا در همـه  الؤبـه ايـن س ـ   هـاي اگر چـه پاسـخ    م؟يگنجاندشرايط را نيز در تعريف زيرگروه مي
، )در مورد تكـواره ببينيـد  را  8.6.1بحث  1بند براي مثال، ( ندهاي جبري لزوماً مثبت نيستدستگاه

است و  مندگروه بسيار توان )3گ( -)1گ(هاي كه تلفيق شرط خواهيم ديد 5.2.2 يدر قضيهولي 
             . مثبت است هاگروه ال برايؤخوشبختانه پاسخ به هر دو س

)يفرض كنيم گروهواره.  قضيه  5.2.2 ; )HH )زيرگروهي از گروه ∗ ; )GG در ايـن  . باشـد  ∗
  صورت،

H  )الف( Ge e=؛  

hبراي هر  )ب( H∈ ،1 1
H Gh h− −=.  

Hداريـــم  Hدر گـــروه.  )الـــف( اثبـــات H He e e= .از طرفـــي، در گـــروهG داريـــم

H H H H Ge e e e e= بـه كـار ببريـد و نتيجـه      Gرا در گروه) 9.1.2(حال، قانون حذف چپ . =
Hبگيريد كه  Ge e= .  

1چون  )ب(  1
H H H Gxx x x e e− −= = 1، پس=

Hx− وارونx درG به دليل يكتايي وارون. است 
1، هادر گروه 1

H Gx x− −=.  
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  .راحت استنيز ي زير اثبات قضيه     

باشد بـه طـوري    Gيزيرمجموعه Hو گروه Gفرض كنيم.  )محك زيرگروه( قضيه  6.2.2
  :كه

  بسته باشد؛ Gعمل گروهنسبت به  H )الف(

e )ب( H∈؛  

hبراي هر )پ( H∈ ،1h H− ∈ .  

 Gگروهـي از زير)) الـف (بنـد  حاصـل از  (بـر آن   Gعمـل ) تحديد(همراه با  Hدر اين صورت،
  .دهدتشكيل مي

   .كندبالا مي محكاز  تركوتاه) فقط اندكي(اندكي را بررسي زيرگروه بودن  كاري زير قضيه     

زيرگـروه ) بـر آن  Gهمراه با تحديد عمل( Gاز گروه Hناتهيي زيرمجموعه. قضيه  7.2.2
G    ــر ــراي ه ــر ب ــا اگ ــر و تنه ــت اگ x,اس y H∈،1xy H− ــي،  و (. ∋ ــذاري جمع در نمادگ

( )x y x y H− = + − ∈(    

بـراي هـر   . باشـد  Gزيرگـروه  Hفرض كنـيم  .شودبه راحتي اثبات مي يك طرف حكم . اثبات
,x y H∈1، چونy H− 1xyبسته است، پس Gنسبت به عمل گروه Hو ∋ H− ∈.  

a,مكنيميفرض قضيه،  حكم براي اثبات عكس      b H∈ كافي است . دلخواه باشندx a= و
1y b−= 1را درxy H− 1م و نتيجـه بگيـريم كـه   قرار دهـي  ∋ 1( )a b ab H− − = بـراي  . ∋

ــات eاثب H∈ ــد ــرض كني h، ف H∈ ≠ 1xyو در ∅ H− ــد   ∋ ــرار دهي xق y h= و  ،=
xقرار دادن  اسرانجام، ب e= و y h= 1درxy H− 1hنتيجه بگيريد كه ∋ H− ∈.    

را بررسـي   Gاز گـروه  Hمتنـاهي ي بسياري مواقع لازم است كه زيرگروه بودن زيرمجموعه     
را  10.1.2 يبراي اثبات آن، قضيه .زير بسيار مفيد استو جالب تر سادهي در اين موارد قضيه. كنيم

  .كار ببريدبه 

در اين صورت،. باشد Gو ناتهي از گروه متناهياي زيرمجموعه Hفرض كنيم . قضيه  8.2.2
H )همراه با تحديد عملG زيرگروه) بر آنG است اگر و تنها اگرH   نسبت به عمـل دوتـايي
G  باشد) يعني، صرفاً زيرگروهواره(بسته .  
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به  . هاي يك گروه را بيابيمي زيرگروهچندان ساده نيست كه همه. بحث در كلاس   9.2.2
-تر ميكه اين كار را ساده آوريممي رابطههاي بالا در اين را با استفاده از قضيه مفيدي مرور مطالب

  .كند

}شد، آنگاه با Gگروهعضو هماني  eاگرروشن است كه  -1 }e وG زيرگروهG ايـن  . هستند
}البته، شايد بهتر باشد. ناميممي هاي بديهيزيرگروهها را زيرگروه }e  را زيرگروه بـديهي وG 

   . را زيرگروه ناسره بناميم

2اگر -2 2({0,1}; )=    .هستند [2هايتنها زيرگروه [2و {0}آنگاه  [+

3اگر -3 3({0,1, 2}; )=  [3هـاي تنهـا زيرگـروه   [3و {0}در ايـن مـورد نيـز    آنگاه [+
1حـال اگـر  . باشـد  0)خنثي(بايد شامل عضو هماني  Gاز Hزيرا هر زيرگروه! دهستن H∈ 

31بايد شامل H،8.2.2ي آنگاه، بنابر قضيه 1 2+ Hنيز باشد، كه در اين صـورت   = G=. 
2اگر H∈32، آنگاه 2 1 H+ = ∈. 
4آيا گـروه  -4 4({0,1, 2,3}; )= دارد؟  [4و {0}متفـاوت بـا   Hزيرگروهـي چـون   [+

1,كنيممي، فرض 3مشابه بند H∈D .  ،4در ايـن صـورت 41 1 2,1 2 3 H+ = + = و در  ∋
Hنتيجه G= .0,2فرض كنيم! هنوز كار تمام نشده است H∈ . 42چـون 2 0+ ، پـس  =

{0,2}H H{0,2}،8.2.2ي حـال، بنـابر قضـيه   . بسـته اسـت   +4نسبت بـه عمـل   = = 
ــه همــين روش. اســت [4زيرگــروه  ــب ،{0}بجــز زيرگــروه ديگــري [4ههــا نشــان دهيــد ك
{0,2}H  .داردن [4و =

  را با جدول عمل  4Kحال گروه كلاين  - 5
   

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

 

}آيا علاوه بر. در نظر بگيريد }e 4وK ،    8.2.2يزيرگروه ديگري وجود دارد؟ بـا توجـه بـه قضـيه، 
{ , }e a،{ , }e b و ،{ , }e c  زيـرا، بـراي   . زيرگروه هستند و هيچ زيرگروه ديگري وجود نـدارد نيز

}مثال , , }e a b 4نسبت به عملK بسته نيست.   

) گـروه  نامتنـاهي   هايتوانيم زيرگروهداريم مي كه تاكنونبا اطلاعاتي آيا حال ببينيم  -6 ; )+] 
}بجز  متناهيزيرگروه هيچ را تعيين كنيم؟ اين گروه  }D زيرا اگر! نداردH   زيرگـروه آن باشـد و

n H≠ ∈D آنگــاه، چــونH  بايــد نســبت بــه جمــع بســته باشــد، پــس بــراي هــرkبايــد ،
kn n n n H= + + + -به آساني مـي . نامتناهي است Hدهد كهاين مطلب نشان مي. "∋
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ي مضـارب  ، مجموعهnصحيح نشان دهيد كه براي هر عدد  6.2.2يبا بررسي شرايط قضيهتوانيد 
 ، يعنيn صحيح

 
{ | } { , 2 , , , , 2 , }n nk k n n n n= ∈ = − −] ] " D "  

)زيرگروه  ; 0كنـيم كـه،  توجه مي .است [+( {0}=]،1 =] n، و[ n− =] خـواهيم  . [
نتيجـه  در (كـه بعـداً    اثبات اين مطلب قـدري فنـي اسـت   البته، ! زيرگروه ديگري ندارد [كهديد 

   .ه خواهيم كردئارا) 13.4.2

 Hاگر كه كندي لاگرانژ، بيان مياي بسيار مهم، به نام قضيهقضيه . ي لاگرانژقضيه  10.2.2
|، يعنيHيباشد، آنگاه مرتبه Gمتناهيزيرگروهي از يك گروه  |Hي، بايد مرتبهG  يعنـي ،

| |G 4و  [4براي مثال، . بشمارد، راK  تنها  [15توانند داشته باشند،عضو نمي 3زيرگروهي با
بسـيار   ،مهـم  يقضـيه  ناثبـات اي ـ ! داشته باشدعضوي  15، و 5، 3، 1هايي گروهزيراست  ممكن
،  8.2بخـش   اثبات آن كاربردهـاي ديگـري نيـز در   است، و ابزار لازم براي فني و جالب ولي راحت 

ارزي روي اي هـم رابطـه  .بينـيم روش كار را بـا هـم مـي    حال .دارد ها،گروه مربوط به خارج قسمت
-ي لاگرانژ را اثبات مينه تنها قضيهحاصل از آن كنيم به طوري كه افراز تعريف مي Gيمجموعه

  . باشد Gزيرگروه Hفرض كنيم. رودنيز به كار مي 8.2مهمكند، بلكه در بخش 

Hيرابطه توانيد نشان دهيد كهبه آساني مي -1  با تعريف  ∽

1( )Ha b h H a bh b a H−⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

Hي بودنمتعداثبات براي زير را مراحل براي مثال، . ارزي استاي همرابطه   :توضيح دهيد ∽

1 2 1 2

1 2 1

( , ) &H H

H

a b c h h H a bh b ch
a bh ch h a c

⇒ ∃ ∈ = =
⇒ = = ⇒

∼ ∼
∼

  

، كـه  به صورت زير دارنـد  جالب توجهي بسيار بسيارهاي ويژگي ارزيي همهاي اين رابطهرده -2
 .نيستندلزوماً درست ) گروه و تكوارهبراي مثال، نيم( هاي جبري ديگربراي دستگاه

 به اين معني كه. ستهارده يهمهي سازنده H، به اصطلاح، كنيم كهابتدا توجه مي )الف(

[ ] { | }
{ | ( ) }
{ | }

Ha x G x a
x G h H x ah
ah h H

aH

= ∈
= ∈ ∃ ∈ =
= ∈
=

∼
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}نمايش  | }ah h H∈ با نمادaH  ،زيرگروه كهكنيم توجه مي اين طور نيست؟طبيعي است
H از گروهG هـا اسـت، زيـرا    نيز يكي از رده[ ]e eH H= ي ديگـري  و البتـه هـيچ رده   ،=

  چرا؟ .زيرگروه نيست

]ارزي، ي هماز آنجا كه، مانند هر رابطه )ب( ] [ ]a b=    اگر و تنهـا اگـرHa b∼   بـه روشـني ،
  داريم

1( )HaH bH a b h H a bh b a H−= ⇔ ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

ــر )پ(  ــه هـــ }يمجموعـــ | }aH ah h H= ــاد( ∋ ــا در نمـــ ــييـــ ــذاري جمعـــ گـــ
{ | }a H a h h H+ = + -هـم  يـك اسـت،   aيبه انـدازه  H، كه انتقال چپ اعضايرا )∋

/افراز  بنابراين،. گوييممي Hي چپ)ردهيا هم( مجموعه HG آن را بـا    براي سـادگي ، كه ∽
HL عبارت است از دهيم،نشان مي{ | }HL aH a G= ∈.  

تعـداد  ) چه متناهي باشند يـا نامتنـاهي  (كه اين است چپ هاي مجموعهويژگي بسيار مهم هم )ت(
aدر واقع، براي هر. يكسان دارندعضوهاي  G∈ ،| | | |aH H= .  توانيـد مـي زيرا، به آسـاني 

  :است) يك به يك و پوشا(نشان دهيد كه تابع زير دوسويي 

:f H aH
h ah
→
6

  

  .ي لاگرانژ را به راحتي اثبات كنيمكه قضيه ايمحال آماده

در اين صورت، . باشد Gزيرگروهي از گروه متناهي Hفرض كنيم . )ي لاگرانژ(قضيه  11.2.2
|شمارد، يعنيرا مييمرتبهيمرتبه | | |G k H= .    

از ايـن  . كندرا افراز مي Gيمجموعه ي مجموعهديديم كه  .اثبات 
، و در نتيجـه اسـت  متناهي Gگـروه  چونبنابراين، . را داريم رو، اجتماع مجزاي

HL ــه ــال مجموعــ ــراي مثــ ــاهي، بــ ــوي اســــت kاي متنــ ــيفــــرض . عضــ ــيممــ  كنــ
  پس .

  

  .اثبات شد صورتي جالبي مهم لاگرانژ به بنابراين قضيه

HG

{ | }HL aH a G= ∈

a G

G aH
∈

=∪

1{ , , }H kL a H a H= "

1| | | | | | | | | |
| |

kG a H a H H H
k H

= + + = + +
=

" "
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    بحث در كلاس  12.2.2

  با تعريف ∽Hيرابطهتوانيد نشان دهيد كه به آساني مي -1

1( )Ha b h H a hb ab H−⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼ 

]ارزي است و اي همنيز رابطه ]a Ha= ،[ ]e He H= = ،| | | |Ha H=و ،  

1( )HHa Hb a b h H a hb ab H−= ⇔ ⇔ ∃ ∈ = ⇔ ∈∼  

}اگـر  . نـاميم مـي  Gدر Hي راستمجموعههمرا يك  Haهر  -2 | }HR Hb b G= ∈ 
  :  كه تابع زير دوسويي است ادتوان نشان دبه راحتي ميآنگاه، 

1

: H Hf L R

aH Ha−

→

6
  

  ):مراحل آن را توضيح دهيد(شود به صورت زير اثبات مي fتعريفي و يك به يك بودنخوش

1 1 1

1 1 1 1

1 1

( )
( )( )

aH bH b a H b a H
a b H a b H
Ha Hb

− − −

− − − −

− −

= ⇔ ∈ ⇔ ∈

⇔ ∈ ⇔ ∈

⇔ =

  

|در نتيجه، ) اين طور نيست؟(روشن است  fپوشا بودن | | |H HL R=.  

|هايكنيم كه تساويتوجه مي -3 | | | | |aH H Ha= |و  = | | |H HL R=    به متنـاهي يـا
|عدد. ها بستگي ندارندنامتناهي بودن اين عدد | | |H HL R=    ،را، چه متناهي باشد يـا نامتنـاهي

] ناميم و آن را با نمادمي Gدر Hانديس : ]G H  يا( : )G H   بـا  البتـه،  . دهـيم نشـان مـي
]داريمهاي متناهي براي گروه ،ي لاگرانژتوجه به اثبات قضيه : ] | | / | |G H G H= . 

بـه    باشد و) متناهي يا نامتناهي(گروهي دلخواه  مفرض كني  .قضيه  13.2.2
Hطوري كه K⊆ . ،متناهي باشند آنگاه  و اگر در اين صورت  

 

ــات ــيم   اثب ــرض كن ــب   و  ف ــه ترتي ب
-نشـان   حال كافي اسـت . باشند Kدر Hو Gدر Kمتمايز )چپ(هاي مجموعهي هممجموعه

) چـپ (هـاي  مجموعهي هممجموعه كه  مدهي

G,H K G≤
[ : ]G K[ : ]K H

[ : ] [ : ][ : ]G H G K K H=

1 1{ , , }mL a K a K= "2 1{ , , }nL b H b H= "

3 { | 1, , , 1, , }i jL a b H i m j n= = =" "
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3 در نتيجـه  و ، ) ؟؟؟//???????? چـرا (اسـت  در متمايز 1 2| | | | | |L mn L L= = .
  داريم 3Lابتدا توجه كنيد كه در 

1

1

( ) ( )

( ) ( )
r s p q p q r s

p q r s

r s p q

r p

r p

s q

s q

r s p q

a b H a b H a b a b H K

a b a b K

a b K a b K

a K a K

a a

b H b H

b b

a b a b

−

−

= ⇒ ∈ ⊆

⇒ ∈

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ =

  

دهـيم كـه   حال نشان مـي . متمايز هستند 3Lاعضاي  بنابراين،) مراحل اثبات بالا را توضيح دهيد(
3L  هاي چپ مجموعهي همي همهمجموعهدر واقع برابر باH  درG كـافي اسـت نشـان    . است

xدهيم كه بـراي هـر    G∈ ،3xH L∈ .  1چـونxK L∈  پـس ،rxK a K=   و در نتيجـه
rx a k=  گه در آنk K∈ . 2حال ازskH b H L= skنتيجه مـي گيـريم كـه     ∋ b h= 

hكه در آن  H∈ .،بنابراين  

3r r s r sxH a kH a b hH a b H L= = = ∈  

]در پايان،  : ] [ : ][ : ]G H G K K H mn= =.  

  

  

  2.2 تمرين

  دهاي خود كم اهميت ندهيبه توانايي

  ي اولدسته

  .يا نيست هست Gزيرگروه Hدر هر مورد زير، با دليل تعيين كنيد كه آيا -1

) )الف( ; )G = }و  [+ | }H n n+= = ∈ ≥] ] D.  

HG
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8 )ب( 8( ; )G = }و  [+ ,2,4}H = D.  

) )پ( ; )G = }و  \+ | }H x xπ π= = ∈_ _.  

) )ت( ; )G = }و \+ | }H n nπ π= = ∈] ].  

) )ث( , )G GL n= )و \ , )H SL n=  هـاي متشـكل از مـاتريس   گروه خطـي خـاص  ( \
n حقيقي n×  1با دترمينان.(  

aدلخواه و براي  G)ضربي(گروه  )ج( G∈ ،{ | }nH a n= ∈].   

هاي ي جوابمجموعه نشان دهيد كه. `∋nآبلي است و  G)ضربي( فرض كنيد گروه -2
nxيمعادله e= درG يعني ،{ | }nH x G x e= ∈   .  است Gيك زيرگروه =

  .استگروه  Gفرض كنيد -3

aنشان دهيد كه براي هر  )الف( G∈ي عضوهايي همه، مجموعهG  كه باa  تعويض پذير
)، يعنيدنباش ) { | }GC a x G ax xa= ∈   .است Gزيرگروه، =

Sفرض كنيد)  )الف(تعميم ( )ب( G⊆ .ي عضوهايهمهي نشان دهيد كه مجموعهG  كه با
  ، يعنيهستندپذير تعويض Sي عضوهايهمه

( ) { | ( ) }GC S x G s S xs sx= ∈ ∀ ∈ =  

}1اگر. ناميممي Gدر Sسازمركزاين زيرگروه را  .است Gزيرگروه , , }nS a a= -مي، "
)1نويسيم ) ( , , )G G nC S C a a= " .  

  ، يعنيGمركز گروهنشان دهيد كه  ) )ب(حالت خاص ( )پ(

( ) ( ) { | ( ) }GZ G C G x G g G xg gx= = ∈ ∀ ∈ =  

  .است Gزيرگروه 

)نشان دهيد كه )ت( ) ( )G
a G

Z G C a
∈

=∩.  

)آبلي است اگر و تنها اگر Gثابت كنيد كه )ث( )Z G G=.   

,2)نشان دهيد كه مركز گروه )ج( )GL   برابر است با \
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0
| , 0

0
a

a a
a

⎧⎡ ⎤ ⎫
∈ ≠⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎭⎩
\  

با دست كم  توجه كنيد كه هر عضو مركز بايد(
0 1
1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

و  
1 1
0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  .)پذير باشدتعويض 

  به نمايش طبيعيي مجموعه. باشند Gزيرگروه Kو Hفرض كنيد -4

{ | , }HK hk h H k K= ∈ ∈  

  . را در نظر بگيريد

  ، يعنيپذير باشدتعويض Kبا هر عضو Hهر عضونشان دهيد كه اگر  )الف(

( ) ( )h H k K hk kh∀ ∈ ∀ ∈ =  

Tآنگاه HK= زيرگروهG است.  

Tنشان دهيد كه )ب( HK= زيرگروهG است اگر و تنها اگرHK KH=) .به تفاوت بين
HK KH=  توجه كنيد )الف(بند تر قويو شرط .(  

  ي دومدسته

aبراي هر. زيرگروه آن باشد Hو گروه Gفرض كنيد كه - 5 G∈كنيم ، تعريف مي  

1 1{ | }aHa aha h H− −= ∈  

، وaتحـت   h مـزدوج را  −1ahaعضـو . اسـت  Gزيرگـروه  −1aHaنشان دهيـد كـه   )الف(
1aHa−  مزدوجراH تحتa 1گاهي. ناميمميaha− را باah 1وaHa−را باaH  نشـان  نيز

   .دهندمي

|1نشان دهيد كه  )ب( | | |H aHa−=.  

)1نشان دهيد كه  )پ( ) { | }GN H a G aHa H−= ∈ اين زيرگروه را  .است Gزيرگروه =
)اگر . ناميممي Gدر Hسازنرمال )GN H G=يعني ،  

1( )a G aHa H−∀ ∈ =  
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ها بسيار با خواهيم ديد كه اين زيرگروه 8.2در بخش  .است خودمزدوج Hگوييم كهآنگاه مي
  .اهميت هستند

] ه دهيد كهئارا Hزيرگروه نا بديهي با Gمثالي از گروه  -6 : ]G H  نامتناهي باشد.  

Hدهيد كهنشان . يك گروه وفرض كنيد -7 K∩   . است Gزيرگروه   

H,هايزيرگروه يك گروه و Gفرض كنيد  -8 K G≤ نشـان دهيـد كـه اگـر     . متناهي باشند
(| |,| |) 1H K }آنگاه  = }H K e∩ =.   

|باشـند بـه طـوري كـه      Gهايي از گروه متنـاهي  زيرگروه Kو Hفرض كنيد  -9 |H p= 
}عددي اول باشد و  }H K e∩ Hثابت كنيد كه. ≠ K⊆ .  

ــه  -10 ــد ك ــرض كني ــروه Kو Hف ــروه  زيرگ ــايز از گ ــايي متم ــه  Gه ــوري ك ــه ط ــند ب باش
| | | |H K p= |ثابت كنيد كه . استعددي اول  = | 2 1H K p∪ = − . 

 Gهـا در  باشند به طوري كـه انـديس آن   Gهايي از گروهزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه -11
   .نشان دهيد كه. متناهي است

Hانديس  )الف( K∩  درG متناهي است و  

[ : ] [ : ][ : ]G H K G H G K∩ ≤  

Hانديس )ب( K∩ درK متناهي است و[ : ] [ : ]K H K G H∩ ≤.  

Gبرقرار است اگر و تنها اگر ) ب( تساوي در )پ( HK=.  

Gمتناهي و متباين باشند، آنگاه  Gدر  Kو H يهااگر انديس )ت( HK= و  

[ : ] [ : ][ : ]G H K G H G K∩ =  

 ثابت كنيد كه . باشند Gهايي متناهي از گروه دلخواهزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه -12

  
| | | || |
| |
H KHK
H K

=
∩

  

H,و  20گروهي از مرتبه ي  Gفرض كنيد  -13 K G≤ با ،| | 4H |و = | 5K ثابت . =
Gكنيد كه  HK=.  

G,H K G≤
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باشند به طوري كه  Gهايي از گروه متناهيزيرگروه Kو Hفرض كنيد كه - 14
| |,| | | |H K G≥ . ثابت كنيد كه{ }H K e∩ ≠.  

دو عدد اول هستند و  qو pباشد كه در آن pqيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد - 15
p q> .ثابت كنيد كه گروهG يحداكثر داراي يك زيرگروه از مرتبهp است .  

  

    

  هاي زيرگروهمشبكه   3.2

معرفـي و انـدكي     19.6.1 - 9.6.1، بنـدهاي  1هـاي كلـي جبـري را در فصـل     ي زيردستگاهمشبكه
بسـياري از  . كنـيم هـا مطالعـه مـي   اين بخش تعبير اين مطالب كلي را براي گروه رد. كرديم مطالعه

)فرض كنيم. ها استبه زبان گروه  6.1مطالب اين بخش تكرار مطالب بخش  )Sub G ي مجموعه
) ي مرتبمجموعه هدر زير خواهيم ديد ك. باشد Gهاي گروهي زيرگروههمه ( ); )Sub G كه  ،≥

برخـي از  . اسـت  )اي كامـل در واقـع مشـبكه  (يك مشبكه نيز است،  ⊇ي ترتيبي رابطه ≥در آن 
بـه دسـت    Gي خـود گـروه  هاي اين مشبكه اطلاعات مفيدي در بارهپژوهشگران به كمك ويژگي

  .دارد خوبي هاينيز كاربرد و فيزيك شيميهاي علوم پژوهشاين مشبكه در . آورندمي

بايــد نشــان دهــيم كــه بــراي هــر دو زيرگــروه ، بــراي اثبــات مشــبكه بــودن     
,H K G≤ ،{ , }H K Sup H K∨ }و  = , }H K Inf H K∧ حتمـاً  . وجود دارند =
Hايد كهحدس زده K H K∧ = يد نشان دهيم كه با ، ابتداالبته. حدس شما درست است. ∩

( )H K Sub G∩     .  كندي زير بيش از اين مطلب را اثبات ميقضيه. ∋

  :در اين صورت. گروه است Gفرض كنيم . قضيه 1.3.2

H,براي هر  -1 K G≤ ،H K∩ نيز زيرگروهG است.  

}يبراي هر خانواده -2 }i i IH G،iهاياز زيرگروه ∋
i I

H H
∈

 . است Gنيز زيرگروه ∩=

را به  7.2.2يا   6.2.2 محك .توانيد اثبات كنيدمياين قضيه را به راحتي يقين داريم كه .  اثبات
 3.1.2همـراه بـا تعريـف     11.6.1بحـث   1بنـد  كند؟ اين قضيه را اثبات مي 10.6.1آيا لم ( .كار ببريد
 ).چطور؟

( ( ); )Sub G ≤
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ــيم       ــال ببين ــه ح } ك , }H K Sup H K∨ }و = } { }i i I i i IH Sup H∈ ــدام  ∨=∋ ك
Hروشن است كه اگر اجتماع . هستند Gهايزيرگروه K∪ زيرگروهG سـوپريمم   آنگاه ،باشد

 6.1 بخـش ولي، همان طور كـه در  . است Kو Hشامل زيرگروهترين ، زيرا كوچكبود خواهدنيز 
هاي كلايـن  مثالي از زيرگروه(! نيز ديديم، اجتماع دو زيردستگاه جبري لزوماً يك زيردستگاه نيست

[يا براي حل كردن مساله، . )نسبت به عمل گروه بسته نباشدها اجتماع آنبه طوري كه  ياوريدب  
  .آوريمها ميبراي زيرگروه را 12.6.1تعريف كلي  2بند  ابتدا تعبير

تـرين  كوچـك در اين صـورت،  . باشد Gي گروهزيرمجموعه Xفرض كنيم . تعريف  2.3.2
نـاميم و آن را بـا   مـي  Xتوسـط زيرگـروه توليـد شـده    باشـد   Xشاملرا كه  Gزيرگروه

X< Gاگر  .دهيمنشان مي < X= < توليـد شـده يـا     Xتوسـط  Gگوييم كه گروه، مي<
X مولدG است.   

تـرين  آيـا كوچـك   )الف( :زير برايتان مطرح هسـتند  الؤيقيناً دو س.  بحث در كلاس  3.3.2
>X، يعني Xيشامل مجموعه Gزيرگروه داده شـود،   Xاگـر  )ب( وجود دارد؟هميشه ، <

>X، يعنيXيترين زيرگروه شامل مجموعهتوانيم كوچكچطور مي به ويـژه بـه كمـك    (را  <
>Xديـديم كـه    15.6.1ي قضيهدر  ؟پيدا كنيم )ايي رايانهبرنامه ي گروهـواره بـه عنـوان زير   <

( ; )G ها از معادله Pگفتيم كه اگر 14.6.1در بحث  آيا زير گروه است؟هميشه وجود دارد، ولي  ∗
>Xتشكيل شده باشد،   نويـد  نيـز  1.3.2 يقضيه 1بند خوشبختانه . شودزيرجبر مي -Pيك <

>Xدهد كهمي . آموختيم 15.6.1 يي زير را در اثبات قضيههيشگرد اثبات قض. زيرگروه است <
اثبـات  بـريم،  جبر و جبر خطي به كـار مـي   ديگر روش اثبات را در بسياري از دروساين آنجا كه  از

هـاي پـس از آن نيـز    نتيجـه  و 9.3.2ي قضـيه اثبـات   .آوريمميدو باره ها را براي گروهآن ي ساده
 . هستندتمرين خوبي 

X ،گـروه اسـت   Gفرض كنيم   .قضيه   4.3.2 G⊆ ، و{ | }H G X H= ≤ ⊆S  در
  اين صورت،

{ | }
H

X H H G X H
∈

< > = = = ≤ ⊆∩ ∩∩
S

S  

>Xبا توجه به تعريف  . اثبات  تـرين كوچـك  Xشـامل  Gزيرگروهويژگي  دوكه با  <
بايد نشان دهيم كهابتدا  ،است

H

K H
∈

= ∩
S

نشـان   1.3.2 يقضـيه  .ويژگـي اسـت   دوداراي اين  

دهد كه مي
H

K H
∈

= ∩
S

Hچون هـر عضـو    .است Gزيرگروه  ∈S  شـاملX    اسـت، پـس
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H

K H
∈

= ∩
S

. است Xو شامل Gزيرگروهي از Kكه تا اينجا اثبات شد .است Xنيز شامل 

نيـز زيرگروهـي از   Lكنيم كـه  ترين است، فرض ميدو ويژگي كوچكاين با  Kبراي اثبات اينكه
G و شاملX پس . باشدL∈S .  حال، روشن است كـه

H

K H L
∈

= ⊆∩
S

و اثبـات تمـام    

 !است

  در اين صورت، . زيرگروه آن باشند Kو Hگروه و Gكه كنيم فرض . نتيجه  5.3.2

{ , }H K Sup H K H K∨ = = < ∪ >  

)ي مرتب مجموعه . نتيجه  6.3.2 ( ); )Sub G و (مشبكه  Gهاي گروهيرگروهمتشكل از ز ⊇
} است) كاملاي مشبكهدر واقع،  } { }( )i i I i i I i

i I

H Sup H H∈ ∈
∈

= = < >∨ ∪.   

)ي مشبكهنمودار  . تعريف  7.3.2 ( ); )Sub G  Gهـاي ي زيرگـروه مشبكه نموداررا  ⊇
  .ناميممي

  بحث در كلاس  8.3.2
  :آوريمچند گروه را در زير ميهاي زيرگروهي هاي مشبكه، نمودار2.2.9با توجه به بحث  -1

4 4

3 2

{ , } { , } { , } { ,2}
{ } { }

{ } { }

K

e a e b e c

e

]
] ]

D
D D

D

  

>2، 1با توجه به بند  -2 >aو  [4و در  [3را در  < > ،,a b<  . بيابيد 4Kرا در  <

Xباشد، آنگاه  Gزيرگروهيك خود  Xروشن است كه اگر  -3 X< > همچنين،  چطور؟. =
ــك ــرين كوچـ ــروهتـ ــه  Gزيرگـ ــامل مجموعـ ــا  شـ ــر بـ ــي برابـ }ي تهـ }e ــت ــي،. اسـ يعنـ

{ }e e<∅ > = = < >.   

اجتمـاع  نشـان دهيـد كـه،   . زيرگـروه آن باشـند   Kو Hگروه و Gفرض كنيم) جالب است( -4
H K∪ زيرگروهG است اگر و تنها اگرH K⊆ ياK H⊆.   
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Xممكن است  -5 Y≠ وليX Y< > =< 4براي مثال، فـرض كنيـد   . < 4( ; )G = +] .
1در اين صورت،  1,2< > = <   چطور؟. <

Xنشان دهيد كه اگر  ،4.3.2ي با استفاده از قضيه -6 Y⊆ ي گـروه هـا زيرمجموعهG   باشـند
Xآنگاه Y< > ⊆< > . 

>Xيتوانايي چنداني در محاسبهفعلاً علت اينكه  -7 اي تـوانيم برنامـه  نـداريم و حتـي نمـي    <
 يمطلبي در باره 4.3.2ي و قضيه 2.3.2اين است كه تعريف  ،بنويسيمي آن براي محاسبهاي رايانه

>Xعضوهاي  !كنندبيان نمي Xبر حسب عضوهاي <
>2 تـوان مـي  ،چطـور، بـراي مثـال   . ايمنيز ديده 6.1 بخشها را در اين مثال -8  گـروه  را در <

8 8( ; -يعنـي بايـد كـم   . آيدبه كار مي 8.2.2يمتناهي است، قضيه [8محاسبه كرد؟ چون [+(
,0}يرا به مجموعه [8ترين تعداد عضو عمـل جمـع    نسبت بـه  بستهاي بيفزاييم تا مجموعه {2

  روشن است كه !به دست آيد +8 همنهشتي
  

8 8 82 {0,2,2 2 4,2 2 2 6}
{0,2,4,6}

< > = + = + + =
=

  

 
>3حال شما  -9 8را در گروه  < 8( ; 15و در گروه [+( 15( ;  .بيابيد [+(

2,3Hزيرگروه - 10 = < نيز راحت، ولي  ي اين زيرگروهكدام است؟ محاسبه [15ر گروهد <
 :زير باشد بايد شامل عضوهاي! است ،ترقدري پرزحمت

  

15

15

0, 2, 4,6,8,
3,3 3 6,9,
2 3 5,

+ =
+ =

"
"

"
 

بـراي مثـال،   . تر كنيمتوانيم كوتاهها را ميعقل سليم را به كار ببريم، اغلب اين محاسبه كمي ازاگر 
1چون H∈ 15 15(8 8 16 1)+ = 15H پس، ≡ =   چرا؟. [

>1ي زيرگروه محاسبهي آيا برا -11 )در گروه < ;  را به كـار بـرد؟   8.2.2ي توان قضيهمي [+(
)نابديهي هر زيرگروه ،9.2.2بحث   6بند  بنابر ; به كـار    8.2.2يپس قضيه. نامتناهي است [+(
>1و نتيجه بگيريد كه  درا به كار ببري 6.2.2يقضيه دتوانيولي مي !آيدنمي > = بـه همـين   . [

 توانيد نشان دهيد كه، براي مثال، ترتيب، مي

2 2 {2 | } , ,k k n n< > = = ∈ < > =] ] " ]  
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سـاختن   رار دادن حالت بسـيار كلـي و صـوري   ق) صرفاً الگو(و با الگو  هاي بالابا توجه به نمونه -12
>Xحدس بزنيد كه در حالت كلي، چطـور عضـوهاي   ،16.8.1بحث  گروه آزاد در  را در گـروه   <

} چون تعيين كنيم؟ Gدلخواه }e<∅ > Xمكنيميفرض ،  = ≠ احتمالاً درست حدس . ∅
هاي ايـن عضـوها   سپس وارون. ريزيمرا در سبدي مي Xبه زبان غير رسمي، ابتدا عضوهاي. ايدزده

  :آوريميبه دست مي زير را و مجموعه كنيمرا به سبد اضافه مي

1
1T X X −= ∪  

1كه در آن 1{ | }X x x X− −= هنـوز   . اسـت  Xهـاي عضـوهاي  ي واروني همـه مجموعـه  ∋
-پـس حاصـل  . به عمل گروه بسته نباشد تكارمان تمام نشده است، زيرا ممكن است اين سبد نسب

ي زيـر را بـه   كنـيم و مجموعـه  هاي سبد را نيز به آن اضافه ميعضوهاي هر تعداد متناهي از ضرب
  :آوريمدست مي

}x 1 ضرب تعدادي متناهي از عضوهايحاصلT 2است { |T x G= ∈  

هـاي عضـوهاي   ضـرب هـا و حاصـل  گوييـد كـه پـس وارون   آيا به هدفمان رسيديم؟ حتماً مـي 
-ها و حاصلوارون ؛فرض كنيم اين عضوها را نيز در سبدمان انداختيم چطور؟ 2Tيمجموعه

ادامـه  تا بينهايـت  رسد كه بايد اين روند را به نظر مي چطور؟ي اخير هاي اين مجموعهضرب
دهـد كـه در   ان مـي ش ـزير ني ، قضيهولي! زيرگروه تبديل نشوددهيم و هرگز سبدمان به يك 

مـا  تـلاش   هگفت كه اين هم ـ ديقيناً نخواهي! كارمان تمام است 2Tي رسيدن بههمان مرحله
است و هدف شما  هاكار فوت و فن؟ مطابق معمول اين كتاب، هدف ما آموزش !براي چيست

 هـا در مـوارد مشـابه   اين شـگرد  هاي تفكر و به كار بردنو روشها نيز آموختن اين فوت و فن
مباحث ديگر رياضي، به  در را ي زير،همتاي بسياري از مفاهيم اين كتاب، به ويژه قضيه. است

ها در فيزيك، شيمي، كـامپيوتر  و البته، در كاربردهاي آن(هاي جبر و جبرخطي ويژه در درس
  .خواهيد ديد) نظري، و علوم ديگر

ــيه   9.3.2 ــر  . قض Xاگ ≠ ــه ∅ ــروهزيرمجموع ــاه Gي گ ــد، آنگ >Xباش در ( <
1هاي متناهي به صورت ضربي حاصلمتشكل از همه) نمادگذاري ضربي 2 nx x x"   اسـت

i ،ixبراي هر  ،كه در آن X∈ 1يا
ix X   يعني،. ∋−

1
1 2{ | , }n iX x x x n x X X −< > = ∈ ∈ ∪" `  

1دهـيم  قرار مي  .اثبات
1 2{ | , }n iH x x x n x X X −= ∈ ∈ ∪" و نشـان مـي    `

ــه  ــيم ك ــف(ده H) ال G≤ ،)ب(X H⊆ ،)ــر )پ ــروه Kاگ ــز زيرگ باشــد و  Gني
X K⊆ آنگاه ،H K⊆.  
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ــات   ــراي اثب ــف(ب ــي )ال ــه م ــه ، توج ــيم ك ــون  كن ــوي چ xعض X∈ ــود دارد ــس  .وج پ
1e xx H−= i,1حال اگر، براي .∋ jx y X X −∈ ∪،  

1 1,n mx x x y y y H= = ∈" "  

  :)درستي واقعيت زير را توضيح دهيد( آنگاه

1 1 1 1
1 1 1 1( )n n n nxy x x y y x x y y H− − − −= = ∈" " " "  

Xچون . نيز راحت است )پ(اثبات درستي شرط . روشن است )ب( درستي شرط K⊆ و
K 1پس ها بسته است،نسبت به وارونX X K−∪ نسبت بـه عمـل    Kحال، چون. ⊇

1 بـه صـورت   Hگروه بسته اسـت و هـر عضـو    nx x x= در ixكـه در آن هـر    اسـت،  "
1X X Hپس  است، ∪− K⊆.  

 .توانيد اثبات كنيدمي راحتيهاي زير را به نتيجه     

Xاگر . نتيجه  10.3.2 ≠    )گذاري ضربيدر نماد( باشد، آنگاه Gي گروهزيرمجموعه ∅

1 2
1 2{ | , }knn n

k i iX x x x x X n< > = ∈ ∈" ]  

}1اگر   .نتيجه  11.3.2 , , }kX x x= باشد، به  Gاي متناهي از گروهزيرمجموعه "
  طوري كه 

( , 1, , ) i j j ii j k x x x x∀ = ="  

1 آنگاه
1 1 1{ , , } { | , , }knn

k k kx x x x n n< > = ∈" " " ]1, , nx x< > ="  

}اگر  . نتيجه  12.3.2 }X x= گروهاي تك عضوي از زيرمجموعهG باشد، آنگاه  

{ | }nx x n< > = ∈]  

}و در نمادگذاري جمعي،  | }x nx n< > = ∈].  

  تعريف  13.3.2
1اگــــر -1 2{ , , , }nX x x x= باشــــد، آنگــــاه   Gاي متنــــاهي از گــــروهزيرمجموعــــه "

1, , nH X x x= < > = <  . ناميممي Gمتناهي مولد زيرگروهرا  "<
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}اگر -2 }X x=آنگاه ،H x=<  .ناميممي xبا مولد دوري زيرگروهرا  <

,1اگر  -3 , nG x x= < Gو اگـر  متناهي مولـد  گروهيرا  G، آنگاه"< x= < آن را ، <
  .ناميممي xبا مولد  گروهي دوري

  بحث در كلاس  14.3.2

توجـه   .به تفصيل مطالعـه خـواهيم كـرد    4.2در بخشها را ، آنهاي دوريگروهبه دليل اهميت  -1
4اين است كـه   4Kو [4هاييك تفاوت ديگر گروهكنيم كه مي 1 3= < > = < دوري  [<

 چرا؟ .چنين نيست 4Kاست، در حالي كه 

 . گروه دوري، آبلي است رنشان دهيد كه ه، 12.3.2يبا استفاده از نتيجه -2

اي كـامپيوتري بنويسـيد بـه طـوري كـه      ، برنامه 10.3.2يو نتيجه 9.3.2يبا استفاده از قضيه -3
X<  .تعيين كند Gرا در گروه دلخواه <

 هاي نمونهديدن با  -4

4 4

4

4

{ },
1 2,3

2 2 2 2,4,16

1 1,2 3 2,3
1 , ( , ) 1

, ,
,{ } ,

{ , } , { , } , { , }

n

e e G G

n n n

k k n
K a b a c
K e a b c e e
e a a e b b e c c

< > = < > =
= < > = < > =
= < > = < − > = < > =
= < > = < − > =
= < > =< > = < >= < > =< >
= < > = < > =
= < > = < > =
≠ < > ≠ < > ≠ < > ≠ < > = < >
= < > = < > = < >

] "
] "
] "
] ]
]

"

   

X: درست است شويم؟هايي در مورد تعريف بالا ميچه نكته متوجه G=    مولـد خـود گـروهG 
ممكن است  آن يا زيرگروه يك گروه ؛دنهاي متفاوت ممكن است مولد يك گروه باشمجموعه ؛است

نيـز  اي متناهي يا حتـي تـك عضـوي    با مجموعهاي نامتناهي توليد شود و در عين حال با مجموعه
)هـاي گـروه  ؛حتي دوري باشدمتناهي مولد يا  توليد شود، يعني ; )+]،2]،( ; )n n+]  دوري

باشد، آن  [nيا  [عضو زيرگروهي از ، 1عدد  ، يعني[nو [هاي دوريمولد گروه اگر ؛هستند
دوري نيست، ولي هر زيرگروه ديگـر آن دوري   4Kبا وجودي كه  ؛زيرگروه برابر با خود گروه است

  ! است
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  3.2 تمرين

  ترين قسمت هر درس هستندمهم هاتمرين

  ي اولدسته

ــه    -1 ــد كـ ــان دهيـ 12نشـ 2,3= < ــپس . [< ــراي   سـ ــه، بـ ــد كـ ــان دهيـ 3nنشـ ≥ ،
2,3n = < >].  

Hنشـان دهيـد كـه، اجتمـاع    . زيرگـروه آن باشـند   Kو Hگـروه و  Gفرض كنيم -2 K∪ 
Hاست اگر و تنها اگـر   Gزيرگروه K⊆  يـاK H⊆.       همچنـين، نتيجـه بگيريـد كـه هـيچ

  .اش نوشتزيرگروه سره وتوان به صورت اجتماع دگروهي را نمي

اگـر  اثبـات آن، نشـان دهيـد كـه      بـا  لـي مشـابه  ، و9.3.2 يقضيه  ي مستقيم ازبدون استفاده -3
X ≠   باشد، آنگاه  Gي گروهزيرمجموعه ∅

1 )الف( 2
1 2{ | , }knn n

k i iX x x x x X n< > = ∈ ∈" ]  
}اگر   )ب( }X x= اي تك عضوي از گروهزيرمجموعهG باشد، آنگاه  

{ | }nx x n< > = ∈]  
  ي دومدسته

Hباشــند بــه طــوري كــه Gهــايي از گــروهزيرگــروه T، وH،K فــرض كنيــد -4 K⊆،
H K K T∩ = HT، و∩ KT= . ثابت كنيد كهH K=.  

Gباشند و  Gهايي آبلي از گروهزيرگروه Bو Aفرض كنيد كه  - 5 AB= . ثابت كنيد كه  

( ) ( ( ))( ( ))Z G A Z G B Z G= ∩ ∩  

Aباشند به طوري كه  Gهايي از گروهزيرگروهA ،B،Cفرض كنيد -6 C⊆ .   ثابـت كنيـد
 كه

( ) ( )AB C A B C∩ = ∩  
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  هاي دوريگروه   4.2

از ايـن رو يـك   . هـا هسـتند  اي ساده و در عين حال بسيار با اهميت از گـروه هاي دوري دستهگروه
ي اعـداد  ي همههمان طور كه اعداد اول سازنده. ايمها اختصاص دادهي آنبخش كامل را به مطالعه

 يسـازنده نيز به تعبيـري   دوريهاي خواهيم ديد كه گروهطبيعي هستند، در دروس بعدي جبر 
-دسـته  بعـد  در بخشبخش،  نبراي طولاني نشدن اي. هستندمتناهي مولد  آبليهاي ي گروههمه

هـاي  ي گـروه در واقع، خواهيم ديد كه همـه . هاي دوري به دست خواهيم آوردبندي كاملي از گروه
) دوري دوري نامتناهي بـا گـروه   ;  دوري عضـوي بـا گـروه    n متنـاهي  دوري و هـر گـروه   [+(

( ; )n n+] ريختي، تنهـا يـك دسـته گـروه دوري نامتنـاهي      بنابراين، تا حد يك !است ريختيك
از ايـن  .  عضوي وجـود دارد  nدسته گروه دوري، تنها يك `∋nداريم و، براي هر عدد طبيعي 

 هـاي ، تنها كـافي اسـت گـروه   متناهي مولد هاي آبليهاي دوري، و لذا گروهي گروه، براي مطالعهرو
)دوري ; )و [+( ; )n n+] جالب است، اين طور نيست؟! را مطالعه كنيم   

، بلكه است  اساسيمفيد و  هاي دوريي گروهآوريم كه نه تنها در مطالعهابتدا مفهوم زير را مي     
-ها، مانند گـروه داستان از اين قرار است كه در برخي از گروه .استها مفيد ي گروهدر بررسي همه

)هاي جمعي  ; )+] ،( ; )+_ ،( ; )+\ ،( ; -را نمـي  ،1، به ويژه عدد ، هيچ عدد ناصفر^+(
 هـاي ضـربي  يـا در گـروه   .به دست آوردرا توان به تعدادي متناهي با خودش جمع كرد و عدد صفر 

( ; )∗ ⋅_ ،( ; )∗ تـوان بـه تعـدادي متنـاهي در خـودش      نمي را  -1و  1، هيچ عدد متفاوت با \⋅
)البته در گروه ضربي ! به دست آوردرا  1ضرب كرد و عدد  ; )∗ )4داريـم   ^⋅ 1) 1− ولـي   ،=

در گـروه همنهشـتي    تـر اينكـه،  ها جالـب از اين! بسياري از اعداد مختلط ديگر اين ويژگي را ندارند
( ; )n n+]  تـوان، بـراي مثـال،  بـه تعـداد      ، هر عضـو را مـيn   2يـاn      بـار، بـا خـودش جمـع

داريـم   4Kهمچنـين، در   اين طـور نيسـت؟  ! به دست آوردرا  0عضو خنثيكرد و) همنهشتي(
2 2 2a b c e= = nSσزنيد تابع دوسـويي  حدس مي. = را چنـد بـار بـا خـودش تركيـب       ∋

  .آيد؟ حال تعريف كلي زير را ببينيدكنيم، تابع هماني به دست مي

aباشد و eهمانيعضو گروهي با  Gفرض كنيم . تعريف 1.4.2 G∈ . ،در اين صورت  

وجـود داشـته باشـد بـه      mاست اگر عدد طبيعي متناهي) Gدر( a يرتبهمگوييم كه مي -1
maطوري كه  e= .  

naبا ويژگي nترين عدد طبيعي كوچك -2 e=  يرتبهمراa )درG (نويسـيم  ناميم و ميمي
( )GO a يا ،( )O a اگر امكان اشتباه نباشد .  
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maبا ويژگي mاگر عدد طبيعي -3 e= يمرتبـه  گوييم كـه وجود نداشته باشد، مي a ) در
G (نويسيم، و مياست نامتناهي( )GO a = ∞.  

  بحث در كلاس  2.4.2

naعبارت كنيم كه در نمادگذاري جمعي، يادآوري مي -1 e= 0بهna شود، كـه  تبديل مي =
naدر آن  a a a= + + )، Gدر هر گروه ."+ ) 1O e = . 

بـراي  . متفاوت باشـد آن در هر گروه  يرتبهمو باشد يك عضو ممكن است متعلق به چند گروه  -2
مثال، 

4
(1) 4O در حالي كه  [=

7
(1) 7O O(1)و  [= = هـايي ديگـر،   به عنوان نمونه. [∞

4
(2) 2O در حالي كه  ،[=

16
(2) 8O =]. 

)كه دنشان دهي -3 )GO a = از : راهنمـايي ! باشـند متمايز  aهايي تواناگر و تنها اگر همه ∞
rبراي دو عـدد صـحيح    اگر )الف(كه  لب استفاده كنيدااين مط s>  داشـته باشـيم ،r sa a= ،
G، rهـا در گـروه  ، بـه دليـل وجـود وارون   آنگاه sa e− rكـه در آن   = s− اگـر   )ب(، و `∋

ma e=  2آنگاهm ma e a= =.   

  !  متناهي استيقيناً ي هر عضو در گروهي متناهي، رتبهمنشان دهيد كه ، 3با استفاده از بند -4

اگر كنيم كه، توجه ميتواند متناهي باشد؟ در گروهي نامتناهي مينا هماني ي عضوي رتبهمآيا  -5
)چه در گروه جمعي اعداد مختلط  ; گـروه  ي هر عضو ناصفر نامتناهي اسـت، ولـي در   رتبهم ^+(

)و نامتناهي ضربي ; )∗ )داريم  ^⋅ ) ( 1) 4O i O= − =.  

)، 4Kدر گروه  -6 ) ( ) ( ) 2O a O b O c= = =. 

,2) نامتناهي در گروه خطي عام -7 )GL \ ،
1 0

2
0 1

O
⎛ ⎞−⎡ ⎤

=⎜ ⎟⎢ ⎥−⎣ ⎦⎝ ⎠
  )چرا؟( 

بخشـپذيري، الگـوريتم تقسـيم، و از ايـن     (هاي دوري، حساب اعداد طبيعـي  گروهي در مطالعه -8
تـر  رتبـه را اغلـب سـاده   مي ي زير كار محاسبهقضيه. نقش مهمي دارد) ، كه در مقدمه آورديمقبيل
 .كندمي

aعضو  يرتبهمفرض كنيم كه   .لم  3.4.2 G∈ در اين صورت . متناهي باشد( )O a n=  اگر
  :و تنها اگر دو شرط زير برقرار باشند

1- na e=؛  
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m ،maاگر براي عدد طبيعي -2 e=  آنگاه|n m) .تنها شرط  رتبهم در حالي كه در تعريف
n m≤ آمده است(.  

) آنگاه د،نبرقرار باش )ب(و  )الف(روشن است كه اگر شرايط  .اثبات )O a n= . ،برعكس
) فرض كنيم )O a n= . روشن است كهna e= . حال فرض كنيمma e= . اثبات براي
n|بخشپذيري m ،نويسيم بنابر الگوريتم تقسيم، مي  

, 0 ( )m nq r r n= + ≤ < ∗  

  )به فن اثبات توجه كنيد( حال داريم

( )m nq r nq r n q r

q r r

e a a a a a a
e a a

+= = = =

= =
  

rچون ، بنابراين n<، 0بايدr m در نتيجه و) چرا؟( = nq=كه حكم قضيه را اثبات مي ،-
  .كند

  .آوريممينيز هاي زير را حكمهاي دوري، ي گروهرتبه در مطالعهمقبل از به كار بردن مفهوم     

  .برقرار هستند Gگروهبراي عضوهاي  زير هايحكم . لم  4.4.2

1- ( ) ( ) ( ) ( )m mO a O b m a e b e= ⇔ ∀ ∈ = ⇔ =`.  

2-1( ) ( )O a O a−=.  

3- 1( ) ( )O a O xax−=.  

4- ( ) ( )O ab O ba=.  

)اگر  - 5 )O a n=  و|k nآنگاه ،( ) /kO a n k=.  

)فرض كنيم  -6 )O a n=  و( , )d m n= . ،در اين صورت 

( )( )
( , )

m O a nO a
m n d

= =  

اين  1 بندو  3.4.2 لمتوانيد، با استفاده از بقيه را به آساني مي. كنيمرا اثبات مي 6 حكم  .اثبات
  . ، اثبات كنيدلم



37 
 

 ــ -6 ــا ب ــم   هبن ــرض، داري 1mف dm=  1وn dn=  ــه در آن 1ك 1( , ) 1m n ــات . = ــراي اثب ب
( ) /mO a n d=كنيم كه، توجه مي 

1

1 1 1( ) ( )
dm nn mn

m n m mm nd d da a a a a e e= = = = = =  

)حال، اگر  )m la e= آنگاه ،|n ml 1، يعني 1|dn dm l  ،1و در نتيجه 1|n m l . ولي
1 1( , ) 1n m )1كند كهايجاب مي = / ) |n d n l=  و حكم اثبات شده است.  

 كنـيم كـه   ابتـدا يـادآوري مـي   . كنـيم هاي دوري را بررسـي مـي  هاي گروهحال برخي از ويژگي     
{ | }na a n< > = }و در نمادگذاري جمعي، [∋ | }a na n< > = و  ي زيـر قضـيه  .[∋

|كنيم كه يادآوري مي. بسيار با اهميت استاثبات آن  |G  ي گروهمرتبهعدد اصلي ياG  اسـت. 
  .گروه نيز به كار برديم هايرا براي تعداد عضو مرتبهي كند كه چرا واژهي زير توجيه ميقضيه

ي گـروه دوري  در ايـن صـورت، مرتبـه   . باشـد  Gعضـو گـروه   aفـرض كنـيم    . قضيه  5.4.2
a< )يعني،. ي هر مولد آن استرتبهمبرابر با  < ) | |O a a= < >.  

)كنيم كه ابتدا فرض مي اثبات  )O a n= < عضـوهاي  كنـيم كـه   ادعـا مـي  . متناهي باشـد  ∞
2 1{ , , , , }ne a a a 2متمايز هستند و  "− 1{ , , , , }na e a a a −< > = روشـن اسـت كـه    . "

2 1{ , , , , }ne a a a a− ⊆ < mxبرعكس، فرض كنـيم  . "< a a= ∈< بنـابر الگـوريتم   . <
  تقسيم، داريم

0m nq r r n= + ≤ <  

mيبــا محاســبه  حــال، nq ra a mنشــان دهيــد كــه  ، =+ ra a=    و نتيجــه بگيريــد كــه
2 1{ , , , , }m nx a e a a a −= ∈ براي كامل كردن اثبـات، بايـد نشـان دهـيم كـه عضـوهاي       . "
2 1{ , , , , }ne a a a   داريم. متمايز هستند "−

( ,0 , 1)r s r sa a r s r s n a e−= > ≤ < − ⇒ =  

) با كه متناقض )O a n= 0زيرا ، است r s n< − اين مطلب حكـم را در حالـت متنـاهي    . >
  چطور؟ .كندرتبه اثبات ميمبودن 

)حال فرض كنيد       )O a =   هاي ي عضوكافي است نشان دهيد كه همه. ∞

2, , , , ,ke a a a" "  
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  ). را نيز ببينيد 2.4.2بحث  3بند . ايدفن كار را آموخته(متمايز هستند 

دوري است اگر و  Gدر اين صورت،. عضو باشد nداراي  Gفرض كنيم گروه  .نتيجه  6.4.2
aتنها اگر داراي عضوي چون G∈  يرتبهمباn باشد.  

  .ي بالا توجه كنيدقضيهاثبات ي به كافي است با دقت بيشتر  .اثبات

آيند كه بسيار بـه  به دست مي  5.4.2هاي لاگرانژ و هاي جالبي بلاواسطه از تلفيق قضيهنتيجه     
  .كار خواهيم برد

شـمارد، يعنـي   را مـي  Gي گروهمرتبه Gاز گروه متناهي aي هر عضومرتبه . نتيجه  7.4.2
.  

  عضو باشد، آنگاه  گروهي با اگر  . نتيجه  8.4.2

  

  . مولد آن استي عددي اول، دوري است و هر عضوهر گروه از مرتبه . نتيجه  9.4.2

  بحث در كلاس  10.4.2
  .دوري نيست 4Kگروه  يك بار ديگر نشان دهيد كه  ،6.4.2يبا استفاده از نتيجه -1

1 كنــيم كــه چــونتوجــه مــي -2 1= < > = < − ــراي هــر عــدد و [<  ،nصــحيح ديگــر ب
n≠ < هاي دوري متناهي ممكن است ولي گروه. گروه دوري تنها داراي دو مولد است، اين [<

، را [5، و[6،[4هـاي دوري  هـاي گـروه  ي مولدهمه. يك، دو يا بيش از دو  مولد داشته باشند
  .بيابيد

 هاي جبري را مطرح كرديم كه ممكن است نسبت بـه هاي دستگاهدسته ،1از فصل  9در بخش  -3
-ي گـروه همهي دسته Kاگر. ، و خارج قسمت بسته باشنداعمالي چون زيردستگاه، حاصل ضرب

لي نسبت بـه  نسبت به زيرگروه و خارج قسمت بسته است و Kهاي دوري باشد، خواهيم ديد كه
اي در ، چـه نتيجـه  9.1ي بيرخـوف، در بخـش   مطلب آخر و قضـيه اين از  !ضرب بسته نيستحاصل

زير را يكي دو بار بسيار مهم ي قضيه روش اثباتآيد؟ هاي دوري به دست ميگروه يدستهي باره
  .  ديگر به كار خواهيم برد

   .استزيرگروه هر گروه دوري، گروهي دوري  . قضيه  11.4.2

( ) | | |GO a G

Gn

( ) na G a e∀ ∈ =

a e≠
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Gفـــرض كنـــيم   . اثبـــات a= < حالـــت . زيرگـــروه آن باشـــد Hگروهـــي دوري و <
{ }H e e= = < ــيم . روشــن اســت < ــرض كن }ف }H e≠  وh e≠ درH چــون . باشــد

h H G a∈ ⊆ = < kh، پس< a= كه در آنk 1از طرفـي، . [∋∗ kh a H− −= و   ∋
  ي در نتيجه مجموعه

{ | }mS m a H= ∈ ∈ ⊆` `  

عـدد   ترينكوچكداراي  Sي، مجموعه`در ترتيبياصل خوشبنابر حال،  چرا؟ .ناتهي است
nHكنيم كه ادعا مي. است nمانندطبيعي  a= < naكه  تروشن اس. < H∈   و در نتيجـه

na H< > nHبراي اثبات  چرا؟. ⊇ a⊆ < hكنـيم مـي ، فـرض  < H∈   دلخـواه باشـد .
mhداريم a=  كه در آنm∈] .داريمحال، بنابر الگوريتم تقسيم،  چرا؟    

(0 )m nq r r n= + ≤ <  

)و در نتيجه )m nq r n q ra a a a+= )بنابراين،. = )r m n qa a a H−= حـال، چـون    چرا؟. ∋
n ترين عدد طبيعي با شرط كوچكna H∈  0و  اسـت r n≤ 0r، بايـد  > در نتيجـه،  . =

m nq= و( )m n q na a a= ∈< nHكند كه اين مطلب اثبات مي. < a= < >.   

ــه  12.4.2 ــر . نتيج } اگ }H e≠  ــروه دوري ــي از گ Gزيرگروه a= < ــاه   < ــد، آنگ باش
nH a= < naترين عدد طبيعي با ويژگيكوچك n در آن كه، < H∈ است .  

  . ي بالا توجه كنيدكافي است به اثبات قضيه . اثبات

)هايي زيرگروهقول داديم كه همه  9.2.2بحث   6در بند       ; . را مشخص خـواهيم كـرد   [+(
     .مهم زير در اين باره است ينتيجه

     نتيجه  13.4.2

)هر زير گروه -1 ; }دوري و به صورت [+( | }H n nk k= = ∈] است، كه در آن  [
{ }n∈ ∪` D .  

)ي ترتيبي در رابطه -2 )Sub   :به صورت زير است [

|n m m n⊆ ⇔] ]  

)ي سوپريمم و اينفيمم در مشبكه -3 )Sub  :به صورت زير هستند [
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[ , ]
( , )

m n m n m n
m n m n

∧ = ∩ =
∨ =

] ] ] ] ]
] ] ]  

]كه در آن،  , ]m n ترين مضرب مشترككوچكm وn و( , )m n ها عليه آنترين مقسومبزرگ
  . است

H{0}كه اگـر  مكنيميدر ضمن، توجه . شودنتيجه مي 11.4.2يبلاواسطه از قضيه . اثبات ≠ 
Hبه طوري كه است Hترين عدد طبيعي متعلق بهكوچك n آنگاهباشد،  [زيرگروه n= ].  

كنـد  بيـان مـي   را به خاطر بياوريد كه لاگرانژ  11.2.2 مهمي قضيه . بحث در كلاس  14.4.2
|، يعنـي Hيباشـد، آنگـاه مرتبـه    Gزيرگروهي از يك گروه متناهي Hاگر |H ي، مرتبـهG ،

|يعني  |G ي لاگرانژ درست اسـت؟ يعنـي،   عكس قضيه سؤال اين است كه آيا حال،. ماردشمي، را
عضوي داشته باشد؟  mلزوماً بايد زيرگروهي G آيارا بشمارد،  Gگروه متناهي يمرتبه mاگر

مشـخص  هاي ديگـر جبـر   در درسسيلو  يهاو قضيه ،پاسخ به اين سؤال در حالت كلي منفي است
ولـي بـا    . درست استي امرتبهاز چه و  هاگروهاز نوع ي لاگرانژ براي كدام عكس قضيهكه  كنندمي

هـاي  براي گروه ي زيرتوانيم در قضيهرا ميبالا  پاسخ سؤاليم، اهاطلاعاتي كه تاكنون به دست آورد
  . اثبات كنيم دوري متناهي

Gفرض كنيم  . قضيه  15.4.2 a= <   در اين صورت،. عضو باشد nگروهي دوري با  <

m|عضوي دارد اگر و تنها اگر  mزيرگروهي m،Gبراي هر عدد طبيعي  -1 n.  

m|اگر -2 nاهگ، آنG  زيرگروهي منحصر به فرد باm عضو دارد.  

3- r sa a< > = < )اگر و تنها اگر  < , ) ( , )r n s n=.  

  اثبات

m| فرض كنيم -1 n . در اين صورت/n mH a= < مراحـل  ( زير گروه مورد نظر است، زيرا <
  :)را توضيح دهيداثبات 

/| | ( )
( / , ) /

n m n nH O a m
n m n n m

= = = =  

H، اگر برعكس      G≤  و| |H m=داريمي لاگرانژ، بنابر قضيه، آنگاه ، |m n . چونيا
H  ،دوري است و، براي مثالkH a= <   )را توضيح دهيداثبات مراحل ( در اين صورت. <
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| | ( ) ( , ) |
( , )

k nm H O a n m k n m n
k n

= = = ⇒ = ⋅ ⇒  

m| فرض كنيم -2 n . 1با توجه به اثبات بند ،/n mH a= < حال اگر . است mياز مرتبه <
kK a= <  :)را توضيح دهيدزير مراحل (باشد، آنگاه  mينيز از مرتبه <

/

( ) |
( / )

k km

k n m

O a m a e n km
km nl k l n m
a a H
K H

= ⇒ = ⇒
⇒ = ⇒ =

⇒ ∈< > =
⇒ ⊆

 

|چون  | | |H K=  نتيجه بگيريد كهاستمتناهي ،H K=.  

  :مراحل اثبات زير را توضيح دهيد -3

| | | |
( ) ( )

( , ) ( , )
( , ) ( , )

r s r s

r s

a a a a
O a O a

n n
r n s n
r n s n

< > = < >⇔ < > = < >

⇔ =

⇔ =

⇔ =

  

  بحث در كلاس  16.4.2

 2بنـد  يكتايي بيان شده در نيز برقرار است، ولي  متناهي هاي آبليبراي گروه ي بالاقضيه 1بند  -1
 . داراي سه زيرگروه دو عضوي است 4K گروه آبلي ولي غير دوري براي مثال. ستيچنين ن

عضـوي دقيقـاً برابـر بـا      nهاي يك گـروه دوري كنند كه تعداد زيرگروهبيان مي 2و  1بندهاي  -2
)، يعنيnهاي عليهتعداد مقسوم )d n ،تعداد 3برابر با  [4هاي براي مثال، تعداد زيرگروه. است ،

 .است 6برابر با  [12هاي ، و تعداد زيرگروه2با برابر ) [pيا ( [5هاي زيرگروه

)دوري هايبراي گروه 13.4.2ي آيا همتاي نتيجه -3 ; )n n+]  ،آيا مـي نيز برقرار است؟ يعني-
ي زيـر  نتيجـه  بحث بعد از  را دقيقاً مشخص كنيم؟ [nهاي هر گروه دوري ي زيرگروهتوانيم همه

 .استپاسخ مثبت به اين سؤال 
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ــه  17.4.2 ــه   . نتيجـ ــيم كـ ــرض كنـ Gفـ a= < ــه  < ــي دوري از مرتبـ ، و nيگروهـ

1 2{ , , , }tk k k" هاي عليهي مقسوممجموعهn در اين صورت، . باشد  

1- 1 2( ) { , , , }tkk kSub G a a a= < > < > <  Gهايزيرگروه يهمه يمجموعه "<
  .است

)ي ترتيبي در رابطه -2 )Sub G به صورت زير است:  

|ji kk
j ia a k k< > ⊆ < > ⇔  

)ي سوپريمم و اينفيمم در مشبكه -2 )Sub G به صورت زير هستند: 
  

[ , ]

( , )

j ji i

ji

k kk k i j

kk i j

a a a a a

a a a

< > ∧< > = < > ∩< > = < >

< > ∨< > = < >
  

   .ببريد رها و فنون بالا را به كاقضيه  .اثبات

ي تـوانيم همـه  مـي  نتيجـه چطور با استفاده از اين كه حال ببينيم   .بحث در كلاس  18.4.2
  . نويسيممي [nرا براي نتيجهصورت  1بند ابتدا . را بيابيم [nهاي زيرگروه

1aروشن است كه  -1 1aبا قرار دادن. است [nگروههاي يكي از مولد = ، نتيجـه  1در بند  =
  داريم

1 2( ) { , , , }tSub G k k k= < > < > < >"  

 [12هاي ، پس زيرگروه12، و 6، 4، 3، 2، 1اند از عبارت 12هاي عليهبراي مثال، چون مقسوم -2
  اند ازعبارت

121 , 2 { , 2, 4,6,8,10}
3 { ,3,6,9}, 4 { , 4,8}
6 { ,6}, 12 { }

< > = < > =
< > = < > =
< > = < > = = < >

] D
D D
D D D

  

)12ي ، نمودار مشبكهنتيجه 3و  2با توجه با بندهاي  -3 )Sub   :به صورت زير است [
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12

2 3

4 6

{ }

< > < >

< > < >

]

D

  

به  به دست آورد،   15.4.2و  5.4.2ي هاقضيه توان از ميي جالب ديگري كه نتيجه     
  .صورت زير است

Gاگر  . نتيجه  19.4.2 a= < | با گروهي دوري < |G n= مولد با  و عضوa   ،باشـد
كــه در آن  هســتند) raيــا در نمــاد جمعــي( raهــاي ديگــر آن بــه صــورت آنگــاه مولــد

r n< <D  و( , ) 1r n ــد  . = ــداد مولــ ــس، تعــ ــايپــ ــر Gهــ ــت برابــ ــا  اســ بــ
( ) |{0 | ( , ) 1}|n r n r nϕ = < <  تـابع فـي اويلـر   ، با همين تعريـف،  ϕ در آن كه( =

  .)شودناميده مي

  :)مراحل زير را توضيح دهيد(اين نيز روشن است   .اثبات

| |

( , )
( , ) 1

r rG a a n
n n

r n
r n

= < >⇔< > =

⇔ =

⇔ =

  

كنـيم  ، مجدداً توجه مـي [nي بالا در مورد براي استفاده از نتيجه . بحث در كلاس  20.4.2
1aكه  ، ابتدا توجه [12هاي گروهي مولد، براي پيدا كردن همهاز اين رو. است [nيك مولد =
)كنيم كه مي ,12) 1r 1,5,7,11rاگر و تنها اگر  = 1aحال با قرار دادن. = و اين اعـداد   =

ra عبارت در همتاي جمعي aa a= raيعنـي ، " a a a= + + هـاي  مولـد  ي، همـه "+
1: عبارت هستند از [12 1,5,7,11r =.  

. آوريـم مـي  تـري باشـد، مثـال نابـديهي   شايد اين مثال بديهي چندان روش كار را نشان نـداده       
2زيرگروه {0,2,4,6,..., 28}H = < > 30 گروه از  = { ,1, 2, , 29}=] D را در نظر  "

2aدر آن  كه گيريممي |ابتـدا بايـد   . = |H  البتـه روشـن اسـت كـه در ايـن مثـال        . را بيـابيم
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| | 15H -ي گروهبارهبا توجه به مطالبي كه در . خواهيم روش كلي كار را نشان دهيم، ولي مي=
  ، داريم)محاسبات زير را توضيح دهيدهر مرحله از دلايل (دانيم هاي دوري مي

30

30 30| | | 2 | (2) 15
(2,30) 2

H O= < > = = = =]  

)حال  ,15) 1r 1,2,4,7,8,11,13,14rاگر و تنها اگر  = هاي ي مولدو در نتيجه همه =
H 2.اند از عبارت 2,4,8,14,16,22, 26,28r   براي مثال، .=

16 {1.16, 2.16,3.16, ,
{16, 2,18, 4, 20,6, 22,8, 24,10, 26,12, 28,14,0}
H

< > =
=
=

"
  

  

  4.2 تمرين
  !تنها تماشاچي نباشيد

  
  ي اولدسته

  
|نشان دهيد كه . تنها داراي يك مولد است Gفرض كنيد كه گروه دوري -1 | 2G ≤.  
|با  Gثابت كنيد كه هر گروه -2 | 5G |اگر . آبلي است ≥ | 6G  چطور؟ =

 .را بيابيد 81و  60، 17هاي هاي دوري از مرتبههاي گروهتعداد مولد -3
 :هاي دوري زير را بيابيدگروهزيرهاي هر يك از تعداد مولد -4

25Hزيرگروه دوري  )الف(      = <   .[30از گروه  <

25Hزيرگروه دوري  )ب(      a= < Gعضوي  160از گروه دوري  < a= < >.  

1زيرگروه دوري  )پ(    
2

iH +
= <   .^∗از گروه ضربي <

  .باشد 2ي هر عضو آن تواني از گروهي مثال بزنيد كه مرتبه -5

  .باشد pي هر عضو آن تواني از عدد اول گروهي مثال بزنيد كه مرتبه -6

  :هاي زير را نقض كننددهيد كه گزارههايي ارائه مثال -7



45 
 

|را بشمارد، آنگاه  nعدد طبيعي Gي هر عضو گروه اگر مرتبه )الف( |G  عددn را مي شمارد .  
  .دوري است Gمتناهي و هر زيرگروه اكيد آن دوري باشد، آنگاه Gاگر گروه  )ب(
  . است nي داراي عضوي از مرتبه Gرا بشمارد، آنگاه Gي گروه متناهيمرتبه nاگر )پ(
2Cباشـد بـه طـوري كـه     Cيشامل زيرمجموعه Gاگر گروه )ت( C= وe C∈  آنگـاه ،C 

2كنيم كه يادآوري مي .است Gزيرگروه { | , }C xy x y C= ∈.  
  .نيز متناهي است Gمتناهي باشد، آنگاه  Gاگر هر زيرگروه اكيد از گروه  )ث(

فرض كنيد  -8
1

|
0 1

n
G n

⎧ ⎫⎡ ⎤
= ∈⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
بـا عمـل ضـرب     Gينشـان دهيـد كـه مجموعـه    . [

ي داراي عضـوي ناهمـاني از مرتبـه    Gهمچنـين، نشـان دهيـد كـه    . گروهي آبلي است هاماتريس
  .متناهي نيست

)باشد كه در آن  pqي از مرتبه Gفرض كنيد گروه آبلي -9 , ) 1p q ثابت كنيـد كـه اگـر   . =
G  داراي عضوهايa وbهاي، به ترتيب از مرتبهp وqباشد آنگاه ،G دوري است  .  

  ي دومدسته

 .ي هر عضو آن متناهي باشدبزنيد كه مرتبهگروهي نامتناهي مثال  - 10

)باشد كه  Gتنها عضو گروه aفرض كنيد كه   -11 )O a n= . نشان دهيد كه( )a Z G∈  .  

)عددي طبيعي باشد به طوري كـه   mو nيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد -12 , ) 1m n = .
gثابت كنيد كه براي هر  G∈عضوي مانند ،Gx∈  وجود دارد به طوري كهmg x=.  

  . گروه است Gدفرض كني -13

aنشان دهيد كه اگر  )الف( G∈ و( )O a mn= كه در آن ،( , ) 1m n ، آنگاه عضوهاي =
,b c G∈  وجود دارند به طوري كه( )O b m= ،( )O c n= و ،a bc cb= =.  

)1با را  )الف(تعميم بند  )ب( ) kO a m m=   . اثبات كنيدآن را بيان و  "

)عددي طبيعي باشد به طوري كه  mو nيگروهي از مرتبه Gفرض كنيد - 14 , ) 1m n = .
  در اين صورت،

a,ثابت كنيد كه براي هر  )الف( b G∈اگر ،  m ma b= آنگاهa b=.   

)ي مثالي نقض، نشان دهيد كه فرض هبا ارائ )ب( , ) 1m n   .ضروري است )الف(در بند  =
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aثابت كنيد كه براي هر . ي فرد باشدگروهي از مرتبه Gفرض كنيد كه - 15 G∈ي ، معادله
2x a= دقيقاً داراي يك جواب درG است.  

نشان دهيد كه. باشد nو mهايهايي از مرتبهوداراي عض Gفرض كنيد كه گروه آبلي   -16
G ي داراي عضوي از مرتبه[ , ]m n است.  

ــد -17 ــي و  Gفــرض كني ــروه دوري H،Kگروهــي آبل ــه   Gدو زيرگ ــه طــوري ك باشــند ب
| |H m= و| |K n= .،در اين صورت  

)نشان دهيد كه اگر  )الف( , ) 1m n   .عضو دارد mnزيرگروهي دوري با  G، آنگاه =

)را بدون شرط )الف(همتاي حكم  )ب( , ) 1m n   .بيان و آن را اثبات كنيد =

x,گـروه باشـد،    Gفرض كنيـد   -18 y G∈  وxy yx= .     نشـان دهيـد كـه اگـر( )O x و
( )O y  متناهي باشند، آنگاه( )O xy عدد( ) ( )O x O y شماردرا مي.   

ــد  -19 ــرض كنيـ ــد،  Gفـ ــروه باشـ x,گـ y G∈ وxy yx=.   ــر ــه اگـ ــد كـ ــان دهيـ نشـ
( ( ), ( )) 1O x O y )آنگاه  = ) ( ) ( )O xy O x O y=.  

}فرض كنيد كه -20 }e وG هاي گروهتنها زيرگروهG نشـان دهيـد كـه   . باشند{ }G e=   يـا
G ي عددي اول استگروهي دوري از مرتبه.  

  .متناهي است Gمتناهي باشد، آنگاه Gگروه هاينشان دهيد كه اگر تعداد زيرگروه  -21

Gفرض كنيد كه گروه دوري  -22 a= < براي هر عدد  نشان دهيد كه. عضو است nداراي  <
mxمعادله ي  ،mطبيعي  e= درG  دارايm  جواب است اگر و تنها اگر|m n. 

، تعـداد   nطبيعـي  گروهي آبلي و متناهي باشد به طوري كه براي هـر عـدد   Gدفرض كني -23
exnيجواب هاي معادله   .دوري است Gثابت كنيد كه. است nحداكثر برابر با  =

)2ثابت كنيد كه . باشد 5برابر با  Gدر گروه  aي فرض كنيد مرتبه -24 ) ( )G GC a C a=.   
ي ي متشكل از عضـو همـاني و همـه   آيا مجموعه. گروهي متناهي و آبلي است Gفرض كنيد -25

  دهد؟تشكيل مي Gي نامتناهي هستند يك زيرگروه ازكه از مرتبه Gعضوهاي گروه
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  هاريختي گروههمريختي و يك  5.2    

هـا  هاي جامع آنمعرفي و ويژگي 5.1هاي جامع جبري را در بخش ريختي دستگاههمريختي و يك
هاي جبري توابعي هستند كـه  بين دستگاه هاهمريختيدر حالت كلي، ديديم كه، . را بررسي كرديم

  .داريمها تعريف زير را براي مورد خاص گروهاين رو،  زا. كنندها را حفظ ميعمل

نيم كه كفرض  . تعريف  1.5.2
11( ; )GG و ∗

22( ; )GG در ايـن صـورت، تـابع    . گروه باشند ∗

1 2:G Gϕ x,1براي هر  همريختي گروهي است اگر حافظ عمل باشد، يعني → y G∈،  

1 2
( ) ( ) ( )G Gx y x yϕ ϕ ϕ∗ = ∗  

پوشا همريختي ، تكريختييك به يك را همريختي ، ريختيدرونرا  Gبه Gهمريختي از گروه
  . ناميممي ريختيخوددوسويي را همريختي ، و بروريختيرا 

  بحث در كلاس  2.5.2

ي زيـر  كنيم و  بـه صـورت سـاده   ها را در عبارت بالا حذف مي∗مطابق قراردادهايمان، معمولاً  -1
  :آيدنويسيم و اشتباهي نيز پيش نميمي

( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ=  

كـه در آن گـروه را بـه صـورت دسـتگاه       ،در نظر بگيـريم را  3.1.2گروه  فرض كنيم كه تعريف -2
)1جبري  ; , , )G e−∗ τ(2,1,0)از نوع  ⋅  1.5.2تعريـف  كنـيم كـه   توجه مي .كندمعرفي مي =

-حال اين سؤال مطـرح مـي  . كندبيان مي ϕرا شرط همريختي بودن  ∗صرفاً حفظ عمل دوتايي
-قرار ندادهها همريختي بودن بين گروهشود كه چرا حفظ دو عمل ديگر يكاني و صفرتايي را شرط 

آنقـدر  بـه كمـك هـم     )3گ( –) 1گ(هـاي  اتحـاد : پاسخ به اين سؤال اسـت  5.5.1ي قضيه  ايم؟
1 همريختي كه هستندتوانمند  2:G Gϕ نيـز  هـا  به خودي خود حافظ عضو همـاني و وارون  →

1يعني،  !شودمي 2( )e eϕ 1و = 1( ) ( )x xϕ ϕ− ي آن را يـك بـار ديگـر ارايـه     اثبات سـاده ( =−
مثبـت،  (عددي صحيح  kكه در آن ، kxتوانيد نشان دهيد كه براي هر تواناز اين رو، مي .)دهيد

)داريم  است،) صفر، يا منفي ) ( )k kx xϕ ϕ= .اين مطلب را بسيار به كار خواهيم برد. 

هاي جبـري،  ي دستگاهكنيم كه براي همهو اثبات جالب آن را يادآوري مي 11.5.1ي مهم قضيه -3
1) ريختـي يكيعني ( دوسوييبراي هر همريختي كند كه ميها، بيان به ويژه گروه 2:G Gϕ →، 

1آنوارون  تابع
2 1:G Gϕ− ولي جالب آن را يـك بـار    اثبات ساده( .يك همريختي استنيز  →

  .) ه دهيدئديگر ارا
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1اگر تابع دوسوييروشن است كه  -4 2:G Gϕ را به جـدول   1Gها، جدول كيلي بين گروه →

گـواه بـر    ايـن مطلـب  . ريختـي اسـت  يك و در نتيجهحافظ عمل،  ϕتبديل كند، آنگاه  2Gكيلي
  .است 12.3.1بحث  2بند درستي 

 
در زير چند مثال مربوط . ديديم 5.1هاي جامع جبري را در بخش هاي همريختي دستگاهمثال -5

خـواهيم   ،جديـد  ييهـا آموزش نكتـه  در حينهاي بسياري را به مرور و مثال. آوريمها را ميبه گروه
  .آورد

1توانيد نشان دهيد كـه تـابع ثابـت   به آساني مي )الف( 2:G Gϕ هـا بـا تعريـف    بـين گـروه    →
2( )x eϕ 1x، براي هـر  = G∈  1ولـي هـيچ تـابع ثابـت ديگـر      . ، همريختـي اسـت 2G G→ 

 چرا؟ .همريختي گروهي نيست

)هايي از گروه جمعيخواهيم ببينيم كه چه همريختيمي )ب( ; )به گـروه جمعـي    _+( ; )+] 
ϕ:وجود دارنـد؟ روشـن اسـت كـه تـابع ثابـت صـفر، يعنـي         →_ )بـا تعريـف   [ ) 0xϕ = ،

)زيرا،( همريختي است ) 0 0 0 ( ) ( )x y x yϕ ϕ ϕ+ = = + = هـيچ  كنـيم كـه   ادعا مي. )+
ψ:فرض كنيم !همريختي ديگري وجود ندارد →_ -نشان ميابتدا . يك همريختي باشد [

(1)دهيم كه اگر 0ψ 0ψآنگاه  = (1)رزيرا، اگ. = 0ψ  _در  +عمـل   ψ، آنگاه، چون=
  داريم `∋nكند، براي هر را حفظ مي

1 1 1 10 (1) ( ) ( ) ( ) ( )n
n n n n n

ψ ψ ψ ψ ψ= = = + + = + +" "  

)1و در نتيجه )
n

ψ = D )حال براي هر .)چرا؟,m n∈` ،  

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )m
n n n n n

ψ ψ ψ ψ= + = + + =" " D 

0ψتوانيد نشان دهيد كهحال، به آساني مي = .  

(1)ناصفر باشد، آنگاه  ψبنابراين، اگر همريختي دلخواه        kψ = ≠ D  و در نتيجه، براي هر
  ،`∋nعدد طبيعي

1 1 1(1) ( ) ( ) ( ) ( )nk n
n n n n

ψ ψ ψ ψ ψ= = = + + = ⋅" 
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در نتيجـه، تنهـا   ) چـرا؟ (شمارد، كه تناقض است را مي kعدد طبيعي  nيعني، هر عدد طبيعي 
)همريختي از گروه  ; )به گروه  _+( ; روشـن  ! جالب بـود؟ ! همريختي بديهي صفر اسـت  [+(

)گروه   است كه ; )تواند با گروه نمي _+( ; در درس مبـاني   ريخت باشد، در حالي كهيك [+(
  . است) همتوان(ريخت يك [يمجموعهبا  _يمجموعه علوم رياضي ديديم كه

nهـاي حقيقـي   تابع دترمينـان از گـروه جمعـي مـاتريس    ) پ( n×     بـه گـروه جمعـي( ; )+\ 
n هــايمــاتريس  همريختــي نيســت، زيــرا   n× ،A وB     وجــود دارنــد بــه طــوري كــه 

det( ) det( ) det( )A B A B+ ≠ +.  

) خطي عام تابع دترمينان از گروه ضربي )ت(  , )GL n nهاي حقيقـي  يعني، ماتريس( \ n× 
)به گروه ضربي اعداد حقيقي) پذيروارون ; )∗   چرا؟. ، همريختي است\⋅

را  8.5.1ي و قضـيه  6.5.1 بحـث . اسـت  چگونه هاها بر زيرگروههمريختيحال ببينيم كه تاثير      
  .مرور كنيد

1فرض كنيم  .قضيه  3.5.2 2:G Gϕ   در اين صورت، . همريختي گروهي باشد →

  يعني،. كندها را حفظ ميزيرگروه ϕهمريختي -1

1 2( )H G H Gϕ≤ ⇒ ≤  

1به ويژه، 2( )G Gϕ ≤.   

   يعني،. دهدها را بازتاب ميزيرگروه ϕهمريختي -2

1
2 1( ) ( )K G K K Gϕ ϕ−≤ ⇒ = ≤

H
  

 به ويژه،
2 2 2

1
1 1({ }) ( ) { | ( ) }G G Ge e x G x e Gϕ ϕ ϕ− = = ∈ = ≤

H.  

را  2حكـم  قسـمت اول  از اين رو، . ي معكوس اندكي مشكل دارندمبتديان گاهي با نگاره  .اثبات
-ي شما خوبـان مـي  را به عهده) 2 قسمت دوم حكم اثبات مستقيم به ويژه( ي احكام اثبات و بقيه

)از آنجا كه عضوهاي  ،توجه كنيد كه(. گذاريم )x Hϕ∈   به صـورت( )x hϕ=    هسـتند، كـه
hدر آن  H∈ 1، مبتديان عضوهاي( )x Kϕ−∈     1را نيز به اشـتباه بـه صـورت( )x kϕ−= 

)1بايد از ايـن مطلـب اسـتفاده كننـد كـه      نويسند، در حالي كهمي )x Kϕ−∈     اگـر و تنهـا اگـر
( )x Kϕ ∈ .( 
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)براي اثبات بسته بودن -2 )KϕH 1نسبت به عملG،  كنـيم  فرض مـي, ( )x y Kϕ∈ H  يعنـي ،
( ), ( )x y Kϕ ϕ   پس داريمبسته است،  2Gنسبت به عمل Kهمريختي است و ϕچون . ∋

( ) ( ) ( )xy x y Kϕ ϕ ϕ= )در نتيجه، بنابر تعريـف  . ∋ )KϕH ،( )xy Kϕ∈ H .   بـراي اثبـات

1
( )Ge Kϕ∈ Hكنيم كه ، توجه مي

1 2
( )G Ge e Kϕ = كنيم كـه  ها، فرض ميدر مورد وارون. ∋

( )x Kϕ∈ Hــي )، يعنــ )x Kϕ ــون  . ∋ ــال، چــ 1حــ 1( ) ( )x x Kϕ ϕ− −= ــس∋ ، پــ
1 1( )x Kϕ−   .و حكم اثبات شده است ∋−

. دهـيم هاي دوري را كه قول داده بوديم انجام ميبندي گروهدر قسمت پاياني اين بخش، دسته     
-كـار مـي  آموزيم كه در درس جبرخطي نيز بـه  و بحث پس از آن فنوني مي ي زير در اثبات قضيه

  .نيز ديديم 1از فصل  8اين فنون را در بخش . آيند

  قضيه   4.5.2
1Gفرض كنيم -1 a= < 1گروهي دوري و < 2:G Gϕ در ايـن  . همريختي گروهي باشـد  →

)1صورت،  )Gϕ  با مولدگروهي دوري و نيز( )b aϕ= البته اگـر  . استϕ    پوشـا باشـد، آنگـاه
2G b= <   .نيز دوري است <

1Gفرض كنـيم كـه   -2 a= < 1و  < 2 1 2, : G Gϕ ϕ همريختـي باشـند بـه طـوري كـه      →
1 2( ) ( )a aϕ ϕ=. ،1 در اين صورت 2ϕ ϕ=.  

  اثبات 
ــيم   -1 ــرض كن )1ف ) ( )x Gϕ ϕ∈ ــه در آن 1x، ك G∈ . ــون 1xچ G a∈ = < ــس< ، پ
nx a= كه در آن ،n∈] . چونϕ       همريختي است، و در نتيجـه عمـل دوتـايي گـروه، عضـو

)كنـد، داريـم   هـا را حفـظ مـي   هماني، و وارون ) ( ) ( )n n nx a a bϕ ϕ ϕ= = ، و در نتيجـه  =
1( ) ( )G aϕ ϕ= < >.  

  ):را توضيح دهيد زير مراحل(روشن است  -2

1

1 1 1

2 2 2

( )

( ) ( ) ( ( ))

( ( )) ( ) ( )

k

k k

k k

x G a k x a

x a a

a a x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∈ = < >⇒ ∃ ∈ =

⇒ = =

= = =

]
  

  .هستندي بالا از قضيهنتايج زير حاصل  . بحث در كلاس   5.5.2
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 !هيچ همريختي پوشا از يك گروه دوري به يك گروه غير دوري وجود ندارد -1

G:همريختي -2 Hϕ مولـد گـروه    هـر  ϕهاي دوري پوشا است اگر و تنها اگر بين گروه →
    چطور؟. بنگارد Hرا بر مولدي از گروه دوري Gدوري

G:همريختي) جالب است( -3 Hϕ  ϕهاي دوري پوشا است اگـر و تنهـا اگـر    بين گروه →
  چطور؟ .بنگارد Hرا بر مولدي از گروه دوري Gمولد گروه دوري دست كم يك

|فرض كنيم  -4 | | |G H= . ،پوشـاي  همريختيهر در اين صورت:G Hϕ -بـين گـروه   →
 . است وسوييدهاي دوري 

آن دو  چطـور؟ ! وجـود دارنـد   [بـه گـروه دوري   [تنها دو همريختي پوشـا از گـروه دوري   -5
 .)اين بحث را ببينيد 2و بند  ي بالاقضيه 1بند . (كنيدهمريختي را تعريف مي

  به خودش وجود دارد؟   [nاز ) ريختيو لذا يك(چند همريختي پوشا  -6

اثبات ساده آن  .خوريمي زير كه در ابتداي بخش قول داديم ميقضيهبيان كيك اين بخش را با      
  .گذاريمي شما ميرا به عهده

  قضيه  6.5.2

Gاگرگروه دوري -1 a= < Gنامتناهي باشد، آنگاه  < ≅ ] . 

Gاگرگروه دوري  -2 a= < nGعضو باشد، آنگاه  nمتناهي با  < ≅ ]    .  

) يبا ضابطه تابع. اثبات ) na aϕ   . را نيز ببينيد 5.4.2ي اثبات قضيه .را به كار ببريد =

  بحث در كلاس   7.5.2

 .دوري نيستند ^∗،^،\∗،\هاي نشان دهيد كه گروه -1

}هاي دوري جمعي گروه -2 | }n n Zπ π< > = }و  ضربي ∋ | }n n Zπ با كدام گروه  ∋
  ريخت هستند؟دوري يك

چگونـه نشـان   . بـريم اين بخش را با مطالب مهم زير به پايان مـي   .بحث در كلاس  8.5.2
از گـروه   ϕروشن است كه اگر تـابعي چـون    ريخت هستند يا نيستند؟دهيم كه دو گروه يك
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1G 2به گروهG  داده شده باشد و بخواهيم نشان دهيم كهϕ ريختي است بايد نشـان دهـيم   يك
x,1كه دوسويي و همريختي است؛ يعني، براي هر  y G∈  

( ) ( ) ( )xy x yϕ ϕ ϕ=  

  ! ؟ اين كار اغلب بسيار مشكل است داده نشده باشد چطور آن را پيدا كنيم ϕولي اگر 

هـا  ريختـي بـين گـروه   خواهيم نشان دهـيم كـه يـك   داده شده است و مي ϕتابع فرض كنيم      
. هاي يك به يك، پوشا، يـا همريختـي نيسـت   كافي است ثابت كنيم كه داراي يكي از شرط. نيست

a,1براي مثال، چطور دو عضو متفـاوت  ! گاهي اين كار نيز چندان ساده نيست b G∈    بيـابيم بـه
)طوري كه  ) ( )a bϕ ϕ= 1؟ يا چطور عضوي چونa G∈      بيابيم كه با هـيچ عضـو متعلـق بـه

2G  توسطϕ 1تـر ايـن باشـد كـه دو عضـو     پوشيده نشود؟ شايد از اين هر دو مشكل,a b G∈ 
)بيابيم به طوري كه  ) ( ) ( )ab a bϕ ϕ ϕ≠ !كنيم كه حتي اگر تـابع  مشاهده ميϕ   داده شـده

اغلـب رجـوع بـه    ! ريختي نيستاي نيست كه نشان دهيم اين تابع يكباشد، گاهي كار چندان ساده
-هاي ديگر خواهند آمد، سادهها در اين درس و درسهايي كه در بالا آورديم، يا بعدها و قضيهبحث

را به عضو هماني گروه 1Gگروه عضو هماني  ϕبراي مثال، شايد بايد ابتدا ببينيم كه آيا . تر است
2G ؟ يا نه نگاردمي  

ايـن كـار   . ريخت نيستنديك 2Gو  1Gحال فرض كنيم كه بخواهيم نشان دهيم كه دو گروه      
دو كه هـيچ تـابع دوسـويي بـين     بدانيم اي اگر به گونه! هاي بالا استتر از حالتگاهي بسيار مشكل

1مانند وقتي كه ( اين دو گروه وجود نداردي ي زمينهمجموعه 2| | | |G G≠     بـراي مثـال وقتـي ،
ها يكسان نيست، يـا يكـي شـمارا و ديگـري     متناهي هستند ولي تعداد عضوهاي آن 2Gو 1Gكه 

 ولي اگر توابع دوسويي بين دو گـروه وجـود داشـته باشـند چطـور؟     . مساله حل است) ناشمارا است
ي و هـاي جمع ـ ريخت هستند؟ يا آيـا گـروه  عضوي يك nهاي متناهي ي گروهبراي مثال، آيا همه

بتـوانيم  ، 2.5.2بحـث   )ب(5 ، مانند بنـد گاهي ممكن استريخت هستند؟ يك _و  [شماراي 
، ولـي  )_و [در اين مثال، بين(، اگر چه توابع دوسويي بين دو گروه وجود دارند اثبات كنيم كه

   !باشد همريختيتواند كدام نمي هيچ

-باشيم كه يكي از گروه ويژگي جبريدر اين موارد، يك ابزار ديگر اين است كه به دنبال يك      
هـاي  ها و قضيهها را در بحثهايي از اين نوع ويژگينمونه. ها داشته باشد ولي ديگري فاقد آن است

-هاي ديگـر مـي  هاي ديگر، و در درسبخشهاي زير، مطالب تمرين بالا آورديم و تعدادي را نيز در
 1دوري نيست، بنـابر تمـرين    4Kدوري است ولي گروه كلاين  [4براي مثال، چون گروه . آوريم

يـك يـا چنـد ويژگـي      البته، دو گروه ممكن است در. ريخت باشنديكتوانند زير، اين دو گروه نمي
تـري از  به هر حال، روشن است كه هر چه تعداد بيش. ريخت نباشندگروهي شريك باشند، ولي يك

      . تر هستيمها در دسترس باشند، در اين مورد و موارد ديگر موفقاين نوع ويژگي
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  5.2  تمرين
  ي اولدسته

آبلـي اسـت     1G )الف(نشان دهيد كه . ريخت هستنديك 2Gو 1G فرض كنيد كه دو گروه -1
هر عضـو  )پ( .دوري باشد 2Gدوري است اگر و تنها اگر 1G )ب(. آبلي باشد 2Gاگر و تنها اگر

1G 2وارون خودش است اگر و تنها اگر هر عضوG وارون خودش باشد.  

  .ريخت نيستنديك 6Sو  [6نشان دهيد كه دو گروه  1 تمرين )الف(با استفاده از بند  -2

  .ريخت نيستنديك 4Kو  [4نشان دهيد كه دو گروه  1تمرين  )ب(با استفاده از بند  -3

)ها همريختي روي گروه تحقيق كنيد كه از توابع زير كدام -4 ;   :هستند [+(

2( ) 2 , ( ) 1, ( )f n n g n n h n n= = + =  

 تحت چه شرطبزنيد كه حدس . لزوماً همريختي نيست Gنشان دهيد كه تابع زير روي گروه - 5
  :همريختي است لازم و كافي

1( ) ( )x G f x x−∀ ∈ =  

1 دفرض كني -6 2:G Gϕ  ،نشان دهيد كه. همريختي گروهي باشد →

1xبراي هر )الف(     G∈ اگر ،
1
( )GO x n= < ، آنگاه ∞

2
( ( )) |GO x nϕ . 

يكريختي باشد، آنگاه ϕاگر   )ب(   
1 2
( ) ( ( ))G GO x O xϕ=  .  

nf:، تـابع  nبراي هر عدد صـحيح   -7 →] )ي را بـا ضـابطه   [ )nf x n x= در نظـر   +
}ي نشان دهيد كه مجموعه. بگيريد | }nf n∈]  گروه است و با يك همراه با عمل تركيب توابع
)گروه  ;   .ريخت استيك [+(

  دومي دسته

نشان دهيد كـه بـراي   . دلخواه باشدگروهي  Gفرض كنيد)  است آزادها در كلاس گروه [( -8
gهر G∈  يك همريختي منحصر به فرد چـون:f G→]    (1)بـا ويژگـيf g=    وجـود

  :ببينيدنمودار زير را . دارد
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1 1
{1}

f
G
g

→; ]
  

. تواند آزاد باشـد آيا هيچ گروه متناهي مي .ها آزاد نيستدر كلاس گروه [nنشان دهيد كه گروه  
  .ببينيدنيز  را  9.8.1 بحث

ــيه ( -9 ــيم قض ــه )  4.5.2ي تعم ــد ك ــرض كني G:ف Hϕ ــد و   → ــي باش ــي گروه همريخت
G X= <   دهيد كهنشان . <

) )الف(  ) ( )G Xϕ ϕ= < >.  

1اگــر   )ب(  2, :G Hϕ ϕ xهمريختــي باشــند بــه طــوري كــه بــراي هــر        → X∈ ،
1 2( ) ( )x xϕ ϕ= . 1نشان دهيد كه 2ϕ ϕ=.  

توجـه  (ريختي اسـت  خـود نشان دهيد كه تابع زيـر  . است Gعضوي در گروه aفرض كنيد   -10
1كنيم كه، مي 1 1( )( )axya axa aya− − −=:(  

1

:a G G

x axa

ρ
−

→

6
  

1axنويسيم گاهي مي axa−= .ناميممي خودريختي دروني ها رااين نوع خودريختي.    

)فرض كنيد   -11 )Aut G و( )Inn G   ي هـا و مجموعـه  ي خـودريختي ، بـه ترتيـب، مجموعـه
گـروه   ،همـراه بـا تركيـب توابـع     ،نشان دهيد كه اين دو مجموعه. باشند Gهاي درونيخودريختي
 .  دهندتشكيل مي

G:گروهي متناهي و Gفرض كنيد  -12 Hϕ ثابـت كنيـد كـه    . باشـد  پوشـا  همريختـي  →
 .شماردرا مي Gيمرتبه Hيمرتبه

G:ي عـددي فـرد و  گروهي آبلي از مرتبـه  Gفرض كنيد -13 Gψ ريختـي از  يـك خـود   →
Gidψيعني، ( باشد 2يمرتبه ψ =D( . ثابت كنيد كه هر عضوg G∈ توان به طور يكتـا  را مي

gبه صورت xy=  نوشت، كه در آن( )x xψ )1و = )y yψ −=.  
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,ثابت كنيد كه براي هـر  . گروهي دلخواه باشد Gفرض كنيد -14 ( )a b Inn Gψ ψ كـه در  ، ∋
a,آن  b G∈ ، تساويa bψ ψ=  1برقرار است اگر و تنها اگر ( )ab Z G− ∈.  

)فرض كنيد كه  -15 ; )GG )گروهي دلخواه و  ∗ ; )AA ي ي همهمجموعه. گروهي آبلي است ∗
ــي ــاي از همريخت ــه  Gه ــا  Aب )را ب , )Hom G A  ــي ــان م ــيمنش ــه   . ده ــد ك ــت كني ثاب

( , )Hom G A  همراه با عمل   

( )( ) ( ) ( )Afg x f x g x= ∗  

,براي  ( , )f g Hom G A∈روهي آبلي است و، گ( , )Hom A A≅].  

}2فرض كنيد  -16 | 1}G x x= ∈   همراه با عمل  Gينشان دهيد كه مجموعه. \>

1
x yx y

xy
+

∗ =
+

  

)و با گروه جمعي  ،گروهي آبلي ; f:تـابع  از . (اسـت  ،ريختيك \+( G ي ابطهض ـبـا   \→
1( )
1

xf x Ln
x

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
  ).استفاده كنيد 

2هـاي  ي مـاتريس مجموعه Sفرض كنيد  -17 باشـد بـه طـوري كـه      Xحقيقـي ماننـد    ×2
X I+ كه در آن(پذير است وارونI نشان دهيد كه) ماتريس هماني استS  همراه با عمل  

( , )A B A B AB A B S∗ = + + ∈  

هـاي حقيقـي   ي مـاتريس با گروه ضربي همـه  Sسپس، ثابت كنيد كه گروه. دهدگروه تشكيل مي
2   .ريخت استپذير يكوارون ×2

ــروه    -18 ــه دو گـ ــد كـ ــرض كنيـ ــك Hو Gفـ ــت يـ ــتندريخـ ــه  . هسـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ
( ) ( )Aut G Aut H≅ . چرا؟آيا عكس اين مطلب درست است؟  

ــد -19 ــرض كنيــ ــ G فــ ــت گروهــ ــديهي اســ ــز بــ ــا مركــ ــه  . ي بــ ــد كــ ــت كنيــ ثابــ
( ) ( ( )) { }Aut G GC Inn G id= . نتيجه بگيريد كه( ( )) { }GZ Aut G id=.   
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  هاگروه جايگشت   6.2

توابـع   يهمـه  متشكل از XSيمجموعه ، روشن است كهديديم )چ(4.1.2بحث در همان طور كه 
اين گروه و هـر زيرگـروه آن را   . دهدگروه تشكيل مي ،همراه با عمل تركيب توابع Xدوسويي روي

,1,2}مچنـين، اگـر  ه. ناميديم Xهاي رويجايگشت گروهي از , }X n= را بـا  XS، آنگـاه "
nS  روي  هايگروه جايگشترا  آنو  داديمنشانn يدرجـه  گروه متقارنيـا   شيءn  ناميـديم .

لاگرانـژ،  داناني از جملـه  رياضي. رفتندها حتي قبل از معرفي مفهوم مجرد گروه به كار مياين گروه
هـا را  اي، جايگشتهاي چندجملههاي معادلهتر، گالوا در جستجوي جواباز همه مهمكشي، آبل، و 

ي گـالوا را  نظريه ،مطالبي عميق اين مطالعه .به كمك گرفتند و به نتايج مفيدي دست پيدا كردند
   . طلبدهاي مفصل ديگري را ميبه وجود آورد كه خود كتاب

آرتـور   ،دان انگليسـي رياضـي . ها شدي مجرد گروهها منجر به معرفي و پرورش نظريهاين تلاش     
دهد كه هر ان ميشگذارد و نها را به نمايش ميهاي جايگشتي ديگري از اهميت گروهجنبه ،كيلي

خيلي جالب است، ! ريخت استها يكبا گروهي از جايگشت) متناهي يا نامتناهي( Gروه مجردگ
ي تـاريخي و بـه دليـل    با توجه بـه ايـن سـابقه   . كنيماين قضيه را در اين بخش اثبات مي نيست؟
هـر چنـد    به حق است كه يك بخش  )در تركيبيات ،براي مثال( هاهاي بسيارگروه جايگشتكاربرد
هـا را اثبـات   البته به دليل كمبود وقت، برخـي از قضـيه   .ها اختصاص دهيمي آنرا به مطالعه كوتاه
  . كنيمنمي

  بحث در كلاس  1.6.2

nSσهـر جايگشـت   . بريممحاسبات، نمادگذاري زير را به كار ميكار ابتدا، براي راحتي  -1 را  ∋
  :توانيم با نماد دوخطي زير نشان دهيممي

1 2 3
(1) (2) (3) ( )

n
n

σ
σ σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

  

ρ(1)جايگشت هماني را به طور ساده با    =D پس. دهيمنشان مي   

1 2 3
(1)

1 2 3X

n
id

n
ρ

⎛ ⎞
= = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
D

"
"

  

,1,2}هر عضـو  پس دوسويي است،  σكنيم كه، چون هر جايگشت توجه مي , }n"   در سـطر
  .دهديك و تنها يك بار رخ مينيز  σدوم نمايش دوخطي
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1σيبراي محاسبه  -2 هـا  را با هم عوض كنيم و سپس ستون σكافي است ابتدا جاي دو سطر −
 براي مثال،. نوشته شود nتا  1را طوري مرتب كنيم كه سطر اول به صورت متعارف از 

 
11 2 3 4 5 2 4 5 1 3

2 4 5 1 3 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
4 1 5 2 3

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠ 

  
,دو جايگشت ) يعني تركيب( ضرب روشن است كه حاصل -3 nSσ δ در نمادگذاري متـداول   ∋

)تركيب توابع به صورت )( ) ( ( ))x xσ δ σ δ=D تابع سمت راسـت   ابتدا، يعني شودتعريف مي
)بر حاصل σو سپس اثر   xبر  δيعني )xδ براي مثال، داريم .كنداثر مي 

 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 4 5 1 3 3 5 1 2 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
3 5 1 2 4

5 3 2 4 1

5 3 2 4 1

σ δ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟↓ ↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠↓ ↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D

  

ــال،  ــراي مثــــــ ــرا، بــــــ ــم زيــــــ )داريــــــ )(1) ( (1)) (3) 5σ δ σ δ σ= = =D و
( )(2) ( (2)) (5) 3σ δ σ δ σ= = =D. هـا را از  پرانتزكنيم كه در اين نمادگذاري، توجه مي

نمادگـذاري   دانـان اضـي ير از برخـي  .بـريم چـپ بـه كـار مـي    سـمت  پرانتـز  به راست سمت پرانتز 
( ) ( )x xσ δ σ δ=D  ضــربحاصــلبرنــد، كــه در ايـن صــورت در نمادگــذاري  را بـه كــار مــي 

  . رونداز چپ به راست به كار ميتر، ، به ترتيب طبيعيها، پرانتزهاجايگشت

|روشن است كه  -4 | !nS n= . 3شش عضو گروهS عبارت هستند از 

 

1 2

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, ,

1 2 3 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
, ,

1 3 2 3 2 1 2 1 3

ρ ρ ρ

μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

D
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  :به صورت زير است 3Sنشان دهيد كه جدول گروه توانيدبا محاسبه مي

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

1 1 2 3 1 2

2 2 1 2 3 1

1 1 2 3 1 2

2 2 3 1 2 1

3 3 1 2 1 2

ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
ρ ρ ρ ρ μ μ μ
μ μ μ μ ρ ρ ρ
μ μ μ μ ρ ρ ρ
μ μ μ μ ρ ρ ρ

D

D D

D

D

D

D

D

D

  

3nاگر نشان دهيد كه  - 5 nSσبراي هر آنگاه ، ≤ nSδدست كم يك  ∋ وجـود دارد بـه    ∋
σδطوري كه  δσ≠ . 3به عبارت ديگر، نه تنها بـرايn ≥ ،nS     مركـز آن  آبلـي نيسـت، بلكـه

)برابر است بابسيار كوچك و در واقع  ) { }nZ S ρ= D ي زيادي بـا آبلـي بـودن    و در نتيجه فاصله
)آبلي است اگر و تنها اگر Gگروه كنيم كهآوري ميياد. دارد )Z G G=  . 

، عضـوي داشـته باشـد    6، و 3، 2، 1هايي تواند زيرگروهتنها مي 3Sي لاگرانژ،با توجه به قضيه  -6
ي توانيـد مشـبكه  ، و البته با كمـي محاسـبه، مـي   3Sبا مراجعه به جدول كيلي گروه. كه اتفاقاً دارد

 :رت زير به دست آوريدوهاي آن را به صزيرگروه
 

3

1 2 1 1 2{ , , } { , } { , } { , }

{ }

S

ρ ρ ρ ρ μ ρ μ ρ μ

ρ

D D D D

D  
  

نامند؟ مثلث سه ضلع مساوي نيز مييا گروه متقارن ها ها را گروه تقارنچرا گروه جايگشت -7
 :زير را در نظر بگيريد

1

2 3

  

نسـبت بـه   انعكـاس  و سه ) نسبت به مركز مثلث(توان با سه دوران را مي روشن است كه اين مثلث
دوران و ايـن شـش   . بـر خـودش منطبـق كـرد    ) ي اضلاعهاهمان عمود منصف( هازاويه سه نيمساز
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،ρDتوان بـا  سه دوران را ميها، راس 3، 2، 1گذاري با شماره. نامندهاي مثلث ميرا تقارن انعكاس
1ρ،2ρ  1را با  انعكاسو سهμ ،2μ3، وμ تـوان نشـان داد كـه ايـن     همچنـين، مـي  . نشان داد

  .دهندرا تشكيل مي 3S، گروهنسبت به تركيبها، تقارن

تـوان بـا چهـار    كنيم كه مربـع را مـي  توجه مي. كنيمهاي مربع را محاسبه ميگروه تقارنحال  -7
ها و دو انعكـاس نسـبت بـه دو    و دو انعكاس نسبت به دو نيمساز زاويه) نسبت به مركز مربع(دوران 
هـاي  راس 4، 3، 2، 1گذاري مانند مورد مثلث، با شماره. منصف اضلاع بر خودش منطبق كردعمود 

4 تـوان زيرگروهـي  هاي مربـع را مـي  مربع، گروه تقارن 4 2 4 8+ = × در نظـر   4Sاز گـروه  =
  .     گرفت

نسبت بـه   انعكاس nو، دوران n( تقارن است n2ضلعي منتظم داراي  -nهر به طور كلي،      
ايـن  . دهنـد تشكيل مـي  nSتركيب، زيرگروهي از  تحتكه،  )نيمسازهانسبت به  و هاعمود منصف

امين گروه nيا ( 2nيمرتبه گروه دو وجهيو آن را  يمدهنشان مي nDعضوي را با  n2گروه 
  . ناميممي) دو وجهي

 -rيـك يا ، rبه طول جايگشت دوريرا  Xيروي مجموعه σجايگشت  . تعريف  2.6.2
,1ناميم اگر ،  ميدور , rx x X∈" وجود داشته باشند به طوري كه  

1 2 2 3 1 1( ) , ( ) , , ( ) , ( )r r rx x x x x x x xσ σ σ σ−= = = ="  

}1و هر  , , }rx x x∉ ) ،  يعنيبماندثابت  σتحت  " )x xσ =:  

1

2

1 3

2

r

r

r

x

x x

x x

x

−

−

$
$

  

1ي يك خطيمعمولاً جايگشت دوري را به صورت ساده      2( , , , )rx x xσ = -نشان مي "
  روشن است كهبراي مثال،  .دهيم
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1 2 2 3 4 1

3 4 1 2

1 2 1

( , , , ) ( , , , , )
( , , , , )

( , , , , )

r

r r

x x x x x x x
x x x x

x x x x −

=
=
=
=

" "
"

"
"  

  براي مثال،

1 2 3 4 5
(2,4,5) (4,5,2) (5,2,4)

1 4 3 5 2
⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  بحث در كلاس  3.6.2

nSσدر نمادگذاري يك خطي جايگشت دورياعدادي كه كنيم كه توجه مي -1 -ظاهر نمي ∋
(1)براي مثال .مانندميثابت  σشوند، تحت  (2) ( )nρ = = = =D   ،5S، و در "

1 2 3 4 5
(1,3,4)

3 2 4 3 5
σ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

دور  -2هـر  .ثابـت هسـتند   5و  2دور است كه در آن  -3يعني يك  3جايگشت دوري به طول يك 
( , )a b  ناميممي ترانهشرا يك.  

2nمشابه نوشتن اعداد طبيعي(مهم بسيار  مطلبي -2 كـه  ، )ضرب اعـداد اول به صورت حاصل ≤
2nكـه بـراي   اسـت  ايـن   ،نشان دهـيم  به مرور در بندهاي زير خواهيممي هـر جايگشـت  ، ≤

nSσ   هر جايگشتابتدا  .ها نوشتضرب ترانهشتوان به صورت حاصلرا مي ∋

1 2
(1) (2) ( )

n
n

σ
σ σ σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

  

  . نويسيمها ميضرب دورحاصل به صورتهاي زير مرحلهدر را 

,1)دوري جايگشت )الف( (1), ( (1)), ,1)σ σ σ "1δ   . دهيما تشكيل مير=

  را با شرط xكوچكترين عدد )ب(

{1,2, , } \{1, (1), ( (1)), }x n σ σ σ∈ " "  

)در نظر بگيريد و جايگشت دوري , ( ), ( ( )), )x x xσ σ σ "2δ   .را تشكيل دهيد=
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  را با شرط  yكوچكترين عدد )پ(

{1,2, , } \{1, (1), ( (1)), , , ( ), ( ( )), }y n x x xσ σ σ σ σ σ∈ " " " 

2ي مطلوب به نتيجهي اين روند، با ادامه و در نظر بگيريد 1kσ δ δ δ=   براي مثال، .رسيممي "

  

1 2 3 4 5 6 7 8 . 2 3 . . 6 7 8
(1,5, 4)

5 3 2 1 4 8 7 6 . 3 2 . . 8 7 6

. . . . . 6 7 8
(2,3)(1,5, 4)

. . . . . 8 7 6

. . . . . . 7 .
(6,8)(2,3)(1,5, 4)

. . . . . . 7 .
(7) (6,8)(2,3)(1,5, 4)
(6,8)(2,3)(1,5, 4)

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
=

  

2rدور با  -rهر -3 توانيد بـا  به آساني مي زيرا، . نوشت هارب ترانهشضبه حاصلتوان را مي ≤
 نشان دهيد كه )ضرب از راست به چپ پرانتزها(ها جايگشت ي مستقيم تركيبمحاسبه

1 2 1 1 1 1 2( , , , ) ( , )( , ) ( , )r r rx x x x x x x x x−=" "  
  

,1)براي مثال، 2)(2,1) (5,6)(6,5)ρ = = =D )كلي به طور. " , )( , )a b b aρ =D .  بـه
  داريم 4Sمثالي ديگر، در  عنوان

  
1 2 3 4 1 2 3 4

(1, 2,3) (1,3)(1, 2)
3 2 1 4 2 1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4
(1, 2,3)2 1 3 4

2 3 1 4

2 3 1 4

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = =⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠↓ ↓ ↓ ↓⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2n،  براي 4و  3هاي با توجه به بند -4 nSσهر جايگشت، ≤ توان به صورت را مي ∋
 براي مثال، .ها نوشتضرب ترانهشحاصل

1 2 3 4 5 6 7 8
(7)(6,8)(2,3)(1,5,4)

5 3 2 1 4 8 7 6
(6,8)(2,3)(1,5,4)
(6,8)(2,3)(1,4)(1,5)

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
=
=

  

,1)همان طور كـه گفتـيم و در مثـال     -5 2)(2,1) (5,6)(6,5)ρ = = =D ديـديم،  نيـز   "
توانيد به روش بـالا  براي مثالي ديگر، مي. ها يكتا نيستضرب ترانهشها به حاصلي جايگشتتجزيه

  ،4Sنشان دهيد كه در

(1,2,3) (1,3)(1,2) (2,1)(2,3) (2,1)(2,3)(1,2)(2,1)= = = ="  

تعـداد   ،كنـيم  هـا تجزيـه  تـرانهش به هر صورتي كه جايگشتي را به ي جالب اين است كه نكته     
از ايـن رو،  . )آوريـم اين مطلـب را نمـي  رسمي اثبات ( است همواره زوج يا همواره فردها ترانهش

  .تعريف زير را داريم

nSσاگر  . تعريف  4.6.2 و  زوجضرب تعدادي زوج ترانهش نوشـته شـود، آن را   به حاصل ∋
  .ناميممي فرددر غير اين صورت 

  بحث در كلاس  5.6.2

1چون  -1 2 1 1 1 1 2( , , , ) ( , )( , ) ( , )r r rx x x x x x x x x−=" دور  - r، روشن است كه هر "
  . باشد فرد rزوج است اگر و تنها اگر

1nجايگشت هماني زوج است، زيـرا اگـر    -2 و اگـر دارد بـه تعـداد صـفر تـرانهش      ρDآنگـاه   =
2n ,1)اه گآن ≤ 2)(2,1)ρ =D.  ،ضرب دو حاصلتوانيد نشان دهيد كه به راحتي مي همچنين

)، وارون هـر تـرانهش  ها فرد باشـد جايگشت،  فرد است اگر و تنها اگر دقيقاً يكي از آن , )a bτ = 
اگـر  زيـرا   .زوج باشـد  σزوج اسـت اگـر و تنهـا اگـر     σبرابر با خودش است، وارون هر جايگشـت 

2 1kσ τ τ τ=   حاصل ضرب تعدادي ترانهش باشد، آنگاه "

1 1 1 1 1
2 1 1 2 1 2( )k k kσ τ τ τ τ τ τ τ τ τ− − − − −= = =" " "  
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 nSفـرد در  هـاي  ي جايگشـت مجموعـه  nBو  هـاي زوج جايگشـت ي مجموعه nAحال اگر      
ي زيـر را  حـال قضـيه  . اسـت  nSزيرگـروه   nAنيست در حالي كه nSزيرگروه nBباشند، آنگاه 

  .ببينيد

2nبراي  . قضيه  6.6.2 ≥ ،| | | |n nA B=.  

:كافي است تابعي دوسويي چون . اثبات n nA Bϕ 2nچون. تعريف كنيم  → ، ترانهش≤
τ حال. وجود داردϕ كنيمرا به صورت زير تعريف مي:  

: n nA Bϕ
σ στ

→
6

  

  همچنين، . فرد است στزوج است، σكنيم كه، چونتوجه مي

1 2 1 2
1 1

1 2

1 2

( ) ( )ϕ σ ϕ σ σ τ σ τ

σ ττ σ ττ
σ σ

− −

= ⇔ =

⇔ =
⇔ =

  

ي شما را به عهده ϕپوشا بودن و جالب اثبات ساده. خوش تعريف و يك به يك است ϕپس، 
  .گذاريممي

  بحث در كلاس  7.6.2

|1ي بالا، با توجه به قضيه  -1 | !
2nA n=.  

  . ناميممي nيدرجه گروه متناوبرا  nA مهم گروه-2

3روشن است كه -3 0 1 2{ , , }A ρ ρ ρ=.  

-مقدمهولي، در پاراگراف دوم . پردازيمها در اين درس نميهاي جايگشتبيش از اين به ويژگي     
يك شيء رياضي  روشن است كه نمايش. ي كيلي را اثبات كنيمي اين بخش، قول داديم كه  قضيه

 بـراي آن  توانباي را نيز هاي رايانهيا برنامه باشدتر ديگري كه كار كردن با آن سادهرياضي با شيء 
دهد كه مي نمايشا ههر گروه را با گروهي از جايگشت ،ي كيليقضيه. به كار برد، بسيار مفيد است

  .ها بسيار مفيد استدر كاربرد

  .ريخت استها يكبا گروهي از جايگشت G)متناهي يا نامتناهي( هر گروه  قضيه  8.6.2
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، هر عضـو  Gيقيناً از اين قضيه تعجب نخواهيد كرد، زيرا در هر سطر جدول كيلي گروه  .اثبات
حـال  . نيسـت  Gهـاي يعني، هر سطر چيزي جز جايگشتي از عضو .دهديك و تنها يك بار رخ مي

aبراي هر . آوريماي از اثبات را ميخلاصه G∈ چپ، تابع انتقال  

:al G G
x ax
→
6

  

توانيـد  به راحتي ميديديم،  1.2از بخش 15و  14هاي همان طور كه در تمرين. گيريمرا در نظر مي
}اسـت و  ) دوسـويي (جايگشت يك  alهرنشان دهيد كه  | }l aG l a G= همـراه بـا تركيـب    ∋
aو ، عضو هماني اين گروه است،  elكنيم كهتوجه مي. توابع گروه است b abl l l=D .زيرا  

( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b a abl l x l l x l bx a bx ab x l x= = = = =D  

1و 
1( )a a

l l −
−   تابع دهيم كه نشان ميحال . =

: l

a

G G
a l

ϕ →
6

  

  :توضيح دهيد ϕاثبات زير را براي يك به يك بودن. است يريختي گروهيك

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a b a b

a b

a b l l x G l x l x
l e l e ae be a b

ϕ ϕ= ⇒ = ⇒ ∀ ∈ =
⇒ = ⇒ = ⇒ =

  

  :حال اثبات همريختي بودن را توضيح دهيد چطور؟. پوشا بودن روشن است

( ) ( ) ( )ab a bab l l l a bϕ ϕ ϕ= = =D D  

  بحث در كلاس  9.6.2

    راسـت هـاي  با گروه انتقال Gتوان نشان داد كه گروهي كيلي، ميبه روشي مشابه اثبات قضيه -1
{ | }r aG r a G=      را، lGو  rGهـاي گـروه ). جالب اسـت  ،اثبات كنيد. (ريخت استيكنيز  ∋

    آبلـي باشـد،   Gروشن اسـت كـه اگـر   . ناميممي Gگروه چپ و نمايش منظم راستبه ترتيب، 
r lG G=.  

 .ريخت استيك nSبا زيرگروهي از nيهر گروه از مرتبه -2
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     2rانتقال راسـت  تابع  براي مثال،. را بيابيد [4هاي نمايش منظم گروه نه، جايگشتوبراي نم -3
  :دهدانتقال مي 2ي را به اندازه [4هر عضو گروه 

 

2

1 2 3
(2)

2 3 1
rϕ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

D
D  

  
      تعداديتنها  nبراي هر عدد طبيعي، nSهايتعداد زيرگروهمتناهي بودن و  2بند با توجه به  -4

  . عضوي وجود دارند nهايريختي از گروهي يكردهمتناهي 

  

  6.2 تمرين
  شودتر ميرفته رفته تبحر شما بيش

  ي اولدسته

  .دوري نيستضرب دو جايگشت دوري لزوماً با يك مثال نشان دهيد كه حاصل -1

)1دو جايگشــت دوري  -2 , , )rx xσ = )1و  " , , )sy yδ = گــوييم اگــر مــي مجــزارا  "
1 1{ , , } { , , }r sx x y y∩ =∅" ــال، در  . " ــراي مثـ ــزا  (3,4,5)و  6S ،(1,2)بـ مجـ

 . پذير استهاي دوري مجزا تعويضروي جايگشت )ضرب(تركيب عمل  نشان دهيد كه. هستند

,فرض كنيد كه  -3 nSσ δ   نشان دهيد كه. دو جايگشت دوري مجزا باشند ∋

  .برابر با طول آن استي هر جايگشت دوري رتبهم )الف(     

)نشان دهيدكه )ب(      ) [ ( ), ( )]O O Oσδ σ δ=.  

ضرب دورهاي مجزا بنويسيد و سپس، با استفاده از بندهاي به حاصلجايگشت زير را ابتدا  )پ(     
  :بيابيدي آن را ، مرتبه)ب(و  )الف(

1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 1 6 7 5 8 2

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .را مشخص كنيد 62σو 60σهايجايگشت )ت(    
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  فرض كنيد كه  -4

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
,

5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 1 6
σ δ

⎛ ⎛⎞ ⎞
= =⎜ ⎜⎟ ⎟

⎠ ⎠⎝ ⎝
  

σδ،δσ،1σهاي حاصل ضرب     −،1 1σ δ− −،100 61σ δ   .را بيابيد −

ها تجزيه و سـپس زوج  هاي دوري و به ترانهشرا به جايگشت 4تمرين  δو σهايجايگشت -5
  .ها را مشخص كنيديا فرد بودن آن

) ها(هاي زير كدامتعيين كنيد كه از مجموعه. ثابت باشد و فرض كنيد كه -6
  :هستند زيرگروه

  )  ب(       )الف(     

    )ت(        )پ(     

  

  ي دومدسته

  

3ثابت كنيد كه  -7 3 3( ) ( )Aut S Inn S S≅ ≅.  

)1فرض كنيد -8 , , )rk kσ = ثابت كنيد كه براي هـر  . باشد nSدوري در گروه جايگشتي  "

nSδ ∈، 1
1( ( ), , ( ))rk kδ σδ δ δ− = ….  

nHفرض كنيد  -9 S≤ . هاي متعلق به نيمي از جايگشتدقيقاً نشان دهيد كه همه ياH  زوج
  .هستند

3nثابت كنيد كه براي  -10 ضرب دورهاي به طول را مي توان به صورت حاصل nA، هر عضو <
)توجه كنيد كه (. نوشت 3 )( ) ( )( )ab cd cbc cdc=.(   

نيـز يـك دور    2σثابت كنيـد كـه  . ي فرد استيك دور از مرتبهσفرض كنيد كه جايگشت  -11
  .است

د بـه طـوري كـه    نباش ـ 8Sدر گروه متقارن  15ي دو زيرگروه از مرتبه Kو Hفرض كنيد -12
{ }H K e∩ HKنشان دهيد كه . = KH≠.  

Y X⊆y Y∈

XS

{ | ( ) }XA S y yσ σ= ∈ ={ | ( ) }XB S y Yσ σ= ∈ ∈

{ | ( ) }XC S Y Yσ σ= ∈ ⊆{ | ( ) }XD S Y Yσ σ= ∈ =
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2nفرض كنيد كه براي  -13 ثابـت كنيـد كـه    . باشـد  Hداراي زيرگروه نابـديهي  nS، گروه <
{ }nH A e∩ ≠.   

  

  

  هاضرب و همضرب گروه   7.2

هاي جبري داده شـده معرفـي   از دستگاه را هاي جبري جديدچند روش ساختن دستگاه 1در فصل 
هاي متعدد به صورت. ها به يكديگر استمتصل كردن دستگاهاي به گونهها يكي از اين روش. كرديم

 6.1بخـش  ضرب دكارتي است كـه در  ها ساختن حاصليكي از آن ، كهتوان اين كار را انجام دادمي
ها با جزييات بيشـتري مطالعـه   را براي گروهضرب هممفهوم و اين مفهوم  در اين بخش. معرفي شد

  . كنيممي

ي يـك  توان براي كسب اطلاعـات در بـاره  هاي جديد، مفهوم ضرب را ميعلاوه بر ساختن گروه     
هـا بـه   ي جايگشـت ي اعـداد بـه اعـداد اول، يـا تجزيـه     همان طور كـه تجزيـه  . گروه نيز به كار برد

نوشـتن يـك گـروه بـه     دهـد،  ها اطلاعات خوبي به دست ميتر دوري يا ترانهشهاي سادهجايگشت
ي خـود گـروه بـه    اطلاعات مفيـدي در بـاره   ،ترو به تعبيري ساده ،ترهاي كوچكضرب گروهحاصل

  .دهددست مي

  .كنيمها يادآوري ميرا براي گروه 6.1ضرب داده شده در بخش حال تعريف      

1در اين صورت. باشند گروه 2Gو 1Gفرض كنيم   .تعريف و ضيهق  1.7.2 2G G×   همـراه
  ايمولفهبا عمل دوتايي 

1 2 1 2 1 1 2 2( , )( , ) ( , )g g g g g g g g′ ′ ′ ′=  

   .ناميممي 2Gدر 1G) دكارتي( ضربحاصلاين گروه را . دهديك گروه تشكيل مي

    بحث در كلاس  2.7.2
هاي زير به كـار  معمولاً نماد. تعميم تعريف بالا به هر تعداد متناهي و نامتناهي گروه روشن است -1

  :روندمي
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1 2
1

{ : |( ) ( ) }

{( ) | ( ) }

n

i n
i

i i i
i I i I

i i I i i

G G G G

G f I G i I f i G

g i I g G

=

∈ ∈

∈

= × ×

= → ∀ ∈ ∈

≅ ∀ ∈ ∈

∏

∏

"

∪  

ها را، كه ممكـن اسـت بـا هـم متفـاوت      هاي گروهعمل ،الاب 1.7.2كنيم كه در تعريف توجه مي -2
ن طـور  اها را همهاي مشخص، عملالبته در مثال. دهدايم و معمولاً اشتباهي رخ نميباشند، ننوشته
2براي مثال، در . كنيمو اجرا مي نويسيماند ميكه داده شده 3×]   نويسيممي [

  
1 2 1 2 1 2 1 2 3 2

2 3

( , )( , ) ( , )
(1,1)(1,1) (1 1,1 1) (0,2)
g g g g g g g g′ ′ ′ ′= + +

= + + =
 

 
 اي ضرب دكارتي مجموعهتعريف حاصل يكي ،دكارتيدليل استفاده از پسوند  -3

 

1 2 1 2 1 1 2 2{( , ) | , }G G g g g G g G× = ∈ ∈  

1و ديگري اين است كه گروه  2G G×  كنـد صـدق مـي   4.1 .مي ضرب، قضـيه در ويژگي جهاني. 
هـا  iG، زيـرا  برنـد را نيز بـه كـار مـي    خارجييا  ضرب مستقيم برونيحاصلي واژه گاهيالبته 

  .كنيمصحبت ميتر بيشدر اين مورد بعداً . اندخارجي، و نسبت به آن ضرب نيستندزيرگروه حاصل

1ديديم، گروه  23.6.1بحث  3بند همان طور كه در  -4 2G G×   ممكن است برخـي از ويژگـي-
داراي ويژگي  2Gو 1Gگفتيم كه اگر همان بحث در ! را به ارث نبرد 2Gو 1Gهايش هاي مولفه

1آنگـاه   ،دنباش σ) اتحاد(اي معادله 2G G×     بـراي مثـال،    .كنـد نيـز در آن ويژگـي صـدق مـي
1 2G G× بردهايش به ارث ميويژگي آبلي بودن را از مولفه . 

1آيا  -5 2G G×  نشـان دهيـد كـه گـروه    (؟ بـرد هايش به ارث مـي بودن را از مولفه دوريويژگي
2 2×]  . )ديرا به كار ببر  5.4.2ي نيست و قضيه 4ي داراي عضوي با رتبه [

گروه چهار عضوي وجود دارند، يكي بـا  ) دسته(ريختي، تنها دو حد يك كنيم كه، تايادآوري مي -6
2 ،5، با توجه به بند حال كه. 4Kي و ديگري با نماينده [4ي نماينده 2×] دوري نيسـت،   [

جـدول كيلـي گـروه    روشـن اسـت، نيسـت؟   . ريخـت اسـت  بگوييد با كدام گروه چهار عضـوي يـك  
2 2×]   :مقايسه كنيد 4Kو آن را با جدول گروه كلاين را در زير كامل  [
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4 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) (0,1) ? ? (1,0)
(1,0) (1,0) (1,1) (0,0) ?
(1,1) (1,1) ? (0,1) (0,0)

K e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

+

 

  
، از نسبت بـه ضـرب بسـته نيسـت    هاي دوري گروه يدستهحال كه پرسيم كه، دوباره مي -7

 توان باهاي دوري را نميگروه يدستهدرست است، گيريد؟ اي ميه نتيجهچ رخوفبي 2.9.1ي قضيه
 !ها مشخص كرداز معادله ايمجموعه

در گـروه   1ي چون مرتبـه براي مثال، . هاي دوري، دوري استضرب برخي از گروهالبته حاصل -8
 (1,1)يرتبـه متوانيد نشان دهيد كـه  به آساني مياست،  3برابر با  [3و در گروه  2برابر با  [2

ــروه  2در گ 3×] ــر  [ ــت براب ــا اس 2ب 3| | 6× =] ــيه  [ ــابر قض ــه، بن  ،5.4.2 يو در نتيج
2 3 (1,1)× = < >]  . دوري است [

2شـود كـه   زنيد كه چه عاملي باعث مـي حدس مي -9 3×] 3و [ 4×] د ولـي  ندوري باش ـ [
2 2×] ] ،4 6×] 3، يا [ 6 5× ×] ] -دوري نباشند؟ به احتمال زياد درست حدس زده [

 .حل كنيد 3.4.2 لمي زير را با استفاده از براي اثبات درستي حدس خود، ابتدا مسأله. ايد
1فرض كنيد  -10 1( , , )n ng g g G G G= ∈ = × ×" )و  " )

iG i iO g m= . نشان دهيد
)1كه ) [ , , ]G nO g m m m= =  ).ه كار ببريدبرا  3.4.2لم ( "

گروه .قضيه  3.7.2
1 nm mG = × ×] " iدوري است اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـر       [ j≠،

( , ) 1i jm m = .  

  بالا، نشان دهيد كه  2.7.2بحث  10با استفاده از بند   .اثبات

1 2(1,1, ,1) | |G nO m m m G= =" "  

  .را به كار ببريد 5.4.2ي و قضيه

    بحث در كلاس  4.7.2

}مخالف ( ضرب دو گروه نابديهي با حاصل ،ريختيا يك ،برابر Gاگر گروه -1 }e (  باشـد، مـي-
 .نيسـت پذير  تجزيه [4ولي  است تجزيه پذير 4Kبراي مثال،. است پذيرتجزيه Gگوييم كه
 پذير است؟ تجزيه nبراي كدام عدد طبيعي [nي بالا، تعيين كنيد كهبا توجه به قضيه چطور؟
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[×گروه  نشان دهيد كه -2 توانـد مولـد  نمـي  (1,1)ابتـدا نشـان دهيـد كـه     . دوري نيسـت  [
×] )حال فرض كنيد كه. باشد [ , ) (1,1)m n )مضـرب  (1,1)و نشان دهيد كـه   ≠ , )m n 
 . نيست

2nنشان دهيد كه براي -3 [×n، گروه ≤   . دوري نيست [
1نشان دهيد كه اگر  -4 2G G× 1با مولد 2( , )g g  1دوري باشد آنگاهG  1با مولدg 2وG   بـا

 .دوري هستند 2gمولد
  . ناپذير استتجزيه [با استفاده از مطالب بالا، نشان دهيد كه  -5
  

ولـي در  . كندروشن مي كاملاً را هاي دوريناپذيري گروهپذيري يا تجزيهبحث بالا تكليف تجزيه     
پاسـخ   7.7.2ي را در قضـيه  هستند؟ اين سؤال ناپذيريا تجزيه پذيرها تجزيههحالت كلي، كدام گرو

  .آوريمابتدا لم زير را مي .مي دهيم

Gفرض كنيم   .لم  5.7.2 H K=   در اين صورت، .باشند Kو Hهايضرب گروهحاصل ×

1- ˆ { } {( , ) | }K kH H e h e h H= × = ˆو ∋ { }hK e K= Gزير گروه  × H K= × 
Hˆهستند، به طوري كه H≅،ˆK K≅و ،ˆ ˆG H K H K= × ≅ ×. 

2- ˆ ˆ {( , )}H KH K e e∩ =. 
ˆبراي هر  -3 ˆh H∈ وˆ ˆk K∈   داريم� � � �hk kh=. 
4- ˆ ˆG H K HK= × = 

  .آوريماي از آن را ميخلاصه. اثبات اين مطالب سرراست هستند  .اثبات

)روشن است كه -1 , )H Ke e e=�  عضو همانيlH وlK همچنين،. است 

 
l

l
1 2 1 2

1 1

( , )( , ) ( , )

( , ) ( , )
K K K

K K

h e h e h h e H

h e h e H− −

= ∈

= ∈
  

lHاز اين رو،  H K G≤ × lKبه همين صورت، . = H K G≤ × توانيـد  به آسـاني مـي  . =
  :ريختي هستندزير يك وابعنشان دهيد كه  ت
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l l

� �

l l

� �

: , :

( , ) ( , )

:

( , ) ( , ) (( , ), ( , ))

K H

k K

H H K K

h h h e k k e k

H K H K

h k h k h e e k

ϕ ψ→ →

= =

Φ × → ×

=

6 6

6

  

)كنيم كه توجه مي -2 , ) ( , )K Hh e e k=  اگر و تنها اگرHh e=  وKk e= .   را  2كـه بنـد
 .كنداثبات مي

�براي هر  -3 lh H∈  و� lk K∈داريم ،  

� �

� �
( , )( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( , ) ( , )
K H H K

H K H K

hk h e e k he e k h k

kh e k h e e h ke h k

= = =

= = =
  

   كنيم كهسرانجام توجه مي -4
  

ˆ ˆ {( , ) | }{( , ) | }
{( , )( , ) ( , ) | , }

K K

K K

HK h e h H e k k K
h e e k h k h H k K

H K G

= ∈ ∈
= = ∈ ∈
= × =

  

Hضـرب هـاي حاصـل  دهد كه مولفـه ي بالا نشان ميقضيه.  بحث در كلاس   6.7.2 K× ،

Hاز گـروه  lKو lHهـايي چـون  با زيرگروه Kو Hيعني K×  ايـن  ريخـت هسـتند كـه    يـك
-ادعـا مـي  . كنـيم بررسي ميروند را اين حال عكس . هستند 4، 3، 2هاي ها داراي ويژگيزيرگروه

، 2هاي همتـاي  با ويژگي Kو Hهايي چونداراي زيرگروه Gچون دلخواه كنيم كه اگر گروهي
Gآنگاه  باشند ،4، 3 H K≅ ×. 

  :هاي زير باشندبا ويژگي Gي از گروه دلخواهايههزيرگرو Kو Hفرض كنيم  .قضيه  7.7.2

hبراي هر )  الف( H∈  وk K∈ داشته باشيم ،hk kh=؛  

}   )ب( }H K e∩   ؛=

G  )پ( HK=.  

Gدر اين صورت،  H K≅ ×.  
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   دهيم كه نشان مي  .اثبات

:
( , )
H K G
h k hk

ϕ × →
6

  

اثبـات يـك بـه    . پوشا است )پ(تعريف و بنابر خوش ϕروشن است كه. ريختي مورد نظر استيك
  كنيم كهتوجه مي! جالب است ϕيك بودن

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

2 1 2 1

( , ) ( , )

{ }

h k h k h k h k

h h k k H K e

ϕ ϕ
− −

= ⇒ =

⇒ = ∈ ∩ =
  

1پـس،  ). درستي سطر دوم را توضـيح دهيـد  (
2 1h h e− 1و =

1 2k k e− 1، و در نتيجـه  = 2h h=،
1 2k k=يعني ،ϕ توان نشان داد كهبه آساني ميدر پايان، . يك به يك است ϕ همريختي است 

  :)را توضيح دهيد زير درستي مراحل(

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

[( , )( , )] ( , ) ( )( )
( )( )

( , ) ( , )

h k h k h h k k h h k k
h k h k

h k h k

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⇒ =
⇒
⇒

  

  راحت بود، نبود؟. بنابراين، قضيه اثبات شده است

  بحث در كلاس  8.7.2
 ـارارا  Gدلخـواه   پذيري گروهشرايط لازم و كافي براي تجزيهي بـالا  هاقضيه -1  .دهـد ه مـي ئ

 .هاي زير را ببينيدنمونه

4كه قبلاً ديديمالبته، . تجزيه پذير است 4Kدهيم كه مينشان  -2 2 2K ≅ ×] -، ولـي مـي  [
هاي توانيد نشان دهيد كه زيرگروهبه آساني مي . ي بالا را نشان دهيمخواهيم روش استفاده از قضيه

{ , }H e a=  و{ , }K e b=  4ازK  ــددر شــرايط قضــيه صــدق مــي ــ .كنن ــه  دتوجــه كني ك
c ab=.  ،ــه 4Kدر نتيجـ H K≅ ــون  . × ــين، چـ 2Hهمچنـ ≅ 2Kو  [ ≅ ــس [ ، پـ

4 2 2K H K≅ × ≅ ×] ].   
}پاسخ منفي است، زيرا پذير است؟ تجزيه [4آيا  -3 ,2}H K= = D   تنها زيرگـروه نابـديهي 
 . كندقضيه صدق نمي )پ(و  )ب(هاي در شرط ولياست  [4

و ديگـري بـا اسـتفاده از     15.4.2ي به دو روش، يكي بـا اسـتفاده از قضـيه   توانيد به راحتي مي -4
  . پذير استتجزيه [6تجزيه ناپذير هستند و 3Sو [pي بالا، نشان دهيد كه قضيه
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هاي آن باشند به طوري كه در شرط زيرگروه Kو Hگروه و Gفرض كنيم . تعريف  9.7.2
Gكننـد، و در نتيجـه   صدق  7.7.2ي قضيه H K≅  G گـوييم كـه  در ايـن صـورت، مـي   . ×

  .است Kو Hدروني ضرب مستقيمحاصل

Gدهد كه اگرنشان مي  5.7.2ي قضيه  .بحث در كلاس  10.7.2 H K= حاصل ضرب  ×

كننـد و در نتيجـه  صدق مـي   7.7.2ي هاي قضيهرطشدر  lKو lH ، آنگاهباشد Kو Hبروني
l lG H K≅ ضـرب  از اين رو اساساً تفـاوتي بـين دو مفهـوم حاصـل    . است درونيضرب حاصل ×

از اين رو، تنها وقتي از پسوندهاي بروني و دروني . وجود ندارددو گروه بروني و حاصل ضرب دروني 
   . ها تاكيد كنيملفهؤزيرگروه بودن يا نبودن مكنيم كه بخواهيم بر استفاده مي

 1از فصـل    6 بخـش  و  5.1.ممفهـوم همضـرب را در    . ي آبليهاهمضرب گروه  11.7.2
هاي ديگر است و در درس غير آبلي قدري پيچيدههاي گروه اثبات وجود همضرب. معرفي كرديم

  . به اختصار بياوريم آبليي هاوجود همضرب را براي گروهخواهيم در اينجا مي. شودمي مطرح

بـه  . )دهيمنشان مي +هاي هر دو را با كه عمل( باشند آبليهايي هگرو Kو Hفرض كنيم     
2همـراه بـا دو همريختـي     Gچـون  آبليدنبال گروهي  1i iK G H⎯⎯→ ويژگـي  بـا   ⎯⎯←

ــاج ــتيم  ينه ــر هس ــروه  :زي ــر گ ــراي ه ــي ب )آبل ; )T ــي   + ــي گروه ــت همريخت ــر جف و ه
2 1K T Hϕ ϕ⎯⎯→ G:، همريختي منحصر به فرد ⎯⎯← Tϕ وجـود داشـته باشـد بـه      →

  :پذير باشدطوري كه نمودار زير تعويض

2 1

j iK G H

T

ϕ ϕ ϕ

⎯⎯→ ←⎯⎯

↓

#

  

Gكنيم كه همان گروه ادعا مي H K=    بريدرون هايهمريختيولي همراه با  ×

2 1

( , ) ( , )

i i

H K

K G H K H
k k h h
⎯⎯→ = × ←⎯⎯

←6 D D
  

  كافي است در نمودار بالا تعريف كنيم. گروه مورد نظر استهاي تصويري، به جاي همريختي

1 2

:
( , ) ( ) ( )

H K T
h k h k

ϕ
ϕ ϕ

× →
+6
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كند و بـا ايـن ويژگـي    پذير مينمودار بالا را تعويض ϕتوانيد نشان دهيد كه تابع به آساني مي     
آسـان و   در اثبـات . همريختـي اسـت   ϕ پس كـافي اسـت اثبـات كنيـد كـه     . منحصر به فرد است

  . را به كار خواهيد برد Tآبلي بودنطلب، ماين  سرراست

همضـرب  از اين رو، معمـولاً  . ايمهاي جمعي را به كار بردهآبلي هستند، نماد ي بالاهاچون گروه     
Gرا با  KوHهاي آبليگروه H K= -نيز مـي  مجموع مستقيم دهيم و آن را نشان مي ⊕
  .ناميم

  

   ٧.٢ تمرين

  آستين ها را بالا بزنيد

  ي اولدسته

نشان دهيد كه گروه -1
1 nm mG = × ×] " روهبا گ [

1 nm m⋅ اگر و تنها ريخت است يك ["⋅
iاگر براي هر  j≠ ،( , ) 1i jm m = .  

  :ي هر عضو را در گروه داده شده بيابيدرتبهمدر زير،  -2

18 )الف( 18(4,9)∈ ×] 8 )ب(                        .[ 12(4,9)∈ ×] ].  

18 )پ( 18 6(4,5,3)∈ × ×] ] 1) ت(             .[ 3 6( , 4) Sρ ∈ ×].  

  .بزنيدمثال  32ي و ديگري از مرتبه 18ي دو گروه نا آبلي، يكي از مرتبه -3

  .باشد 5ي هر عضو ناهماني آن رتبهممثال بزنيد كه  125ي از  مرتبه Gيك گروه -4

1نشان دهيد كه  2 1 2( ) ( ) ( )Z G G Z G Z G× = ×.  

1فرض كنيد كه  - 5 1H G≤ 2و 2H G≤ . 1نشان دهيد كه 2 1 2H H G G× ≤ ×.  

   .نشان دهيد كه . و  فرض كنيد  -6

  .را مشخص كنيد از گروه و هاي زيرگروه -7

1 1G G′≅2 2G G′≅1 2 1 2G G G G′ ′× ≅ ×

6 9∩] ]6 9+] ]]
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را  را در نظر بگيريد و  از گروه و هاي زيرگروه -8
  .مشخص كنيد

26گروه  -9 15×]   است؟ 15ي و چند عضو از مرتبه 5ي داراي چند عضو از مرتبه [

  ي دومدسته

  :تابع زير را به كار ببريد .پذير استتجزيه ثابت كنيد كه گروه ضربي  - 10

: {1, 1}
( ,1) 0

( )
( , 1) 0

f
x x

f x
x x

∗ +→ × −

>⎧
= ⎨ − − <⎩

\ \
  

1گروه  هايابتدا با يك مثال نشان دهيد كه زيرگروه -11 2G G×     1لزومـاً بـه صـورت 2H H× 
1گـروه   هـاي ي زيرگـروه اگر همه كهثابت كنيد سپس . نيستند 2G G×    1بـه صـورت 2H H× 

1د، آنگاه نباش 2G G× آيا  عكس اين مطلب نيز درست است .دوري است .  

H,رض كنيد كه ف) جالبتمرين ( -12  K G≤ . نشان دهيد كهG مستقيم (ضرب حاصل
  :دو شرط زير برقرار باشنداست اگر و تنها اگر  Kو  H) دروني

hبراي هر  )الف( H∈ وk K∈ ،hk kh=؛  

gهر عضو   )ب( G∈ اي يكتا به صورت تجزيهg hk= كه در آن  داشته باشدh H∈ و
k K∈.  

H,فرض كنيد كه  -13 K G≤ . نشان دهيد كهG ضرب مستقيم درونيحاصلH وK 
  :گروهي باشدريختي يك يك زير است اگر و تنها اگر تابع

:
( , )
H K G
h k hk

ϕ × →
6

  

1فرض كنيد  - 14 nG G G= × در اين صورت، . ها باشدگروه) بروني(ضرب حاصل "×
ˆهايزيرگروه

iG G≤ وجود دارند به طوري كه  

ˆ، iبراي هر  )الف(
i iG G≅.  

iبراي هر  )ب( j≠ ،ˆ
ix G∈ وˆ

jy G∈داريم ،xy yx=.  

4H = < >6K = < >12]H K+

( ; )∗ ⋅\



76 
 

i ،1براي هر  )پ( 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) { }i i i n GG G G G G e− +∩ =" ".  

1 )ت( 2
ˆ ˆ ˆ

nG G G G= ".  

1)ث(
ˆ ˆ

nG G G≅ × ×".  

)و iHهـــاي مثـــال هـــايي از گـــروه -15 1, 2) ii K= ــارا ه دهيـــد بـــه طـــوري كـــه  ئـ
1 2 1 2H H K K× ≅   .ريخت نباشدها يكjKبا  iHدر حالي كه هيچ يك از  ×

  گروه خارج قسمتي   8.2

يك از ) جبري يا غير جبري(جديد رياضي هاي ساختن دستگاه بسيار مهمهاي يكي ديگر از روش
ايـن روش   ،1از فصل  7در بخش . دستگاه استتشكيل خارج قسمت آن داده شده،  رياضي دستگاه

-در اين بخش مـي . هاي جامع آن را بررسي كرديمهاي جبري كلي معرفي و ويژگيرا براي دستگاه
  .ها با جزييات بيشتري بررسي كنيمرا براي گروه 7.1خواهيم مطالب بخش 

     بحث در كلاس  1.8.2

مطرح شد كه به نظر ما هر دانشجوي رياضي،  ، 7.1بخش  در ، به ويژه1فصل  مطالب جالبي در  -1
سـروكار   جديـد ي يهـا بـا دسـتگاه  روزي هاي كلاسيك سروكار دارد يـا  صرف نظر از اينكه با دستگاه

بايد خواستگاه، بنياد، منبع، سرچشمه، و علت معرفـي مفـاهيم را    !بداند ها را آن خواهد داشت، بايد
 ايـن طـور  ! ي مفاهيم جديـد باشـيم  خود، هنگام نياز، سازنده ها را به كار ببريم وبدانيم تا بهتر آن

از جملـه،  (هـاي كلاسـيك   داديم كه بـراي برخـي از دسـتگاه    هشدار 7.1در همان بخش  نيست؟
شـود كـه لزومـاً در    ، روش ساختن خارج قسمت به صورتي بسيار خاص انجام مـي )هاها و حلقهگروه

  !آيدبه كار نمي  …ها، ها، مشبكهها، تكوارهگروههاي جبري، از جمله، نيمبسياري از دستگاه

ار را بـا زيرگـروه   ، كGگروه يگروه خارج قسمتهاي كلاسيك جبر، براي تعريف در اغلب كتاب -2
 چـپ  هـاي مجموعـه ي هـم مجموعـه از كننـد و  مـي  آغـاز  زيرگروه نرمـال به نام  Nچونخاصي 

{ | }NL aN a G= ــت ∋ ــا راسـ }يـ | }NR Na a G= ــي ، ∋ ــل طبيعـ ــا عمـ ــراه بـ همـ
( )( )aN bN abN= يا( )( )Na Nb Nab=، ند در اين رو. سازندمي يخارج قسمت يگروه

خـارج  گـروه  شود كه آيا اين تنها روش ساختن شود، بلكه روشن نميتنها علت كار مشخص نمي نه
خـارج قسـمتي از    توانيممي ؟ به عبارت ديگر، آيا تنها براي هر زيرگروه نرماليا نيست است يقسمت

 و گروهـي  كـرد ) افـراز ( بنديگروه را تقسيميك توان اي ديگر نيز مييا به گونه، بسازيميك گروه 
هـا  به ايـن سـؤال   صريح يپاسخهاي كلاسيك در بسياري از كتابمتاسفانه   ؟ساخت خارج قسمتي

 يا عـدم نيـاز بـراي    ، احتمالاً به دليل كمبود وقتدانند نيزپاسخ را مي كه يو مدرسان شودداده نمي
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تـوانيم  ما نيـز مـي   !گذرنداز كنار آن مي ،هاها و حلقهگروه ها، يعنيهاي جبري مورد نظر آندستگاه
 را به كار ببريم،، ولي بسيار خاص، ترهمين روش كوتاه

  !ولي قول داديم كه فوت و فن كار را نيز از شما پنهان نكنيم
هاي جبري بـه  از دستگاه معدوديكه تنها براي ( متداول يا ، هر دو روش كلاسيكفصلدر اين  -3

-ساختن گروهبراي ) رودهاي جبري به كار ميدستگاه يهمهكه براي ( جامع راروش و ) آيدميكار 
 3و در فصـل  (ها براي گروه روش كلاسيك دهيم كهسپس نشان مي . آوريمميهاي خارج قسمتي 

  7در بحـث زيـر، كـه يـادآوري مطـالبي از بخـش       ! است جامعمعادل با روش تصادفاً ) هابراي حلقه
 .است، شركت كنيد 1 فصل
هـا سـر و كـار داريـم و     از مجموعـه متشـكل  هايي دهيم كه در اين فصل با مجموعهمي هشدار     
 .   از اين رو بايد بيشتر دقت كنيم! شوندتعريف مي) ي نا بسيط( هاها نيز روي اين نوع مجموعهعمل

  
                بحث در كلاس  2.8.2

از خاصي افرازچيزي جز  ،τاز نوع، Aدستگاه جبريخارج قسمت  هر ديديم كه 7.1در بخش 
A هـايي كـه   اي خاص باشد كـه همـراه بـا عمـل    همچنين ديديم كه اين افراز بايد به گونه. نيست

براي رسـيدن بـه ايـن    . به دست دهد τاز نوع است، دستگاهي جبري Aهاي خودحاصل از عمل
 Gهرا روي گـرو  ∽يارزهاي همبايد آن رابطهتنها ديديم كه  7.1 ها، در بخشگروه در موردف ده

] كه عملدر نظر بگيريم  ] [ ] [ ]x y x y∗ = G/ افراز آن روي ∗  ، يعنيخوش تعريف باشد ∽

  
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] ( [ ] [ ])
[ ] [ ]
x x

x y x y x y x y
y y

′=⎧ ′ ′ ′ ′⇒ ∗ = ∗ ⇔ ∗ = ∗⎨ ′=⎩  

كه معادل است با اينكه 
  

( )
x x

x y x y
y y

′⎧ ′ ′⇒ ∗ ∗ ∗⎨ ′⎩

∼
∼

∼
  

هـا دوبـاره در   اين مطلب را براي گروه.) را ببينيد 1.7.1تعريف (باشد  همنهشتياي رابطه ∽يعني
  . كنيمزير اثبات مي

     قضيه  3.8.2

ــه  -1 ــمرابط ــروه روي ∽ارزيي ه ــه G گ ــل   اي رابط ــر عم ــا اگ ــر و تنه ــتي اســت اگ همنهش
[ ] [ ] [ ]x y x y∗ = G/روي ∗   .تعريف باشدخوش ∽



78 
 

ــر   -2 ــروهرابطــه ∽اگ ــاه Gاي همنهشــتي روي گ ــراز باشــد، آنگ G/اف ــا عمــل  ∽ ــراه ب هم
[ ] [ ] [ ]x y x y∗ =   .  گروه است ∗

     اثبات

  صورت، داريمدر اين . همنهشتي باشداي رابطه ∽فرض كنيم -1

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

x x x x
x y x y

y y y y
x y x y
x y x y

′ ′=⎧ ⎧ ′ ′⇒ ⇒ ∗ ∗⎨ ⎨′ ′=⎩ ⎩
′ ′⇒ ∗ = ∗
′ ′⇒ ∗ = ∗

∼
∼

∼
  

 ∽يرابطهدر اين صورت، . تعريف باشدخوش ∗برعكس، فرض كنيم . تعريف استخوش ∗پس
  همنهشتي است، زيرا

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

x x x x
x y x y

y y y y
x y x y

x y x y

′ ′=⎧ ⎧ ′ ′⇒ ⇒ ∗ = ∗⎨ ⎨′ ′=⎩ ⎩
′ ′⇒ ∗ = ∗

′ ′⇒ ∗ ∗

∼
∼

∼
  

G/در ∗پذيري اثبات شركت -2 روشن . شودنتيجه مي Gدر ∗پذيريبه راحتي از شركت ∽
]است كه  ]e عضو هماني/G   زيرا. است ∽

[ ] [ ] [ ] [ ] & [ ] [ ] [ ] [ ]x e x e x e x e x x∗ = ∗ = ∗ = ∗ =  

]توانيد نشان دهيد كه وارون در پايان، به راحتي مي ]x 1، يعني[ ]x ]1برابر با ، − ]x− است. 
  آسان بود، نبود؟

) گروه . باشد Gاي همنهشتي روي گروهرابطه ∽فرض كنيم  .تعريف  4.8.2 / ; )G را  ∽∗
  .ناميممي ∽بر Gگروه خارج قسمتي

قبـل از  .  ورديمهاي خارج قسمتي را آدر بالا روش كلي ساختن گروه  بحث در كلاس  5.8.2
   .كنيمه ميئروش بالا ارا يدر بارهرا يي هاو نكته ها، مثالآوردن روش كلاسيك

 افراز آيا -1
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1

0 2
{{0,1},{2},{3}}

1 3
= =P  

  

چطور به چنين سؤالي پاسخ دهيم؟ بـا توجـه    دهد؟به دست مي [4از گروهخارج قسمتي  يگروه
 ييـك رابطـه   متنـاظر بـا ايـن افـراز     ∽ارزيي هـم بايد نشان دهيم كـه رابطـه   3.8.2 يقضيهبه 

)همنهشتي است، يعني در شرط    ولي، چون. كندبالا صدق مي ∗(

4 4

0 1
0 2 1 2

2 2
⎧

⇒ + +/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

  . پس پاسخ به سؤال بالا منفي است

2افراز  -1 {{ ,1},{2,3}}= DP اگر چه در اين حالت داريم چطور؟  
 

4 4

0 1
0 2 1 2

2 2
⎧

⇒ + +⎨
⎩

∼
∼

∼
 

 [4 گـروه  از حاصـل  دهد كه اين افراز نيز منجر به گروهي خارج قسمتيولي مطلب زير نشان مي
  !شودنمي

3 3

0 1
0 3 1 3

3 3
⎧

⇒ + +/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

  نشان دهيد كه هر يك از سه افراز  -2
 

3 4 5{{ , 2},{1,3}}, {{ },{1},{2},{3}}, {{ ,1, 2,3}}= = =D D DP P P  

  .دندهبه دست مي [4گروهي خارج قسمتي از ) سه افراز نو تنها اي(

}} هـاي افرازهر يك از نشان دهيد كه  -3 , },{ , }}a e a b c=P و {{ , },{ , }}b e b a c=P 
هـا  افراز ديگر نيز چنين هستند، آن سه .دهدبه دست مي 4K قسمتي از گروه كلاين گروهي خارج

  .را مشخص كنيد

-ساختن گـروه  و متداول روش كلاسيك فوت و فنبراي آگاهي از   .بحث در كلاس   6.8.2

ي مهـم لاگرانـژ انجاميـد،    اثبات قضـيه را، كه به  12.2.2ابتدا مطالبي از  بحث ، هاي خارج قسمتي
  .كنيممرور مي
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) زيرگـــروه Nفـــرض كنـــيم -1 ; )G aبـــراي هـــر عضـــو  .اســـت ∗ G∈ي ، مجموعـــه
{ | }aN an n N= }گذاري جمعييا در نماد( ∋ | }a N a n n N+ = + -هم، را يك )∋

Nارزيي هـم رابطـه هاي رده ،هامجموعهديديم كه اين هم. ناميديم Nي چپمجموعه بـا    ∽
  تعريف

1( ) ( )Na b n N a bn b a n N−⇔ ∃ ∈ = ⇔ = ∈ ∗∗∼  

  زيرا ؛هستند

[ ] { | }
{ | ( ) }
{ | }

Na x G x a
x G n N x an
an n N

aN

= ∈
= ∈ ∃ ∈ =
= ∈
=

∼

  

] با توجه به اينكه بنابراين، ] [ ]a b=  اگر و تنها اگرNa b∼، داريم  

1

( )NaN bN a b n N a bn

b a n N−

= ⇔ ⇔ ∃ ∈ =

⇔ = ∈

∼
  

} و راسـت  هاي چپمجموعههمديگر  هايويژگي | }Na na n N= عبـارت هسـتند از   ∋
| | | | | |aN N Na= |و  = | | |N NL R= كـــــــه در آن ،{ | }NR Na a G= ∈ 

   . است Gدر Nهاي راستمجموعهي هممجموعه

| داريم، G، براي گروه متناهيي لاگرانژقضيهبنابر  -2 || | | |
| |N N
GR L
N

= ايـن عـدد را   ، و =

]با  ناميديم و Gدر Nانديس : ]G H  داديمنشان. 

ارزي متنـاظر  ي هـم آيا رابطهولي،  !نشد Nنيازي به ويژگي ديگري از زيرگروه ي كارتا اينجا       
)با  1با اين افراز كه در بند   مثال زير پاسـخي منفـي بـه   است؟  همنهشتيهميشه داده شد  ∗∗(

  .اين سؤال است

}1زيرگروه -3 , }H ρ μ= D 3را از گروهS 3با استفاده از جدول گـروه . در نظر بگيريدS   كـه در
2توانيد نشان دهيد كهداده شد، به آساني مي 1.6.2بحث 4بند  2Hμ ρ∼   زيرا 

1
2 2 1 2 1 Hρ μ ρ μ μ− = = ∈ 
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1از طرفي،  0Hμ ρ∼ .   ،1در حـالي كـه 2 1μ μ ρ=   2بـا 2ρ ρ ρ=D   زيـرا در رابطـه نيسـت ،
1

2 1 1 1 2 Hρ ρ ρ ρ ρ− = =   در نتيجه،. ∌

1 0
1 2 0 2

2 2

H

H

μ ρ
μ μ ρ ρ

μ ρ
⎧

⇒/⎨
⎩

∼
∼

∼
  

يرابطه Gگروه از Nزير گروه روي چه شرطي تحت) تر توجه كنيدبيش مهمبه اين بند ( -4
( nكنـيم كـه بـراي هـر    شود؟ توجـه مـي  همنهشتي مي يك ∗∗( N∈   و هـرx G∈ شـرط ،

1x nx N−   زيرا،. است شرط لازميك  ∋

1 1 1
1 1

nx ex xn e
x nx x x e x nx N

x x x x
− − −

− −

=⎧⎧
⇒ ⇒ = ⇒ ∈⎨ ⎨

⎩ ⎩

∼∼
∼

∼ ∼
 

  :)ي زير را توضيح دهيددليل هر مرحله( !پاسخ مثبت است؟ هستنيز  كافياين شرط  آيا

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

1

( )

( ) ( )
( )( )
( ) ( )

N

N

N

a b b a N y b a y N
x y y x N y x N

y b a y y x N
y b ax N
by ax N

ax by

− − −

− −

− − −

− −

−

⎧ ⎧∈ ∈⎧ ⎪ ⎪⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨
∈ ∈⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈
⇒

∼
∼

∼

  

  .  تعريف زير را ببينيد. اختصاص دهيم خوبياي به چنين زيرگروه حال چه واژه! موفق شديم

N|نويسيم ، و ميگوييممي نرمالرا   Gاز گروه  Nزيرگروه  .تعريف  7.8.2 G≤ اگر
1( ) ( )x G n N x nx N−∀ ∈ ∀ ∈ ∈  

  

 :معادل هستند Gاز گروه Nبراي زيرگروههاي زير حكم  .قضيه  8.8.2

  ).7.8.2تعريف (نرمال است  Gاز گروه Nزيرگروه )الف(

1يرابطه  )ب(
Na b b a N−⇔   .همنهشتي است ∽∋
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)عمــل دوتــايي  )پ( )( )aN bN abN=كــه همــان ،[ ] [ ] [ ]
N N N

a b ab=∼ ∼ ر داســت،  ∽
/ { | }NG aN a G=    .تعريف استخوش ∽∋

 

 ،6.8.2از بحـث   1بـا توجـه بـه بنـد     ، ، و اينكـه 3.8.2 يقضيهو   6.8.2بحث  4بنداز    .اثبات
[ ] { | }

N
a aN ax x N= =   .شودمي نتيجه،  ∽∋

در ايـن صـورت،  . باشد Gزيرگروهي نرمال از گروه Nفرض كنيم  .تعريف و قضيه  9.8.2
/ { | }NG aN a G= )همراه با عمل  ∽∋ )( )aN bN abN= گروه است .  

/گروهمعمولاً  NG G/ را براي سادگي با  ∽ N گروه دهيم و آن را نشان مي
Nبه جاي بر( Nبر Gخارج قسمت   .ناميممي ) ∽

هـاي خـارج قسـمتي را بـه     روش كلاسيك ساختن گروه 9.8.2ي قضيه.  جمع بندي  10.8.2
  : درنظر بگيريدG گروه در رابطه باهاي زير را مجموعهحال، . رساندسرانجام مي

  
)خارج قسمتيهاي ي گروهي همهمجموعه{         / ; )G ∗∼{= ( )Q G  
)Gروي گروه ∽هاي همنهشتيي رابطهي همهمجموعه{   ) {on G =C  

)Gهاي نرمالي زيرگروهي همهمجموعه{                   ) {Nor G =  
  

)تناظري دوسويي بين  كه  دهدنتيجه مي  3.8.2ي قضيه  -1 )Q G و( )Con G  وجـود دارد .
) ،كنيم كهتوجه مي / ; )G  .همنهشتي باشد ∽است اگر و تنها اگر گروه ∽∗

)تــابع يــك بــه يــك ازدو كننــد كــه بيــان مــي  9.8.2و  8.8.2هــاي قضــيه  -2 )Nor G  بــه
( )Con G از و( )Nor G به( )Q G براي هر زير گروه نرمال  ؛دنجود دارو|N G≤، ي رابطه
N /اي همنهشتي ورابطه  ∽ / NG N G=   .است خارج قسمتيگروهي  ∽

براي كند كه يعني، بيان نمي. هستندنيز  دوسويي ،اين توابع يك به يككند كه بيان نمي 2بند  -3
)هر گروه خارج قسـمتي   / ; )G وجـود دارد بـه طـوري كـه      Nماننـد  نرمـال  يزيـر گروه ـ  ∽∗

/ /G G N=∼روي ∽ي همنهشتي، و براي هر رابطهG ،ماننـد  نرمال يزيرگروهN   وجـود
∽=Nدارد به طوري كه اميدي به دوسويي بودن اين توابع وجـود دارد؟ خوشـبختانه   ولي، آيا  ! ∽

 !ي زير پاسخ مثبت به اين سؤال را دربر داردقضيه
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ي در ايـن صـورت، رده  . باشـد  Gاي همنهشتي روي گروهرابطه ∽فرض كنيم  .قضيه  11.8.2
[ ]N e= زيرگروه نرمالG واست ،/ / [ ] /G G e G N= =∼.  

]دهيم كهابتدا نشان مي) الف( .اثبات ]N e= زيرگروهG براي اثبات اين مطلب، كافي . است
 ، و براي هراست، بسته ∗عمل نسبت به  دهيم كهاست نشان 

1aداريم N− حال، اگر . پس) انعكاسي بودن( روشن است كه چون . ∋
، داريم∽شرط سازگاري در نتيجه، بنا بر. و ، آنگاه 

هردهيم كه براي حال، نشان مي.  در نتيجه و  
1aداريم  N− از طرفي، بنابر انعكاسي بودن. ، پسچون. ∋
1، داريم 1a a− 1كند كه ايجاب مي ∽شرط سازگاريحال، . ∽− 1a a a e− −∗ ∗∼ ،

1eيعني a−∼، 1و در نتيجه [ ]a N e− ∈ =  .است Gزيرگروه پس،.  
xكنيم براي اثبات نرمال بودن، فرض مي )ب( G∈  و[ ]n N e∈ بايد نشـان  . دلخواه باشند =

1دهيم كه  [ ]x nx N e− ∈   .دضيح دهيتومراحل زير را . =

1 1

1 1

1 [ ]
|

nx xn e
x x x x

x nx x x e
x nx e N
N G

− −

− −

−

⎧⎧
⇒⎨ ⎨

⎩ ⎩
⇒ =

⇒ ∈ =
⇒ ≤

∼∼
∼ ∼

∼  

/دهدكه نشان مي ،اثبات زير را )پ( /G G N=∼ ،توضيح دهيد:

  
1 1 1[ ] [ ]y x y x x y x x e x y e N

xN yN y xN

− − −∈ ⇔ ⇔ = ⇔ ∈ =
⇔ = ⇔ ∈

∼ ∼ ∼

]تساوي         ] [ ]x xN x e= ]يرده به اين معني اسـت كـه   = ]N e=  ي ي همـه سـازنده
 يقضـيه  بسيار جالـب   احكامگفتيم،  1بارها در اين فصل و فصل ولي، همان طور كه  !ها استرده
گروه، حلقه، مـدول، و   مانند هاي جبري كلاسيكو از آنجا كه در دستگاه ،بسيار نادر هستندبالا، 

تـر ايجـاد   را در دانشجويان كارشناسي و حتي بـالا  تصور نادرستدهند، اين فضاي برداري رخ مي
هاي جبري درست هستند، در حالي كه حتي براي نيمگروه و تكـواره  كند كه براي تمام دستگاهمي

  ).را ببينيد 4.7.1بحث  1بند ( !درست نيستندهم لزوماً 
  

[ ]N e=e N∈a N∈

e e∼∼e N∈
, [ ]x y N e∈ =x e∼y e∼

x y e e e∗ ∗ =∼[ ]x y e N∗ ∈ =

a N∈[ ]a N e∈ =a e∼
∼

[ ]N e=
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شـرط ديگـر   پي برديم، چند  نرمال هايحال كه به اهميت زيرگروه . در كلاسبحث   12.8.2
آوريم كه در اثبـات  ميآمد،  8.8.2ي هايي كه در قضيه، علاوه بر آنرا نرمال بودن معادل با تعريف

 .اين احكام را به عنـوان تمـرين اثبـات كنيـد    .  ها به كار خواهند رفتها و حل تمرينقضيه فـرض   
  . گروه است Gكنيم

 نرمال است اگر و تنها اگر Gاز Nزيرگروه -1

  
1( ) ( )x G n N xnx N−∀ ∈ ∀ ∈ ∈ 

 
xنرمال است اگر و تنها اگر براي هر Gاز Nزيرگروه  -2 G∈ ،xN Nx=. كنـيم  توجه مي
xNكه Nx= براي هر  كه شرط قوياين  به معنيn N∈،xn nx= به چه معنـي  ( نيست

 كنيم كهتوجه مي) است؟
1 1( ) & ( )nx x x nx xN xn xnx x Nx− −= ∈ = ∈ 

  نرمال است اگر و تنها اگر Gاز Nزيرگروه) 2ضعيف تر از بند ( -3

( ) ( )x G y G xN Ny∀ ∈ ∃ ∈ = 

ي راست است و بر عكس، يعنيمجموعهي چپ يك هممجموعههر همبه عبارت ديگر، 
N NL R= كه در آن  

{ | }, { | }N NL xN x G R Ny y G= ∈ = ∈  

 :آيندبالا به دست مي 1و بند  گروه نرمالرزي 7.8.2 احكام زير بلاواسطه از تعريف -4

1

1

| ( )
( )

N G x G x Nx N
x G xNx N

−

−

≤ ⇔ ∀ ∈ ⊆

⇔ ∀ ∈ ⊆
 

 :)به سور عمومي توجه كنيد( اثبات كنيد 3را با استفاده از بند احكام زير  -5

1

1

| ( )
( )

N G x G x Nx N
x G xNx N

−

−

≤ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =
 

}هايزيرگروه، Gوشن است كه براي هرگروهر -6 }e وG نرمال هستند.  

 .است ن نرمالآهر زيرگروه باشد، آنگاه  آبلي Gاگر گروهروشن است كه  -7
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ــروه  -8 ــر گ ــراي ه ــز آن Gب )، مرك ) { | ( ) }Z G g G x G xg gx= ∈ ∀ ∈ ــر  ،= و ه
 .نرمال است Gدر، مركز زيرگروه

)گروه خطي خاص نشان دهيد كه -9 , )SL n )در گروه خطي عام  \ , )GL n  . نرمال اسـت  \
nبايد نشان دهيد كه براي هر ماتريس  n× چون پذيروارونA  و هر ماتريسn n× چونB  با

)1det، داريم 1دترمينان  ) 1A BA− =. 

نرمـال   nSدر، )هاي زوجمتشكل از جايگشت(nA، و به طور كلي 3Sدر 3Aنشان دهيد كه  -10
nAδاگر به نظر شما (. است 1σزوج باشد،  ∋ δσ− زوج است يا فرد؟( 

Nفرض كنيد كه -11 G≤  به طوري كـه[ : ] 2G N }يعنـي،  ( = , }NL N aN= .(  نشـان
N|دهيد كه  G≤ .) پاسخ دهيدنيز را با استفاده از اين مطلب  10حال سؤال بند.( 

ي و بـه بهانـه    قـول داديـم،   ) 4.7.1بحـث   2بنـد   در( همان طور كه  .مشتق گروه  13.8.2
بحث  2بند را كه در  فوت و فنيدر اينجا ، )به نام زيرگروه مشتق(مهم  زيرگروه نرمال يك معرفي
  . گذاريمبه نمايش مي هابراي گروه معرفي كرديم 4.7.1

را بيابيم بـه طـوري    ∽ي همنهشتيترين رابطهكوچكخواهيم گروه است و مي Gفرض كنيم     
G/گروه خارج قسمتيكه  x,آبلي باشد، يعني براي هر ∽ y G∈هاي معادل زير برقـرار  ، عبارت

  :باشند

[ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ]x y y x xy yx xy yx= ⇔ = ⇔ ∼  
  

در نظـر بگيـريم بـه     Gگـروه  روي ي همنهشتيترين رابطهرا كوچك ∽از اين رو، كافي است كه
x,ر طــوري كــه بــراي هـ ـ   y G∈ ،xy yx∼ .   گيــريم كــه از ايــن عبــارت نتيجــه مــي 

1 1xyx y e− − 1يعنــي ) چطــور؟( ∽ 1 [ ]xyx y e− − ــي، مــي. ∋ ــيم كــه ازطرف ]دان ]N e= 
باشـيم بـه    Nچـون  نرمال يترين زيرگروهبنابراين، بايد به دنبال كوچك. است Gزيرگروه نرمال

  طوري كه 
1 1( , )x y xyx y N− −∀ ∈  

1به دليل اهميت اين عبارت، نمادگذاري 1[ , ]x y xyx y−  بـريم و آن را  را براي آن به كار مـي  =−
  .ناميممي گرتعويضيا  جا به جا گريك ) 14.8.2ي با توجه به قضيه(

، 9.3.2ي بـا اسـتفاده از قضـيه    ابتـدا . دهـيم براي رسيدن به مقصود، مراحل زير را انجـام مـي       
  گرها، يعنيي تعويضزيرگروه توليد شده توسط مجموعه
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1 1

1
1 1 2 2

{[ , ] | , }
{[ , ][ , ] [ , ] | ,[ , ] }n n i i

X x y xyx y x y G
x y x y x y n x y X X

− −

−

< = = ∈ >

= ∈ ∈ ∪" `
  

  ولي، چون تصادفاً داريم. آوريمبه دست ميرا 

1 1 1 1 1 1[ , ] ( ) [ , ]x y xyx y yxy x y x X− − − − − −= = = ∈  

1Xيعني، X 1Xو =− X X−∪   :شودمينوشته تر قدري سادهعبارت بالا ، =

1 1 2 2{[ , ][ , ] [ , ] | , , }n n i iX x y x y x y n x y G< > = ∈ ∈" `  

>Xرا بيابيم كه شـامل   Gنرمال ترين زيرگروهحال بايد كوچك ولـي   ،خوشـبختانه . باشـد  <
>X ،تصادفاً يـا   ′Gرا معمـولاً بـا   Gاين زيرگـروه نرمـال  . شودمي نيزبه خودي خود نرمال  <

[ , ]G G مشتقيا  گرزيرگروه تعويضدهيم و آن را نشان ميG نشـان  ي زير قضيه.  ناميممي
است به طوري كـه  Gزيرگروه نرمال ترينكوچكهمان  ′Gايم ودهد كه به مقصود رسيدهمي

/G G′ است آبلي   .  

  در اين صورت،. گروه است Gفرض كنيم  .قضيه  14.8.2

Gاگر  -1 H G′ ⊆ G|به ويژه، . نرمال است Gدر H، آنگاه≥ G′ ≤.  

N|اگر  -2 G≤ آنگاه/G N  است اگر و تنها اگـر آبليG N′ G/بـه ويـژه   . ⊇ G′   آبلـي
  . است

   اثبات

hفرض كنيم -1 H∈ و g G∈ .1دهيم كهنشان ميghg H− ، داريـم  ′Gبر تعريـف ابن. ∋
1 1[ , ]g h ghg h G− − ′= ــون ∋ Gو چ H′ ⊆،1 1[ , ]g h ghg h H− −= ــه ∋ و در نتيج

1 1 1ghg ghg h h H− − −= ∈.   

x,براي هر  كنيم كهتوجه مي -2 y G∈، داريم  
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1

1 1

( )( ) ( )( )
( ) ( )

[ , ]

xN yN yN xN xyN yxN
yx xy N
x y xy N
x y N

G N

−

− −

= ⇔ =

⇔ ∈

⇔ ∈
⇔ ∈

′⇔ ⊆

 

G/در نتيجه، گروه). جالب است. ي آخر را توضيح دهيدمرحله( N  اسـت اگـر و تنهـا اگـر    آبلي
G N′ ⊆. 

  بحث در كلاس  15.8.2

}آبلي است اگر و تنها اگـر  Gكنيم كه گروهابتدا توجه مي  -1 }G e′ پـس، بـراي    چطـور؟ . =
{0}مثال  n′ ′= =] 3n، ولي براي[ ≥ ،0{ }nS ρ′ ≠ . 

 ′Gمي مستقيمحاسبه. را بيابيم 3Sمشتق گروه متقارنزيرگروه به عنوان نمونه،  ،خواهيممي  -2
به نتيجه ديگر نظري هاي يا به روش اي كامپيوتري بنويسيدلاني است و بهتر است برنامهمعمولاً طو

x,3روشن است كـه بـراي هـر    . كنيمبه دو روش حل مي ابراي نمونه، اين مثال ر. برسيد y S∈ ،
1گرتعويض 1[ , ]x y xyx y− 0پس چرا؟ .جايگشتي زوج است =− 3 3{ } S Aρ ′≤ چون ولي،. ≥

3S 3 آبلي نيست، پس 0{ }S ρ′ 3پـس  . رگروه نابديهي نـدارد يز3Aاز طرفي، ≠ 3S A′ بـراي  . =
]گر ي تعويضرا به صورت كروشه 1ρتمرين،  , ]−  . بنويسيد −

3S ،14.8.2ي قضـيه  1روش ديگر اين است كه، بنـابر بنـد         همچنـين،  . نرمـال اسـت   3Sدر ′
3 3 2/S A ≅ 0همان قضيه،  2پس، بنابر بند . آبلي است [ 3 3{ } S Aρ ′≤ ماننـد   از اين رو،. ≥

3 بالا، 3S A′ =  .  

  8.2 تمرين

  ايدنياموختهخوب ها، مطالب درس را بدون تلاش براي حل كردن تمرين
  دسته اول

8هاي خارج قسمتي گروهاعضاي  -1 /{0, 12و  [{4 / 3< هـاي كيلـي   را بيابيد و جدول [<
  .تعيين كنيدها را آن

 بـا يـك مثـال نشـان دهيـد كـه       . نشان دهيد كه خارج قسمت هر گروه آبلي گروهي آبلي است -2
  اين مطلب در حالت كلي درست نيست؟ عكس



88 
 

با يك مثال نشان دهيـد كـه    .گروهي دوري است ،هر گروه دورينشان دهيد كه خارج قسمت  -3
     عكس اين مطلب در حالت كلي درست نيست؟

  :ي هر يك از عضوهاي داده شده را در گروه مورد نظر بيابيدمرتبهدر زير،  -4

  . )الف(

  .  )ب(

  :هاي زير را تعيين كنيديك از گروهي هر مرتبه -5

  

ــه    -6 ــد كـــــــ ــرض كنيـــــــ Hفـــــــ G≤ .   ــه ــد كـــــــ ــان دهيـــــــ نشـــــــ
1( ) ( ) { | }GN H N H g G g Hg H−= = ∈ كه به طوري است Gترين زيرگروهبزرگ =

| ( )H N H≤ .نرمالساز اين زيرگروه راH درG نتيجه بگيريد كه.  ناميممي|H G≤   اگـر
)و تنها اگر )N H G=.  

Nفرض كنيد كه -7 G≤   و براي هرa G∈،2a N∈ .نشان دهيد كه |N G≤ و 

G/گروه  N آبلي است. 

 نرمال  Gدر Hنشان دهيد كه. باشد Gعضوي گروه n تنها زيرگروه Hفرض كنيد  -8

  .است

 نشان دهيد كه براي هر. ، وگروه است،  فرض كنيد -9

N|گروه،  Gفرض كنيد . ،و   - 10 G≤ و ،H G≤ . ثابت
  :كنيد كه

HN )الف( G≤                    )ب( |H N H∩ ≤   

N|)پ( HN≤                       )اگر  )ت|H G≤ آنگاه ،|HN G≤  

Nفرض كنيد كه -11 G≤ نشـان دهيـد   ). را ببينيد 12.8.2بحث  11بند . (و
6با استفاده از اين مطلب نشان دهيد كه، اگر چـه  . ،كه براي هر |12 

 .عضوي ندارد 6زيرگروه  عضوي  12ولي گروه متناوب 
N|گروهي متناهي است،  Gفرض كنيد  -12 G≤ و ،(| |,[ : ]) 1N G N ثابت كنيـد  . =

xكه، براي هر  G∈ اگر ،| |Nx e=  آنگاهx N∈.  

2412 6 ,14 6 ,7 6 / 6+ < > + < > + < >∈ < >]

1812 6 ,14 6 ,7 6 / 6+ < > + < > + < >∈ < >]

24 24 4 6 4 6/ 6 , / 8 , / (0, 2) , / 2 3< > < > × < > × < > × < >] ] ] ] ] ]

G, |H K G≤{ }H K e∩ =
h H∈k K∈hk kh=

[ : ] 2G N =

a G∈2a N∈

4A
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N|، گروهي دلخواه Gفرض كنيد -13 G≤و ،[ : ]G N ثابت كنيـد كـه اگـر    . متناهي باشد
H G≤     ــه ــوري ك ــه ط ــد ب ــاهي باش ــي متن ])زيرگروه : ],| |) 1G N H ــاه = ، آنگ
H N⊆.  

N|، گروهي دلخـواه  Gفرض كنيد - 14 G≤و ،| |N   ثابـت كنيـد كـه اگـر     . متنـاهي باشـد
H G≤ تناهي باشد به طوري كه زيرگروهي با انديس م([ : ],| |) 1G H N ، آنگـاه  =
N H⊆.  

 Gدر Nثابت كنيد كه هر زيرگروه. است Gزيرگروهي دوري و نرمال در Nفرض كنيد - 15
  .نرمال است

گروهـي بـا   يعنـي،  . ها خاصيت تعدي نـدارد با يك مثال نشان دهيد كه نرمال بودن زيرگروه -١۶
H,هايزيرگروه N G≤   بيابيد به طوري كـهH  درN وN  درG    ،نرمـال هسـتند

  . نرمال نيست Gدر Hولي 
-ي زيرگـروه نشان دهيد كه همـه . نرمال است Gفرض كنيد كه هر زيرگروه دوري در گروه -17

  .در آن نرمال هستند Gهاي
ــر   -18 ــه اگـ ــد كـ ــت كنيـ ــاهي    Nثابـ ــروه متنـ ــال از گـ ــي نرمـ ــد و  Gزيرگروهـ باشـ

(| |,[ : ]) 1N G N |يبا مرتبه Gتنها زيرگروه N، آنگاه = |N است.  
1bدقيقاً داراي دو مزدوج  Gگروهاز  aفرض كنيد كه عضو  -19 ab− 1وc ac−  ثابـت  . اسـت

  .زيرگروهي سره و نابديهي نرمال دارد Gكنيد كه
ــد  - 20 ــرض كنيـ }فـ , }H e a=  ــروه ــي از گـ ــت Gزيرگروهـ ــه   . اسـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ

( ) ( )G GN H C H=  و نتيجه بگيريد كه اگر( )GN H G= آنگاه ،( )H Z G⊆ .  
N|گروهي متناهي،  Gفرض كنيد -21 G≤ ياز مرتبهp  باشد به طوري كـهp  كوچـك-

|ترين عدد اولي باشد كه  |G ثابت كنيد كه . شماردرا مي( )N Z G⊆.  
|ترين عدد اولي باشد كـه  كوچك pگروهي متناهي و Gفرض كنيد  -22 |G  شـمارد را مـي .

Hنشان دهيد كه هر زيرگروه  G≤ با انديسp درG نرمال است.  
}باشد به طوري كـه   Gزيرگروهي نرمال از گروه Nفرض كنيد -23 }N G e′∩ ثابـت  . =

)كنيد كه  )N Z G⊆  و نتيجه بگيريد كه( )( )G Z GZ
N N

=.  

1، وGزيرگروه نرمال Nگروه، Gفرض كنيد كه  - 24 2,M M G≤ شاملN    باشـند بـه

1طوري كه  2M M
N N

1ثابت كنيد كه . = 2M M=.  

  .نرمال باشند آن هايي زيرگروهمثالي از يك گروه ناآبلي ارايه دهيد كه همه - 25
aباشـد و  Gزيرگروهي نرمال در گروه  Nفرض كنيد -26 G∈ .    ينشـان دهيـد كـه مرتبـه

aN )به عنوان عضوي از گروه/G N (ي مرتبهa شماردرا مي.  
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Gفـــرض كنيـــد كـــه  )الـــف(  a= < d|، باشـــد nي گروهـــي دوري از مرتبـــه < n و ،
dH a= < G/هاي گروه خارج قسمتي زيرگروههمه. < H را تعيين كنيد.  

6Hو [36را براي  )الف(بند حكم  )ب( = <   .بررسي كنيد <

ــد  -27 ــرض كنيـ ــروه،  Gفـ H,گـ K G≤و ،K  ــد ــاهي باشـ ــه . متنـ ــد كـ ــت كنيـ ثابـ
[ , ] {[ , ] | , }H K h k h H k K= ∈ )اگر و تنها اگر  است Kزيرگروه ∋ )GH N K⊆.  

H,گروه، Gفرض كنيد -28 K G≤و ،H K⊆ .ثابت كنيد كه[ , ]K G H≤ اگر و 

)تنها اگر  / )K Z G H
H

⊆.  

]گروه و  Gفرض كنيد -29 , ( )]G Z G n= .نشان دهيد كهG 2داراي حداكثرn گر تعويض
  . متمايز است

نشان دهيـد كـه   . باشد mي متناهياز مرتبه Gزيرگروه مشتق ′Gگروه و Gفرض كنيد -30
  .است Gمزدوج متمايز در mداراي حداكثر Gهر عضو

  ثابت كنيد كه. گروهي آبلي باشد Aگروهي دلخواه و Gنيدفرض ك -31

G:اگر  )الف( Aϕ Gهمريختي باشد آنگاه  → Kerϕ′ ⊆.  

) )ب( , ) ( / , )Hom G A Hom G G A′≅.  

نشان دهيد كـه  . است pqيگروهي ناآبلي از مرتبه Gاعدادي اول و qو  pفرض كنيد  -32
  .بديهي است Gمركز 

Hگروه است و  Gفرض كنيد -33 G≤ . يهسته نشان دهيد كهH درGيعني ،  

1( )G
g G

Cor H gHg −

∈

= ∩  

  .است Hمشمول در Gترين زيرگروه نرمال دربزرگ
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  هاهمريختياساسي هاي قضيه   9.2

آشـنا شـديم و برخـي از     5.1هاي جامع جبـري در بخـش   هاي دستگاهريختيها و يكبا همريختي
 ـارا ايـن بخـش   هـاي هـدف يكي از . ها در اين فصل ديديمرا در رابطه با گروهها آن يهاويژگي  يهئ
 يقضـيه  در حالـت كلـي آن   كـه  ،ها اسـت گروه متداولبه زبان  هااساسي همريختي يقضيهاثبات 
 ريختـي يكدوم و سوم هاي ، و همچنين اثبات قضيهجبري داده شدجامع هاي براي دستگاه 8.7.1

سـه   ي بسيار جالـب و مهـم در مـورد ارتبـاط بـين     هااين قضيه. داديم 7.1كه قول آن را در بخش 
و همريختـي   خـارج قسـمتي،   ، گـروه )هسـتند  هـا همنهشتي در تناظر باكه (نرمال  زيرگروهمفهوم 
هـاي نرمـال تحـت    ي حفـظ و انعكـاس زيرگـروه   ي زيـر را در بـاره  قضـيه ابتـدا  از ايـن رو،  . هستند

  .آوريمها ميهمريختي

1فرض كنيم   .قضيه  1.9.2 2: G Gϕ   در اين صورت،. ها باشدهمريختي گروه →

  يعني، . كندهاي نرمال را تا نگاره حفظ ميزيرگروه ϕهمريختي -1

1| ( ) | ( )N G N Im Gϕ ϕ ϕ≤ ⇒ ≤ =  

  يعني، . كندهاي نرمال را منعكس ميزيرگروه ϕهمريختي -2

1
2 1| ( ) ( ) |K G K K Gϕ ϕ−≤ ⇒ = ≤

H  

     اثبات

  :ي زير را بيان كنيددليل هر مرحله. دانشجويان معمولاً در اثبات اين بند مشكلي ندارند  -1

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

g n g g n g
g ng N

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −

−

=

= ∈
  

)1همان طور كه در اثبات زيرگـروه بـودن   -2 )Kϕ−  مبتـديان  نيـز گفتـيم،     3.5.2ي قضـيه در
البته يقيناً تا بحـال اي مشـكل احتمـالي حـل شـده      ( ي معكوس اندكي مشكل دارندگاهي با نگاره

  براي اثبات نرمال بودن، بايد نشان دهيم كه. )است

1
1( ) ( ( )) ( )g G a K g ag Kϕ ϕ−∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∈

H H  

)1بايد نشان دهـيم كـه  ي معكوس، بنابر تعريف نگاره يعني، )g ag Kϕ − در Kولـي، چـون  . ∋
2G نرمال است و( )a Kϕ   ،)ي زير را توضيح دهيددليل هر مرحله( داريم )چرا؟( ∋
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1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g ag g a g g a g Kϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − −= = ∈  

1بنابراين 
1( ) ( ) |K K Gϕ ϕ− = ≤

H.       

مفهـوم  اين . ها داريمهاي بين گروهي همريختيهستهي كار، نياز به معرفي مفهوم ادامهبراي      
f:هـاي  را براي  همريختي A B→   بـه صـورت     6.7.1در جبـري  كلـي  هـاي  بـين دسـتگاه

{( , ) | ( ) ( )}f fK a a A A f a f a′ ′= = ∈ ×   ، يعني∽=

( ) ( )fa a f a f a′ ′⇔ =∼  

هـا معـادل بـا    در مورد گروهاين تعريف كه بيان كرديم بدون اثبات  12.7.1 بحثو در تعريف كرديم
    .تعريف زير است

 عضـو همـاني گـروه      هـا و همريختي گروه فرض كنيم  .تعريف  2.9.2
  ، يعني،تحت ي معكوسدر اين صورت، نگاره. باشد

   
1( ) ( ) { | ( ) }B B Bf e f e a A f a e− = = ∈ =

H
  

   
  .ناميممي) fيهستهو كمي بعد، ( يخانهپوچ)  فعلاً(را 
  
هـا،  حلقـه همچنـين بـراي   (هـا  ي همريختـي گـروه  خانهپوچچطور دو مفهوم به ظاهر متفاوت      

  .لم زير را ببينيد ؟معادل هستند يهستهو ) هاي برداريها، و فضامدول
   

و  يهسـته در ايـن صـورت،   . ها باشـد همريختي گروه فرض كنيم .لم  3.9.2
  به اين معني كه، . كننديكديگر را كاملاً مشخص مييخانه پوچ

fهسته ارزيي همتحت رابطه  ،ي شامل عضو همانيرده -1 fK=∼ ، يخانهپوچبرابر با 
  :است

1( ) ( ) [ ]
fB B Af e f e e− = = ∼

H
 

 يعني. كندرا كاملاً مشخص مي يهسته يخانهپوچ -2

 
1 1( )f Ba a a a f e− −′ ′⇔ ∗ ∈∼  

هـاي جبـري   شويم كه اين احكام براي چـه دسـتگاه  با كمي دقت به اثبات لم، متوجه مي  .اثبات
  .توانند برقرار باشندمي

:f A B→BeB

Bef

f

f

:f A B→f
f

Aef

ff
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 ، داريم)چرا؟( ، يعني،كندعضو هماني را حفظ مي چون -1

 
1( ) ( )

( ) ( )

[ ]
f

B B

A

f A

A

a f e f a e
f a f e
a e

a e

−∈ ⇔ =
⇔ =
⇔

⇔ ∈ ∼

∼  

 
-هر عضو گروه داراي وارون است و همريختيچون ) تر توجه كنيدبه اين قسمت بيش( -2

 كند، داريم ها را حفظ ميوارون

 

1

1

1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

f

B

B

B

B

aK a f a f a

f a f a e

f a f a e

f a a e

a a f e

−

−

−

− −

′ ′⇔ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ =

′⇔ ∗ ∈

 

  
هـا  ي همريختي گروهخانهپوچرا براي  هستهي دانان اغلب واژهي بالا، رياضيبا توجه به قضيه     

همچنـين، از  ! اسـتفاده كـرديم   خانهپوچي از واژه موقتاًبرند، و ما كار ميبه )  هامدولو ها، حلقه(
ي هسته يا پـوچ خانـه  نرمال  زيرگروهرا براي  )Kerfيا( fKي همنهشتيرابطه اين پس نماد

. آيـد نيز پيش نمي، و اشتباهي بريمبه كار مينيز ) 3ها در فصل و حلقه(ها بين گروه fهمريختي
  . ي مهم و طبيعي زير را بسيار به كار خواهيم بردقضيه

  
N|فرض كنيم  .قضيه  4.9.2 G≤ .هـا  گروهي در اين صورت، تابع طبيعي زير همريختي پوشا
  :است

: /G G N
x xN

γ →
6

  

G/اين است كه عمل دوتايي روي جالبي نكته  .اثبات N    طوري تعريف شده است كـه ايـن
  كه توجه كنيد. تابع طبيعي همريختي شود

( ) ( )( ) ( ) ( )ab abN aN bN a bγ γ γ= = =  

  .روشن است γپوشا بودن 

f( )A Bf e e=

f
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  .است 7.7.1 و  9.1.مهاي  لم زير همتاي لم     

1فرض كنيم   .لم  5.9.2 2: G Gϕ   در اين  صورت،. همريختي گروهي باشد →
   .نرمال است 1Gدر  ϕيهسته  -1
 .است  1Gي با دامنه ي يك همريختيهسته 1Gهر زيرگروه نرمال  بر عكس،   -2
}1يك به يك است اگر و تنها اگر ϕهمريختي -3 }K eϕ = .  

  
     اثبات 

)2كنيم كه توجه مي   -1 )K eϕ ϕ= H  2و{ }e  2درG  ي قضـيه  2بنـد  حـال،  . هسـتند نرمال
ي ، بـدون اسـتفاده از قضـيه   حكم را به طور مسـتقيم  خوبي است كه تمرين. (را به كار ببريد 1.9.2
 .)نيز اثبات كنيد ،1.9.2

N|فرض كنيم  -2 G≤ .كنيم كهادعا ميN ي همريختي طبيعـي  هسته: /G G Nγ → 
 :)اثبات زير را توضيح دهيد مراحل(است 

/( ) G Nx K x e xN N x Nγ γ∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈ 

}1فرض كنيم  -3 }K eϕ  :زير توضيح دهيدرا در  ϕاثبات يك به يك بودن مراحل . =
 

1
2

1
2

1
2

1
1

1
1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

{ }

a b a b e

a b e

ab e

ab K e

ab e
a b

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−

−

−

−

−

= ⇒ =

⇒ =

⇒ =

⇒ ∈ =

⇒ =
⇒ =

  

}1حال، مراحل اثبات . باشديك به يك  ϕبر عكس، فرض كنيم       }K eϕ را در زير توضيح  =
  :دهيد

2

1

1

( )

( ) ( )

x K x e
x e

x e

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∈ ⇒ =

⇒ =
⇒ =

  

ي زيرگـروه نرمـال و هسـته    دو مفهـوم كـه  گـوييم  ، ميلم بالا  2و  1هاي بندبا توجه به      
كند كـه  نيز بيان مي هاي گروههاي اساسي همريختيقضيه  !ها اساساً يكسان هستندهمريختي
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ايـن قضـيه    !پوشا وجود ندارد هايهاي خارج قسمتي و همريختيتفاوتي اساسي بين گروه
  .است 6.7.1ي اساسي همتاي قضيه

1 فرض كنيم  .)هاگروهاساسي همريختي ي(قضيه  6.9.2 2: G Gϕ  همريختي گروهي →
 در اين  صورت، . باشد ي آنهسته Kϕو

  
1 1/ ( )G K Gϕ ϕ≅  

 
1پوشا باشد آنگاه  ϕبه ويژه، اگر  2/G K Gϕ ≅.  

  
 يديم كه تابع د 10.1.مي در اثبات قضيه  .اثبات

  
1 1: / ( )

( )
G K G

xK x
ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

→

6
  

  
كافي است ثابـت كنـيم   . )اثبات را در اينجا بنويسيد( است پوشا، و يك به يك، تعريفخوش

مراحل . شودميانجام راحتي  به  8.7.1مانند حالت كلي كه آن نيز گروهي است،  همريختي ϕكه
 :اثبات زير را توضيح دهيد

  
[( )( )] ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

aK bK abK

ab a b
aK bK

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

=

= =
=

  

  
1بنابراين،  1/ ( )G K Gϕ ϕ≅ . آخر قضيه روشن استحكم.  

  
  بحث در كلاس  7.9.2

ϕ، يعنيپذير استدهد كه نمودار زير تعويضنشان ميي اساسي اثبات قضيه  -1 γ ϕ=D: 
 

1 1 2

1

( )

/

iG G G

G K

ϕ

ϕ

ϕ
γ ϕ

⎯⎯→ ⎯⎯→
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بـا ويژگـي    ϕپـذير اسـت،  پوشـا و در نتيجـه از راسـت حـذف     γكنـيم كـه چـون   توجه مـي   -2
ϕ γ ϕ=D چطور؟ .منحصر به فرد است  

ريخـت هسـتند،   هـا يـك  هاي آنبرابر و نگاره γو  ϕهاي چون دامنهپوشا باشد آنگاه،  ϕاگر -3
يكسـان اسـت، و ايـن     γاساساً با يك همريختي طبيعي پوشا  ϕ گوييم كه هر همريختي پوشامي

 !دهدرا نشان مي γهاي طبيعيمطلب اهميت همريختي
 . بار ديگر ببينيدرا يك 11.7.1هاي داده شده در بحث مثال  -4

) خطي عام ديديم كه تابع دترمينان از گروه ضربي 2.5.2بحث  )ت(5 در بند - 5 , )GL n به  \
)گروه ضربي اعداد حقيقي  ; )∗ همچنـين   چطـور؟  .اين همريختي پوشا است. همريختي است \⋅

 ي آن برابر است باهسته

det { ( , ) | det 1}
( , )

K A GL n A
SL n

= ∈ =
=

\
\

  

  ها، ي اساسي همريختي گروهدر نتيجه، بنابر قضيه

( , ) / ( , )GL n SL n ∗≅\ \ \.  

برخـي  . فصـل اسـت   پايان بخش ايني اساسي هستند قضيه با ي مهم ديگر كه مشابهدو قضيه     
آوريم، دومـين  اي را كه مياز اين رو دو قضيه. نامندريختي ميي يكي اساسي را اولين قضيهقضيه

نيـز   هـايي اسـت كـه مربـوط بـه آن قضـيه      براي بيان هر يك نياز به آوردن لم. ناميمو سومين مي
كار داريم و نيـاز   و ها سراز مجموعه شكلمت ايكنيم كه در اينجا اغلب با مجموعهتكرار مي .هستند

  .  ي استبه توجه بيشتر

N|زيرگروه آن باشند به طـوري كـه   H،Nو گروه Gفرض كنيم  .لم  8.9.2 G≤ .  در ايـن
  صورت،

Hاشتراك  -1 N∩ گروهدرG و در نتيجه درH نيز نرمال است.  

N|است و  Gزيرگروه -2 HN≤. 

HN|آنگاه  ،نرمال باشد Gنيز در Hاگر  -3 G≤  .  

  .    را ببينيد 8.2بخش  9 تمرين  .اثبات

HN/لم بـالا، گـروه خـارج قسـمتي      2با توجه به بند  . بحث در كلاس  9.9.2 N   وجـود
شـايد  . ريخـت اسـت  كند كه اين گروه با چه گروهـي يـك  ريختي بيان ميي يكدومين قضيه. دارد

  ! ريخت استيك Hاز صورت و مخرج،  با  Nبگوييد، با حذف

HN
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N|باشـند و  Gزيرگـروه  NوH فرض كنيم  .)يكريختي دوم ي(قضيه  10.9.2 G≤ . در
  اين صورت،

HN H
N H N

≅
∩

  

بـراي ايـن    دو روش اثبـات اي را از خلاصه. اثبات اين قضيه برايتان چندان مشكل نيست  .اثبات
  .بردي اساسي را به كار ميقضيهتر است و فنيروش اول . آوريممي قضيه

  :كه تابع زير همريختي پوشا استتوانيد نشان دهيد ابتدا به آساني مي :روش اول

: HNH
N

h heN hN

Φ →

=6
  

HN/هماني گروهعضو  Nكنيم كهيادآوري مي(كنيم ي آن را محاسبه ميحال هسته N است. 
  ):را توضيح دهيدزير مراحل 

/{ | ( ) }
{ | }
{ | }

HN NK h H h e
h H hN N
h H h N H N

Φ = ∈ Φ =
= ∈ =
= ∈ ∈ = ∩

  

/ي اساسي،گوييم كه بنابر قضيهميسرانجام  /H K HN NΦ   ، يعني≅

H HN
H N N

≅
∩

  

  :تعريف، همريختي، و دوسويي استدهيد كه تابع زير خوش نشان) اختياري( :روش دوم

:

( )

H HN
H N N
h H N heN hN

Ψ →
∩

∩ =6
  

1براي :توضيح دهيد ،آوريمكه در زير مي ،تعريفي رامراحل اثبات خوش 2,h h H∈، داريم  

1
1 2 2 1

1
2 1

1 2

( ) ( )h H N h H N h h H N

h h N
h N h N

−

−

∩ = ∩ ⇒ ∈ ∩

⇒ ∈
⇒ =
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  .گذاريممي عزيزانشما  يعهده ي اثبات را به عنوان تمرين بهبقيه 

  ريختي، داريمي دوم يكبنابر قضيه . بحث در كلاس  11.9.2

4 4 6
4 6 6

+
≅

∩
] ] ]

] ] ]
  

4يعني،  /12 2 / 6≅] ] ] ].  

G/ي خارج قسمت گروه خارج قسمتيريختي در بارهي سوم يكقضيه      N قضيهابتدا . است-
G/هاي نرمالها  و زيرگروهمهم زير را ببينيد كه شكل زيرگروه ي N  ايـن  . كنـد را مشخص مـي

دهـد كـه   اين قضيه نشان مي .نامندمي نيز ريختيي چهارم يكقضيه يا ي تناظرقضيهقضيه را 
ــاظري  ــوييتن ــه دوس ــين مجموع ــروهب ــاي ي زيرگ ــروهه ــمتي گ ــارج قس G/خ N ــي ، يعن
( / )Sub G N ،هايو زيرگروهG كه شاملN هستند، يعني{ | }H G N H≤ ، وجود ⊇

گروه خارج قسـمتي  نرمالهاي ي زيرگروهبين مجموعه دوسوييتناظري به همين صورت،  .دارد
/G N يعنــي ،( / )Nor G Nــالهــاي ، و زيرگــروه هســتند، يعنــي Nكــه شــاملGنرم

{ | | }H G N H≤    .  ، وجود دارد⊇

در ايـن  . باشـد  Gزيرگـروه نرمـال   Nگروه و Gفرض كنيم. )ي تناظرقضيه( قضيه 12.9.2
   صورت،

G/زيرگروه -1 N است اگر و تنها اگر/H N=T كه در آنN H G≤ ≤.  

G/زيرگروه نرمال -2 N است اگر و تنها اگر/H N=T  كه در آن| |N H G≤ ≤ . 

هايي از آن را بـراي آمـوزش   ، جزييات قسمتچندان مشكل نيست اين قضيه ثباتگر چه اا . اثبات
  .آوريممي

Nكنيمميفرض  ابتدا )الف(-1 H G≤ H/دهـيم كـه  و نشان مـي  ≥ N  زيرگـروه/G N 
G/روشن است كه عضو هماني گروه. است Nيعني ،eN N=متعلق به ،/H N   است، زيـرا

e H∈ . حال، فرض كنيم, /xN yN H N∈كه در آن ،,x y H∈ . 1چـونxy H− ∈ ،
  پس

1 1 1( )( ) ( )( ) /xN yN xN y N xy N H N− − −= = ∈  

G/زيرگروه Tبرعكس، فرض كنيم) ب(      N كنـيم كـه  توجه مي(. باشدT  اي از مجموعـه
وجود دارد كه شامل Gاز گروه Hكنيم كه زيرگروهادعا مي). است aNهاي به صورتمجموعه

T

T
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N ــت و /اســ { | }H N hN h H= = ∈T .    ــون ــه چــ ــد كــ ــي زنيــ ــدس مــ حــ
{ , , }aN bN= …T،H يكدام زيرمجموعهG  ايـد،  ممكن است باشد؟ درست حـدس زده
  : Tاجتماع عضوهاي 

{ | }

aN

H a G aN
aN

∈

= ∈ ∈

= =∪ ∪
T

T

T  

توجه كنيد كه، پـس از اثبـات زيرگـروه بـودن     ( .حال به راحتي مي توانيد ادعاي بالا را اثبات كنيد
H درG وN H⊆روشن است كه چون ،N درG    تـر  نرمال است، پـس در جـاي كوچـك
H نيز نرمال است  .(   

 نرمال Gدر Hبايد نشان دهيم كه اگر )الف(در قسمت . است 1اثبات اين حكم مشابه حكم  -2
H/باشد، آنگاه N در/G N هـر  براي اثبات اين مطلـب، توجـه كنيـد كـه بـراي     . نرمال است 

x G∈ هر وh H∈1، داريمxhx H−   و در نتيجه ∋

1 1 1( )( )( ) ( )( )( ) ( ) /xN hN xN xN hN x N xhx N H N− − −= = ∈  

G/نرمال زيرگروه Tبايد اثبات كنيم كه اگر )ب(در قسمت  برعكس،      N آنگاه باشد ،  

{ | }H a G aN= ∈ ∈T  

xكنـيم  بـراي اثبـات ايـن مطلـب، فـرض مـي       .نرمال است Gدر G∈ وa H∈  و در نتيجـه ،
aN ∈T .،بنابر نرمال بودن در اين صورتT در/G Nداريم ،  

1 1 1( )( )( ) ( )xN aN xN xax N xax H− − −∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈T T  

   . و بنابراين قضيه اثبات شده است

اشند به ب Gهايي نرمال اززيرگروه Nو Hفرض كنيم  .)يكريختي ومس( قضيه  13.9.2
Nطوري كه  H⊆ .،در اين صورت  

/ /
/

G N G H
H N

≅  

G/هـاي خـارج قسـمتي    ، گـروه Gدر  Nو  Hبا توجه به نرمال بودن  ،ابتدا. اثبات H  و
/G N 12.9.2ي تنـاظر  همچنين، با توجـه بـه قضـيه   . با معني هستند ،/H N  در/G N 
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/نرمال، و در نتيجه گروه خارج قسمتي 
/

G N
H N

نيز بـا معنـي، والبتـه هـر عضـو آن بـه صـورت          

( )( / )gN H N است .  

  .توان اثبات كردريختي، قضيه را به دو صورت زير ميي دوم يكحال، مشابه اثبات قضيه     

  ابتدا نشان دهيد كه تابع :روش اول

: / /G N G H
gN gH

ϕ →
6

  

  حال توضيح دهيد كه. تعريف، همريختي، و پوشا استخوش

/{ / | ( ) 0 }
{ | } /

G HKer gN G N gN gH H
gN g H H N

ϕ ϕ= ∈ = = =
= ∈ =

  

  . ها را به كار ببريدي اساسي همريختيدر پايان، قضيه

  : نشان دهيد كه تابع زير يك همريختي دوسويي است :روش دوم

/: /
/

( )( / )

G N G H
H N
gN H N gH

ψ →

6
  

  :را در زير توضيح و بقيه اثبات را ارائه دهيد ψتعريفي اثبات خوش

1
1 2 1 2

1
1 2

1
1 2

1 2

( )( / ) ( )( / ) ( )( ) /

( ) /

g N H N g N H N g N g N H N

g g N H N

g g H
g H g H

−

−

−

= ⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈
⇒ =

  

مقسوم عليهي بجز  pكنيم كه هر عدد اوليادآوري مي )اختياري( .هاي سادهگروه  14.9.2
 [ )نرمـال ( هيچ زيرگروهيكي اين است كه ها، به زبان گروهدو تعبير اين واقعيت از . ندارد pو 1

/كـه بـا   ( [p، و ديگري اينكه گروهشودرا شامل نمي[pگروه [pو [بجز  p] -يـك  [

بيان همتاي اين مفـاهيم بـراي   قبل از . و خودش ندارد {0}بجز )  نرمال(زيرگروهي ) ريخت است
تـا زيربنـاي    يادآوري 1از فصل  هاي جامع جبريها را براي دستگاههاي دلخواه، حالت كلي آنگروه

  .باشيد اين مفاهيم را بياموزيد و خودتان هنگام نياز سازنده
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در ايـن  . باشـد  Aاي همنهشـتي روي دسـتگاه جبـري   رابطـه  θفرض كنـيم   .تعريف  15.9.2
   صورت،

)گـوييم اگـر  مي Aروي  ماكسيمال ي همنهشتيرابطهرا  θيرابطه -1 )A Aθ ≠ ∇ = و  ×
ي همنهشتيبراي هر رابطه يعني، .را شامل نشود θيرابطه θو ∇ي همنهشتي بجز هيچ رابطه

 ،Aروي ∽

θ θ⊆ ⊆∇ ⇒ = ∨ =∇∼ ∼ ∼ 

Aهاي همنهشـتي روي تنها رابطه ∇و Δگوييم اگر مي سادهرا  Aدستگاه جبري نابديهي -2
)باشند؛ يعني،  ) { , }Con A = Δ ∇  . 

به راحتي هاي همنهشتي هستند، هاي نرمال همتاي رابطهها، زيرگروهتوجه به اينكه در گروهبا      
 .بيان كنيدبه صورت زير ها براي گروهرا  مفاهيمتعبير اين توانيد مي

  در اين صورت،. است Gزيرگروه نرمال گروه Mفرض كنيد  .تعريف  16.9.2

1-M ماكسيمال را زيرگروه نرمالG اگرگوييم ميM G≠   و هيچ زيرگـروه نرمـالي ازG ،
  ،Gاز  Hبراي هر زيرگروه نرماليعني، . آن را شامل نشود Mو Gبجز

  

}و  Gگوييم اگرمي سادهرا  Gگروه نابديهي -2 }e يعنـي،   .هاي نرمال آن باشـند تنها زيرگروه
( ) {{ }, }Nor G e G=.  

  بحث در كلاس  17.9.2

0توجه كنيد كه هر سـه گـروه   . نرمال ماكسيمال است 3Sدر 3Aزيرگروه متناوب -1 1{ , }ρ μ،
0 2{ , }ρ μ،0 3{ , }ρ μ  3درS  هـر   چطـور؟  .ماكسيمال نيسـتند  نرمالماكسيمال هستند ولي

}سه گروه  , }e a،{ , }e bو ،{ , }e c  4زيرگروه نرمال ماكسيمال گروه كلاينK يادآوري ( هستند
 [p، زيرگـروه  pبراي هر عـدد اول  .)كنيم كه هر زيرگروه از يك گروه آبلي، نرمال نيز هستمي

روه گ ـ .نرمـال ماكسـيمال اسـت    [pدر هـر  {0}زيرگـروه  . نرمال ماكسـيمال اسـت   [در گروه 
( ;        چرا؟ .زيرگروه نرمال ماكسيمال ندارد _+(

زيرگـروه نرمـال ماكسـيمال    دهند كه يك گـروه ممكـن اسـت هـيچ     نشان مي 1هاي بند مثال  -2
دسـت كـم داراي يـك     Gولي، هر گروه متناهي نابديهي. داشته باشد ييا بيش از يكنداشته باشد 

ي به نتيجه Gروند زير را ادامه دهيد و از متناهي بودن: راهنمايي(. زيرگروه نرمال ماكسيمال است

M H G M H H G⊆ ⊆ ⇒ = ∨ =
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1اگر. مطلوب برسيد { }N e= درG   2نرمال ماكسيمال نباشد، زيرگـروه نرمـالN ازG   وجـود
1دارد به طوري كه  2N N G⊂ ⊂(.   

روشن است كـه  . )چرا؟( اول باشد nساده است اگر و تنها اگر  [nلاگرانژ،گروه  يبنابر قضيه  -3
1nساده نيست؛ زيرا، براي هر عدد طبيعي  [گروه ≠ ،n]   در . اسـت  [يك زيرگـروه نرمـال

 Gزيرا، چون .باشد [pدوري و يكريخت باساده است اگر و تنها اگر  Gواقع، گروه آبلي نابديهي
0gساده است، براي هر  G ،gدر ≠ G< > حـال،  . دوري اسـت  Gو در نتيجـه، ) چرا؟( =

Gچون ≅/ pG، پس )چرا؟( [ ≅     چرا؟. [
5nكنيم كه براي هر اين مطلب را اثبات نمي -4 ايـن   .ساده است nA) ناآبلي(، گروه متناوب ≤

ها ي بسيار مهم خود از آنهاي ساده بودند كه گالوا براي اثبات قضيههاي گروهها از اولين مثالگروه
ايـن   .ي گالوا خواهيد ديدي جالب گالوا را در درس بعدي جبر يا در درس نظريهقضيه. استفاده كرد

توان با فرمـولي  و بيشتر را لزوماً نمي 5ي هاي از درجهايهاي چندجملهكند كه ريشهقضيه بيان مي
2a2/مانند( راديكالي به دست آورد  4x b b ac= − ± ي ي درجـه هاي معادلهبراي ريشه −

2دوم 0ax bx c+ + =!(  
/ يخارج قسمتگروه ديديم كه  - 5 nn ≅] ] -قضيه .اول باشد nاست اگر و تنها اگر  ساده [

-تر گروهو جامعتر ي بيشمطالعه( .كندي پاياني اين بخش اين مطلب را در حالت كلي اثبات مي
 ).هاي ساده خارج از بحث اين كتاب و درس مباني جبر است

  

G/در اين صورت، گروه. است Gزيرگروه نرمال گروه Mفرض كنيم  .قضيه  18.9.2 M  

   .باشد Gزيرگروه نرمال ماكسيمال Mساده است اگر و تنها اگر 

  ، 12.9.2ي تناظر بنابر قضيه . اثبات

( / ) { ( ) | }Nor G M N Nor G M N≅ ∈ ⊆ 

G/از طرفي، M      ساده اسـت اگـر و تنهـا اگـر( / ) {{ }, / }Nor G M M G M= وM 
}است اگر و تنها اگر  Gزيرگروه نرمال ماكسيمال ( ) | } { , }N Nor G M N M G∈ ⊆ =

تمرين خوبي است كه قضيه را بـه طـور مسـتقيم نيـز      چطور؟ .كنداين مطالب قضيه را اثبات مي. 
   . اثبات كنيد
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  9.2 تمرين
  هستها نه تنها آموزنده است، لذت بخش نيز تلاش براي حل كردن تمرين

  اول دسته

2از گــروه  Kو Hي چــونيهــازيرگــروه -1 4G = ×] ــه طــوري كــه   [ بيابيــد ب
H K≅ ولي/ /G H G K≅/.  

2از گــروه  Kو Hي چــونيهــازيرگــروه -2 4G = ×] ــه طــوري كــه   [ بيابيــد ب
H K≅/  ولي/ /G H G K≅.  

)نشان دهيد كه  -3 ) / ( )Inn G G Z G≅ .  
نرمـال اسـت اگـر و تنهـا اگـر تحـت هـر         Gگـروه  در Nنشان دهيد كه زيرگـروه  -4

)خودريختي دروني )a Inn Gψ )يعني،. باشد) ناوردا(پايا  ∋ )a N Nψ ⊆. 
Gگروه و  Gفرض كنيد كه  - 5 HK= كه در آن ،, |H K G≤ .   ثابت كنيـد كـه

G G G
H K H K

≅ ×
∩

. 

f:گروهي متناهي و  Gفرض كنيد  -6 G H→ ثابت كنيد كه . همريختي باشد
| ( ) | | | |f G G.  

 دسته دوم

|نويسـيم و مـي  ،اسـت  مشخصهيا  ويژه Gدر Hگوييم كه زيرگروهمي -7
c

H G≤،  
ــراگــر تحــت  G:خــودريختي دلخــواه  ه Gϕ ــا  → ــاوردا(پاي باشــد؛ يعنــي، ) ن

( )H Hϕ . )چـرا؟ ( نرمال اسـت  Gروشن است كه هر زيرگروه مشخصه در . ⊇
 .نشان دهيد كه عكس اين مطلب لزوماً درست نيست

)نشان دهيد كه  -8 )Z G وG′ در گروهG مشخصه هستند. 

|گروه،  Gفرض كنيد   -9
c

N G≤ و ،|
c

H N≤ . تابت كنيد كه|
c

H G≤.  

N|گروه،  Gفرض كنيد  - 10 G≤ و|
c

H N≤ . ثابت كنيد كه|H G≤.  
ــد   -11 ــرض كني ــد و   Gف ــاهي باش ــي متن H|گروه G≤ .  ــر ــه اگ ــد ك ــان دهي نش

([ : ],| |) 1G H H |، آنگاه =
c

H G≤.  

,گروه،  Gفرض كنيد   -12 |
c

H K G≤ و ،G H K=   كهثابت كنيد . ×

( ) ( ) ( )Aut G Aut H Aut K≅ ×  
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f:گروه و  Gفرض كنيد   -13 G G→  2همريختي است به طوري كهf f=و
Im |f G≤ . ثابت كنيد كهImG f Kerf≅ ×.  

هـاي  زيرگـروه توليـد شـده توسـط تـرانهش      Hگـروه متقـارن و   nSفرض كنيـد    - 14
( , 1)i i 1باشد كه در آن  + 1i n≤ ≤ n/تعيين كنيد كه . − nHA A    بـا كـدام

  . ريخت استاي يكگروه شناخته شده
)يك گروه و  Gفرض كنيد   - 15 )G Z G′ aثابت كنيـد كـه بـراي هـر     . ⊇ G∈ ،

( ) |GC a G≤ و/ ( )GG C a با زيرگروهي ازG′ ريخت استيك .  
باشـد بـه    Nگوييم اگر داراي يك زيرگروه آبلـي نرمـال  مي شبه آبليرا  Gگروه  -16

G/طوري كه  N نيز آبلي است.  

  .مثالي از يك گروه شبه آبلي ارائه دهيد كه آبلي نباشد) الف(         

G:فرض كنيد )ب(           Kϕ نشان دهيد كه. شبه آبلي باشد Gيك همريختي پوشا و →
K نيز شبه آبلي است .  

1فرض كنيد  -17        2:f G G→    1يك همريختي بين گروه هـا اسـت و|H G≤ .  نشـان
|2دهيد كه اگر  :Hf H G→ 1ريختي باشد آنگاه يكG H Kerf≅ ×.   

f:فرض كنيد ) ي اساسي همريختيتعميم قضيه( -18 A B→ و:g A C→ 

  نشان دهيد كه. پوشا است gها باشند به طوري كه همريختي بين گروه

f:يعنـي، همريختـي   (شـود  تجزيه مـي  gاز طريق fهمريختي )الف( C B→    بـا ويژگـي
f f g= D اگر و تنها اگر ) وجود داردg fK K⊆.  

  .، در صورت وجود، منحصر به فرد استfهمريختي )ب(

gيك به يك است اگر و تنها اگر  fهمريختي )پ( fK K=.  

  .پوشا باشد fپوشا است اگر و تنها اگر fهمريختي )ت(

  .ها حالت خاص اين قضيه استي اساسي همريختي گروهقضيه )ث(
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