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درپوش باردار الکتریکی روی استوانه بسیار بلند (2 مسئله

به طور یکنواخت توزیع شده   Rنهایت( به شعاع بیبر روی یک استوانه خیلی بلند )نیم 𝜎فرض کنید چگالی بار الکتریکی سطحی 

محور استوانه در امتداد قائم در راستای شتاب روی آن قرار دارد.  𝑚است. یک درپوش دیسکی شکل با همان شعاع استوانه و به جرم 

در نظر بگیرید. 𝑔شتاب گرانش زمین را گرانش است. 

بر روی درپوش به طور یکنواخت توزیع شده باشد کمینه جرم درپوش باید چقدر باشد تا  𝜎اگر چگالی بار الکتریکی سطحی  آ(

 درپوش از روی استوانه نپرد؟

ها چهار قسمت مساوی تقسیم کنید به طوری که چگالی بار الکتریکی سطحی بر روی این قسمت در این بخش، درپوش را به  ب(

)یک در میان( توزیع شده باشد کمینه جرم درپوش باید چقدر باشد تا درپوش از روی استوانه  3𝜎و  𝜎به طور یکنواخت و به صورت 

 نپرد؟

تقسیم شود در این صورت گشتاور  3𝜎و  𝜎چگالی بار الکتریکی یکنواخت سطحی اگر درپوش مورد نظر به دو قسمت مساوی با  پ(

مکانیکی اولیه که به درپوش وارد می شود را محاسبه نمایید.

 متمرکز نقطه آن درجسم  آن جرمی همه گویی که کندمی رفتار طوریدر جسم است و  مشخصی نقطهیک ، یک جسم مرکز جرم : راهنمایی

برابر با  Rمرکز جرم یک نیم دیسکی با شعاع  .دهندمی تشکیل را صلب جسم که است ذراتی جرم و مکان از تابعی فقط جرم مرکز. است

فاصله 
4𝑅

3𝜋
در این مساله، نیرو در هر قسمت را در مرکز جرم آن قسمت در نظر بگیرید. از قطر نیم دیسک روی محور آن است. 

∫ 𝑥 sin 𝑥  𝑑𝑥 = sin 𝑥 − 𝑥 cos 𝑥 
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 باردار الکتریکیحلقه نوسانات الکترون در حضور  (3 مسئله

  توزیع شده است.یکنواخت ه طور ب Rحلقه ای به شعاع روی  𝑞فرض کنید بار الکتریکی 

 از مرکز حلقه روی محور آن به دست آورید.  𝑧را در فاصله حلقه پتانسیل الکتریکی  آ(

 حلقه حساب کنید.را در راستای محور حلقه میدان الکتریکی   ب(

 در چه فاصله ای از مرکز حلقه روی محور آن، میدان الکتریکی بیشینه است؟ پ(

𝑧با فرض   دهیماز مرکز حلقه مفروض قرارمی 𝑧را در نقطه  𝑒−و بار  𝑚یک الکترون به جرم  ت( ≪ 𝑅  علامت بار الکتریکی ،

فرض  را تعیین کنید. 𝜔1شود. مقدار  𝜔1را طوری تعیین کنید که منجر به حرکت نوسانی الکترون با سرعت زاویه ای  𝑞حلقه یعنی 

 کنید حرکت الکترون تاثیری روی توزیع بار الکتریکی حلقه نداشته باشد.

دارد. بر اثر یک ضربه کوچک،  در ابتدا در مرکز حلقه مفروض قرارالکترون مورد نظر در بخش )ت( در این بخش، فرض کنید  ث(

𝑟گیرد. با فرض از مرکز حلقه مورد نظر و در صفحه حلقه قرار می 𝑟الکترون در فاصله کوچک  ≪ 𝑅  علامت بار الکتریکی حلقه ،

را تعیین کنید. فرض  𝜔2شود. مقدار  𝜔2را طوری تعیین کنید که منجر به حرکت نوسانی الکترون با سرعت زاویه ای  𝑞یعنی 

 .باشدو حرکت الکترون در صفحه حلقه مقید  کنید حرکت الکترون تاثیری روی توزیع بار الکتریکی حلقه نداشته باشد

 

 

1)        کوچک باشد عبارت زیر برقرار است: 𝜖در حالتی که مقدار  راهنمایی: + 𝜖)𝑛~1 + 𝑛𝜖 +
𝑛(𝑛−1)

2
𝜖2 +∙∙∙ 
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بسمه تعالی

آزمون سوم نظری - دوره تابستان ۱۴۰۳ 

مدت آزمون : ۴ ساعت

سوال ۱)

در انتهای دو آونگ مشابه به طول  دو گلوله کوچک باردار مشابه به جرم  و  بار  
آویخته شده اند. در یک وضعیت دلخواه زاویه نخها با امنداد قائم به ترتیب  و  

است که مطابق شکل در دو جهت مخالف سنجیده می شوند. نخها در یک صفحه قائم 

هستند.

آ) مبدا پتانسیل گرانشی را نقطه آویز بگیرید و انرژی پتانسیل دستگاه را بر حسب  

و  به دست آورید.

ب) در وضعیت تعادل انرژی پتانسیل نسبت به  و  کمینه است. با حل معادلات 
کمینه سازی، زوایای  و  متناظر با این حالت را بر حسب زاویه معین  که از 


معادله خاصی تبعیت می کند، حساب کنید. معادله مربوط به  را مشخص کنید.

پ) حال فرض کنید  و  که  و  زوایای انحراف کوچک از وضعیت تعادل هستند. انرژی 
مکانیکی دستگاه را بر حسب  و  تا مرتبه دوم به دست آورید.

یادآوری:
 

. با استفاده از عبارت انرژی، بسامد زاویه ای نوسان را برای چنین حلی به دست  ت) حلی را در نظر بگیرید که در آن 

آورید. جواب را بر حسب داده های مسئله و  بیان کنید.

. با استفاده از عبارت انرژی، بسامد زاویه ای نوسان را برای چنین حلی به  ث) حلی را در نظر بگیرید که در آن 

دست آورید. جواب را بر حسب داده های مسئله و  بیان کنید.

توجه: لطفا فقط از روش گفته شده دینامیک مسئله را تحلیل کنید. 

ج) در یک نوع حرکت ممکن دیگر، دستگاه به صورت آونگ مخروطی با بسامد زاویه ای  حول محور تقارن خود می چرخد، به 
طوری که نخها همواره بر روی دو یال متقابل مخروطی به زاویه راس  و ذرات بر روی دو سر یکی از قطرهای یک دایره باشند. 


معادله ای برای تعیین زاویه  بیابید.

چ) دستگاه فوق قاعدتا باید ۴ مد حرکتی داشته باشد. چهارمین مد حرکتی را با جملاتی کوتاه و دقیق داخل بک مستطیل 
توصیف کنید. توجه داشته باشید که در جابه جایی های کوچک، مد جدید نباید ترکیبی از مدهای قبلی باشد. چنانچه این مد، 

حرکتی نوسانی است، بسامد زاویه ای آن را به دست آورید.
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دارحرکت جسم روی سطح شیبدار اصطکاک (3سوال 

 𝑣0نسبت به افق با سرعت اولیه  𝜃 یداری با زاویهاز پایین سطح شیب 𝑚ی به جرم کوچک جسممطابق شکل، 

و  𝜃دار سطح شیباین جسم با جنبشی ضریب اصطکاک . گرددبه نقطه اولیه برمی سپسو  شودبه بالا پرتاب می

 .است 𝑔شتاب گرانش زمین 

در بالای سطح مسافت و زمان تا نقطه برگشت  آ(

زمان رفت را  )حالت رفت( را حساب کنید.دار شیب

𝑡𝑢 .درنظر بگیرید 

کل مدت زمان رفت و برگشت جسم روی سطح  ب(

درنظر  𝑡𝑑. زمان برگشت را دار را حساب کنیدشیب

 بگیرید.

حرکت کرده باشد بردار  𝑡به مدت  𝑚اگر جسم  (پ

𝑡از  o را نسبت به مبداء 𝑚جایی جسم جابه = 0در دو بازه زمانی  𝑡تا  0 < 𝑡 < 𝑡𝑢  و𝑡𝑢 < 𝑡 < 𝑡𝑢 + 𝑡𝑑  

به دست آورید.  𝑡و  𝜃  ،𝑔  ،𝜇  ،𝑣0های کمیتو   𝑗̂و  �̂�ی برحسب بردارهای یکه

شود؟ تولید می، چقدر گرما به واسطه اصطکاک 𝑡𝑢در کل مدت رفت یعنی  (ت

های اصطکاک ندارد. پاسخ بخشسطح افقی است و با  𝑀دارای جرم دار سطح شیبدر این بخش فرض کنید  ث(

 قبل را در این حالت به دست آورید.
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 (4 سوال

اند. به هم وصل شده 𝐿به طول ثابت  نازک ای داریم که با یک میلهاین مسئله دو بعدی است. دو جسم نقطه

ی سرعت اندازهو  𝑣1 مقدار ی سرعت جسم اول برابرای است که اندازهطریقه حرکت این دو جسم به گونه

است و جهت سرعت آنها عمود بر جهت میله و در یک جهت است. یعنی در حرکت،  𝑣2جسم دوم برابر 

نامیم و می «شیء»گیرد. ما این مجموعه را میله سمت چپ جسم اول و در سمت راست جسم دوم قرار می

𝑣1کنیم. واضح است که اگر مکان آن را با مرکز میله مشخص می = 𝑣2  ،در مسیر مستقیم حرکت  شیءباشد

 کند. می

ای حرکت خواهد کرد. شعاع این در مسیر دایره شیءمتفاوت باشند،  𝑣2و  𝑣1الف( اگر دو اندازه سرعت 

  تا مرکز دایره( چقدر است؟ شیءدایره )فاصله از مرکز 

اند این اجسام در آن قرار گرفتههر کدام از حال فرض کنید، اندازه سرعت جسم اول و دوم، با مکانی که 

در جهت  شیءنامیم. یعنی جهت حرکت می 𝜃را   𝑥ی جهت حرکت شیء با محور زاویهشود. تعیین می

cosبردار  𝜃 𝑥 + sin 𝜃 �̂� که  است𝑥  و�̂�  بردارهای یکه در جهت𝑥  و𝑦 .هستند   

𝑦ی فضا به دو قسمت تقسیم شده است. اجسام در ناحیهب(  <  𝑣𝑎( دارای اندازه سرعت 𝑎ی )ناحیه  0

𝑦ی و در ناحیه > در فاصله  شیء جهت حرکتی زاویه هستند. 𝑣𝑏( دارای اندازه سرعت 𝑏ی )ناحیه 0

از مرز  شیءکند. بعد از عبور کامل است و به سمت مرز حرکت می 𝜃𝑎برابر  𝑎ی و در ناحیهدور از مرز 

  را به دست آورید. 𝜃𝑏شود. مقدار می 𝜃𝑏حرکت آن ت ی جه( زاویه𝑏ی )در ناحیه

𝑣پذیر از مکان است )حال فرض کنید که این اندازه سرعت وابسته به مکان، تابعی پیوسته و مشتق =

𝑣 (𝑥و𝑦) بسیار ناچیز است) شیء(. همچنین فرض کنید که طول𝐿 → 0.) 

به دست  شیء و مکان  𝜃، را به صورت تابعی از �̇�، شیءی جهت حرکت پ( مقدار مشتق زمانی زاویه

𝑣)دقت کنید که تابع  نمره( 2)آورید.  (𝑥و𝑦)  و مشتقات آن، تابع مکان هستند و وجود آنها در جواب، به

 معنی تابعیت مکان است.(

 در شرایط خاص است. 𝜃در ادامه هدف حل معادله بالا و به دست آوردن 
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 𝜃 با حل معادله قسمت )پ( وابسته نیست. 𝑦است و به  𝑥ت( فرض کنید که اندازه سرعت، فقط تابعی از 

جواب دارای یک به دست آورید. )مانند تمام معادلات دیفرانسیل مرتبه یک، )به صورت تابعی از مکان( را 

  .(ثابت نامعین است

 𝑥با محور  �̂�ی ، است و به زاویه𝑟ث( فرض کنید که اندازه سرعت، فقط تابعی از فاصله از مبدا مختصات،

،φو  شیءی بین جهت حرکت ، وابسته نیست. زاویه�̂�   را𝜓 امیم. در این حالت، نمی𝜓 به صورت  را(

 .بیابید تابعی از مکان(

توضیحات ریاضی لازم:

∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑙𝑛(𝑥) + 𝑐

 ∫
cos 𝜃

sin 𝜃
𝑑𝜃 = 𝑙𝑛(sin 𝜃) + 𝑐

∫
sin 𝜃

cos 𝜃
𝑑𝜃 = −𝑙𝑛(cos 𝜃) + 𝑐 
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𝜃فرض  را برای این حالت محاسبه نمایید. مشخص نمایید، 𝜃ی انحرافِ زاویه –پ  ≪ ی مسئله چه قیدی روی شرایط اولیه 1

 دست بیاورید.گذارد؟  این قید را بهمی

ها را در zتر از مبدا بود )یعنی محور پایین 𝑅ی بالاتر از مبدا مختصات، به اندازه 𝑅+ی بار آزمون به جای اگر مسیر اولیه –ت 

−𝑅 کرد؟ی پراکندگی چگونه تغییر میکرد( زاویهقطع می 

�⃗�کنیم، بدون تغییر در شرایط دوقطبیِ دست آخر، فرض می = 𝑃�̂�ی ی آزمون، تنها مسیر اولیهی ذره، یا بردارِ سرعت اولیه

 قرار بگیرد. در چنین حالتی: xyی حهکه در ابتدا روی صفکنیم، طوریجا میذره را جابه

بعدی( رخ خواهد داد؟ قید ی انحراف را محاسبه نمایید؟ مشخص کنید، که انحراف در کدام جهت )در فضای سهزاویه –ث 

 صورتی در خواهد آمد؟ی کوچک پراکندگی به چهزاویه

راهنمایی:

∫
𝑑𝑢

(1+𝑢2)𝑛/2
= ∫ cos(𝜃)𝑛−2 𝑑𝜃 = {

2,  𝑛 = 3
4/3,  𝑛 = 5
16/15,  𝑛 = 7

+𝜋/2

−𝜋/2

+∞

−∞
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