
  . موجود استcom.boukanuni.wwwاين جزوه بر روي سايت 

 

  

 

 

  

�  �� � و � د ا 
� �ز ����د ا �ا �  ا

� �� ��ت  �ری� �� � 

 01/04/89آخرين ويرايش 

  جناب آقاي دكتر پور رضا: استاد ارجمند 
  كمال حبيبي: تايپ 

com.boukanuni.www 

habibi.kamal@yahoo.com 



  . موجود استcom.boukanuni.wwwاين جزوه بر روي سايت 

  

  

  

  

  

  

  
   



 
                       دانشگاه آزاد شبستر           وجود است مcom.boukanuni.wwwابن جزوه بر روي سايت                  جزوه رياضيات مهندسي   ١

����       

  

  

  

  

  

  

  

   :��� اول
  

هاي فوريه و حل معادلات با سري

  مشتقات نسبي
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   حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات نسبي–هاي فوريه  سري–) 1(فصل

  صفحه  فهرست مطالب

  3  تابع متناوب

  5  هاي مثلثاتي مورد لزومانتگرال

  7   اويلر-ضرايب فوريه 

  8  هاي فوريههايي از سريمثال

  14  قضيه ديريكله

  14  اتحاد پارسوال

  17  توابع زوج و فرد

  22  تمرينات

  24  انتگرال فوريه

  30  تبديل فوريه

  32  معادلات ديفرانسيل با مشتقات نسبي

  33  طبقه بندي معادلات با مشتقات نسبي خطي

  34  معادلات ديفرانسيل مهم

  35  هاي حل معادلات ديفرانسيل خطيروش

  37  نسبي اويلرمعادلات ديفرانسيل با مشتقات 

  39  حل معادلات ديفرانسيل خطي بروش متغييرهاي جدا از هم

  45  حل معادلات ديفرانسيل خطي با استفاده از تبديل لاپلاس

  47  تمرينات

  50  اعداد مختلط

  51  نمايش مثلثاتي يا قطبي اعداد مختلط

  53  هاي يك عدد مختلطمحاسبه ريشه

  54  توابع مختلط

  56  ريمن-معادلات كش

  59  توابع مقدماتي مختلط

  60  تابع لگاريتم

  62  انتگرال گيري در صفحه مختلط

  65  هاي مختلطسري

  68  )ويژه(نقاط غير عادي 

  69  سري لوران

  72  هاقضيه مانده

  76  نگاشت همديس

  78  هاي مهمتبديل

  81  تمرينات
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f: تابع   :تعريف  )1-1 →� Tامند هرگاه   ن را متناوب مي   � >  وجود داشته باشد به قسمي      �

)كه  ) ( )f x T f x+   .نامند  را دوره تناوب ميT و =

,شـد    با f دوره تنـاوب     Tشود كه اگر    بلافاصله از تعريف نتيجه مي     ,....n nT T∈�  هـم   2

): تـوان نوشـت   را مي يباشد ز دوره تناوب مي   ) ( ) ( ) ( )f x T f x T T f x T f x+ = + + = + =2  ، 

  . نامند را دوره تناوب اصلي ميTكوچكترين 

  

)به عنوان مثال     ) sin , ( ) cosf x x f x x= T توابع متناوب با دوره تناوب اصلي        = π= - مي 2

  .باشند 

  

y tg x= تناوب  تابع متناوب با دورهT π=تعريف نشده �باشد ، اين تابع در تمام نقاط  مي 

)است ، نقاط  )x k
π

= +2 1
2

  .باشد صال تابع هستند ولي متناوب مينف نقاط ا

  

yتابع ثابت    c=                   يك تابع متناوب است ، دوره تناوب آن هر عدد غير صفر است ، زيـرا اگـر 

T a= ) داريم 0≠ ) ( )y x a c y x+ =   . اين تابع داراي دوره تناوب اصلي نيست =

  

]تابع   ]y x x= ] كه در آن     − ]x    قسمت صحيحx    متنـاوب بـا دوره تنـاوب        ع است يك تـاب 

Tاصلي   )يا نزديكتر به عدد صحيح      ) اياره(باشد ، همچنين تابع      مي 1= )y x=    هم متنـاوب 

  :باشد  تابع آخر به صورت زير ميباشد نمودار دو مي1با دوره تناوب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

[ ]y x x= − 

  )1-1(شكل 

( )y x= 

  )2-1(شكل 



 
                       دانشگاه آزاد شبستر           وجود است مcom.boukanuni.wwwابن جزوه بر روي سايت                  جزوه رياضيات مهندسي   ٤

����       

هـاي فنـي و فيزيـك       از ضابطه توابع بالا مشخص بود كه آنها متناوب هستند ، ولي در رشته             

دهنـد  شويم كه ضابطه آنها متناوب بودن را نشان نمي        بعضي وقتها با توابع متناوبي روبرو مي      

  . هستند اي است كه آنها متناوبولي تعريف توابع به گونه

  :گيريم به عنوان مثال توابع زير را در نظر مي

y):  1مثال  x x T= − ≤ < =1 1 2  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

y  ):1مثال  x x T= − ≤ ≤ =2 2 2 4  
 
 

    
 

    

  

  

  )3-1(شكل 

  )4-1(شكل 
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) دوره تناوب اصلي     Tاگر :توجه   )1-2 )y f x=  ه   باشد آنگا( )y f xω=    داراي دوره تناوب 

ــلي  Tاصـــ

ω
ــي ــي  مـــ ــع مـــ ــد در واقـــ ــيم باشـــ )دانـــ ) ( )f x T f x+  و =

( ) ( ) ( )
T

f x f x T f xω ω ω
ω

 + = + = 
 

T پس 

ω
) دوره تناوب اصلي  )y f xω= است .  

  

  : بعضي انتگرالهاي توابع مثلثاتي محاسبه )1-3

)شود  حضه مي ملا ) cos
nx

f x
T

π
) و   = ) sin

nx
f x

T

π
 T2 توابع متناوب با دوره تناوب اصلي        =

nباشند، كافي است آنها را در       مي = n و   � nلعه كنيم در     مطا 1= =  هر دو تابع، تـابع ثابـت        �

( )f x ) و 1= )f x = n هــستند و حكــم برقــرار اســت ، در � ):  داريــم 1= )
x

f x Sin
T

π
 و =

( )
x

f x Cos
T

π
Sinتناوب اصلي     اما چون دوره      = x   و Cos x   برابر π2    با توجه بـه     است پس

: داريم ) 1-2(

T

π
π
) دوره تناوب اصلي T2 يعني 2 )

x
f x Sin

T

π
) و = )

x
f x Cos

T

π
  .باشد  مي=

  

  :كنيماكنون انتگرالهاي زير را محاسبه مي

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  :براي محاسبه انتگرالهاي فوق روابط مثلثاتي زير را در نظر ميگيريم
  

( )

( )

( )

cos cos cos( ) cos( )

sin sin cos( ) cos( )

sin cos sin( ) si )

)

) n

)

(

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

= − + +

= − − +

= + + −

1

3

1

2

1

2

1

2

2  

  

cos الف cos

sin sin

sin cos

T

T

T

T

T

T

m nn x m x
dx

T m nT T

m nn x m x
dx

T m nT T

n x m x
dx

T T

π π

π π

π π

+

−

+

−

+

−

≠
= 

=

≠
= 

=

=

∫

∫

∫

�

�

�

 ب

 ج
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  :بنابراين داريم 
mاگر                               n≠  

( ) ( )
cos cos ( cos cos )

( ) ( )
( )sin ( )sin

T T

T T

T

T

n x m x n m x n m x
I dx

T T T T

T n m x T n m x

n m T n m T

π π π π

π π
π π

+ +

− −

+

−

− +
= = +

− + = + = − + 

∫ ∫

�

1

2

1 1 1

2

  

                              

mاگر   n=  

os ( os )

( ) in

( in ) ( ( ) )

T T

T T

T

T

n x n x
I c dx c dx

T T

T n x
x s

n T

T T
T s n T sin n T

n n

π π

π
π

π π
π π

+ +

− −

+

−

= = +

 = − 
 

 = − + + − = 
 

∫ ∫2 1 2
1

2

1 1 2

2 2

1 1 1
2 2

2 2 2

  

  

  :با همان روش داريم 

sin sin

sin cos

T

T

T

T

n x m x
dx

T T

n x m x
d

T m n

T

n

T

m

x

π π

π π

+

−

+

−

≠
= 

=

=

∫

∫

�

�

  

  

  : عدد دلخواه باشد آنگاه داريم λ و T2ه تناوب با دور يك تابع متناوب f هرگاه :   لم –  1-4

  

( ) ( )
T T

T T
f x dx f x dx

λ

λ

+

− + −
=∫ ∫  

  

  داريم:برهان 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T T T T T

T T T T T

T T T

T T T

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

+ − + − + +

− + − − − +

+ − + +

− −

= − + +

= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  :دهيمدر انتگرال طرف راست تغيير متغير زير را انجام مي

dx du x T u= = +2  

 الف

 ب

 ج
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  :يمپس دار

( ) ( ) ( )
T T T

T T T
f x dx f T u du f u du

λ λ λ+ − + − +

− −
= + =∫ ∫ ∫2  

  شود با جايگذاري در رابطه بالا نتيجه مي

( ) ( )
T T

T T
f x dx f x dx

λ

λ

+

− + −
=∫ ∫  

  

 را به صورت يك سـري مثلثـاتي         T2اكنون هدف ما اين است كه تابع متناوب با دوره اصلي            

)كنيم  بسط دهيم به عبارت ديگر فرض مي       )y f x=          يك تابع متناوب با دوره تنـاوب اصـلي 

T2    خواهيم ضرايب      باشد در اينصورت ميa
�

اي محاسبه كنـيم     ها به گونه   nb   ها   و      na   و     

  :كه داشته باشيم 

cos si( ) nn n

n

a n x n x
a b

T T
f x

π π∞

=

+ += ∑�

12
  

  

  :كنيماگر همچون فرمولي موجود باشد براي محاسبه ضرايب سري به صورت زير عمل مي

)از طرفين  ) cos sinn n

n

a n x n x
f x a b

T T

π π∞

=

= + +∑�

12
 :گيريم  مي0 و T2 انتگرال معين در بازه 

( )

( ) cos sin

si

(

n ( cos )

))

T T T T

n n

n

T T T

n

n

T

n

a n x n x
f x dx dx a dx b dx

T T

a T n x T n x
x a b

n T n T

aT aT

a f x dx
T

π π

π π
π π

∞

=

∞

=

 = + + 
 

= + × + −

= + + =

=

∑∫ ∫ ∫ ∫

∑

∫

�

� � � �

�

�

�

�

� �

� �
� �

2 2 2 2

1

2 2 2

1

2

2

1
1

2

  

)اكنون طرفين    ) cos sinn n

n

a n x n x
f x a b

T T

π π∞

=

= + +∑�

12
cos را در    

m x

T

π       ضـرب و در بــازه 

T2 گيريم انتگرال مي� و  

  

  

  :با توجه به فرمولهاي  الف  و  ب  و   ج  داريم 

)

( )co

( )cos

s

T

n

T

m

n x
a

m x
f x dx a T

T

f x dx
T T

π

π

=

=

∫

∫

�

�

2

21
2

  

( )cos cos cos cos cos sin
T T T T

n n

n

m x m x m x n x m x n x
f x dx a dx a dx b dx

T T T T T T

π π π π π π∞

=

= + +∑∫ ∫ ∫ ∫�
� � � �

2 2 2 2

1
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)بالاخره طرفين    ) cos sinn n

n

a n x n x
f x a b

T T

π π∞

=

= + +∑�

12
sin را در    

m x

T

π      ضرب و در بــازه 

T2 گيريم انتگرال مي0 و  

  

  

  :باز هم با توجه به فرمولهاي  الف  و  ب  و   ج  داريم 

)

( )si

( )sin

n

T

n

T

n

n x
b

n x
f x dx b T

T

f x dx
T T

π

π

=

=

∫

∫

�

�

2

21
3

  

  .نامند فوريه مي -رايب فوريه يا اويلرض را 3 و 2 و 1 فرمولهاي *

  

)هرگاه  :تعريف  )y f x= يك تابع متناوب با دوره تناوب اصلي T2باشد سري   

( ) cos sinn n

n

a n x n x
f x a b

π π∞

=

= + +∑�

12 2 2
  

)را سري فوريه يا بسط تابع  )f xنامند كه در آن  به صورت سري فوريه ميna ها  و nb ها از 

  .شوند محاسبه مي3 و 2 و 1روي فرمولهاي 

-قبل از اينكه بررسي كنيم چه نوع توابع داراي بسط به سري فوريه هستند به چند مثال مي

  :پردازيم 

  

)تابع   :)1 مثال )f xه بدست آوريد؟ با ضابطه زير تعريف شده است بسط آن را به سري فوري  

( )
x

f x T
x

≤ <
= =

≤ <

� � 5
2 10

3 5 10
  

  : داريم 3 و 2 و 1با توجه به فرمولهاي : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )sin sin cos sin sin sin
T T T T

n n

n

m x m x n x m x n x m x
f x dx a dx a dx b dx

T T T T T T

π π π π π π∞

=

= + +∑∫ ∫ ∫ ∫�
� � � �

2 2 2 2

1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ( ) ( )

( )cos cos cos

( sin (sin

n

T T

a f x dx f x dx f x dx dx dx

x a

n x n x n x
a f x dx dx dx

n x
n

n n

n

π π π

π
π

π π

≠

= ⇒ =

= = + = +

= + = − = = ⇒ =

 = = + 
 

 
= + = 

 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

�
� � �

�

� �
�

�

�

�

�

10 5 10 5 10

5 5

10

5

10 5 10

5

10

5

2 10 5

1 1 1
3

5 5 5

1 1 1
3 3 10 5 15 3 3

5 5 5

1 1
3

5 5 5 5 5

1 5 15
3 2

5 5 5
sin )nπ− = �
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)بسط فوريه تابع  :)2مثال )f x؟ را كه با ضابطه زير داده شده است را بدست آوريد  

sin
( )

x x
f x

x

π
π π
< ≤

= 
≤ <

�

� 2
  

  داريم: حل

  

  

( ) ( )

( )sin sin sin

cos cos cos cos

( cos )
( ) cos sin sin

cos

n

n n

n n

n x n x n x
b f x dx dx dx

n x
n n n

n n n

a n x n x n n x
f x a b

n

n k
n

n k

f

π π π

π
π π π

π π π

π π π π
π

π

∞ ∞

= =

 = = + 
 

− × − − 
= + = − = − 

 

−
= + + = −

= +
− = 

=

∫ ∫ ∫

∑ ∑

� �

�

�

�

�

10 5 10

5

10

5

1 1

1 1
3

5 5 5 5 5

1 3 5 3 3
2 1

5 5

3 3 1

2 5 5 2 5

2 2 1
1

2

( ) sin sin sin
x x x

x
π π π

π
 = − + + + 
 

3 6 1 3 1 5
000

2 5 3 5 5 5

 پس داريم

  داريماما

 پس

( )
( )
( ]

( )

( ) ( )

sin

cos ( )

a f x dx

a f x dx f x dx

a x dx dx

a x

π

π π

π

π π

π

π

π

π

π

π π π

=

= +

= +

= − = + =

∫

∫ ∫

∫ ∫

�
�

�
�

�
�

�
�

�

2

2

2

1

1

1

1 1 2
1 1
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( )

( )cos sin cos

sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

cos cos

n

n

n

n

n

n

n

a f x nx dx x nx dx

a n x n x dx

a n x n x
n n

a n n
n n n n

n n
a

n n n

a

π π

π

π

π π

π

π

π π
π

π π
π

≠

= =

= + + −

 = − + − − + − 

 = + + + − + + + − + − 

 = + + + − + − 

∫ ∫

∫

� �

�

�

2

2

1

1 1

1
1 1

2

1 1 1
1 1

2 1 1

1 1 1 1 1
1 1

2 1 1 1 1

1 2

2 1 1 1

( )

cos

sin cos sin

( )sin

sin sin cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

n

n

n

n n

n k
n

a
n n k n

k

a t t dt t

b f x nx dx

b x nx dx n x n x dx

b n x n x n b
n n

ππ

π

π π

π

π
π

π π

π

π π

π

= +
+  = ⇒  − = ≠   −

 = = =  

=

= = − − +

 = − − + ≠ − + 

∫

∫

∫ ∫

� �

�

� �

�

�

�

2

2

2

1

2
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2
1 2 1
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2

1
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2
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sin sin sin sin

cos cos cos
( ) sin

b x x dx x dx x x

b

x x x
f x t

ππ π

π π π

π
π

π π

=

 = = = −  

 = − = 
 

 = − + + + + 
 
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�

�

2
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1
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  بسط تابع زير را بر حسب سري فوريه بدست آوريد ؟ : )3مثال 
( )f x x x

T

π
π

= ≤ <

=

� 2

2 2
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :طبق معمول داريم : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 )5-2(شكل 

cos
cos sin

sin sin cos (cos cos )

sin
sin cos

n

n n

n

n

x
a xdx

x u dx du

a x nx dx
nx dx dv v nx

n

a x x nx dx nx n a
n n n n

x u dx du

b x nx dx
nx dx dv v nx

n

b

ππ

π

π ππ

π

π
π π

π

π π

π

π

 
= = = 

 

= ⇒ =


= 
= ⇒ =

= − = + = − ⇒ =

= ⇒ =


= 
= ⇒ = −

∫

∫

∫

∫

�
� �

�

�� �

�

� � �

2 22

2

2 22

2 2

2

1 1
2

2

1
1

1 1 1 1
2

1
1

cos cos cos sin

sin
( )

n

n

x nx nx dx n nx b
n n n n n

nx
f x

n

π ππ

π

π π
π

π
∞

=

= − + = − + + ⇒ = −

= +

∫

∑

�� �
�

2 22

2

2

1 1 2 1 2
2

2
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)تـابع    سري فوريـه     بهبسط  : )4مثال   )
x x

f x
x x

π
π

− − ≤ ≤
= 

< ≤

�

�
 π2 را بـا دوره تنـاوب        

  بدست آوريد ؟
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 )2-6(شكل 

 :اما داريم 

xكافي است تغيير متغير  u=   را انتخاب كنيم−

( )

( )

( )

( )cos cos cos

sin cos sin cos

cos

n

n

n

x x
a f x dx xdx xdx a

a f x nx dx x nx dx x nx dx

a x nx nx x nx nx
n n n n

a n
n n n

ππ π

π π π

π π

π π

π

π

π π
π

π π π π

π π

π

π
π

− − −

− −

−

   
= = − + = − + = + + ⇒ =   

  

= = − +

 
= − − + + 

 

= − + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

��

� �
� �

�

�

�

�

�

2 2 2 2

2 2

2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 ( )

( )
( )

( )

cos cos

( )

( )sin sin sin

sin sin

sin sin

sin sin

( )

n

n

n

n

n k

n nx a
n kn n

k

b f x nx dx x nx dx x nx dx

b x nx dx x nx dx

x nx dx x nx dx

b x nx dx x nx dx

f x

π π

π π

π π

π π

π π

π
π

π

π π

π

π

π

− −

−

− +

=
+  − = − = −  = +   +

= = − +

= +

= −

= − + =

= −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�

�

� �

� �

� �

�

�

2 2

2

2
1 2

1 4
2 1

2 1

1 1

1

1

4

2

cos( )

( )k

k x

kπ

∞

=

+
+∑

�

2

2 1
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) بسط فوريه تابع :)5مثال  )
x

f x
x

− ≤ ≤
= 

< ≤

�1 2

1 2 4
) را بست آوريد ؟  )T =2 4  

  :داريم:حل

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )
( )

( )

( )

( ) ( )

cos cos cos

sin sin sin sin sin

n

n

n

a f x dx dx dx
T

a x x

n x n x n x
a dx dx dx

n x n x n x
a n n

n n n n

b

π π π

π π π
π π

π π π π

= = − +

 
= − + = − + − = 

 

 = = − + 
 

    = − + = − − + − =       

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

�
� �

�
�

� �

�

�

� �

4 2 4

2

2 4

2

4 2 4

2

2 4

2

1 1
1

2

1
2 4 2

2

1 1

2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2
2

2 2 2 2 2

( )

( ) sin sin sin

cos cos

cos cos cos

cos cos

( )

n

n

n

n

n x n x n x
f x dx dx dx

n n
b x x

n n

b n n n
n n n n

b n n
n n n

n k

b
n k

k

π π π

π π
π π

π π π
π π π π

π π
π π π

π

 = − + 
 

    
= + −    

    

 = − − + 
 

 = − = − 
 

=

=
− = +

+

∫ ∫ ∫� �

�

�

4 2 4

2

2 4

2

1 1

2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 2

1 2 2 2 2
2

2

1 4 4 2
1

2

2

4
2

2 1

( )
sin( )
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sin( )sin sin
( )

k

k x
f x

k

k xx x

f x
k

π

π

∞

=







+
= −

+

+ 
 = − + + + +
 + 
 

∑
�

1

4 2 1

2 1 2

2 13
4 2 2 2000 000
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 : بنابراين داريم
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كند كه چه نوع تـابع داراي بـسط بـه    پردازيم كه شرايطي را اعلام مي  اكنون به قضيه زير مي    

  .باشند سري فوريه مي

  

) در بازه    fهرگاه تابع    : قضيه ديريكله    ) 1-5 , )T T−  تعريف و كران دار باشد و در اين بازه      +

 باشد در T2لي فقط در تعداد نقاط متناهي ناپيوستة جهشي داشته باشد و متناوب با دورة اص

ــري   ــصورت س cosاين sinn n

n

a n x n x
a b

T T

π π∞

=

+ +∑�

12
ــه در آن  a ك
�

ــا از روي nb و na و  ه

) به fشوند، در نقاط پيوسته   محاسبه مي  3 و   2 و   1فرمولهاي   )f x كنـد و درنقـاط    ميل مـي

)ناپيوسته جهشي به عبارت      ) ( )f x f x+ −+
2

) كه در آن      )f x ) و   + )f x  به ترتيب حد راست     −

  . باشد  در نقطه ناپيوسته جهشي ميfو چپ 

  

  .پذيريم ما اين قضيه را بدون اثبات مي

  

)هرگاه تابع متناوب  :اتحاد پارسوال )  1-6 )f x با دوره تناوب T2باشد آنگاه داريم :  

( )( )
T

n n
T

n

a
f x dx a b

T

∞+

−
=

= + +∑∫ �

2
2 2 2

1

1

2
  

  .باشند به صورت سري فوريه ميfها با ضرايب بسط nb و na كه در آن 

  

  : در واقع با توجه به بسط سري فوريه داريم :اثبات 

( )

( ) ( ) ( )cos ( )sin

( ) ( )cos ( )sin

T T T T

n n
T T T T

n

T T T

n n
T T T

n

n n

n

a n x n x
f x dx f x dx a f x dx b f x dx

T T T T T

a n x n x
f x dx a f x dx b f x dx

T T T T T

a
a b

π π

π π

∞+ + + +

− − − −
=

∞+ + +

− − −
=

∞

=

 = + + 
 

 = + + 
 

= + +

∑∫ ∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

∑

�

�

�

2

1

1

2
2 2

1

1 1 1

2

1 1 1

2

2
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π:  ثابت كنيد  :6مثال
+ + + + =

2

2 2 2 2

1 1 1 1
000

1 2 3 4 6
  

)تابع متناوب   : حل )f x x= 2   ، x π≤ ≤� گيريم و بـسط آن      را در نظر مي    π2 با دوره تناوب     2

T :                                       كنيمرا به سري فوريه محاسبه مي Tπ π= ⇒ =2 2   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xبا توجه به قضيه ديريكله سري فوق در          π≤ ≤� x به   2  π2 و   �كنـد و در نقـاط        ميل مـي   2

πسري به  2
)كند در واقع  ميل مي2 ) ( )f f π π

π
+ +

= =
� �

2
22 4

2
2 2

   

xپس در نقطه  = :                      داريم �
n n

π
π

∞

=

= +∑
2

2

2
1

4 4
2

3
                

sin cos sin
cos ( ) ( )

sin sin cos
sin ( ) ( ) ( )

( ) cos

n n

n n

x
a x dx

x

x nx nx nx
a x nx dx x a n

n n n n

nx nx nx
b x nx dx x x b

n n n n

f x x
n

ππ

π
π

π
π

π π
π π

π π

π
π π

π

= = = =

 − −
= = − + ⇒ = ≠ 

 

− − − − = = − + ⇒ = 
 

= = +

∫

∫

∫

�
� �

�

�

�

�

�

3 3 322
2

2
2

2
2

2 3 2

2

2
2 2

2 3

2
2

2

1 1 1 8 8

3 3 3

1 1 4
2 2

1 1 4
2 2

4 4

3
sin

n

nx nx
n

π∞

=

 − 
 

∑
1

4

 :بنابراين داريم

n

n

n

n

π π π π
π

π

∞

=

∞

=

−
= − = =

=

∑

∑

2 2 2 2
2

2
1

2

2
1

1 4 6 4 2
4 2

2 3 3

1

6

 : داريمو از اينجا
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:  با استفاده از اتحاد پارسوال نشان دهيد :)7مثال 
n

π
+ + + + =

4

4 4 4

1 1 1
000 000

1 2 90
  

)براي محاسبه سري فوق اول تابع : حل  )f x ظر طه زير در نب با ضا4 را با دوره تناوب اصلي

  :گيريم مي

( )
x x

f x
x x

≤ ≤
= 

− ≤ ≤

� 2

4 2 4
  

T: با توجه به تعريف داريم  T= ⇒ =2 4 2  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )( )
( )

( ) ( )

cos ( )cos

sin cos sin sin cos

n

n

n

x x
a f x dx x dx x dx x

a

n x n x
a x dx x dx

x n x n x n x x n x n x
a

n n n n n

a

π π

π π π π π
π π π π π

 
= = + − = + − 

 

= + − − + =

 = + − 
 

   
= + + − −   

   

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�
� � �

�

�

�

2 22 44 2 4

2 2

2 4

2

2 4

2 2 2 2 2

1 1 1
4 4

2 2 2 2 2

1
2 16 8 8 2 2

2

1
4

2 2 2

1 2 4 8 2 4

2 2 2 2 2 2

( )

cos cos

cos

( )

sin ( )sin

cos sin cos cos sin

n n

n

n

n n
n n n n

n k

a n a
n kn

k

n x n x
b dx x dx

x n x n x n x x n x
b

n n n n n

π π
π π π π

π
π

π

π π

π π π π
π π π π π

− − + + 
 

=
= − ⇒ = − = + +

 = + − 
 

− − 
= + + + − 

 

∫ ∫�

�

�

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 4

2

2

2 2 2 2

1 4 4 4 4

2

2
4

1 8
2 1

2 1

1
4

2 2 2

1 2 4 8 2 4

2 2 2 2 2

( ) ( )

cos cos cos

( ) cos cos cos

( )

( )

n

n x

b n n n
n n n n n

x x x
f x

f x dx

xx
f x dx x dx x dx

π

π π π
π π π π π

π π π
π

π

 
 
 

− = − + + − = 
 

 = − + + + 
 

 = + + + + 
 

− −
= + − = + = + =

∫

∫ ∫ ∫

�

� � �

�

4

2

2 2 2

4
2

4 4 4 4

23 24 2 4 22 2

2

2

1 4 8 8 8 4

2

8 1 3 1 5
1 000

2 3 2 5 2

64 1 1 1
2 000

1 3 5

4 8 8 16
4
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 :پس

 از طرف ديگر داريم 
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  بنابراين 

  

  

  

  

  

  

  

  

)تابع   : تعريف   ) 1-7 )y f x=     نامند هر گاه داشته باشيم       را يك تابع زوج مي( ) ( )f x x− = 

)ها متقارن باشد تابع  yيعني نسبت به محور      )y f x=نامند هر گاه داشته باشـيم   را فرد مي

( ) ( )f x f x− = yيعني نسبت به مبدأ متقارن باشـد بـه عنـوان مثـال               − x=  تـابع زوج و     2

siny x=باشد تابع فرد مي.  

  

) هر گاه     ):الف -  قضيه ) 1-8 )y f x=    و متناوب با دوره تنـاوب        زوج يك تابع T2   باشـد 

):                                    آنگاه داريم  ) ( )
T T

T
f x dx f x dx

+

−
=∫ ∫�2  

) هر گاه ) :ب )y f x= و متناوب با دوره تناوب فرد يك تابع T2باشد آنگاه داريم  :  

( )
T

T
f x dx

+

−
=∫ �  

  

) است پس زوج تابع f چون  ):الف - برهان ) ( )f x f x=   : و داريم−

( ) ( ) ( )
T T

T T
f x dx f x dx f x dx

+ +

− −
= +∫ ∫ ∫

�

�
  

dxدر انتگرال اول تغيير متغيير  du x u= − ⇒ =   :كنيم  را اعمال مي−

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T T T T

T T
f x dx f u du f x dx f u du f x dx f x dx

+ + + +

− −
= − − + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

�

� � � �
2  

  

) است پس فرد تابع f چون  ):ب ) ( )f x f x− =   : و داريم−

( ) ( ) ( )
T T

T T
f x dx f x dx f x dx

+ +

− −
= +∫ ∫ ∫

�

�
  

dxنظير حالت بالا تغيير متغيير  du x u= − ⇒ =   :كنيم  را اعمال مي−

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T

T T T T

f x dx f u du f x dx

f u du f x dx f u du f x dx

+ +

− −

+ + +

= − − +

= − = = − + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

�

�

� � � �
�

  

s

s

s
s s s s s

π π π
π

π π π

   = + + + + ⇒ + + + = − × = =    ×   

= + + + +

   = + + + + + + +   
   

 = + + + + ⇒ = + ⇒ − = ⇒ 
 

4 4 4

2 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4

4 4 4 4 4 4

4 4 4

4 4 4

8 64 1 1 1 1 1 1 8 2
2 000 000 2

3 1 3 5 1 3 5 3 64 3 64 96

1 1 1 1
000

1 2 3 4

1 1 1 1 1 1
000 000

1 3 5 2 4 6

1 1 1 1 1 15
1 000

96 2 2 3 96 16 16 96 16
s

π π π
= ⇒ = =

×

4 4 4
16

96 15 96 90

 :دهيم حال قرار مي
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) زوج باشد آنگاه  و تابعT2 يك تابع متناوب با دوره fهر گاه  :  نتيجه) 1-9 )cos
n x

f x
T

π 

 از فرمولهاي زير محاسبه nb و naآن ضرايب هم تابع زوج است بنابراين در بسط سري فوريه 

  :شوند مي

( )cos
T

n

n

n x
a f x dx

T T

b

π =

 =

∫�
�

2

  

 باشد آنگاه ضرايب سري T2 يك تابع فرد و متناوب با دوره تناوب f هر گاه  : نتيجه) 1-10

  :آيد هاي زير بدست ميفوريه آن از رابطه

( )sin

n

T

n

a

n x
b f x dx

T T

π

=



= ∫�

�

2  

  

   با ضابطه زير را بدست آوريد ؟f بسط سري فوريه :)8مثال 

( ) ,f x x x Tπ π π= − ≤ ≤ =2 2  
  : حل 

)شود ملاحظه مي )f x x=   : يك تابع زوج است پس داريم 2

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cos

sin cos sin cos
( )

( ) cos

cos cos cos ( ) cos

T

n

n

n

T

n

n

n

n

a x nx dx

nx nx nx nx
a x x

n n n n n

x
a x dx

b

x nx
n

x x x x

n

π

π

π
π

π π

π
π π

π

π

∞

=

=

   = + − = = −   
   

 
= = = 

 

=

= + −

 −
= − − + − + 

 

∫

∫

∑

�

�

�
� �

�

2

2

2 3 2 2

3
2 2

2
2

2
1

2

2 2 2 2

2

2 2 2 4
2 2 1

2 2 2

3 3

4
1

3

2 3 1
4 000 000

3 1 2 3

 : پس
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   با ضابطه زير را بدست آوريد ؟f بسط سري فوريه :)9مثال 

( )
x

f x
x

π
π

− − ≤ ≤

+ ≤ ≤

�

�

1

1
  

  : است پس داريم شود كه اين تابع يك تابع فردملاحضه مي: حل 

( )sin

( )sin cos cos

( cos )

( )

sin sin
( ) sin

n

T

n

T

n

n

a

b f x nx dx

b f x nx dx nx nx
n n n

n k

b n
n kn

k

x x
f x x

π

π

π π π

π
π

π

π

=

=

− −   = = = +   
   

=
= − =  = + +

 = + + + 
 

∫

∫

�

� �

�

�

2

2 2 1 2 1 1

2
2

1 4
2 1

2 1

4 3 5
000

3 5

  

  

)شود كه بسط يك تابع را در بازه مثلاً          بعضي وقتها نياز مي    :توجه   , )T�      تعريف شده اسـت و 

هاي كسينوسي نياز   متناوب نيست به سري فوريه بدانيم در اينصورت اگر در بسط فقط جمله            

دهيم و سپس بسط سري آنـرا       تناوب زوج به صورت زير توسيع مي      باشد ما آنرا به يك تابع م      

] در بازه fكنيم فرض مي. كنيم پيدا مي ],Tدهيم تعريف شده باشد در اينصورت قرار مي�  
( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( )

x f x x T

x x x T x

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

= ≤ ≤

− = + =

�

2
  

  

] به بازه ϕ  تابع متناوب و زوج است و تحديديك ϕواضح است كه  ],T� همان ( )f xاست .  

)به صورت جملات سينوسي باشد كافي است         fو اگر نياز به بسط       )xϕ       را بـه صـورت زيـر  

  :تعريف كنيم 
( )

( ) ( ) ( )
( )

f x T x
x x T f x

f x x T
ϕ ϕ

− − ≤ <
= + =

≤ <

�

�
2  

] به f است و تبديل T2 يك تابع فرد و متناوب با دوره تناوب ϕواضح است كه  ),T� برابر 

fد باش مي.  
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هـاي آن فقـط شـامل      با ضابطه زير را بر حسب سري فوريه كه جمله       f بسط تابع  :)10مثال  

  كسينوس باشد، بنويسيد ؟

( )f x x x= ≤ ≤� 2  
هاي كسينوسي را داشته باشد پس چون مسأله از ما خواسته است كه بسط فقط جمله: حل 

  : تابع زوج باشد ، بنابراين داريم ϕكنيم كه اي تعريف مي  را به گونهf توسيع ϕتابع 

( ) ( ) ( )
x x

x x x
x x

ϕ ϕ ϕ
− − ≤ ≤

= + =
≤ ≤

�

�

2
4

2
  

  :در اين صورت داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

هاي سينوسي شركت داشـته  قط جمله  كه ف  بنويسيداي   بسط را به گونه    10 در مثال    :)11مثال  

  باشد ؟

  : تابع فرد باشد پس داريم ϕاي تعريف كنيم كه  را به گونهϕدر اينصورت بايد : حل 
( ) ( ) ( )

n

x x x x x

T T

a

ϕ ϕ ϕ= − ≤ ≤ + =

= ⇒ =

= �

2 4 4

2 4 2
  

cos cos

cos sin

sin sin

cos cos

cos(
cos

( ) cos

n

n

n

n

n

n

n x n x
a x dx x dx

x u du dx

n x n x
dx dv v

n

n x n x
a dx

n n

n x
a n

n n n n

x
a xdx

b

n n x
x

n

π π

π π
π

π π
π π

π
π

π π π π

π π
ϕ

π π

∞

=

= =

= ⇒ =

= ⇒ =

= −

 = = − 
 

= = =

=

−
= − = −

∫ ∫

∫

∫

∑

� �

��

�

� �

�

2 2

2 2

2

2 2 2 2

2 22

2 2 2
1

2

2 2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2 4 4

2

2
2

4 1 8
1 1

2

)

( )k

x
k

k

π
∞

=

+

+∑
�

2

2 1
2

2 1
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   را در حالت كلي حل كنيد ؟10 مثال :)12مثال 

  :كنيم را با ضابطه زير تعريف ميϕ نداريم پس fچون در اينجا محدوديتي براي توسيع: حل 

( ) ( ) ( )
x

x x x
x x

ϕ ϕ ϕ
− ≤ ≤

= + =
≤ ≤

� �

�

2
4

2
  

  :در اينصورت داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )cos cos

sin cos (cos )

( )

( )

( )sin sin

n

k

k

n

n

n x n x
a x dx x dx

a
x n x n x

n
an n n

k

x
a x dx xdx

n x n x
b x dx x dx

b

π π
ϕ

π π
π

π π π
π

ϕ

π π
ϕ

−

+

−

− −

= =

=
 = + = − ⇒ −  =   +

 
= = = = 

 

= =

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�

�

�
� �

�

2 2

2

2
2

2 2 2 2

2 1 2 2

2 22 2

2

2 2

2 2

1 1

2 2 2 2

1 2 4 2
1 4

2 2 2
2 1

1 1 1
1

2 2 2 2

1 1

2 2 2 2

1

2

( )
cos sin cos

( )
cos sin

( ) ( )
( )

n

n

k n

x n x n x
n

n n n n

k x n x

f x
k n

π π
π

π π π π

π π

π π

∞ ∞

= =

−   − = =   
   

+

= − − −
+∑ ∑

�

�

2

2 2

2 2
1

2 4 1 4 2 1

2 2 2

2 1

1 4 22 21
2 2 1

sin sin

sin cos

cos cos

cos sin ( )

( )
( ) sin

n

n

n

n

n

n

n x n x
b x dx x dx

x u du dx

n x n x
dx dv v

n

x n x n x
b dx

n n

n x
b n

n n n n

n x
x

n

π π

π π
π

π π
π π

π
π

π π π π

π
ϕ

π

∞

=

= =

= ⇒ =

= ⇒ =

= −

 = − = − 
 

−
=

∫ ∫

∫

∑

� �

��

�

2 2

2 2

2

1

2

2 2 2

2

2 2

2 2

2 2

4 2 2 4
1

2

4 1

2
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  تمرينهــــــــــا

  ري فوريه آنها را محاسبه كنيد ؟ زير را رسم كنيد سپس بسط به سنمودار توابع ) :1

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)تابع   ) :2 ) cosf x x=    وقتي كه x π≤ هاي سينوسي   آنرا بر حسب سري فوريه با جمله       �≥

  بسط دهيد ؟

  

) تابع   ) :3 )
x x

f x
x x

< <
= 

− < <

� 4

8 4 8
هاي سينوسي   برحسب سري فوريه با جمله  )الف:  آنرا 

  هاي كسينوسي بسط دهيد  بر حسب سري فوريه با جمله)ب  و  

  

x نشان دهيد براي ):4 π≤   : داريم �≥

  

  

  

  

  

  : نشان دهيد 4 با استفاده از سوال ):5

( )

( )

( )

( )

x
f x T

x

x x
f x T

x x

f x x x T

x x
f x T

x

≤ <
= =

− < ≤

− − ≤ ≤
= =

≤ ≤

= ≤ ≤ =

≤ ≤
= =

− < ≤

�

�

�

�

�

� �

4 2
2 4

4 2 4

4
2 8

4

4 10 2 10

2 3
2 6

3

 الف (

  ب(

  ج(

  د(

cos cos cos
( )

sin sin sin( )
( )

( )

x x x
x x

x x k x
x x

k

π
π

π
π

 − = − + + + 
 

 +
− = + + + + + 

2

2 2 2

3 3 3

2 4 6
000

6 1 2 3

8 3 2 1
000 000

1 3 2 1

 الف(

 ب(

( )

( )

( )

?

n

n

n

n

n

n

k

π

π

π

−∞

=

−∞

=

=

−
=

−
=

+

+ − − + + − =

∑

∑

∑

2

2

1 2

2
1

1 3

3
1

3 3 3 3 3 3

1

6

1

12

1

2 1 32

1 1 1 1 1 1
000

1 3 5 7 9 13

 الف (

  ب(

  ج(

  د(
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  اتحاد پارسوال نشان دهيد ؟ با استفاده از ):6

  

  

  

   استفاده كنيد4از مسأله  :راهنمايي 

  

  

  :نشان دهيد ):7

π −
+ + + =

× × ×

2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 8
000

1 3 3 5 5 7 16
  

,اول  ( :راهنمايي ( ) sinx f x xπ≤ ≤   )هاي كسينوسي بسط دهيد را برحسب سري فوريه با جمله�=

n

n

n

n

π

π

∞

=

∞

=

=

=

∑

∑

4

4
1

6

6
1

1

90

1

945

 الف(

 ب(
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  هاي فوريهانتگرال -2

  

  

  
)كنيم شرايط زير براي  فرض مي:)2-1 )f x برقرار باشد :  

1 (fبيان شده است صادق باشد1ط قضيه ديريكله كه در بخش  در شراي   

2 (( )f x dx
+∞

   همگرا باشد ∫∞−

  :كند كه گرال فوريه بيان ميتدر اينصورت قضيه ان

  

  

  

  

  

  

 ـ.  باشد برقـرار اسـت       f يك نقطه پيوسته     x درصورتيكه   1فرمول    يـك نقطـه     xا اگـر    ام

  :  سري فوريه داريم رناپيوسته باشد آنگاه نظي

( ) ( )
( )

f x f x
f x

− ++
=

2
  

  .توجه كنيم كه شرايط بالا لازم است ولي كافي نيست 

  .نامند  ميf را بسط انتگرال تابع 1بعضي وقتها انتگرالهاي طرف راست 

   شكلهاي معادل قضيه انتگرال فوريه :)2-2

  : را به صورتهاي زير نوشت 1توان همچنين مي

  

  

  

  

  

  

{ }( ) ( )cos ( )sin

( ) ( )cos

( ) ( )sin

f x A x B x d

A f x x dx

B f x x dx

α α α α α

α α
π

α α
π

∞

+∞

−∞

+∞

−∞

= +

=

=

∫

∫

∫

�

1

1

 :كه در آن 

)1( 

)4( 

( ) ( ) cos ( )

( ) () ( )( )

u

ii x i u

f x f u x u du d

f x f u ef x e d f u ddu u deα α

α

αα

α α
π

α
ππ

+∞ +∞

+∞ +∞

= =−∞

+− +

−

∞ +∞

−∞∞ ∞−∞ −

= −

== ⇒

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

�

1

1

2

1

2

)3( 
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) يـك نقطـه ناپيوسـته باشـد در طـرف چـپ               xباز هم توجه شود كه اگـر         )f x     بايـد بـا 

( ) ( )
( )

f x f x
f x

− ++
=

2
   . جايگزين شود

  . مراجعه كنيد 208صفحه ) 6( به مرجع 4ثبات فرمول  براي ا����

)نتايج اخير زمانيكه  )f xشود  يك تابع زوج يا فرد باشد بوسيله فرمولهاي زير جايگزين مي.  

  

  

  

  

  

  :كنيم براي اينكه فرمولهاي بالا را درك كنيم به مثال زير توجه مي

  

  . با ضابطه زير باشدp2 يك تابع متناوب با دوره pfكنيم  فرض مي):1مثال 

( ) ( )p p

p x

f x f x p f x

x p

− ≤ ≤ −


= − ≤ ≤ + + =
 + ≤ ≤

�

�

1

1 1 1 2

1

  

  :نمودار اين تابع به صورت زير است: حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ميـل  ∞ را به    pنون   يك تابع زوج است اك      pfدانيم كه   با توجه به تعريف تابع زوج مي      

  آيددهيم در اينصورت نمودار آن بشكل زير در ميمي

  فرد باشدfاگر   )       4(

( ) cos ( ) cos

( ) sin ( ) sin

f x x d f u u du

f x x d f u u du

α α α
π

α α α
π

+∞ +∞

+∞ +∞

=

=

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

2

2

  باشدزوج fاگر )        3(

−1
 

p− 1 p 

 )1-2(شكل 
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اي كـسينوسي   يك تابع زوج است پس در بسط آن به سري فوريـه فقـط جملـه                pfچون  

  : و داريم شوند ظاهر مي

−1
 

  p 

 )1-2(شكل 

−1
 

   

 )2-2(شكل 

pرا دو برار كرديم  

p− p 
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pواضح است كه وقتي  → ∆ω آنگاه ∞ → �  

)اكنون بسط به سري فوريه تابع  )pf xنويسيم را مي  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

sin sin

cos

sin

( )

n

n
n

n

n n

n x p

n x p p
a dx

n np p p p

p p

a
p

n n

p p p

π π
π

π π

ω
ω

π π π
ω ω ω+

 
 
 = = =
 
 
 

=

+
∆ = − = − =

∫�
�

1

1

1

2 2 2

2

1

nدهيم قرار مي

n

p

π
ω  : پس داريم =

 و

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) cos cos ( ) sin sin

( ) ( ) ( ) cos cos ( )sin sin

( ) lim ( )

p p p

p p p p
p p p

p p p

p p p n n p n n n
p p p

p
p

n x n x n x n x
f x f x dx f x dx f x dx

p p p p p p

f x f x dx f x xdx x f x xdx x

f x f x

π π π π

ω ω ω ω ω
π

∞+ + +

− − −

∞+ + +

− − −

→∞

    
= + +    

    

 
= + + ∆ 

 

= =

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

1

1

1 1

2

1 1

2

1 ( ) ( )

( )

( ) cos cos ( )sin sin

( ) ( ) cos ( ) ( ) sin

( ) ( ) cos ( ) sin

f x x dx x f x x dx x d

A f x x xdx B f x x xdx

f x A x B x d

ω ω ω ω ω
π

ω ω ω ω
π π

ω ω ω ω ω

∞ +∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

∞

 +  

= =

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

�

�

1 1

 :و يا 

pاكنون وقتي  →  : خواهيم داشت ∞

 با قرار دادن

 :خواهيم داشت 

1 −1 

y 

x 

 )3-2(شكل 
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) انتگرال فوريه تابع ) :2مثال  )
x

f x
x

 ≤
= 

>�

1 1

1
  آوريد ؟ را بدست 

  : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

xشود كه اگر ملاحظه مي =   : آنگاه داريم �

sin
du

ω π
ω

∞
=∫� 2

  

  

  

  را بدست آوريد ؟                                                  انتگرال فوريه تابع  ) :3مثال 

  :حل

  

( ) ( ) cos cos sin ( ) sin

( ) ( )sin sin cos ( )

sin
( ) cos

sin
cos

A f u u du u du u A

B f u u du u du u B

f x x d

x

x d x

x

ω ω ω ω ω ω
π π πω πω

ω ω ω ω ω
π π πω

ω
ω ω

π ω

π

ω π
ω ω

ω

+∞ +

−∞ − −

+∞ +

−∞ − −

∞

∞

= = = ⇒ =

= = = − ⇒ =

=

 − < <



= = ±

 >



∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

�

�

�

�

11

1 1

11

1 1

1 1 1 2

1 1 1

2

1 1
2

1
4

1

 :بنابراين داريم 

sin
( )

x x
f x

π≤ ≤
= 


�

�  بقيه حالات

[ ]

( ) ( )cos

( ) sin cos sin( ) sin( )

cos( ) cos( )
( )

cos( ) cos( )
( )

cos cos
( )

A f u u du

A u u du u u du

u u
A

A

A

π π

π

α α
π

α α α α
π π

α α
α

π α α

α π α π
α

π α α α α

απ απ
α

π α α α α

+∞

−∞
=

= = + + −

− + − = − + − 
− + − = + + + + − + − 
+

= + + +
+ − + −

∫

∫ ∫� �

�

1

1 1
1 1

2

1 1 1

2 1 1

1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

1 1 1

2 1 1 1 1
cos( ) cos

cos
( )

x x

A

π

απ
α

π α

  ± = − 
 
+ =  − 2

1 1

1
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( )

( )

( ) ( )sin

( ) sin sin cos( ) cos( )

sin( ) sin( )
( )

sin( ) sin( ) sin sin
( ) ( )

sin
( )

B f x x dx

B u u du u u du

u u
B

B B

B

π π

π

α α
π

α α α α
π π

α α
α

π α α

α π α π απ απ
α α

π α α π α α

απ
α

π α

+∞

−∞
=

= = − − +

− + = − − + 

− +   = − ⇒ = +  − + − +   

=
−

∫

∫ ∫� �

�

2

1

1 1
1 1

2

1 1 1

2 1 1

1 1 1 1

2 1 1 2 1 1

1

1

( cos ) cos sin sin
( )

cos cos ( )
( )

x x x
f x d

x x
f x d

απ α α α
α

π α

α α π
α

π α

∞

∞

+ + =  − 

+ −
=

−

∫

∫

�

�

2

2

1 1

1

1

1
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( )( ) ( )f x F α=∫~

  ا شكل مختلط انتگرال فوريهي فوريه تبديل ) : 2-2

  :دانيممي

( )

( ) ( )
( ) ( ) cos ( )sin

( )cos cos ( )sin sin

( ) cos ( ) ( ) cos ( )

f x A x B x d

f u u du x f u u du x d

f u u x du d f u u x du d

α α α α α

α α α α α
π

α α α α
π π

∞

∞ +∞ +∞

−∞ −∞

∞ +∞ ∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= +

 = +  

= − = −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

�

�

�

1

1 1

2

  

)زوج است ، همچنين تابع       αتابع زير علامت انتگرال نسبت به        )sin ( )f u u xα  نسبت بـه    −

α فرد است پس :  

( )sin ( )f u u x dα α
+∞

−∞
− =∫ �  

  :توان نوشت در نتيجه مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )F α را تبديل فوريه ( )f xدهيم ناميم و با نماد                                     نشان مي مي  

  

  

  

  

  

  

  ناميم  فوريه ميتبديلرا وارون 

( )

( )

( ) ( ) cos ( ) ( )sin ( )

( ) ( ) cos ( ) sin ( )

( ) ( ) ( )

( )

i u x i x i u

i u

i
f x f u u x du d f u u x du d

f x f u u x i u x du d

f x f u e du d e e f u du d

F e

α α α

α

α α α α
π π

α α α
π

α α
π π π

α
π

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞ +∞ +∞− − −

−∞ −∞ −∞ −∞

−

= − − −

= − − −

 
= =  

 

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

1

2 2

1

2

1 1 1

2 2 2

1

2
( )

( ) ( )i x

f u du

f x e F dα α α
π

+∞

−∞

+∞

−∞
=

∫

∫
1

2

 و يا

 و يا

 :دهيم قرار مي

 :در اينصورت داريم 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i u

i x

f x F e f u du

F f x e F d

α

α

α
π

α α α
π

+∞ −

−∞

−
+∞

−∞

= =

= =

∫ ∫

∫ ∫
1

1

2

1

2

~

~

 :پس 

 و
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  :آيد تبديل فوريه به شكل ساده زير در ميبع زوج يا تابع فرد باشد  تاfاگر 

  

  

  

  

  

  

  معادله انتگرال زير را حل كنيد ؟  ):4مثال

( ) cosf x x dx
α α

α
α

∞ − ≤ <
= 

>
∫�

�

�

1 1

1
  

  : داريم يبا استفاده از تبديل فوريه كسينوس: حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( ) ( )cos

( )
( )

( ) ( )cos ( )cos

cos
( )

( )cos
cos

sin
cos

sin

F f x x dx

F

f x F x d x d

x
f x

x

x
x dx

x

x

x

x x

u
du

u

α α
π

α α
α π

α

α α α α α α
π π π

π

α α
α

απ

π π
α

π

∞

∞

∞

∞ ∞

∞

=


− ≤ <

= 
 >

= = −

− =  
 

− ≤ <−
=

>

−
= ⇒ = =

=

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

�

� �

�

� �

�

�

�

�

�

�

1

2

2

2

2 2

2

2

2

2
1 1

1

2 2 2
1

2 1

1 12 1

1

2
1 2

2 2

2

 :پس 

 : داريم يبا استفاده از تبديل فوريه كسينوس

 :شود با استفاده از روش جز به جز نتيجه مي

)حال با قرار دادن  )f xآوريم  در معادله اول بدست مي: 

αبا قرار دادن  =  :ود ش در اين رابطه يك انتگرال جالب محاسبه مي�

dxبا تغيير متغيير  du x u= ⇐ =2 شود  محاسبه مي2

:

( )

( )

( ) ( ) ( )cos

( ) ( ) ( )sin

C

O

f x F f x x dx

f x F f x x dx

α α
π

α α
π

∞

∞

= =

= =

∫ ∫

∫ ∫

�

�

2

2

 زوج

 فرد

∼ 

∼ 
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   معادلات ديفرانسيل با مشتقات نسبي- 3

  

  
اي كه شامل يك تـابع دو يـا         يك معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي عبارت است از معادله         

  .چند متغيره و مشتقات نسبي آن باشد 

معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي بزرگترين درجه مشتقات نسبي موجود در معادلـه       مرتبه  

  است 

  

u ):1مثال
x y

x y

∂
= −

∂ ∂

2
- با مشتق نسبي از مرتبه دو يا از درجه دو مي           يك معادله ديفرانسيل   2

  .باشد 

 جواب معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي تابعي است كـه خـود و مـشتقات                : تعريف   3-1

  .نسبي آن در معادله صدق كند 

جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي عبارت است از جوابي كـه شـامل توابـع                 

  .ه باشد دلخواه به تعداد مرتبه معادل

 ـ                دلخـواه   عيك جواب خصوصي معادله عبارت است از جوابي كه با انتخاب تابع خاصي از تواب

  .بدست آيد 
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) شود كه  به آساني ديده مي    ):2مثال   , ) ( ) ( )u x y x y xy F x G y= − + +
12 2

2
 1 جواب عمومي مثال     

)باشد زيرا شامل دو تابع دلخواه مي ), ( )G y F x باشد،مي  

) حال اگـر   ) sin , ( )F x x G y y= = −4
2 3  آنگـاه مـا يـك جـواب خـصوصي بـه صـورت               5

( , ) sinu x y x y xy x y= − + + −
12 2 4

2 3 5
2

   .آيد  بدست مي

  

جوابي است كه در معادله صدق كند ولي از روي جواب عمومي با انتخاب تابع  جواب استثنايي   

  .دلخواه بدست نيايد 

م كه اين شرايط از مقادير جواب اگر براي بدست آوردن جواب خصوصي شرايطي را اعمال كني

  .نامند در مرزها بدست آيد آنگاه مسأله را مقادير مرزي جواب مي

نظير حالت معادله ديفرانسيل معمولي معادلات ديفرانسيل با مشتقات نسبي خطي از اهميت             

  .خاصي برخوردارند 

  

  : معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي خطي 3-2

 به صورت   uات نسبي خطي از مرتبه دوم براي يك تابع دو متغيره            معادله ديفرانسيل با مشتق   

  :باشد زير مي

u u u u u
A B C D E Fu G

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

2 2 2

2 2
  

,كه در آن  , , , , ,G F E D C B A توابعي از ,y x توان براي  اين معادله را مينظير.  هستند

  .ام و تابع چند متغييره نوشت nخطي مرتبه 

Gاگر  =   .نامند ف ثاني ميرون طد باشد معادله را متجانس يا ب�

Gاگر  ≠   .نامند  معادله را نامتجانس يا با طرف ثاني مي�

  

   :)1(طبقه بندي معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي 

B اگر   )الف AC− < �2
  .نامند  ميبيضوي معادله ديفرانسيل را 4

B اگر    )ب  AC− > �2
  .نامند ميهذلولوي    معادله ديفرانسيل را 4

B اگر     )ج AC− = �2
  .نامند  مي گونسهمي   معادله ديفرانسيل را 4

  

اي باشد با تغيير متغير مناسب له همگن باشد بر حسب اينكه در چه ردهدر صورتيكه معاد

  .در اين مورد بعداً بحث خواهيم كرد. آوريم معادله ديفرانسيل را به شكل ساده در مي
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  :چند معادله ديفرانسيل مهم 

u معادله ديفرانسيل توزيع حرارت         )1
k u

t

∂
= ∇

∂

2
2

2
  

ــه در آن  ــان      tكـ ــر زمـ ) متغييـ , , )u u x y z=   ــه ــسم در لحظـ ــت جـ  و t موقعيـ

u u u
u

x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

2 2 2
2

2 2 2
  .باشد  ميu لاپلاس 

  

y معادله ارتعاش يك تار         )2 y
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂

2
2 2

2 2
  

) متغيير زمان     tن كه در آ , )y y x t=باشد  موقعيت تار در لحظه مي.  

  

∇u معادله لاپلاس         )3 = �2  

  

 معادلات تلفن         )4
( )

( )

e e e
LC RC GL RGe

tx t

i i i
LC RC GL RGi

tx t

∂ ∂ ∂
= + + +

∂∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + +

∂∂ ∂

2 2

2 2

2 2

2 2

  

   :كه در آن

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Gاگر  L= =   :آيند  آنگاه معادلات بالا به صورت زير در مي�

  

.اند اين معادلات هم به معادلات تلگراف موسوم

( , )

( , )

x

e x t

i x t

R

L

G

C

=

=

=

=

=

=

=

 گر كابلالسفاصله از انتهاي ار

 پتانسيل در هر نقطه كابل در هر زمان

 جريان در هر نقطه كابل در هر زمان

 مقاومت كابل در واحد زمان

 القاگري كابل در واحد طول

  نسبت به زمين در واحد طول كابلرسانايي

 ظرفيت نسبت به زمين در واحد طول كابل

e e
RC

x t

i i
RC

x t

∂ ∂
=

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂

2

2

2

2
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  :هاي حل معادلات با مشتقات نسبي روش ): 3-3

)معادلاتي كه به صورت      , , ) ( , , ) ( , , )
z z

p x y z Q x y z R x y z
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
 باشند توسـط قـضيه      

  .شوند پذيريم حل ميرا بدون اثبات مي آنكه زير 

) هرگاه   :قضيه  )  3-4 , , ) , ( , , )v x y z b u x y z a=  دو جـواب مـستقل بـراي دسـتگاه          =
dx dy dz

P Q R
= , باشد آنگاه = ( , )u v

t

ϕ
ϕ

∂
≠ =

∂
� �   

)يا   )u v= Ψ جواب عمومي معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي   

( , , ) ( , , ) ( , , )
z z

P x y z Q x y z R x y z
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  .باشد   مي

  

) معادله ديفرانسيل ):1ثالم ) ( )
z z

y z x z x y
x y

∂ ∂
+ + + = +

∂ ∂
   را حل كنيد ؟

  :با توجه به قضيه بالا داريم : حل 
dx dy dz

y z x z x y
= =

+ + +
  

  :و از اينجا 

( )

( ) ( )

dx dy dz dx dy dx dz dx dy dz

y z x z x y y z x z y z x y x y z

dx dy dx dz

x y x z

− − + +
= = = = =

+ + + + − − + − − + +

− −
=

− − − −

2

  

  

xبا انتخاب  y u− x و = z v−   :داريم =

ln ln
du dv u x y

u v a a
u v v x z

−
= = = =

− − −
  

  

  :شود نتيجه ميو سوم از معادله اول 

  

  

  

  

  

  

  

 و يا

( ) ( )

( ) ( )

( )
ln ln( ) ln ( )

( )

du d x y z
u x y z b u x y z b

u x y z

x y x y z b

x y
x y x y z

x z
ϕ

+ +
= ⇒ − = + + + ⇒ + + =

− + +

− + + =

− − + + =  − 

2

2

2

1
2 2

 بنابراين جواب معادله عبارت است از

 يا
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 در  S نقطه تلاقي خط قائم بر رويـه         N را چنان تعيين كنيد كه اگر        S معادله رويه    ):2مثال

ON؟  طول  باشدxoy با صفحه Mنقطه  MN=  

  

  

  

  

  

  

  

)معادله خط قائم در نقطه : حل  , , )M x y z= به رويه ( , )Z f x y=عبارت است از :  
X x Y y Z z

t
z z

x y

− − −
= = =

∂ ∂ −
∂ ∂

1
  

z
X x t

x

z
Y y t

y

Z z t

∂ = + ∂


∂
= +

∂
 = −


  

  

z z
MN z z z

x y

z z
ON x z y z

x x

z z z z
z z z x z y

x y x y

z z z z
x z xz y z xyz

x x y y

x z
z x y xz yz

x

 ∂ ∂ = + +  ∂ ∂   

∂ ∂   = + + +   ∂ ∂   

   ∂ ∂ ∂ ∂   + + = + + +      ∂ ∂ ∂ ∂      

 ∂ ∂ ∂ ∂ = + + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂
= + + +

∂ ∂

22
2 2 2 2

2 2
2

2 22 2
2 2 2

22
2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2
y

  

  

y 

x 

o 

z 

M 

N 

• 

Zبا ضابطه  =   : قطع ميدهيم �

, ,

z t t z

z z
N x z y z

x x

= − ⇒ =

∂ ∂ + + ∂ ∂ 

�

�
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ln ln ln

( )

z z
xz yx z x y

x y

dx dy dz dx dy dx dy x
dx x y a a

xz yz z x y xz yz x y y

dx dy zdz

x y z x y

xdx ydy zdz xdx ydy zdz xdx ydy zdz

x y z x y x y z x y x y z

dx xdx ydy zdz

x x

∂ ∂
+ = − −

∂ ∂

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ =
− −

= =
− −

+ + + +
= = = =

− − + + − − + +

+ +
=

+

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 ( )ln ln lnx x y z b
y z

x x x
b

x y z x y z y
ϕ

= + + +
+

 
= =  + + + +  

2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
  

  

xبا انتخاب 

y
ϕ λ − 

= 
 

z كه يك عدد ثابت است رويه حاصل 1 x y xλ− − =2 2   شود مي2

  :معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي اويلر  ): 3-5

zمعادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي       z z
a b c

x x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

2 2 2

2 2
, را كه در آن       ,c b c   اعـداد 

  .د نشوثابتي هستند معادلات اويلر ناميده مي

-در حالت خاص وقتي كه دوتا از اين ضرايب صفر باشند با انتگرال گيري معادله فوراً حل مـي  

  :شود زيرا 

b اگر ):الف  c= = z:    آنگاه داريم �

x

∂
=

∂
�

2

2   

)و از اينجا     ) ( ) ( )
z

z xc y c y c y
x

∂
= + ⇐ =

∂1 2 ) كه در آن     1 ) , ( )c y c y2  توابع دلخـواهي از     1

y هستند .  

a اگر  ):ب b= = ):    آنگاه داريم � ) ( )
z

z yc x c x
y

∂
= ⇒ = +

∂
�

2

1 22
   

a اگر  ):ج c= = z:    آنگاه داريم �

x y

∂
=

∂ ∂
�

2

   

)و يا  ) ( ) ( )
z

c y z c y dy x
y

ϕ
∂

= ⇒ = +
∂ ∫1 1  

)و يا  ) ( )z y xψ ϕ= ψ, كه در آن + ϕ به ترتيب توابع دلخواهي از ,y x هستند .  
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شند روش حل اين معادلات به صورت زير است حال وقتي كه حداقل دو تا از ضرايب مخالف با    

با تغيير متغيير    
u y mx

v y nx

= +


= +
n, كه در آن      m  معادله ديفرانسيل اويلر به صورت زيـر در         �∋

  :آيد مي

( ) ( ) ( )( ) )
z z z

am bm c c b m n amn an bn c
u u v v

∂ ∂ ∂
+ + + + + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

2 2 2
2 2

2 22 2  

arاكنون معادله درجه دوم  br c+ + = گيريم و حالتهاي مختلف را به صورت ي را در نظر م�2

  :كنيم زير مطالعه مي

b )الف ac∆ = − > �2 n, در ايـن صـورت داراي دو جـواب متمـايز             4 m      هـستند و ضـرايب 

,
z z

v u

∂ ∂
∂ ∂

2 2

2 zشوند و معادله اويلر به صورت   برابر صفر مي   2

u v

∂
=

∂ ∂
�

2

- تبديل و به آساني حل مي

  .شود

  

   معادله ديفرانسيل زير را حل كنيد ؟):1مثال

z z z

x x y y

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

2 2 2

2 2
5 6  

  :معادله شاخص به صورت زير است : حل 
  

  
  
  
  
  
  

∆ )ب = b پس معادله مفسر داراي ريشه مضاعف �
m

a
=

2
ادلات ، نظير حالت مع است 

   :ديفرانسيل معمولي داريم

( ) ( )z uf u g u= +  
  

z معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي ):2مثال z z

x x y y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
�

2 2 2

2 2
10    را حل كنيد ؟25

rمفسر عبارت است از معادله : حل  r+ + = �2 10 rو  25 =   :است  ريشه مضاعف معادله 5−

u پس  y x=   : بنابراين جواب معادله بشرح زير است 5−

( ) ( ) ( )z y x f y x g y x= − − + −5 5 5  
g,كه در آن  f توابع دلخواه هستند .  

  
  
  

,

( ) ( )

am bm c

m m m

z f y x g y x

+ + =

± −
− + = = =

= + = +

�

�

2

2 3 9 5 1
5 6 1 1

5 5
1
5
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∆  معادله مفسر داراي ريشه حقيقي نيست يعني )ج < r در اين صورت � i β=∝  و جواب ±

  :معادله عبارت است از

( ) ( )( ) ( )z y i x g y i xβ β= + ∝ + + + ∝ −  
  

zمعادله ديفرانسيل  ):3مثال z

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
�

2 2

2 2
   را حل كنيد ؟

rداريم : حل r i+ = ⇒ ±�
2 u, پس 1 y ix v y ix= + = −   

): پس جواب معادله عبارت است از  ) ( )z f y ix g y ix= + + −  

g,كه در آن  f توابع دلخواهي هستند .  

  

طور كه قبلاً اشاره كرديم در معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم اگـر ضـرايب ثابـت باشـند                  همان

باشـند  برحسب اينكه معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي هذلولوي ، بيضوي يا سـهوي مـي              

v,توان آن را با تغيير متغيير       مي y nx u y mx= + =  به معادله ديفرانسيل مرتبه دوم كـه        +

zفقط در آن 

u v

∂
∂ ∂

2

  . موجود است تبديل نمود 

هاي معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي به صـورت متغييرهـاي           پيدا كردن جواب   ): 3-6

  : از هم اجد

)در اين روش     ) ( )Z X x Y y=     گيريم و مشتقات    مي را در نظرz     را نسبت به ,y x   محاسبه و 

دهنـد و روش    را مـي  در اين روش شرايط اوليه يـا شـرايط مـرزي            . دهيم  در معادله قرار مي   

  .باشد مناسبي براي حل معادله مي

  

uمعادله ديفرانسيل  ):1مثال u

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
)را با شرايط  4 , ) yu y e −=�

  را حل كنيد ؟ 38

  :دهيم قرار مي: حل
( ) ( )

( ) , ( )

u X x Y y

u u
X x Y XY y

x y

=

∂ ∂
′ ′= =

∂ ∂

   

  :پس 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

X x Y y
X x Y y X x Y y

X x Y y

′ ′
′ ′= ⇒ =4 4  

د مقدار ثابت  است پس اين نسبت بايy و طرف دوم تابعي از xچون طرف اول فقط تابعي از 

  .باشد 

):          پس  ) ( )

( ) ( )

X x Y y

X x Y y
λ

′ ′
= =4  
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)و از اينجا                    ) ( )
,

( ) ( )

X x Y y

X x Y y
λ λ

′ ′
= =4  

  

)                                 و يا                    )ln ( )X x x cλ= + 1   

( )
( )

ln ( )

( )

x

y

X x ke

Y y y c

Y y k e

λ

λ

λ

=

= +

′=

2

1
4

4  

)                              :                    پس , )
x

xu x y Ae e
λλ=

1
4   

( , )
x

yu y Ae e
λ

−= =�

1
34 8  

,شود و از اينجا نتيجه مي Aλ λ= − ⇐ = − =
1

12 3 8
4

  

  

  :                              پس

  

uمعادلـه ديفرانـسيل      ):2مثال u

t x

∂ ∂
=

∂ ∂

2

≥xوقتـي كـه      22 ≤� t و   3 ≥  بـا شـرايط مـرزي       �

( , ) ( , )u t u t= =� ) و �3 , ) sin sin sin ( , )u x x x x u x tπ π π π= − + <� 5 4 3 8 2 ــل 10  حـــ

  كنيد؟

)فرض كنيم : حل  ) ( )u X x T t= پس :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( , ) x y x yu x y e e e− − − −= =12 3 12 38 8

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
ln ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

t

u
X x T t

t

u
X x T t

x

u
X x T t

x

X x T t X x T t

T t X x T t
T t t c T t Ae

T t X x T t

X x
X x X x

X x

λλ λ λ

λ λ

∂ ′=
∂

∂ ′=
∂

∂ ′′=
∂

′ ′′=

′ ′′ ′
= = ⇒ = ⇒ = + =

′′
′′= =

2

2

2
1

2

2 2
2

 :م يبنابراين دار

 :و يا 
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λ,:              گيريم اكنون دو حالت در نظر مي λ≥ <� �  

λشود كه در حالت   لاحظه مي م ≥  يك تابع نمايي و يا يـك چنـد   x جواب معادله بر حسب �

λاي از درجه اول است كه با شرايط مرزي هم خواني ندارد پس              جمله < كنـيم   را مطالعه مي   �

  :بنابراين داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)اگر  , )u x t B= ⇐ =�   . در شرايط مرزي صادق نيست �

sinkλپس بايد  π λ= ⇐ = �3 kπ و يا 3
λ =

3
, با  , ,...k = ± ±� 1 2  

  :پس داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 و

( )
( ) ( )

( )

( ) cos sin

( )

( , ) ( cos sin ) ( cos sin )

( , ) ( )

( , ) sin ( , ) sin

t

t t

t

t t

X x
X x X x

X x

X x A x B x

T t A e

u x t A e A x B x e A x B x

u t e A A

u x t e B x u t e B

λ

λ λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ λ λ

λ λ

−

− −

−

− −

′′
′′= − ⇒ + =

= +

=

= + = +

= + = ⇒ =

= ⇒ = =

�

� � � �

�

2

2 2

2

2 2

2 2

1 1

2
2

2 2
2 1 1

2

2 23 3

 پس

B,حال با استفاده از شرايط مرزي  Aكنيم  را محاسبه مي: 

 پس

( , ) sin

( , ) sin sin sin

, ,
( , ) sin sin sin

, ,

( , ) sin sin

k
t

m m m
t t t

t t

k
u x t Be x

m x m x m x
u x t e B e B e B

B B B
u x t x x

m m m

u x t e x e

π

π π π

π π

π

π π π

π π π

π π

 −  
 

− − −

− −

=

= + +

= = − =
= − + ⇒ 

= = =

= −

2

2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2

2
3

2 2 2
1 2 39 9 9

1 2 3

1 2 3

1 2 3

32 128

3

3 3 3

5 3 2
5 4 3 8 2 10

12 24 30

5 4 3 8 sintx e xπ π−+
22002 10  پس

 ها صفرندmبقيه 
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  :حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات نسبي با به كار بردن سري فوريه  ): 3-7

) مسأله قبل را كه توزيع حرارت بود با شرط مرزي ):4مثال , )u x = �
�    حل كنيد ؟25

)هاي  در اينجا بايد مسأله قبل را تكرار كنيم و فقط جمله          : حل , )u x t         كه در مثـال بـالا سـه 

  :جمله بود بايد بينهايت جمله را در نظر بگيريم يعني

  

  

  

  

  

  

  

fها بايد بسط تابع     mها و   mBاي بدست آوردن    بر =  را بر حسب سـري فوريـه بـا دوره           25

Tتناوب  =2   : را پيدا كنيم 6

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ــال ــسبي  ):5مث ــشتقات ن ــا م ــسيل ب ــه ديفران u معادل u

t x

∂ ∂
=

∂ ∂

2

ــرزي 22 ــرايط م ــا ش  را ب

( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )u x t M u t u t u x< = = =� �10 3 40    حل كنيد ؟25

اين مسأله شبيه مسأله قبل است و فقط فرق اين با آنها در ابتدا و انتهاي ميله است كـه    : حل  

  :دهيم  هستند ، براي حل اين مسأله اول تغيير متغيير زير را انجام مي40 و 10به ترتيب 

( , ) ( , ) ( )u x t v x t xψ= +  
 را بايد براي شرايط مناسب تعريف كنيم ، با اين تغيير متغيير معادله به صـورت                 ψكه در آن    

  :آيد زير در مي

  

( , ) sin

( , ) sin

sin

m t

m

m

m

m

m

m

m x
u x t B e

m x
u t B x

m x
B

π π

π

π

−∞

=

∞

=

∞

=

=

= < <

=

∑

∑

∑

� �

2 2

9

1

1

1

3

3
3

25
3

 :با بكار بردن شرط اوليه داريم

 :بنابراين 

( )

( )sin

sin cos cos

( cos )
( , ) sin

sin sin

L

m

m
t

m

t
t

m x
B f x dx

L L

m x m x
dx m

m m

m m x
u x t e

m

x
e e x

π

π
π

π

π π
π

π π

π π
π

π
π

π

−∞

=

−
−

=

− = = = − 
 

− =  
 

 
= + +  

 

∫

∫

∑

�

� �

2 2

2

2

33

9

1

9

2

2 50 3 50
25 1

3 3 3 3

50 1
3

100 1
000

3 3
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)اب خانتبا  )xψ ′′ = )و  � ) , ( )ψ ψ= =�3 40   :شود نتيجه مي 10

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

, ( ) , ( )

( ) , ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( ) ( , )

u v u v u v
x x

t t x x x x

u v
x u t v t

t x

u t v t v x t M

ψ ψ

ψ ψ

ψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′′= = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
′′= + = + =

∂ ∂

= + = <

� � �

2 2

2 2

2

22 2 10

3 3 3 40

λدوباره با توجه به شرايط اوليه بايد  ω= −  : س در نظر بگيريم پرا  2

( )

( )

, ( , ) , ( , ) , ( , )

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
ln ( )

( ) ,t

x x

v v
v t v t v x x

t x

v x t T t X x

v u v
T t X x T t X x T t X x

t x x

T t X x
T t X x T t X x

T t X x

T t
T t t c

T

T t Ae ω

ψ

λ

ω ω

−

= +

∂ ∂
= = = = −

∂ ∂

=

∂ ∂ ∂′ ′ ′′= = =
∂ ∂ ∂

′ ′′
′ ′′= ⇒ = =

′
= − = − +

=

� � � �

2

2

2

2

2

2 2

2

10 10

2 3 15 10

2
2

2
2

( ) ( )

( )

cos sin

( , ) cos sin cos sin

( , ) , ( , ) sin

sin

, , ,...

( , ) sin , ( ,

t t

t

k
t

k

k

X
X X X c x c x

X

v x t A e c x c x e A x B x

v x A A v x e B

B v B

k
k k

k
v x t B e x v x

ω ω

ω

π

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω

ω

π
ω ω π

π

− −

−

−∞

=

′′
′′= − ⇒ + = ⇒ = +

= + = +

= = ⇒ = = =

= ≠ = ⇐ =

= ⇐ = = ± ±

=∑
�

�

� � � � �

� � � �

�

�

2 2

2

2 2

2 2
1 2

2 2
1 1 2

2

2
9

3 3

3

3 1 2
3

3
) sink

k

k
x B x

π∞

=

= − =∑
�

15 10
3

 دهيمحال قرار مي

 : پس

 : پس

 : پس بايد  : پس
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)پس بايد تابع  )f x x= −15   : بدست آوريم 6 را به سري فوريه سينوسي با دوره تناوب 10

( )sin

(cos )

k

k

k x
B x dx

B k
k

π

π
π

= −

= −

∫�
32

15 10
3 3
30

1
  

)چون  , ) ( , ) ( )u x t v x t xψ=   : پس+

( )( , ) cos sin
k t

k

k x
u x t x k e

k

ππ
π

π

−∞

=

= + + −∑
2 2

9

1

30
10 10 1

3
  

  

y معادله ارتعاشي عبارت است از ):6مثال y
t x L a

t x

∂ ∂
> < < =

∂ ∂
� �

2 2
2

2 2  

):چون ابتدا و انتهاي تار ثابت است پس : حل , ) ( , ) , ( , ) ( )t y t y l t y x f x> = = =� � � �  

tچون سرعت تار در لحظه  = ):  برابر صفر است پس � , )tx t y x′< < =� � �  

  :كنيم پس با شرايط بالا مسأله را حل مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

sin cos

sin cos

( , ) sin cos sin cos

( , ) sin

y X x T t

y y
X x T t X x T t

t x

X x T t a X x T t

T X

a T X

T a T T A at B at

X
X X X A x B x

X

y x t A at B at A x B x

y x t A

λ

λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

=

∂ ∂
′′ ′′= =

∂ ∂

′′ ′′=

′′ ′′
= = −

′′ + = ⇒ = +

′′
′′= − ⇒ + = = +

= + +

=

�

�

2 2

2 2

2

2
2

2 2
1 1

2 2
2 2

1 1 2 2

1( )
( )

( )

cos sin

sin sin cos

sin sin cos

, , , ... sin

at B at A x

x A at B at

A L A at B at

k
L k k A L

L

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

π
λ π λ λ

+

= +

= + =

= ⇒ = = ± ± ⇐ =

� �

� �

1 2

2

21 2

 :پس داريم 

 :و يا 

 :پس 

)از  , )B y t= ⇐ =2 � �   و�

)از  , )y L t⇐ = �  
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)با دادن ضابطه  )f xتوان حساب كرد انتگرال را مي  

  

  :تعيين جوابهاب معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي با استفاده از تبديل لاپلاس  ): 3-8

u معادله ديفرانسيل با مشتقات نسبي ):7مثال u

t x

∂ ∂
=

∂ ∂

2

  حل كنيد ؟را با شرايط زير  24

( , ) ( , ) , ( , ) sin sinu t u t u x x xπ π= = = −3 10 2 6 4� � �  
  :شود طرف معادله نتيجه ميدو  از tبا به كار بردن تبديل لاپلاس بر حسب : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

( , ) sin ( cos sin )

( , ) sin ( )

( , ) sin cos

( , ) sin cos

( , ) ( ) sin

( )sin

( , ) ( )sin cos

t

t

k

k

k

k

L

k

L

k

y x t A x A a t B a t

y x x A a A

k x k at
y x t B

L L

k x k ax
y x t B

L L

k x
y x f x B

L

k x
B f x dx

L L

k x k t
y x t f x dx

L L L

λ λ λ λ λ

λ λ

π π

π π

π

π

π π

∞

=

∞

=

=

= −

= = = ⇒ =

=

=

= =

=

 =  
 

∑

∑

∫

∫

�

�

� � � �

�

2

1

1

1

2

2
sin

k t

L

π∞

∑

 اكنون

 بنابراين

)براي اينكه معادله در شرط  , ) ( )y x f x=ند ما بايد داشته باشيم  صدق ك�: 

 در اين صورت خواهيم داشت

 : داريم fبا توجه به بسط سري فوريه 

( ) ( )

( )

n

sin( , ) ,

( , ) ( , ) ( , )

st s t

t

st

u u
e dt e dt

ut ux

d d
sU u x e u x t dt U

dx dx

U U x s L u x t e u x t dt

∞ ∞− −

∞ −

∞ −

 ∂ ∂  =   
   

− = =

= = =

∫ ∫

∫

∫

� �

�

�

�

2

2

2 2

2 2

4

4 4

 :كه در آن 
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( ): ( , ) sin sin

sin sin

( , ) , ( , )

( , )

sin sin

,

( , ) sin sin

s s
x x

p

s s
x x

u x x x

d U
sU x x

dx

U s U s

d U s
sU r s r

dx

U x s c e c e

U A x B x

B A
s s

U x s c e c e x
s s

π π

π π

π π

π π

π π
π π

−

−

= −

− = −

= =

− = − = ±

= +

= +

−
= =

+ +

= + + −
+ +

�

� � �

� �

2

2

2
2

2

2 2
1 2

2 2

2 2
1 2 2 2

10 2 6 4

4 6 4 10 2

3

4 4
2

4 2

10 6
16 64

10 6
2 4

16 64

( , )

( , )

sin sin
( , )

( , ) sin sin

( , ) sin

s s s s
x x x x

t t

x

U s c c c c

U s c e c e c e e c c

x x
U x s

s s

u x t x L x L
s s

u x t e x eπ π

π π
π π

π π
π π

π

− −

− −

− −

= + = ⇒ = −

 
= + = ⇒ − = = =  

 

= −
+ +

   = −   + +   

= −

� �

� � �

2 2

1 2 1 2

3 3 3 3
2 2 2 2

1 2 1 1 2

2 2

1 1

2 2

16 64

3

10 2 6 4
16 64

1 1
10 2 6 4

16 64

10 2 6 sin xπ4

  شودبا به كار بردن شرايط اوليه نتيجه مي

)با استفاده از تبديل لاپلاس از شرايط  , ) , ( , )u t u t= =3 � �   :شود   نتيجه مي�

  :كنيمرا با شرايط داده شده حل مي) 1(اكنون معادله 

  :دهيمبراي يافتن جواب خصوصي قرار مي

  :شود معادله نتيجه ميگيري و قرار دادن آن دربا دو بار مشتق

 : پس

 : پس

  : شودنتيجه ميو گيريم حال از طرفين تبديل وارون مي
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  تمــــــرينات

  معادلات با مشتقات نسبي زير را رده بندي كنيد ؟ -1

  

  

  

  

  

  

  

  

)نشان دهيد  -2 , ) cosxz x y e y−= 34 رايط مرزي داده  يك جواب خصوصي معادله زير با ش3

  شده است ؟

( , ) ( , ) xz z
z x z x e

x y

π −∂ ∂
+ = = =

∂ ∂

2 2
3

2 2 2
� � �  

  

)نشان دهيد  -3 , ) ( , )v x y xF x y= v جواب عمومي معادله 2 v
x x v

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
 است سپس 2

)جوابي از آن پيدا كنيد به قسمي كه  , )v y y= 21  

  

  معادلات زير را حل كنيد ؟ -4

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   استفاده از سري فوريه معادله زير را با شرايط مرزي حل كنيد ؟با -5
  
  
  
  

u u

x y x x y

z z z
x y

x x y y

z z z
x xy y

x x y y

ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂
− = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− + = +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

4

2 2 3

2

�

�

 ب( الف(

 ج(

 د(

z z u u
x

x y y x y

z z z u u
u

x x y y x y

z z z

x x y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 3 2 3

2

�

�

�

 ب( الف(

 د( ج(

 هـ(

( , ) ( , )

( , )

u t u t xu u

u x x tt x

= = ≤ <∂ ∂
= 

= >∂ ∂ 

2

2

4 4
2

25

� � �

� �
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   ؟جواب معادله زير با شرايط مرزي داده شده به صورت زير استنشان دهيد  -6

  
  
  
  
  
  
  
  

  معادله ديفرانسيل زير را حل كنيد ؟ -7
  
  
  
  
  
  
  

  معادله ديفرانسيل زير را حل كنيد ؟ -8
  
  
  
  
  
  
  
  

( , ) ( , )

( , ) ( )

( , ) ( ) cos ( )cos

x x

m t

m

u t u t xu u

u x f x tt x

u x t f x dx e mx f x mxdx
π π

π π

π π

∞
−

=

= = ≤ <∂ ∂
= 

= >∂ ∂ 

= + ∑∫ ∫
2

2

2

1

1 2
� �

� � �

� �

( , ) ( , ) , ( , )

u u
a

t x

u t u t u x x

∂ ∂
=

∂ ∂

= = =

2
2

2

3 2� � �

( , ) , ( , ) , ( , )

u u
a

t x

u t T u L Q u x

∂ ∂
=

∂ ∂

= = =� � � �

2
2

2
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  :��� دوم
  

  توابع مختلط
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  :اعداد مختلط  ) 2-1

}مجموعه  }( , )| ,C x y x y=   ناميم  را اعداد مختلط ميCاعضاي . گيريم  را در نظر مي�∋

  

  :كنيم  تعريف ميCاعمال زير را در مجموعه 

) دو عدد مختلط :عمل جمع ) الف  , ) , ( , )x y x y2 2 1   :گيريم  را در نظر مي1

( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y+ = + +1 1 2 2 1 2 1 2  

  

   :ضرب عدد مختلط در يك عدد ) ب

( , ) ( , )x y x yλ λ λ=1 1 1 1  

  

   :دو عدد مختلطضرب  ) ج

( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y x y x y= − +1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1  
  

   :دو عدد مختلط تساوي ) هـ

( , ) ( , ) ,x y x y x x y y= ⇔ = =1 1 2 2 1 2 1 2  

  

)ما اعداد    , )x x=�  گيريم ، و با اين كار مجموعه اعداد حقيقي زير مجموعه    يكي ميC مـي -

  .شود 

)عدد مختلط  ,   :شود جه به تعريف ضرب ديده ميدهيم ، با تو نشان ميi را با نماد �1(

( )( ) ( ), , ,i = = − = −2 1 1 1 1� � �  

  

  :توان نوشت با توجه به عمل جمع مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , , ,

,

,x y x y x

x y x i

y

y

= + = +

= +

1 1� � � �
  

  

zاز اين پس ما هر عدد مختلط را به صورت  x iy= اعداد مختلط ضرب  نشان خواهيم داد و +

iها در نظر گرفت و بجاي ايتوان به صورت ضرب چند جملهرا مي = −2   .قرار داد  1

zدر عدد مختلط . نامند  را مجموعه اعداد مختلط مي    Cبا اعمال فوق مجموعه      x iy= + ، x 

ند و بعـضي وقتهـا آنهـا را بـا نمادهـاي             نام مي z را قسمت موهومي     yرا قسمت حقيقي و     

( ) , ( )m ey I z x R z=   .دهند  نشان مي=
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zعدد مختلط    x iy= )گيريم ، عدد     را در نظر مي    + )z x iy= از . نامنـد    مـي  z را مزدوج    −

2 نمايش يك نقطه در zنظر هندسي هر عدد مختلط  
 است ، بدين ترتيب يك تناظر يك به �

2يك بين اعداد مختلط و نقاط صفحه        
اي كـه    قرينه نقطه  zمزدوج هر عدد    .  موجود است    �

z دهد نسبت به محور نشان مي آن راxباشد ها مي.  

  

  

  

  

  

  

  :مزدوج اعداد مختلط داراي خواص زير است 

z اگر )الف x iy= zz آنگاه داريم          + x y= +2   كه يك عدد حقيقي است  2

) )ب  )z z=   

  

  :عدد مختلط تقسيم دو )  2-2

z,دو عدد مختلط  x iy z x iy= + = +2 2 2 1 1   :گيريم  را در نظر مي1

( ) ( )( )

( ) ( )( )

.
.

.

z z z
z z x iy x iy

z

x x y

z z x y x

y i y x x y
x

y

y

= = = + −
+ +

= + + −
+

1 1 2
1 2 1 1 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 22

2

2
2 2

1 1

1

  

  

  : مختلط اعداد نمايش مثلثاتي يا نمايش قطبي ) 2-3

zعدد مختلط  x iy=   :گيريم  را در نظر مي+

) نمايش نقطه zواضح است كه  , )M x y=باشد مي  

   را OM و زايه r با Mاگر فاصله مبدأ را تا نقطه 

  :گاه داريم  بناميم آنθها xبا جهت محور 

  

( )cos sin cos sin cos sinx r y r z r i r r iθ θ θ θ θ θ= = = + = +  

r     را قدر مطلق z نامند و با نماد      مي| |z  دهيم و داريم     نشان مي :r x y= +2  را θ زاويـه  2

yنامند و  ميzآرگومان عدد 
Arc tg

x
θ =  

y 

x 

( , )z x y= 

( , )z x y= − 

y 

x 

( , )M x y z= 

O 
θ 

r 
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  :ش قطبي يضرب و تقسيم دو عدد مختلط با نما ) 2-4

cos)دو عدد مختلط     sin ) , (cos sin )z r i z r iϕ ϕ θ θ= + = +2 2 1 گيـريم ، در     را در نظر مـي     1

  :اينصورت داريم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

توان خطوط  مياي نيوتندو جملهبه كاربردن نامند و با كه اين فرمول را فرمول مواور مي

  . بدست آورد θ رابر حسب nθمثلثاتي 

( )( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

cos sin cos sin

cos cos cos sin si

cos( ) sin( )

c

n cos sin sin

cos cos sin sin sin cos cos sin

cos si

os(

n

) sin( )

cos sin

n

n

n

z z r r i i

r r i i i

z z r r i

r r i

z r n i n

z r
i

z r

i

θ θ ϕ ϕ

θ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ θ

ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ θ

= + + +

=

= + +

= + + +

 = − + + 

= +

− + −

+

1 2 1 2

2
1 2

1 2

1 1

2 2

1 2

1 2

cos sinn i nθ θ= +

 :به همين ترتيب 

) اگر  :نتيجه )cos sinz r iθ θ=  : باشد آنگاه +

rو اگر  =  : باشد آنگاه داريم 1



 
                       دانشگاه آزاد شبستر           وجود است مcom.boukanuni.wwwابن جزوه بر روي سايت                  جزوه رياضيات مهندسي   ٥٣

����       

        θ بر حسب θ2 محاسبه خطوط مثلثاتي ):1مثال

  :حل 

  

  

  

  

  

  : يك عدد مختلط هايمحاسبه ريشه ) 2-5

)عدد مختلط  )cos sinz r iθ θ= - قرار ميZام nگيريم براي محاسبه ريشه  را در نظر مي+

  دهيم 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

zهاي سوم   ريشه):مثال i=    را بدست آوريد ؟1+

r: نويسيم  را به صورت مثلثاتي ميzاول : حل  = + =1 1 2  

  

  

  

  

  

  

  

( ) co s s in co s sin co s sin

co s co s s in

s in s in c

o s i

s

c s n

o

i ii θ θ θ θ θθ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

− + = +

= −

=

+ =
2 2 2

2 2

2 2 2

2

2 2

 پس

 و

( ) ( )

(cos sin )

cos sin cos sin

, cos cos , sin sin

n

n

n

Z i

Z r i n i n

r n n

n k
k

n

ρ ϕ ϕ

θ θ ρ ϕ ϕ

ρ θ ϕ θ ϕ

ϕ θ π
θ π

ϕ

= +

= + = +

+

=

+ =

= =

= ⇒2
2

 يا

 :شود از اينجا نتيجه مي

 : اينجاو از

cos sin

cos sin

y
Arc tg Arc tg

x

z i

k k
z i

π
θ θ

π π

π ππ π

= = =

 = + 
 

 + +
 = +
 
 

33

1
4

2
4 4

2 24 42
3 3

 يعني

 :پس 
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  . را بدست آورديم zبنابراين سه ريشه متمايز 

)ام عدد nهاي واضح است كه ريشه )cos sinz r iθ θ= ظم را كه ت ضلعي منnيك رئوس  +

naاي به مركز مبدأ و به شعاع دايرهدر  n=دهند  تشكيل مي، قرار دارند.  

  

  :توابع مختلط  ) 2-6

در اينجا ممكـن    . نامند   را يك تابع مختلط مي     C به مجموعه    C از مجموعه    f تابع   :تعريف  

) را بـا     آنمعمولاً مـا ضـابطه      .  يك مقدار و يا چند مقدار بدست آيد          fاست براي    )w f z= 

  .دهيم نشان مي

)  را بـه صـورت     wدر حالت كلي     ) ( , ) ( , )w f z u x y i v x y= = v, كـه در آن      + u    توابـع دو 

y,متغييره حقيقي از  xدهيم  هستند نشان مي.  

  

)به عنوان مثال تابع      )f z z= ) را به صورت     2 )( )f z z x iy x y ixy= = + = − +
22 2 2 -مي در   2

)آيد ، در اينجا  , ) , ( , )v x y xy u x y x y= = −2 22   

  

   

) حد تابع    :تعريف   ) 2-7 )f z    وقتي كه z   به z
�

 است هر گاه بـه ازاي هـر         Lكند   ميل مي  

z وجود داشته باشـد بـه قـسمي كـه وقتـي              δ عدد مثبت    εعدد مثبت    z δ− <
�

 آنگـاه   

( )f z L ε−   :نويسند  اين عبارت را به زبان رياضي به صورت زير مي>

, ( )z z f z Lε δ δ ε∀ > ∃ > − < ⇒ − <
�

� �  

cos sin

cos sin

cos sin

z i k

z i k

z i k

π π

π π

π π

 = + ⇐ = 
 

 = + ⇐ = 
 

 = + ⇐ = 
 

3 6

3 6

3 6

2
12 12

9 9
2 1

12 12

17 17
2 2

12 12

�

|  |  
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z را در نقطه f تابع :تعريف  ) 2-8
�

  :نامند ، هرگاه داشته باشيم  پيوسته مي

  

  

هاي حد و پيوستگي در توابع حقيقي هـستند  ها مشابه تعريفشود كه اين تعريف  ملاحظه مي 

 مـورد توابـع     ر كليه قضاياي حد و پيوستگي در توابع حقيقـي د          كهشود  و به آساني ثابت مي    

  .مختلط هم برقرارند 

  

 باشـد  C لطاي از صفحه مخت يك تابع يك مقداري در ناحيه  f هر گاه    :مشتقريف  تع ) 2-9

z در نقطه    fآنگاه  
�

 )z
�

داراي مشتق است هر گاه حد زير       )  قرار دارد    f در مجموعه تعريف     

  :موجود باشد 

( ) ( )
lim
z

f z z f z

z∆ →

± ∆ −

∆
� �

�
  

)با نماد را در صورت وجود حد آن  )f z′
�

) يا  )
df

z
dz

�
  .دهيم  نشان مي

f را در ناحيه Dنامند هر گاه  مشتق پذير ميf در تمام نقاط D داراي مشتق باشد .  

  

) مشتق تابع ):مثال )f z z= z را در 2 i=محاسبه كنيد ؟   

  :حل 

( )

( )

( ) lim lim

lim lim

z z

z z

i z i i i z z i
f z

z z

i z z
i z i

z

∆ → ∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + ∆ −
′ = =

∆ ∆

∆ + ∆
= = + ∆ =

∆

2 2 2 2 2

2

2

2
2 2

� �

� �

  

|  

lim ( ) ( )
z z

f z f z
→

=
�

�
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   : ريمن -عادلات كشي م ) 2-10

)شرط لازم و كافي براي اينكه تابع       ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= =  مشتق پـذير  D در ناحيه +

  :باشد اين است كه داشته باشيم 

,
u v v u

x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

  نامند  ريمن مي–اين معادلات را معادلات كشي 

  

  باشد  مشتق پذير باشد در اين صورت حد زير موجود ميfكنيم  فرض مي:برهان 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) lim

, , ( , ) ( , )
( ) lim

( )

, , ( , ) ( , )
( ) lim

, ( , ) , ( , )
( ) lim li

( )

m

z

z

x

x z

f z z f z
f z

z

u x x y y iv x x y y u x y iv x y
f z

z x i

u v

y

u x x y iv x x y u x y iv x y

f z

f z
x

u x x y u x y v x x y v x y
f z i

x

i

x

x x

∆ →

∆ →

→

∆ → ∆ →

± ∆ −
′ =

∆

+ ∆ + ∆ + + ∆ + ∆ − −
′ =

∆ = ∆ + ∆

+ ∆ + + ∆ − −
′ =

∆

+ ∆ −

∂ ∂′ =

+ ∆

+
∂ ∂

−
′ =

∆ ∆

� �

�

�

�

� �

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) lim

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim lim

)

,

(

y

y y

u x y y iv x y y u x y iv x y
f z

i y

u x y y u x y v x y y v x

u v
i

y y

u v u v

x y y

y
i

i y i y

u v
f z

i y y

u v v v
i i

x x xy y

∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ + + ∆ − −′ =
∆

+ ∆ − + ∆ −
= +

∆ ∆

∂ ∂
′ = + =

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ = − ⇒

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
−

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂

�

� �

1

 :و يا 

 نزديك zها به yها و محور xباشد حال در دو مسير موازي محور چون حد موجود است پس مستقل از مسير مي

 :ميشويم پس داريم 

 :و يا 

  :به همين ترتيب

  :پس

 شوداز اينجا نتيجه مي

:

  شود كه اين شرايط كافي هم هستندبه آساني نشان داده مي
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) اگر  نشان دهيد):2مثال ) nf z z= آنگاه ( ) nf z nz −′ = 1  

  :برهان 

( ) ...
( ) lim lim

( )
lim ...

n n n n n n

z z

n n n n

z

z z z z nz z z z
f z

z z

n n
nz z z z nz

−

∆ → ∆ →

− − − −

∆ →

+ ∆ − + ∆ + + ∆ −
′ = =

∆ ∆

− = + ∆ + + ∆ = 
 

� �

�

1

1 2 1 11
2

  

  

)مشتق تابع  ):3مثال )
z

f z
z

+
=

+ 2

1
1

  :توان نوشت  را محاسبه كنيد با توجه به مثال بالا مي

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

z z z z z z z z
f z

z z z

+ − + + − − − −
′ = = =

+ + +

2 2 2 2

2 2 22 2 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1
  

  

zدر نقطه   را   f :تعريف  ) 2-11 z=
�

z در نقطـه     fنامند هر گاه     تحليلي مي   z=
�

مـشتق   

z ريمن در    –پذير باشد يعني شرايط كشي       z=
�

 تحليلـي  D را در ناحيـه   f برقرار باشـد ،      

  .باشد تحليلي  D ، fنامند اگر در هر نقطه مي

)گاه در تابع    هر   ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= v, مشتقات مرتبه دوم     + u      موجود باشد ، به آساني 

  : تحليلي باشد آنگاه داريم fشود اگر ثابت مي

,
u u v v

x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2

2 2 2 2
� �  

v,نامند ، هر گاه     مياين معادلات را معادلات لاپلاس       u          دو تابع باشند كه براي هر دو معادلـه 

v,لاپلاس صادق باشد در اينصورت       u    نامند و با توجه به شرايط كشي         را مزدوج همساز مي– 

  .توان ديگري را محاسبه كرد  ميv يا uريمن و معادلات لاپلاس با معلوم بودن يكي از توابع 

  

uهر گاه  ):4مثال x xy y y= + − +2 24    را بدست آوريد ؟v مزدوج همساز آن يعني 2

uاز : حل  x x y y= + − +2 24   :شود  نتيجه مي2

, , ,
u u u u

x y x y
x x y y

∂ ∂ ∂ ∂
= + = = − + = −

∂ ∂ ∂ ∂

2 2

2 2
2 4 2 4 2 2 2  

uپس  u

x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂

2 2

2 2
  . در معادله لاپلاس صادق است u يعني �

,:  ريمن داريم –از معادلات كشي 
u v u v

y x x y

∂ ∂ ∂ ∂
= − = +

∂ ∂ ∂ ∂
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v  ���� :                     شوداز اولي نتيجه مي
x y

y

∂
= +

∂
2 4  

v  ����:                     شود و از دومي نتيجه مي
x y

x

∂
= − + −

∂
4 2 2   

  :داريم ����  بنابراين از معادله  

  

  

  

  

  

  

  

)هــر گــاه  :نتيجــه  , ) ( , )w u x y iv x y= ــابع تحليلــي باشــد آنگــاه خــم + هــاي  يــك ت

( , ) , ( , )v x y k u x y c=   .هاي متعامد هستند  خم=

  

)يم هر گاه ندادر واقع مي  :برهـــان , )u x y c= آنگاه 

u

xy
u

y

∂
−
∂′ =
∂
∂

  

)و به همين ترتيب اگر  , )v x y k= آنگاه 

v

xy
v

y

∂
−
∂′ =
∂
∂

  

  : ريمن داريم –با توجه به شرايط كشي 
u v

x x
u v

y y

∂ ∂
− −
∂ ∂× = −
∂ ∂
∂ ∂

1  

  .يعني دو خم فوق بر هم عموداند 

( , ) ( )

( )

( ) ( )

v x y xy y x

v
y x y

x

x x c x

v xy y x C

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

= + +

∂
′= + = −

∂

′= − + = −

= + − +

2

2

2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

  :پس  :ياو  :و از اينجا 

  يك عدد ثابت است c كه در آن
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   :z توابع مقدماتي بر حسب  )2-12

توان از روي آن     از اهميت خاصي برخوردار است زيرا اغلب توابع مقدماتي را مي           ze نمائي تابع

 xeاي تعريف كنيم كه اغلب خواص تابع حقيقـي   كنيم آن را به گونه    ما سعي مي  . حساب كرد   

  .را داشته باشد 

  

zهر گاه  :تعريف  x iy=   :كنيم  تعريف مي+

( )cos sinz x iy xe e e y i y+= = +  

  : يك تابع تحليلي است  زيرا داريم zeشود با اين تعريف ملاحظه مي

( )

( , ) cos , ( , ) sin

cos , sin

sin , cos

,

cos sin cos sin

x x

x x

x x

z
x x x z

u x y e y v x y e y

u u
e y e y

x y

v v
e y e y

x y

u v v u

x y x y

de u v
i e y ie y e y i y e

dz x x

= =

∂ ∂
= = −

∂ ∂

∂ ∂
= = +

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= + = + = + =

∂ ∂

  

  :كنيم  تعريف ميzeاكنون خطوط مثلثاتي را در اعداد مختلط توسط تابع نمايي 

cos , sin
iz iz iz ize e e e

z z
i

− −+ −
= =

2 2
  

  شود به آساني ديده مي

cos sin

cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin

(cos ) sin , (sin ) cos

z z

z z z z z z

z z z z z z

d d
z z z z

dz dz

+ =

± =

± = ±

= − =

∓

2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1

  

شود كليه خواص خطوط مثلثاتي اعداد مختلط همان خواص خطوط مثلثاتي اعداد      ملاحظه مي 

ــي       ــداد حقيق ــاتي اع ــع مثلث ــه در تواب ــرد ك ــت ك ــد دق ــط باي ــستند ، فق ــي ه حقيق

cos , sinx x− ≤ ≤ ≤ ≤1 1 1 cosولي  قرار دارند 1 , sinz zكنند  تمام مقادير را انتخاب مي.  
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sinمثلاً هر گاه  z i=   : آنگاه داريم 2+

( )
( )

cos

cos

z i

i i z i

= − +

= − − + = − − = − −

22 1 2

1 4 1 4 3 4 3 4
  

−iهاي دوم عدد و كافي است ريشه −3    را حساب كنيم 4

  

   : zتوابع هذلولي  ) 2-13

  :شودبه صورت زير تعريف ميتوابع هذلولوي 

cosh , sinh , cos sin
z z z ze e e e

z z hz hz
− −+ −

= = − =2 2 1
2 2

  

lnwاكنون تابع     )2-14 z=   تـوان وارون    كنيم در واقع اين تابع را مي       را تعريف ميwz e= 

iz,نابراين اگر ب. بيان كرد  re w u ivθ= = u: آنگاه داريم + iv ie re θ+ =   

ــا  u.و يـــــ iv ie e re θ= ــا ,    و از اينجـــــ lnuv e r u rθ= = ⇒ ــابراين =  بنـــــ

ln ln | | argw r i z i zθ= + = π بناميم يعني    θ1 را   z اگر آرگومان اصلي     + θ π− ≤  آنگـاه   1≥

  :داريم 

ln ln ( ) , , ...z r i k kθ π= + + = ± ± ±1 2 1 2  

kبراي  . شود كه تابع لگاريتم يك تابع بينهايت مقداري است          ميملاحظه   n=     يك شـاخه از 

  .شود داري ميشود و در اينصورت تابع لگاريتم يك مقتابع لگاريتمي مشخص مي

kبراي  =   .نامند  شاخه لگاريتم را شاخه اصلي مي�

zها تابع لگـاريتم در      kواضح است كه به ازاي كليه        = همچنـين تـابع    .  ناپيوسـته اسـت      �

  :ها هم ناپيوسته است زيرا داريم xلگاريتمي روي قسمت منفي محور 

( ) ( )
ln ln arg

arg

z r i z

n z nπ π

= +

− ≤ ≤ −2 1 2 1
� �

  

 از ناحيه p به  zها باشد ، برحسب اينكه      x نقطه دلخواهي روي قسمت منفي محور        pو اگر   

) به z نزديك شود آرگومان pيا سوم به دوم  )n π+2 1
�

) و يا  )n π−2 1
�

  .كند  ميل مي

ه پيوسـته و    ها در تمام نقـاط صـفح      xاما تابع لگاريتم بجز نقاط واقع بر قسمت منفي محور           

  :تحليلي است ، در حقيقت برابر تعريف داريم 

( )ln ln arg ln
y

z z i z x y i tg
x

−= + = + +2 2 11
2

  

-برابر بحـث . باشد  ريمن به استثناء مبدأ برقرار مي–شود كه شرايط كشي  به آساني ديده مي   

)هاي قبلي واضح است كه توابع        ), ln
y

v tg u x y
x

−= = +1 2 21
2

 در همه جا به استثناء مبدأ       

  :اند و داريم ها پيوستهxع بر قسمت منفي محور و نقاط واق
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ln z u v x y x iy z
d i i
dx x x x y x y x y zz z

∂ ∂ −
= + = − = = =

∂ ∂ + + +2 2 2 2 2 2

1  

  

  :توان ثابت كرد كه به آساني مي

 ln ln ln , ln ln ln , ln lnnz
z z z z z z z n z

z
= + = − =1

1 2 1 2 1 2
2

  

توجه كرد كه فرمولهاي بالا در حالت كلي برقرارند ، ولي اگر خود را به يك شاخه محدود                  بايد  

  . است فرمولها برقرار نباشند كنيم ممكن

  :كند قضيه زير موضوع را روشن مي

  

lnمقدار اصلي تابع لگاريتم  :قضيه  ) 2-51 z در روابط زير صادق است :  

  اگر 
ln ln arg arg

ln ln ln arg arg

ln ln arg arg

ln ln arg arg

ln ln ln arg arg

ln ln arg arg

ln m

z z i z z

z z z z z z

z z i z z

z z i z z
z

z z z z
z

z z i z z

z m

π π π

π π

π π π

π π π

π π

π π π

+ − < + ≤
= + − < + ≤
 + + − < + ≤ −

− − < − ≤


= − − < − ≤
 − + − < − ≤ −

=

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1
1 2 1 2

2
1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

2 2

ln z k iπ−2

  

 عدد صحيح منحصر بفردي است كه در شرايط زير صادق           k يك عدد صحيح و      m كه در آن  

  .است 

( )arg arg
mm z k zπ π

 − ≤ < + 
 

1 1
2 2 2 2

  

zاكنون با استفاده از تابع لگاريتم  α را كه αكنيم  يك عدد مختلط است تعريف مي:  

  

   :تعريف  ) 2-16

( ) ( )( )
( )

lnexp ln exp ln ( )

exp ln

z

i n i

z z e z i n

z e e

α α

αθ α π

α α θ π

α

= = = + +

= 1

1

2

2
  

p يك عدد گويا مانند      αآخرين قسمت ضرب داراي بينهايت جواب است مگر         

q
 باشد كـه در     

  . مقدار متمايز است qاينصورت داراي 
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)مقدار اساسي  ):1مثال ) i
i

−
+

2
   ؟ را محاسبه كنيد1

  :برابر تعريف داريم : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :انتگرال گيري در صفحه مختلط  -3

  :شود انتگرال گيري روي صفحه مختلط به صورت زير تعريف مي

)كنيم  فرض مي  ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= ) روي منحنـي     + )c         تـابعي پيوسـته باشـد مطـابق 

) كمــان جــزء بــه وســيله نقــاط n را بــه cكمــان ) 1(شــكل ), ,..., kk n z= 1  تقــسيم و 2

k k kz z z −∆ = − k و روي هر كمان جزء       1 kz z− kنقطه   1− k kP x iy=  را انتخاب و جمع زير را       +

  دهيم تشكيل مي

( )
n

k k

k

f P z
=

∆∑
1

  

)دهيم اگر  را به سمت بينهايت ميل ميnحال  )lim
n

k k
x

k

f P z
→∞

=

∆∑
1

 وجود داشته باشد و مقدار 

 در روي f نداشته باشد آن را انتگرال تابع kPهاي آن به تقسيمات اوليه و انتخاب نقطه

  :دهند نامند و با نماد زير نشان مي ميcمنحني 

( )
( )

( ) lim
n

k k
x

kc

f z dz f P z
→∞

=

= ∆∑∫
1

  

  

  

  

  

  

  

  

( ) ( )

( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )ln

exp ( ) ln( )

exp ( ) ln

exp ( ) ln exp ln ln

cos ln sin ln

i

i

i i i

i i n

i i i i

e i
π

π π

π π π

π π

−

−

+

+ = − +

= − + +

+ = − + = + + −

= − + −

2

2

2 2 4

1 2 1

2 2 4 2

1 2 2 2 2 24 4 2

2 22 2

nمقدار اساسي متناظر با  = nپس براي .  است � =  : داريم �

y 

x 
O 

∗ A 

z 1 

z 2 
kP 

nB z= 

∗ 
∗ 

• ∗ 
∗ 

nz∆ 

 )1(شكل 
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 را با نماد c يك خم بسته باشد در اينصورت انتگرال روي cاگر 
( )

( )
c

f z dz∫دهيم  نشان م�.  

  :شوند به آساني خواص زير ثابت مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)اگر  ):1مثال )cاي به مركز  دايرهz
�

ه  عدد صحيح مثبت باشد آنگاn باشد و r و به شعاع 

( )( )

n

c

dz

z z
+

−∫ 1

�

   را محاسبه كنيد ؟�

i,              :دهيم قرار مي: حل  idz ri e d z z reθ θθ θ π= ≤ ≤ − =2
�

�  

  

  

  

  

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

c c

c

c c c

B A

A B

c c

c c c

B D

A A

f z dz f z dz u v ds

ds dx dy

dz L

f z dz udx vdy i vdx udy

f z dz f z dz

f z dz f z dz

f z g z dz f z dz g z dz

f z dz f z dz f

λ λ

≤ = +

= +

=

= − + +

=−

=

± = ±

= +

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

2 2

2 2

( )

( )

( )

B

D

z dz∫

 :كه در آن 

L طول قوسي cاست  

 :باشد آنگاه داريم  AB قطه روي كمانيك ن Dاگر 

 )1  

 )2  

 )3  

 )4  

 )5  

 )6  

 )7  

( ) ( )

( )

( )

i
n in n in

n n i n

c

c

dz ri e d
r ie d r i e n

r e inz z

dz
id i

z z

ππ πθ
θ θ

θ

π

θ
θ

θ π

− − − −
+ + +

− = = = = ≠  −

= =
−

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�� ��

� �

� ��

�

22 2

1 1 1

2

1

2 nو براي  =  : داريم �
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) كه بوسيله منحني     R در درون ناحيه     fهر گاه تابع     :قضيه   ) 3-1 )C ود شده اسـت     محد

)تحليلي باشد و  )f z′ روي مرز و  در درون( )C پيوسته باشد آنگاه ( )
C

f z dz =∫ �   

  .شود اثبات قضيه با به كار بردن قضيه گرين در مورد انتگرال روي منحني فوراً نتيجه مي

)در قضيه بالا شرط      )f z′   روي مرز     در درون وC    توان حذف كـرد ، ايـن        پيوسته باشد را مي

روي  مرز     در درون و   fاگر  .  رياضيدان فرانسوي اثبات شده است       گورساكار اولين بار توسط     

C,نحني  كه توسط دو مRناحيه  C1   : محدود شده است ، تحليلي باشد آنگاه داريم 2

( ) ( )
C C

f z dz f z dz+ =∫ ∫
1 2

�� �  

  

)روي مرز   در درون و  fاگر :قضيه   ) 3-1 )C   ـ كـه ناحيـه   را تـشكيل داده اسـت   Rسته ب

)ليلي باشد و خود تح )C هموار باشد آنگاه اگر z
�

  : باشد ، داريم Rاي در درون ناحيه  نقطه
( )

( )
C

f z
f z dz

i z zπ
=

−∫
1

2�

�

  

  

) هر گاه :اثبات  )C
�

zاي به مركز  دايره 
�

  ε و به شعاع 

)باشد آنگاه  )f z

z z−
�

) در ناحيه بين دو منحني  ) , ( )C C
�

  

  :تحليلي است پس 

                                    ( ) ( )

C C

f z f z

z z z z
=

− −∫ ∫
�

� �

� �  

  

  

  

izبا قرار دادن  z e θε− =
�

idz : داريم  ie dθε θ=  

  

  

  

  

  

  

  

  

( )C
�

 

( )C 

z•
�

 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

i

i i

i

C

C

C C

f z ief z
dz i i ie d i f z ie d

z z ie

f z
dz i f z d i f z

z z

f z f z
f z dz dz

i z z i z z

θπ π
θ θ

θ

π

ε
ε θ ε θ

ε

θ π

π π

+
= = +

−

= =
−

= =
− −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�

�

�

�

�

� � �

� �

� �

�

� �

�

�

� �

2 2

2

2

1 1
2 2

εاكنون  →  شود نتيجه مي�

 و از اينجا
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  .و اثبات قضيه تمام است 

اكنون از طرفين رابطـه      
( )

( )
( )

C

f z
f z dz

i z zπ
=

−∫
1

2�

�

z نـسبت بـه      �
�

گيـريم و در     مـشتق مـي    

  :شود اينصورت نتيجه مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  : مختلط هاي سري-4

  : با جملات مختلط تعريف سري ) 4-1

)سري   ) ( ) ... ( ) ...nf z f z f z+ + + +1 بـا قـرار دادن     . نامنـد    را يـك سـري مخـتلط مـي         ���� 2

..., ( ) ( ) , ( )S f z f z S f z= + =2 1 2 1 1 ، ( ) ( ) ... ( )n nS f z f z f z= + + +1 ــي2 ــري   م ــوئيم س  ����گ

limهمگرا است هر گاه      ( ) ( )n
n

S z S z
→∞

z هر گاه به ازاي كليه نقـاط         = R∈      كـه در آن R  يـك 

  .نامند  مي���� را حومه همگرائي سري R است ، همگرا باشد ، در اين صورت Cناحيه در 

  : سري زير را تعريف كنيم ����اگر از سري 

( ) ( ) ... ( ) ...nf z f z f z+ + + +1 2 �   

  .نامند را سري قدر مطلق مي ����آنگاه سري 

  . همگرا باشد ����نامند ، هر گاه سري  را به طور مطلق همگرا مي����سري 

همگرا باشد آنگاه خود سري هـم همگـرا         اه يك سري به طور مطلق       گنظير حالت حقيقي هر     

  .است 

)شرط لازم و كافي براي اينكـه سـري           :قضيه   ) 4-2 ) ( ) ... ( ) ...nf z f z f z+ + + +1  همگـرا   2

هاي موهـومي   هاي حقيقي و سري حاصل از قسمت       اين است كه سري حاصل از قسمت       باشد،

):همگرا باشند ، يعني  ) ( )( ) , ( )m n t n

n n

I f z R f z
∞ ∞

= =
∑ ∑

1 1

  . همگرا باشند 

  

  .خواننده است اثبات قضيه آسان و به عهده 

( ) ( )

( )
( )

( )

! ( )
( )

( ) ( )
( ) , ( )

n

n

C

C C

f z f z
f z dz f z dz

i iz z z

n f z
f z dz

i z z

zπ

π

π

+

′ ′′= =

=

− −

−

∫

∫

∫2 3

1

1

2

1
2 2� �

�

�

�

�

� �

�

 : بار تكرار كنيم آنگاه nو اگر اين كار را 
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)واضح است كه اگر سري قسمت حقيقي به تابع           )R z      و قسمت موهـومي بـه  ( )I z   همگـرا 

)باشند آنگاه سري  )n

n

f z
∞

=
∑

1

) به تابع  ) ( )R z iT z+شود  همگرا مي.  

 ـها شايد دستور نسبت از همه مهمتـر و كارآم         هاي همگرائي سري  از بين كليه آزمون    دتر ـــ

  .باشد مي

  

ــضيه  ) 4-3 ــري    :ق ــراي س ــاه ب ــر گ )ه ) ( ) ... ( ) ...nf z f z f z+ + + +1 ــيم  2 ــته باش  داش

( )
lim ( )

( )

n

n

f z
r z

f z

+ ) در اين صورت     1= )r z < ) آنگاه سري همگرا و اگر       1 )r z >  سري واگرا   1

)در صورتي كه . است  )r z =   .توان اضهار نظر كرد  در نوع سري نمي1

  

  يه همگرائي سري زير را پيدا كنيد ؟ناح ):1مثال

  :حل 

  

  

  

  

  

  

zپس سري در حومه 

z

+
<

−
1

1
1

z و يا  z+ < −1   . همگرا است 1

  

)سري   :تعريف   ) 4-4 )n

n

f z
∞

=
∑

1

اي هـر   نامند هر گاه با از     همگراي متشابه مي   D را در ناحيه     

ε > N عدد مثبت    � > ) وجود داشته باشـد بـه قـسمي كـه            � ) ( )nS z S z n Nε− < ∀ > 

  . برقرار باشد 

...

( ) ( )( )
lim

( ) ( ) ( )

n

n n

n
n

n n

z z z

z z z

z

f z f zn z zn z

f z n z f z zz

n z

+ +
− →∞

+ + +     + + + +     − − −     

+ 
  + ++ −   = = ⇒ = + − − + 

 − 

1 2 3

2 2 2

22
1 1

1 2

2

1 1 1 1 1 1
1

2 1 3 1 4 1

1 1
1 11 1

1 1 11 1
1

 :نويسيم يبراي حل مسأله دستور نسبت زير را م
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)اگر   :سري تيلور    ) 4-5 )f z    در ناحيه R  تحليلي باشد و مرز R  را بـا C   نـشان دهـيم و 

,z a هر دو در درون ناحيه R باشد آنگاه داريم :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)اكنون با توجه به رابطه  ) ! ( )
( )

( )

k

k

C

k f t
f a dt

i t aπ +=
−∫ 12 �

  :شود  نتيجه مي

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )

! !

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

...

( )
...

n
n

n

n

n n

C

C C

n
n

z a z a
f z f a f a z a f a f a R

n

z a f t dt
R

i t a t z

f t dt f t dt
f z

z ai t z i t a

t a

u
u u u

u u

z a z a

z a t a

t a

π

π π

+

+

+ +

+

− −′ ′′= + − + + + +

−
=

− −

= = ×
−− − −
−

= + + + + +
− −

− −
= + + +

− −−
−

∫

∫ ∫

2

1

1

1 1

1
2

2

2

1 1 1
2 2 1

1
1

1 1

1
1

1

�

� �

( )

( ) ( )
( ) ...

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

( ) ( ) ( )

n

n

n

n

n

n

C

n n

n n

C C C

z a

t a

z at a

t a

z a

f t z a z a t a
f z dt

z ai t a t a t a

t a

f t z a f t z a f t z a f t dt
dt dt

i t a i t a i t a i t a

π

π π π π

+

+

+

− 
 − +

−− −
−

 − 
  − − −  = + + + +

− − − − − − 

− − −
= + + + +

− − − −

∫

∫ ∫ ∫

1

1

1

2

1

1
1

2 1

1
2 2 2 2

�

( )
C

t z+ −∫ 1�

 :در واقع بنا به فرمول انتگرال كشي داريم 

 : داريم اكنون با استفاده از اتحاد

  :شودنتيجه مي

  :بنابراين
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  .نامند  ميa در نقطه f به سري تيلور تابع سطب را

  

   ) :نقاط ويژه(نقاط غير عادي  ) 4-6

) اگر تابع :تعريف  )f z در يك ناحيه به جز نقطه z a=ي باشد  واقع در آن تحليلz a= را 

  .نامند  ميfنقطه ويژه 

)به عنوان مثال در  )
( )

f z
z

=
− 2

1
3

z نقطه  =   .  نقطه ويژه است 3

  

) هر گاه :ها قطب )
( ) , ( ) , , ( )

( )n
z

z a n f z
z a

φ
φ φ ≠ ∈ =

−
�  كه R در درون ناحيه �

z است تحليلي باشد آنگاه aشامل  a= را قطب f از مرتبه nاگر . نامند  ميn =  آنگاه 1

z a=نامند ب ساده و يا قطب مي را يك قط.  

  

)مثلاً در  )
( ) ( )

z
f z

z z
=

− +23 1
z نقاط  = zقطب ساده و 1− = باشند  مي2از مرتبه   قطب 3

.  

 كه در آن

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ... (

( )
( ) ( )

)
!

( ) ( )

( ) (

( ) ( ) ... ( ) ...
!

)

n
n

n

n

n

n

n

n

C

z a
f z f a z a f a f a R

n

z a f t dt
R

z a
f z f a

i

z a f a f a
n

t a t zπ

+

+

+ +

−
′=

−
′= + − + + +

−
=

+ − +

− −

+ +

∫

1

1

1 12 �

limاگر  n
n

R +→∞
=1  : آنگاه سري �
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  :سري لورن  ) 4-7

)هر گاه    )f z       داراي يك قطب از مرتبه n   در z a=      روي دايره    داشته باشد و در درون و( )C 

) قطب ديگري نداشته باشد آنگاه تابع        r و به شعاع     aبه مركز    ) ( )
n

z a f z−   روي   در درون و

) دايره )C تحليلي است و داريم :  

  

  

z در fاين سري را سري لوران  a=نامند  مي.  

)سري   ) ... ( ) ...n

na a z a a z a+ − + + − +1�
نامند و قسمتي را كه      مي f را سري قسمت تحليلي      

  .نامند هاي منفي است قسمت اساسي سري لوران ميشامل توان

  

)به طور كلي سري  )kk

k

a z a
+∞

=−∞

  .نامند  را سري لوران مي∑−

  

r,هاي   و به شعاع   aهاي   بين دو دايره به مركز     f هر گاه    :قضيه   ) 4-8 r2  تحليلـي باشـند     1

  .توان بر حسب سري لوران بسط داد  را ميfآنگاه 

  .شود هاي رياضي مهندسي و توابع مختلط پيدا مياثبات قضيه در كتاب

  

  .توان تشخيص داد  به سري لوران ميfنوع قطب را از روي بسط تابع 

x به سري لوران در نقطه f در بسط تابع به عنوان مثال اگر a= داشته باشيم :  

, ... ...n n n n ka a a a− − − − − − −≠ = = = − = =� �1   .باشد  ميn از مرتبه f در اين صورت قطب 2

  

هاي منفي باشد آنگـاه آن نقطـه را          به سري لوران در يك نقطه داراي كليه توان         fاگر بسط   

  .نامند نقطه ويژه اساسي مي

  

...        :به عنوان مثال داريم  ...z
n

e
z z z

= + + + + +
1

2

1 1 1
1   

z = ze براي �
1

  . يك نقطه ويژه اساسي است 

( )
( ) ... ( ) ... ( ) ...nn

nn

aa
f z a a z a a z a

z az a

−−= + + + + − + + − +
−−

1
1�   
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 ����شكل 

y 

x 
• 

   :يه قض ) 4-9

)بسط   ) ( )
...

! !

n
n n n nS t n n

S t S n S t t−−
+ = + + + +2 21

2 3
S اگر    t>      براي كليه مقادير صـحيح 

n برقرار است ولي اگر t∆   .هاي صحيح مثبت برقرار است n آنگاه بسط فقط براي ≥

 ـكند تا بسط توابع كسري را بـه سـادگي   كمك مياين فرمول به ما   ر حـسب سـري لـوران    ب

  .بنويسيم 

  

)بسط تابع  ):1مثال )
( )( )

z
f z

z z z

−
=

+ −
7 2

1 2
>z را در ناحيه  + <1 1    بنويسيد ؟3

  :هاي مقدماتي داريمبا تجزيه كسر به كسر:  حل 

( )( )

z

z z z z z z

− −
= + +

+ − + −
7 2 3 1 2

1 2 1 2
 ـشـود    ملاحظه مي   zقطـه   ه ن ك = −1 

zهاي فوق را بـه صـورت        بنابراين كسر . باشد  مركز حلقه فوق مي    + 1 

  :كنيم يعني تنظيم مي

( ) ( )

z

z z z z z z

− −
= + +

+ − + + − + −
7 2 3 1 2
1 2 1 1 1 1 3

  

  

  

  :دانيم اما مي

  

  

  

  

  

  

  

  

  

zتوجه كرد كه تابع فوق در    بايد   = دو بسط ديگر به سري لوران دارد ، يكي از آنهـا   داراي 1−

zوار بين دو دايره با شعاع خيلي كوچك         در ناحيه حلقه   = z و دايره واحد به مركز       1− =  و  1−

zديگري در ناحيه بيرون دايره به مركز  =   ) 2( شكل3 و شعاع 1−

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

... ...

... ...
( )

... ... ( ) ( ) ( )
( ) ( )

n

n

n

n

z z z z
z

z zz

z

z
z z z z z z

z z z

z

− − − −

+

− − −

= − + + = − − + − + + − + +
+ −

+ ++
= − − − − − −

+ −

−
= − + − − + − + − − + − + − +

+ −

< + <

1 1 2

2

2 1

2 1 2 3

1
1 1 1 1 1 1

1 1

1 11 1 1
1 3 3 3 27 3

7 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 1

1 2 3 9 27 81

1 1 3

zاين كسر براي  + <1  : همگرا است بنابراين داريم 3
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  :شود پس داريم  دو سري به روش بالا نوشته ميهر

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   :ها مانده ) 4-10

ــي ــرض م ــابع ف ــيم ت ــه fكن z را در نقط a= ــسط داده ــوران ب ــري ل ــه س ــي  ب ــم يعن اي

( )( )
n

nF z a z a
+∞

−∞

= )يعنـي ضـريب      ( a−1 ، در اين صورت عدد       ∑− )z a
−

−
 در  fرا مانـده     ) 1

zقطب  a=نامند  مي.  

zهر گاه بخواهيم  a= يك قطب از مرتبه n باشد a−1آيد  از فرمول زير بدست مي:  

     �            
( )

( )lim ( )
!

n
n

nz a

d
a z a f z

n dz

−

− −→
 = − −

1

1 1

1
1

  

zو اگر  a=آيد  يك قطب ساده باشد فرمول بالا به صورت زير در مي:  

( )lim ( )
z a

a z a f z− →
= −1  

zدر واقع اگر  a= قطب f از مرتبه n باشد داريم :  

  

  

  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
... ...

...

( )

f z z z z

z z
z z z

z z z z

z

f z z z z

z z z

− −−

−

−

− −−

− − −

   = − + + − + + − + +   

 + + = − + + − − + − + − + − − − −    

= − + − − + − + − + −

< + <

   = − + + + − + + −   

= − + + + + +

�

1 11

2
1 2

1 2 3

1 11

1 1 2

3 1 1 1 2 3 1

1 1 1
3 1 1 1 1 2

3 9 27

2 11 1 83
3 1 1 1 1

3 9 27 81

1 1

3 1 1 1 2 1 3

3 1 1 1 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

... ...

( ) ...

z z z z

f z z z z

− − − −

− −

 + + + + + + + + + + 

= + + + + + >

3 1 2 3

3 2

1 2 1 3 1 9 1

19 1 7 1 1 3

 :به همين ترتيب داريم 

( )

( )

( )

( ) ( ) ... ( ) ( ) ...

( ) ( )! ( )... ( ) ...

( ) ( )!

n n n

n n

n
n

n

n
n

n

z a f z a a z a a z a a z a

d
z a f z n a n n z a

dz

d
z a f z n a

dz

−
− − + −

−

−−

−

−−

− = + − + + − + − +

 − = − + − × − + 

 − = − 

�

1
1 1

1

11

1

11

1 1 2

1

 و

)اگر از طرفين  )n −  : بار مشتق بگيريم خواهيم داشت 1
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   :ها قضيه مانده ) 4-11

)اگر  )f z در درون ناحيه R به جز a كه قطب از مرتبه n براي f است تحليلي باشد و C 

)در اين صورت .  است a باشد كه شامل Rيك خم بسته در ناحيه  )f zرا به صورت فرمول   

  

  

  :شود جه مينوشت ، با انتگرال گيري از اين رابطه نتي

( )
C

f z dz i aπ −=∫ 12�  

  :و يا به طور كلي 
  

   :قضيه   ) 4-12

) هر گاه  )f z     در درون ناحيه R    با مرزC       به جز نقاط متنـاهي ..., , ,c b a      واقـع در درون R 

  :تحليلي باشد آنگاه داريم 

( )( ) ...
C

f z dz i a b cπ − − −= + + +∫ 1 1 12�  

,كه در آن  , , ..a b c− − −1 1 ,... در نقاط f يها مانده1 , ,c b aباشند  مي.  

اي حقيقـي را هـم محاسـبه        هتوان بعضي از انتگرال   ها به آساني مي   با استفاده از قضيه مانده    

  .كرد

  

مطلوب است محاسبه     ):1مثال
C

z
dz

z z

−
−∫ 2

4 3
 2اي به مركز مبدأ و به شعاع         دايره C كه در آن     �

  باشد ؟مي

z,شود كه ملاحظه مي: حل  z= =1 )هاي ساده  قطب� )
z

f z
z z

−
−2

4   .باشند  مي3

  :پس داريم 

( )
C

z
dz i m m

z z
π

−
= +

−∫ 1 22

4 3
2�  

z مانده در m1كه در آن  = z مانده در m2 و � =    است و 1

( )( )

( )

lim lim , lim lim
z z z z

C

z zz z z
m m

z z z z z z

z
dz i i

z z
π π

→ → → →

− −− − −
= = = − = = =

− − −

−
= − + = −

−∫

1 22 21 1

2

1 4 34 3 4 3 4 3
4 1

1

4 3
2 4 1 6

� �

�

  

( )
( ) ... ( ) ... ( ) ...nn

nn

aa
f z a a z a a z a

z az a

−−= + + + + − + + − +
−−

1
1�  
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   انتگرالمطلوب است محاسبه ):2مثال
( )C

dz

z −
∫ 23 1
z  دايرهC كه در آن � − =1   باشد ؟ مي1

  :داريم : حل 

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

dx  انتگرال مطلوب است محاسبه ):3مثال

x

∞

+∫ 41�
  

اي  كه توسط نيم دايره    Dناحيه  براي محاسبه اين انتگرال كافي است انتگرال زير را در           : حل  

iمحاسبه كنيم است  Rبه مركز مبدأ و به شعاع 

iC

dz
m i

z
π

=

 
=  +  

∑∫
4

4
1

2
1�

  

هاي  ماندهimكه در آن 
z+ 4

1
1

  .باشند  مي

, , ,
i i i i

z z e z e z e z e
π π ππ

+ = ⇒ = = = =�
3 5 7

4 4 4 4 4
1 2 3 41  

  

  

هاي  قطب
z+ 4

1
1

,باشند و تنها دو قطب       ساده مي  
i i

e e
ππ 3

4  در درون ناحيه بالا است پس       4

  :داريم 

  

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
lim lim lim

C

z z z

dz
I i m

z

zd d d
m z

dz dz dzz z z z z

i
I i

π

π
π

→ → →

= =
−

     − + − −     = − = = = =
     − + − + −     

− − = = 
 

∫ 23

2

2 2 31 1 13 2 2

2
1

2 2 11 1 6 2
1

27 91 1 1

2 4
2

9 9

�

zچون  =  هستند Cهاي ديگر در بيرون دايره باشد و قطب مي2از مرتبه قطب  1

:پس 

R R− 

z 1 z 2 

Γ 

1 

( )

( )

lim

lim

i

i

i

i
z e

i

i
z e

z e

m
z e

z e

m
z e

π

π

π

π

π

π

→

→

−
= =

+

−
= =

+

4

3 4

4

1 4 3 4

3 4

2 4 9 4

1
1 4

1
1 4
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  :بنابراين داريم 

  

  

  

  

  

  

  

limكنيم  ثابت مي 
R

dz

z→∞
Γ

=
+∫ 41

dz در اين صورت خواهيم داشت       �

z

π∞
=

+∫ 4

2
1 4�

 اكنـون ثابـت     

)كنيم هر گاه مي )
k

M
f z

R
, با ≥ Reik z θ> lim آنگاه 1= ( )

R
f z dz

→∞
Γ

=∫ �   

  :اثبات 

( ) ( ) lim ( ) lim ( )
k k R R

M M
f z dz f z dz R f z dz f z dz

R R

π
π − →∞ →∞

Γ Γ Γ Γ

≤ ≤ = ⇒ = ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫1 � �

)در مورد  )f z
z

=
+4

1
1

) داريم  )f z
R

< 4

lim:      پس 2
R

dz

z→∞
Γ

=
+∫ 41

�  

  

)هائي كه به شكل      محاسبه انتگرال  ):4مثال )sin , cosG d
π

θ θ θ∫
2

�
  تابع منطـق   G كه در آن     

sinاز  , cosθ θباشند ؟ مي  

izبا قرار دادن : حل  e θ=شود  نتيجه ميcos , sin
z z z z

θ θ
− −+ −

= =
1 1

2 2
  

idzو   ie dθ θ=   يا dz
d

iz
θ )هاي فوق به صورت      انتگرال = )

C

f z dz∫  آيـد كـه در آن        در ميC 

  .باشد دايره واحد به مركز مبدأ مختصات مي

  

 محاسبهمطلوب است  ):5مثال
sin

dπ θ
θ+∫

2

5 3�
   ؟

  :هاي بالا داريم  با استفاده از قرارداد:حل 

sin
C

d dz

z iz

π θ
θ

=
+ + −∫ ∫

2

2

2
5 3 3 10 3� �  

  .باشد  دايره واحد به مركز مبدأ ميCكه در آن 

هاي اكنون قطب
z iz+ −2

2
3 10 3

  :كنيم  را محاسبه مي 

lim lim

i i

C

R

R
C

R

RR R
C

dz
i e e

z

dz dz dz

z z z

dz dz dz

z z z

π π π
π

− −

+

−
Γ

+

−→∞ →∞
Γ

 = + = +  

= +
+ + +

= +
+ + +

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

3 94 4
4

4 4 4

4 4 4

1 1 2
2

1 4 4 2

1 1 1

1 1 1

�

�

�

  :داريم از طرفي 
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,
i

z iz z z i z i
− ± − + − ±

+ − = ⇒ = = ⇒ = − = −2
1

5 25 9 5 4 1
3 10 3 3

3 3 3�
�  

zشود فقط ملاحظه مي i= −1

1
3

) در درون دايره  )C است ، پس داريم :  

( )
lim lim

i i
z z

C

iz
m

z iz z i i

dz
i

z iz i

π
π

− −
→ →

+ ×
= = =

+ − +

 = = + −  ∫

1 2

3 3

2

2 2 13
3 10 3 6 10 4

2 1
2

3 10 3 4 2�

  

  

هاي  توان انتگرال هاي بالا مي  مشابه انتگرال 
cos

( )
sin

mx
F x dx

mx

+∞

−∞

 
 
 

) را كه در آن      ∫ )F x   يـك 

  .تابع منطق است محاسبه كرد 

):    دهيم ها قرار ميل اين انتگرالبراي ح ) imz

C

F z e dz∫�  

)كه در آن  )Cاي به شعاع  نيم دايرهR و قطر آن كه منطبق بر محور x ها است.  

  

cosmx محاسبهمطلوب است  ):6مثال
dx

x

∞

+∫ 2 1�
   ؟

اول  : حل  
i mz

C

e

z +∫ 2 ) را روي منحني     �1 )C           كه در شكل زير نشان داده شده است محاسبه مـي -

  :كنيم 

  

  

   

  

  

z,هاي عبارتند از پس قطب i z i= − =1�
z كه فقط  i=1م  در درون ناحيه است پس داري:  

  

R R− 

i 
Γ 

• 
z i z= ± + =2 1 � 

( )lim lim
i mz i mz m

z i z i

i mz m
m

C

i mz i mz i mz
R

m

R
C

e e e
m z i

z z i i

e e
dz i e

z i

e e e
dz dx dz e

z x z

π π

π

−

→ →

−
−

−
Γ

= − = =
+ +

= =
+

= + =
+ + +

∫

∫ ∫ ∫

1 2

2

2 2 2

1 2

2
1 2

1 1 1

�

�

 :بنابراين 

 :از طرفي ديگر داريم 
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  :و يا 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   ) :يا همشكل(هاي همديس نگاشت ) 5

)تابع تحليلي    ) ( , ) ( , )w f z u x y iv x y= =  يك تبـديل   +
( , )

( , )

u u x y

v v x y

=


=
 بـين نقـاط صـفحه    

( ) , ( )u o v x o y′كند  را مشخص مي.  

)كنيم اين تبديل نقطه     فرض مي  , )o ox y   صفحه   ازx o y     را به نقطه ( , )o ou v    از صفحه u o y′ 

  .تصوير كند 

  

  

  

  

  

  

c,و دو خم     c2 x در صفحه    1 o y      همديگر را در نقطه ( , )o ox y توسط تبديل بالا به    اند و    بريده

c,دو خم  c′ ′2 ) كه در 1 , )o ou vتصوير شود  ،اند همديگر را بريده .  

c,اي باشد كه زاويه بين دو منحني        به گونه هر گاه تبديل     c2 ) در نقطه  1 , )o ox y از نظر اندازه و 

c,با زاويه بين دو منحني      جهت   c′ ′2 ) در نقطه    1 , )o ou v        با هم برابر باشند آنگاه نگاشت يا تبديل 

اي باشد كه فقط اندازه را حفظ كند آنگـاه  اگر تبديل به گونه  . نامند   مي همديسرا يك تبديل    

  .نامند  مي1وگنالزآيآن را تبديل 

                                                 
1 Isognal 

cos sin

cos sin

sin
lim , lim

cos

i mz
R R

m

R R

i mz
R R

m

R

i mz
R

RR R

m

mx mx e
dx i dx dz e

x x z

mx mx e
dx i dx dz e

x x z

e mx
dz dx

z x

mx e
dx

x

π

π

π

−

− −
Γ

−

−
Γ

−→∞ →∞
Γ

−∞

+ + =
+ + +

= + + =
+ + +

= =
+ +

=
+

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

2 2 2

2 2 2

2 2

2

1 1 1

2
1 1 1

1 1

1 2

�

�

� �  :توان نشان داد به آساني مي

  :پس

o 

y 

x 

( , )o ox y 

c2 

c1 

o ′ 

y 

x 

( , )o ou v 

c ′2 

c ′1 

 �شكل 
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   :قضيه  ) 5-1

) تحليلي و    R در ناحيه    f هر گاه  )f z′ ≠   .باشـد    همـديس مـي    R در كليه نقاط     f آنگاه   �

)كنيمفرض مي : برهان   )w f z=  دل باشد كه در آن در نقطه         يك تبoz    تحليلي و ( )of z′ ≠ � 

c خم   f گذشته  تصوير آن توسط       oz خمي باشد كه از      c1و   )طـه    باشد كه از نق    ′1 )o ow f z= 

  . گذشته است 

  

  

  

  

  

  

) را با c1حال اگر معادلات پارامتري  ) , ( )y t x t دهيم آنگاه داريم نشان :  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

oو در نتجه  oϕ α θ= ) يعني اگر + )of z′ ≠   .كند  زاويه بين دو منحني را حفظ ميf آنگاه �

  

   :قضيه تصويري ريمن  ) 5-1

x در صفحه    R مرز ناحيه ساده     Cكنيم  ض مي فر o y   و C  مبـدأ در     دايره واحد بـه مركـز      ′

uصفحه   o v′    باشد و R Cحـدود بـه     م ناحيه   ′  باشـد در ايـن صـورت يـك تـابع تحليلـي       ′

( )w f z=  

 �شكل 

c1 

o 

y 

x 

oz θ
�

 

c1 

o 

y 

x 

oz θ α+
�

 

( )

( ) ( )

( ) , ( ) ( ) ( )

( )

, , ( ) Re

Re

o

o

o o

o o

o o o

o z z

w w

i i i

o

w w z z

i i ii

o o

w f z t z t x t iy t

dw dw dz dw dz
f z

dt dz dt dt dt

dw dz
e r e f z

dt dt

e r e Rr e

ϕ θ α

ϕ α θ α θα

ρ

ρ

=
=

= =

+ +

= = +

  ′= ⇒ = 
 

    ′= = =   
   

= =

 :و از اينجا 

 :اگر قرار دهيم 

 :گاه داريم نآ

o 

y 

x 

R 

o ′ 

v 

u 

R ′ 
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R يك نقطه    Rوجود دارد به قسمي كه هر نقطه         C به يك نقطـه      C و هر نقطه از      ′  تـصوير   ′

  .باشد  يك به يك ميfشود ، بعلاوه 

)تابع  )f z داده شده در توان مشخص كرد  كافي است نقطهشامل سه ثابت است و آنها را مي   

R را متناظر با مبدأ در نظر گرفت .  

  .دهد  را در حالت كلي نشان نميfتوجه كنيد كه اثبات قضيه ريمن ضابطه 

دايره متحدالمركز تصوير  بين دو منحني كه به ناحيه بين دو        Rتوان به ناحيه    اين قضيه را مي   

  .شود تعميم داد مي

  :كنيم حال توجه خود را به چند تبديل مهم جلب مي

β,در اين قسمت  α اعداد مختلط هستند   

w انتقال )1 z β= + :   

x نقاط صفحه    wدر اينجا    o y    را در امتداد بردار β  كند ، و چون      جابجا ميw ′ =  پس انتقال 1

  .يك تبديل همديس است 

  

oi دوران )2
w e z

θ= :   

xها را در صفحه     اين تبديل شكل   o y     با اندازه زاويه oθ     دهيم،  حول مبدأ مختصات دوران مي

θاگر   > θجهت دوران جهت مثلثاتي است و اگر    � < هاي سـاعت   جهت دوران جهت عقربه�

  .است 

  

a, انبساط و انقباض )3 C w aZ∈ = :   

aدهد سپس بر حسب اينكه      ن مي ها را دورا  اين تبديل اول شكل    > ) يـا    1 )a <  شـكل را    1

  .كند منبسط يا منقبض مي

  

w انعكاس )4
z

=
1 :   

  

w تبديل خطي )5 zα β= + :   

  .اين تبديل تركيبي از دوران و يك انتقال است 

  

))يا تبديل موبيوس ( كسري   دو خطيتبديل )6 )z
w

z

α β
αδ βγ

γ δ
+

= − ≠
+

� :   

  .باشد شود كه اين تبديل تركيبي از انتقال ، دوران و انعكاس ميملاحظه مي
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   : يك نيم صفحه به يك دايرهتبديل  )7

x يك نقطه دلخواه در نيم صفحه ozكنيم فرض مي o y   

yنيم صفحه بالا نقاطي هستند كه ( باشد  >   اكنون ) �

oiتبديل  o

o

z z
w e

z z

θ  −
=  − 

  .گيريم  را در نظر مي

  اين تبديل نيم صفحه فوق را به درون دايره واحد 

w =   ها به يك نقطه xهر نقطه واقع بر محور . كند  مي1

  توان با انتخاب يك را ميoθشود مقدار ثابت از دايره واحد تصوير مي

xنقطه دلخواه از محور  o x′ و مشخص كردن تصوير آن روي دايره واحد تعيين كرد .  

oPك نقطه دلخواهي در نيم صفحه فوقاني باشد ، قرينه  يzدر واقع اگر  z= را نسبت به 

oQ ها xمحور  z=محل تلاقي . كنيم  را تعيين مي( )AQ A z= با محور x ها نقطهMمي -

MPباشد و داريم  MQ=   

o:پس  oAP z z z z AQ= − < − ) داريم ∆APMدر مثلت  ( = )AP MP AM< +(  

  :از طرف ديگر داريم 

oi oo

o o

z zz z
w e

z z z z

θ −−
= = <

− −
1  

  : ها باشد آنگاه xمحور  روي zاگر 

, o ow z z z z= − = −1  
  

   :  كريستوفل-شواتز تبديل  )8

...چند ضلعي    nw w w1 ,...,هاي داخلي    با زاويه  2 ,nα α α2 گيـريم   در نظر مـي uv را در صفحه   1

,...,ط  همچنين نقا  ,nx x x2 x  را روي محور      1 o x′    در صفحه x o y  كنيم تبـديلي    انتخاب مي

R را به ناحيه     Rكه ناحيه    ...كند و نقـاط     تبديل مي ) 3( مطابق شكل    ′ nw w w1  را بـه نقـاط      2

,..., ,nx x x2   :باشد كند به صورت زير مي تبديل مي1

( ) ( ) ( )...
ndw

A z x z x z x
dz

α α α
π π π

− − −
= − − −

1 21 1 1

1 2 2  

)                      : و يا  ) ( ) ( )...
n

w A z x z x z x dz B
α α α
π π π

− − −
= − − − +∫

1 21 1 1

1 2 2  

B,كه در آن  A ثابت هستند .  

  

z A= 

oz 

P 

M 

Q 
oz 

o 

w 1 

w 2 

w 3 

w 4 

α1 
α2 

α3 

α4 

u 

v 

o x 

y 

R ′ 

x

•

1

 
x

•

2

 
x

•

3

 
x

•

4

 

 ����شكل 

R 
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  :وجه كرد در اين تبديل به نكات زير بايد ت

nx,...,سه نقطه از نقاط  -1 x    را به دلخواه انتخاب كنيد 1

B,هاي ثابت -2 Aكند  اندازه ، موقعيت و جهت چند ضلعي را مشخص مي. 

- انتخاب كنيد و آن را در فرمول       ∞ را به عنوان     nxبه طور قرارداد يكي ار نقاط مانند         -3

 . اعمال كنيد ���� يا ����هاي 

  .گرفتحد يك چند ضلعي بسته در نظر توان چند ضلعي باز را مي -4

  

) تابع   )مثال   )w f z=                 را طوري مشخص كنيد كه ناحيه زير را به نـيم صـفحه بـالاي x o y 

  تصوير كنيد ؟

  :حل 

  

  

  

  

  

  : كريستوفل داريم –با استفده از تبديل شوارتز 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

P T 

Q b= − S b= u 

v 

P ′ Q ′ = −1 T ′ = 1 T ′ 

( ) ( ) ( ) ( )

sin

sin( )

sin( )

,

, sin

dw A k
A z z A z z

dz z z

w kArc z B

b kArc B b k B

b kArc B b k B

b
k B

b w
w Arc sinz z

b

π π
π π

π

π

π

π
π

− − − −
= − + = − + = =

− −

= +

 − = − + ⇒ − = − + 
 

 = + ⇒ = + 
 

= =

= =

�

1 1
1 1

2 2 2 2
2 2

1 1 1 1
1 1

1
2

1
2

2

2
2

 از اينجا 

  :ا مطابق شكل داريم ام

  :شود از اينجا نتيجه مي

  :و يا 
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  ريناتـــــــتم

   مقادير زير را محاسبه كنيد ؟-1

mI )الف
i

=
+
1

1
e )ب                  

z
R

z

 
 
 

) )ج                         )
( )

i

i i

+

+

6

23

1

1 4
  

  

   ؟د مختلط زير را به صورت قطبي نمايش دهيداعدا -2

) )الف )i+1                  ب( i+3                        ج( i−   2 )د                      3

  

هاي زير مشخص شده است را  مختلط را كه با نامساويمكان هندسي نقاطي از صفحه -3

   ؟رسم كنيد

z )الف = z )ب                  2 i+ − >1 z )ج                        2 i

z

−
≤

+
3

1
  

  

  ؟مقادير زير را محاسبه كنيد  -4

) )الف )i
1
) )ب                  22 )i+

3
21  )ج                        3

1
62  

  

zچهار ريشه معادله  -5 + = �4   ؟ را بدست آوريد 16

  

  ؟ را بدست آوريد 1هاي پنجم عدد ريشه -6

  

uثابت كنيد  -7 y yx= −3   ؟ز است ، مزدوج همساز آن را بدست آوريد  همسا23

  

)نشان دهيد تابع  -8 )cos sinyw e x i x−=   ؟ تحليلي است +

  

  ؟ نشان دهيد توابع زير همسازند و مزدوج همساز آنها را بدست آوريد -9

) )الف )u y x y
−

= +
12 ) )ب                  2 )u x y= −2 1  

  

  ؟ير اصلي اعداد زير را پيدا كنيد مقاد -10

) )الف ) i
i

−
+

2
) )ب                  1 )i

1
i+3 )ج                        22 22  
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  ؟معادلات زير را حل كنيد  -11

sin )الف z = cosz )ب                  10 = ze )ج                        5 i= − +2 2  

  

)اي تابع در چه نقطه -12 )( )f z x y i x y= + + +2 2   ؟ داراي مشتق است 22

  

}ناحيه   -13 }( , ) , ,D x y x y= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤� � �
2 1 ) توسط تابع 2 )w i z i= + + −1  به 2

  ؟شود كدام ناحيه تبديل مي

  

w  تابع -14 az b= i, را چنان تعيين كنيد كه نقاط + i− +2 3 2  به ترتيب به نقاط 3

,i−    تبديل شوند ؟�1

  

zنقاط ثابت تبديل  -15
w

z

−
=

6   ؟ را بدست آوريد 9

  

yخط  -16 x=بديل  توسط تz
w

z i

+
=

+
  ؟شود  به چه منحني تبديل مي1
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  :منابع
  1386 انتشارات آشنا - دكتر تومانيان  :تأليف -  رياضيات مهندسي - 1

  

    سيامك كاظمي:ترجمه - رت باوئيس - ري وايلي كلارنس:تأليف)  1( رياضيات مهندسي پيشرفته جلد-2

  )چاپ دوم(1377صنعتي شريف انتشارات علمي دانشگاه               

  

   سيامك كاظمي :ترجمه  - اوئيس پيرت - ري وايليتأليف كلارنس)  2( رياضيات مهندسي پيشرفته جلد- 3

  )چاپ دوم(1377انتشارات علمي دانشگاه صنعتي شريف               

  

   دكتر عبداله شيدفر:تأليف -   رياضيات مهندسي- 4

  

  و دموست-ار-  ال:تأليف  - اضيات مهندسي پيشرفته هاي پيشرفته حل شده در ري مثال-5
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