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  پيشگفتار
  

  به نام خدا

ان ي دکتـر پارس ـ   يف جناب آقا  يتال" ياضي آمار ر  يمبان"دانيم کتاب     همانطور که مي  

كتاب حاضـر بـه     .  رشته آمار است   يليلات تکم يان تحص ي از دانشجو  يمرجع بسيار 

 ـان توسـط آقا   يو سوالات مکـرر دانـشجو     کتاب  ن  ياعلت سختي برخي مسايل      ان ي

و بـا کـسب اجـازه از محـضر پروفـسور            بافنـده   د فکور   ين آشفته و دکتر وح    يافش

فـصل اول بـه اثبـات       در  . در پنج فصل تنظيم شـده اسـت        ١٣٨٠در سال   پارسيان  

از اين روابط در فصلهاي نکه  يعلاوه بر ا   که   خته شده است  پردا  " روابط بين توزيعها  "

 ـ جهت اطلاع از اثبـات ا  ي خود منبع خوب   دوم به بعد استفاده خواهد شد      ن روابـط  ي

فصلهاي دوم تا پنجم شامل حل مسائل فصلهاي دوم         .  است ي استنباط آمار  يبردکار

بـا توجـه بـه      . باشد   مي ١٣٧٨ سال   درتا پنجم كتاب مباني آمار رياضي انتشار يافته         

اينکه در چاپهاي بعدي برخي سوالات به فصلها اضافه شده اسـت صـورت سـوال               

ن شـماره سـوالات در چاپهـاي        آورده شده تا خواننده را از تناظر برقرار کردن بـي          

با نـام   بنا به نياز در اين كتاب ارجاعاتي به مطالب كتاب اصلي            . مختلف فارغ نمايد  

  .داده شده است" کتاب آمار رياضي"

 نسخه چاپ گرديد که ١٠٠٠ تنها به تعداد ١٣٨٠با توجه به اينکه اين کتاب در سال 
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  . نايل شوندستهي شايا جهيدست يافته و به نتح يصح

.  
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  گام دوم

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Θ∈=

Θ=Θ
⇔

x

yx

k
xf
yfyx

θ
θ

θ ;
)(
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Θ∈=
−

−
=

⇔
x

n

n k
xu
yu
yx

θ;
)(
)(

)(

)(

)()(

1
1

11

     

                                                         )()( 11 yx =⇔   

1XT)(بنابراين آماره بسنده    .، بسنده مينيمال است=

  . را محاسبه مي كنيمT ابتدا توزيع Tبراي بررسي كامل بودن 

n

t

nn tdxtXPtTP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
−

=
−

=>=> ∫ θθ 1
1

1
11

1 ][)]([)(  

  بنابراين

11
11 ≤≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
−

−= tttF
n

T θ
θ

)(  

11
1 1

≤≤
−
−

=
−

ttntf n

n

T θ
θ )(

)()(  

),( باشد بطوريكه براي هر T تابع  دلخواهي از h(T)فرض كنيد  1−∞∈θ داشته

])[(=0باشيم  ThEθ  

  آنگاه

∫ =− −
1

1 01
θ

dttth n))((  

  از معادله اخير خواهيم داشتθبا مشتق گيري نسبت به 

  

),())(( 101 1 −∞∈∀=−− − θθθ nh  

   داريم  استθ>1چون 

),(,)( 10 −∞∈∀= θθh  

  پس
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10 ≤≤∀= ttth θ:,)(  

  

  . كامل استTبنابراين آماره بسنده مينيمال 

xx) 

∏
=

∈=<<++=
n

i
i

i
n nix

x
xxf

1
1 102110

2
1 ),(,,...,,])[(),...,( θθθθ  

ــار    ــيمن آم ــدي ن ــته بن ــضيه دس ــابر ق ــاي بن ),,...,(ه ه )()()( nXXXT    و=21

),...,,( nXXXT 211   . بسنده هستند=

 T كتاب آمار رياضي نشان مي دهيم كه آمـاره           ٧٠ صفحه   ٢-٢با استفاده از قضيه     

2بسنده مينيمال است، فرض كنيد 
1

0 =θداريم   

∏

∏

=

=

+

++
= n

i
x

n

i
x

n

n

i

i

xxf
xxf

1
4
1

2
3

1
2

1

1
1

0 ][

])[(

),...,(
),...,(

θ

θ

θ

θ
  

),,...,(مشاهده مي شود كه نسبت فـوق ازطريـق           )()()( nxxx ),...,( يـا    21 1 nxx   بـه 

),...,( nxxx   . بستگي دارد=1

ــيص   ــون تلخ ),,...,(چ )()()( nXXX ),,...,( از 21 nXXX ــذا  21 ــت ل ــشتر اس  بي

),...,,( )()()( nXXXT   .استθ يك آماره بسنده مينيمال براي =21

1101 ><<
−

= θ
θ
θ θ

θ ,)(ln)( ln xexf xxxi)        

توزيع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال              

∑
=

=
n

i
iXT

1
    . است

تر برابر است بنـابراين آمـاره بـسنده مينيمـال           مون بعد آماره با بعد فضاي پارا      چ 

∑
=

=
n

i
iXT

1
  . كامل نيز است
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0101
11 1 ><<
−

= − θ
θθ

θ
θ ,

)(
.

),(
)( )(ln xe

xxB
xf xxxxii)         

توزيع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال              

∑
=

−=
n

i
ii XXT

1
1 )](ln[است .  

 كامـل  Tپس آماره بسنده مينيمال . چون بعد آماره با بعد فضاي پارامتر برابر است       

  .نيز است

  

010 ><<= θθ θ
θ ,)( ln xe

x
xf xxxiii)       

     يع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال              توز

∑
=

=
n

i
iXT

1
ln است.  

 كامل  T پس آماره بسنده مينيمال      ،چون بعد آماره با بعد فضاي پارامتر برابر است        

  .نيز است

■  
  

nXX فرض كنيد  -٤ در هـر   . زير باشند  توزيع   متغيرهاي تصادفي مستقل از    1,...,

  .به دست آوريد) ها(يك از موارد زير آماره بسنده مينيمال را براي پارامتر 

  niiNX i ,...,,),(~ 11 =θ    i)  

;,...,,),(~ niyNX ii 12 =+ σβα   ii)   

nyy    مقادير معلوم اند1,...,

niiEX i ,...,,)(~ 1=θ  iii)  

niiPX i ,...,,)(~ 1=θ  iv)  

 niiEX i ,...,,),(~ 11 =θ   v)  
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niiEX i ,...,1,),(~ =λθ  vi)  

niiiUX i ,...,,))(),((~ 111 =+−− θθ vii)  

   niiX i ,...,,),(~ 1=Γ λα viii)  

niX ii ,...,,),(~ 1=Γ λα  ix)  

  niaNX i ,...,,),(~ 12 =θθ  x)  

  : حل

niexf
ix

i

i

,...,1
2
1)( 2

)( 2

==
−− θ

θ π
i)      

                          }exp{ i
i ixix

θθ
π

+−
−

= 222
1 222

 

توزيع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال             

∑ )و كامل(
=

=
n

i
iiXT

1
  . است

})(exp{)(,,
2

22 2
1

2
1

iii yxxf βα
σπσ

σβα −−−=ii)     

           }exp{ 22

22

2

2

2

2

222 2222
1

σ
αβ

σ
β

σ
α

σσ
β

σ
α

πσ
iiiiii yyxyxx

−−−−+= 

( ه مينيمـال     پارامتري با آماره بسند    ٣توزيع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي      

),,() و كامل ∑∑∑
===

=
n

i
i

n

i
ii

n

i
i XyXXT

1

2

11
  . است

ixi
i eixf θ

θ θ −=)(iii)     

توزيع فوق متعلق به خانواده توزيعهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال             

∑ )و كامل(
=

=
n

i
iiXT

1

  . است

θ
θθ

θ
θ ln)()( i

ii
x

i

xi

i

xi

i e
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ie
x
iexf
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عهاي نمايي يك پارامتري با آماره بسنده مينيمال        توزيع فوق متعلق به خانواده توزي     

∑ )و كامل(
=

=
n

i
iXT

1
  . است

   niixexf i
ix

i
i ,...,)( )( 1=≥= −− θθ

θ  v)       

فرض كنيد 
i
x

y i
i =  

)(),...,( )(

)(

θ
θ

θ −
∑

= =

−−

11
1 yuexxf

n

i
i ix

n  

  زيرا

ni
i
x

niix i
i ,...,,..., 11 =≤⇔=≥ θθ  

                                   niyi ,...,1=≤⇔ θ  

                                                iymin≤⇔ θ  

                                                    )(1y≤⇔ θ  

1yT)(سادگي ديده مي شود كـه آمـاره         ه  با استفاده از قضيه دسته بندي نيمن ب        = 

 كتاب آمار رياضي نـشان مـي        ٧٥از دستور العمل صفحه     با استفاده   بسنده است،   

  . بسنده مينيمال نيز استTدهيم 

  گام اول

{ } ),(: )()( 11 yyx −∞=≤Θ∈=Θ θθ  

  گام دوم

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈=
′

Θ=Θ
⇔′

′

x

xx

k
xf
xfxx θ

θ

θ ;
)(
)(~  

                      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈=
∑∑

′=
⇔
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ke

yy
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i
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i
i
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                                                          )()( 11 yy ′=⇔   

1YT)(بنابراين آماره    . بسنده مينيمال است=

  niixexf i
ix

i
i ,...,,)( )(

, 10 =≥>= −− θλλ θλ
λθ vi)   

فرض كنيد 
i
x

y i
i   ، آنگاه =

)(),...,( )(

)(

, θλ
θλ

λθ −
∑

= =

−−

11
1 yuexxf

n

i
i ix

n
n  

  زيرا

                    ni
i
x

nixi i
i ,...,,..., 11 =≤⇔=≤ θθ  

     niyi ,...,1=≤⇔ θ  

                      )(1y≤⇔ θ  

 ـ          سـادگي ديـده مـي شـود كـه آمـاره            ه  با استفاده از قضيه دسته بنـدي نـيمن ب

∑
=

=
n

i
i YXT

1
1 ),(   . بسنده است)(

 T كتاب آمار رياضي نشان مي دهيم آمـاره          ٧٥با استفاده از دستور العمل صفحه       

  .نيز است بسنده مينيمال

  گام اول

{ } ),(),(,|),( )()( 11 00 yyx −∞×∞=≤>=Θ θλλθ  

  گام دوم

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

Θ∈=
′

Θ=Θ
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′

x

xx

k
xf
xfxx θ

λθ

λθ ;
)(
)(~

,

,  
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⎪
⎨
⎧
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⇔
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i
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;
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                                   ),(),( )()( ∑∑
==

′′=⇔
n

i
i

n

i
i xyxy

1
1

1
1  

),(بنابراين آماره  )( ∑
=

=
n

i
iXYT

1
  . بسنده مينيمال است1

niixi
i

xf ii ,...,)()()( 1112
1

=+<<−−= θθ
θθvii)    

فرض كنيد 
i
x

y i
i    بنابراين=

niixi i ,...,)()( 111 =+<<−− θθ  

            ni
i
xi ,...,)()( 111 =+<<−−⇔ θθ  

                         niyi ,...,111 =+<<+−⇔ θθ  

  

                      niyi ,...,11 =<−<−⇔ θθ  

                      θθ <−<−<−⇔ 111 )()( nyy    

                         )()( , 111 yy n −>−>⇔ θθ  

                      },max{ )()( 11 1 −−=>⇔ nyytθ  

  م مي شودأتوزيع تو

∏
=

− −=
n

i
n tuixxf

1

1
1 2 )()(),...,( θθθ  

  سادگي ديده مي شود كهه توسط قضيه دسته بندي نيمن ب

},max{ )()( 11 1 −−= nYYT  

   زيرااين آماره بسنده مينيمال نيز است. آماره بسنده است

  گام اول

{ } ),(| ∞=>=Θ ttx θθ  

  گام دوم
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈=
′

Θ=Θ
⇔′

′

x

xx

k
xf
xfxx θ

θ

θ ;
)(
)(~  

                      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Θ∈=
′−

−
′=

⇔
xk

tu
tu

tt

θ
θ
θ ;

)(
)(  

                                                              tt ′=⇔   

}max,{بنابراين آماره  )()( 11 1 −−= nYYT است بسنده مينيمال.  

له مي توان به جاي أدر حل اين مس
i
x

y i
i =−1 از =

i
x

y i
iنيز استفاده كرد .  

  

niexixf ixi
ii ,...,)(

)(
)(, 11 1 =

Γ
= −− λαα

λα λ
α

viii)       

                          }1)lnx-(exp{)(
)( iαλλ

α
α +−

Γ
= ixii1

   

) و كامل ( ل   پارامتري با آماره بسنده مينيما     وتوزيع فوق متعلق به خانواده نمايي د      

),ln( ∑∑
==

=
n

i
i

n

i
i iXXT

11
),( براي پارامتر  λαاست .  

 
niexxf iii

i

x
i

i
i ,...,

)(
)(, 11 1 =

Γ
= −− λαα

λα λ
α

ix)              

                ii
i

x

ii

e
x

lnx i

)(
αλ

α

α
λ +−

Γ
=  

  .توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي دو پارامتري است

  م نمونه تصادفي مي شودأتوزيع تو

∏
=

=
n

i
i

ff
1

)x()x,,...x,(x i,n21 λα  
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}ln...lnlnx{-exp
)(

nn2211
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1i
in

1i
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n
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n

i
i

i

αααλ
α

λ
α

++++
Γ

∑
= ∑
∏ ∏ =

= =

=

1

  

)(چنانكه ملاحظه مي شود توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي          1+n     پارامتري بـا 

  آماره بسنده مينيمال

∑
=

=
n

i
i XXXXT

1
)ln,...,ln,ln,( n21  

),,,,....(براي پارامتر  n1 αααλ   . است2

  

2
2 )(

2
1

)(
θ

θ
θ

θπ

−−
=

ix
a

i e
a

xf
22

1x)       

                        }
2

xexp{ 2

2
i

θθθπ a
x

aaa
i+−−= 2

1
2
1

2
  

توزيع فوق متعلق به خـانواده نمـايي يـك پـارامتري بـا آمـاره بـسنده مينيمـال                    

),( ∑∑
==

=
n

i

n

i
i i

XXT
1

2

1
  . است

■  
nXXXفرض كنيد    -٥ ,...,,  تايي از توزيعي با تابع  nيك نمونه تصادفي  21

11.( را به دست آوريدθآماره بسنده مينيمال براي .احتمال زير باشد <<− θ(   

  

١  ٢  ٣  ٤ x  

6
2 θ+ 6

2 θ−  6
1 θ+  6

1 θ−  )(xfθ 
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  در نمونـه   x، نمايانگر تعـداد دفعـاتي باشـد كـه         xN،41,...,=xاگر   :راهنمايي(

),...,(مي شود آن گاه در مورد   مشاهده  41 NN چه مي توان گفت؟(  

  :حل

xN  ،4321فرض كنيد متغير تصادفي    ,,,=x،        تعداد دفعاتي باشـد كـه x    در نمونـه 

  .شود مي مشاهده

  سادگي داريمه ب

),,,pMB(n,~),,,( 1 4324321 pppNNNN  

  كه

6
2

6
2

6
1

6
1

4321
θθθθ +

=
−

=
+

=
−

= pppp ,,,  

),,,(م أتوزيع تو 4321 NNNNمي شود   

  

),,,(),,,( 443322114321 nNnNnNnNpnnnnf =====  
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 پـارامتري بـا   ٣همانطور كه  ديده مي شود توزيع فوق متعلق به خـانواده نمـايي    

),,(آماره بسنده مينيمال  321 NNNاست .  

■  
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  چرا؟ كدام يك از جفت آماره هاي زير افراز يكسان توليد مي كنند؟ -٦

           0
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i XXSXT ,ln,    i)     
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i XXXSXXT iii)     
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−==
n
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n

i
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n

i
i

n

i
i XXXSXXTiv)       

  : حل

i)  

ttfتابع  ln)( = ،0>t،   پس آماره هاي.  است١-١تابعي   S  و T   ١-١ تـوابعي 

  .وليد مي كنندبنابراين افرازهاي يكسان ت، از يكديگر هستند

ii)  

 S وT  ــستند ــسان نيـ ــاي يكـ ــاط  . داراي افرازهـ ــراي نقـ ــثلاً بـ ــرا مـ زيـ

),,(,),,( 181222 == yx    داريم   

)()( ySxS =  

  اما     

)()( yTxT ≠  

ايجاد شده است، Sسط  در داخل يك مجموعه از افرازي كه توyو xبنابراين 

 ايجاد شده است قرار Tهستند اما در دو مجموعه مختلف از افرازي كه توسط 

  . داراي افرازهاي متفاوت هستندT و Sبنابراين  .دارند

iii) 
 S و T يكسان اندگر هستند، بنابراين داراي افرازهاي از يكدي١-١ توابعي .  
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  : توضيح
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1
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 آنگاه 
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  . يك آماره بسنده نيستTدر نتيجه 
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3212 آيا   :ب 22 XXXXT   چرا؟  است؟θ  يك آماره بسنده براي)(=++

3213آيا   : ج 223 XXXXT   چرا؟  است؟θ  يك آماره بسنده براي)(=++

3214آيا    :د 5 XXXXT    چرا؟  است؟θ  يك آماره بسنده براي)(=++

 د، تحقيق كنيـد آيـا       - در هر يك از بندهاي الف      در صورت مثبت بودن جواب    : ه

 آيا مي توان در حالت كلـي ادعـا كـرد كـه چـه          مينيمال هم است؟  ،  آماره بسنده 

  ها يك آماره بسنده است؟ iX خطي از تركيب 

   :حل

براي اين منظور كافي است نـشان دهـيم احتمـال           .  بسنده نيست  1T آماره   ) الف(

     شرطي مثلاً

)|,,( 2011 1321 ==== TXXXP به θبستگي دارد  .  
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θθ
=

−+−
−

= 22

2

11
1

)()(
)(

  

  

321زيرا مي دانيم آماره .  بسنده است2T آماره ) ب( XXXT  θبراي  =++

 تابعي از Tسادگي توسط جدول زير مي توان ديد كه ه بسنده است، از طرفي ب

2T2بنابراين . استTبسنده است .  

  

),,( T٢مقادير   Tمقادير 321 xxx  

(٠،٠،٠)  ٠  ٠ 

(١،٠،٠)  ١  ١ 

(٠،١،٠)  ٢  ١ 

(٠،٠،١)  ٢  ١ 

(١،١،٠)  ٣  ٢ 

(١،٠،١)  ٣  ٢ 

(٠،١،١)  ٤  ٢ 

(١،١،١)  ٥  ٣ 

  

 تابعي از آمـاره     3Tبسادگي مي توان نشان داد كه آماره        ) ب( مشابه قسمت    ) ج(

  .  بسنده است3Tبنابراين . استTبسنده 



  
  
  
  
  

 ١٠٩                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

 تـابعي از آمـاره      4Tبسادگي مي توان نشان داد كه آماره        ) ب( مشابه قسمت    ) د(

  .نده است بس4Tبنابراين . استTبسنده 

234 آماره هاي بسنده     ) ه( ,, TTT  زيرا آمـاره بـسنده مينيمـال        . مال نيستند ي  مينT  

234از  ) نه يك به يك     ( تابعي   ,, TTT           است و بنابراين افرازهايي كه آمـاره هـاي 

234 ,, TTT      ا افـراز   روي فضاي نمونه دارند بT    234پـس   . يكـسان نيـست ,, TTT  

  .بسنده مينيمال نيستند

234راه ديگر براي اينكه نشان دهيم آمـاره هـاي            ,, TTT       بـسنده مينيمـال نيـستند

  . كتاب آمار رياضي مي باشد٨٦از صفحه ) ٦-٢(استفاده از قضيه 

TTTTآماره هاي  ,,,   . بسنده هستند234

   براي دو نقطه 

  ),,( 001=x     و       ),,( 010=y  

  داريم   

)()( yTxT =  

    اما  

)()( yTxT 22 )()(  و ≠ yTxT 33 )()(  و≠ yTxT 44 ≠.  

321هر تركيب خطي از    XXX  باشـد   ٥مـساوي    بزرگتر  آن يباضرمجموع      كه    ,,

   .بسنده است

■  
  

nXXفرض كنيد  -١٨ nYY و 1,...,  دو نمونه تصادفي مستقل از توزيعهاي به 1,...,

)1( و θE)(ترتيب 
θ

Eيك آماره بسنده مينيمال براي . باشند θ وريدآ به دست. 

  آيا آماره به دست آمده كامل است؟
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  : حل

),,...,,,,...,(مي خواهيم برپايـه مـشاهدات        nn YYYXXX  يـك آمـاره بـسنده       2121

  . پيدا كنيمθمينيمال براي 

   برابر است با م نمونهأچگالي تو
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ــايي   ــانواده نم ــه خ ــق ب ــوق متعل ــع ف ــا توزي ــارامتري ب ــاره  دو پ ــسنده آم  ب

),(مينيمال ∑∑
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i
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i
i YX

11
  . است 

  آماره فوق كامل نيست زيرا
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),(~ θnXT
n

i
i Γ= ∑

=1
  

dtet
ntT

E tnn θ
θ θ −−

∞

Γ
=⇒ ∫ 1

0

111
)(

.][  

        ∫
∞

−−−

−ΓΓ
−Γ

=
0

21

1
11 dtet

nn
n tnn θθθ

)()(
)(

  

                             1
1

−
=

Γ
−Γ

=
nn

n θθ
)(

)(
  

                      θ=−
⇒ )(

T
nE 1
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 ١١١                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

   داريمθ<0اما براي هر 

101
<=

−
= )(

T
nYPθ  

),(ماره بسنده بنابراين آ ∑∑
==

n

i
i

n

i
i YX

11
  . كامل نيست

■  
),,...,(),( فرض كنيد    -١٩ nn YXYX  تـايي از توزيـع   n يـك نمونـه تـصادفي      11

),,,,( ρ1100Nيك آماره بسنده مينيمال با كمترين بعد براي         . باشدρ     بـه دسـت 

  . آوريد

  :حل

1
12
1 2

2

22
2
1

<
−

= −+− ||,),( )( ρ
ρπ

ρ
ρ

xyyxeyxf  

 پس 

∏
= ===

−− ∑−∑+∑−−==
n
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n
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n
ii yxyxyxfyxf

n

1 11
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1
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2
12 212 2 )}(exp{)()(),(),( ρρπρ

∑توسط قضيه فاكتور گيري آماره 
=

=
n

i
iiYXT

1
دست ه  بρ يك آماره بسنده براي 

00فرض كنيد . می باشداين آماره مينيمال نيز . مي آيد =ρ و نسبت زير را 

  تشكيل مي دهيم

∑= − ii yxe
yxf
yxf ρ

ρ

ρ 2

0
),(
),(

  

∑نسبت فوق تنها از طريق      
=

n

i
ii yx

1
∑ به نمونه بستگي دارد بنـابراين        

=

n

i
ii yx

1
 يـك   ،   

  .آماره بسنده مينيمال است

■  
  



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١١٢   

~),1( فرض كنيد -٢٠ +θθUX،,...},,{ 210 ±±∈θ،نشان دهيد.باشد  

)(][:الف XXT   .استθيك آماره بسنده مينيمال براي  =

  .مستقل از هم هستندXوXT)(: ب

  :حل

)()( ),( xIxP 1+= θθθ  

  ، نسبت زير را تشكيل مي دهيمx=0θ][ فرض كنيد  )الف(

])[,(
])([

)(

)(

)(
)( }{

),(

),( xg
xI

xI

xI

xP
xP

θθ

θθ

θθ

θ

θ ===
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+

1
1

1

00
0

  

 آمـاره بـسنده    T=[X] بنـابراين  ، بستگي داردx به [x]ا از طريق تنهنسبت فوق 

  . استθمينيمال براي 

  توجه كنيد كه 

θθθ =⇔+<≤ ][xx 1  

  

   ، كافي است نشان دهيم X و T(X) براي استقلال بين )ب(

)())(|( xXPtXTxXP ≤==≤ θθ  

))((
))(,(

))(|(
tXTP

tXTxXP
tXTxXP

=
=≤

==≤
θ

θ
θ  

               
)]([

)][,(
tXP

tXxXP
=

=≤
=

θ

θ  

  ).صورت نسبت فوق معني دار نيست در غير اين( . استθ=tچون 

             
)]([
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 ١١٣                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

                                   ),( 1+<<<= θθθ XxXP  

  

                              

⎪
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⎩
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+<<−=
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= ∫
x

xxdt
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11
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θ

θθθ

θ

θ

  

                    )( xXP ≤= θ  

■  
  

),( فرض كنيد    -٢١ 21 XX       1~)1,(يك متغير تصادفي دو بعدي باشد اگر pBX  ،

),1(~1| 12 pBXX =  ،)
2
1,1(~0| 12 BXX =  ،)1,0(∈p،   ،يك  آمـاره     باشند

  . به دست آوريدpبسنده مينيمال براي 

  :حل

م أ توزيـع تـو      دو مقدار صفر ويك را مـي گيـرد،         1X مانند   2Xابتدا فرض كنيد    

),( 21 XXدست مي آوريمه  را ب.  

2
1

11221 0000000 pXPXXPXXPf −======== )()|(),(),(  

2
1

11221 0011010 pXPXXPXXPf −======== )()|(),(),(  

ppXPXXPXXPf )()()|(),(),( −======== 11100101 11221  

2
11221 1111111 pXPXXPXXPf ======== )()|(),(),(  

  

)1,1(  )0,1(  )1,0( )0,0( ),( 21 xx  

2p  )1( pp − 2
1 p−  2

1 p−  ),( 21 xxf
  

 



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١١٤   

 شفه، يك افراز بـسنده مينيمـال روي فـضاي نمونـه             –اكنون توسط روش لهمن     

سادگي ديده مي شـود كـه       ه   ب  چنانچه به فضاي نمونه دقت شود،     . ايجاد مي كنيم  

به اين  .  با خودشان هم ارزند    )1,1( و   )0,1( هم ارزند و نقاط      )1,0( با   )0,0(نقاط  

  معني كه 

pمستقل از 
f
f

=⇔
),(
),(),(~),( 10
001000  

pمستقل از 
f
f

=⇔
),(
),(),(~),( 01
010101  

pمستقل از 
f
f

=⇔
),(
),(),(~),( 11
111111  

},,{بنابراين افراز  210 ccc=Πكه در آن   

)},{( 112 =c و )},{( 011 =c و )},(),,{( 10000 =c  

  .يك افراز بسنده مينيمال روي فضاي نمونه است

  . استp را توليد مي كند يك آماره بسنده مينيمال براي Πآماره زير كه افراز 
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cbaكه  ≠≠                                                            ■  

nXX فرض كنيد    -٢٢  تايي از توزيعي با تابع احتمال       n يك نمونه تصادفي     1,...,

  زير باشد

1,]1,0[,,...,1,,...,1,)(
1

=∈==== ∑
=

k

i
iiiij ppnjkipzXP  

),...,(يك  آماره بسنده مينيمال براي  1 kppبه دست آوريد .   

  :حل

  ف مي كنيمتعري



  
  
  
  
  

 ١١٥                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

  iY = مي گيرد را iZهايي كه مقدار jXتعداد 

1
11

2121 == ∑∑
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 ـ    پـارامتري    k−1 توزيع فـوق يـك خـانواده نمـايي         اره بـسنده مينيمـال      بـا آم

),...,,( 121 −kYYYاست .  

■  
),(فرض كنيد  -٢٣ YXداراي تابع احتمال به شكل زير باشد   

  yxnyx

yxnyx
nyxp −−−−

−−
= ))(())(()(

)!(!!
!),( 22 112 θθθθθ  

nyxnyx ≤+= ,,...,1,0,  

  

YXTنشان دهيد : الف +=   .ت اسθيك آماره بسنده براي  2

   كامل است؟T آيا آماره  :ب

ناميده مي شود و در ژنتيـك كـاربرد         "   واين برگ  -موازنه  هاردي  " توزيع فوق ، مدل     

  . دارد

  :حل 
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   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١١٦   

)}ln()exp{()(
)!(!!

!
θ

θθ
−

+−
−−

= 1212 2 yx
yxnyx

n ny  

 ٢X+Y با آمـاره بـسنده كامـل           يك پارامتري  توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي     

  .است

■  
  

nXX فرض كنيد    -٢٤  تايي از توزيعي با تابع چگالي        n يك نمونه تصادفي     1,...,

  احتمال زير باشد

Θ∈<<= θθθ
θθ ;)()(,

)
)()( bxa

h
xgxf  

 يك آماره بسنده بـا كمتـرين         باشند، θ توابع صعودي از     θb)( و   θa)(اگر   :الف

  θبعد براي 

  .به دست آوريد

 باشند، يك آماره بـسنده      θاز  نزولي   يابع ت θb)( و  تابعي صعودي    θa)(اگر: ب

  .به دست آوريدθبا كمترين بعد براي 

  :حل 

از قضيه فاكتورگيري استفاده كرده و آماره بسنده را پيـدا مـي كنـيم، بـراي ايـن               

   م نمونه تصادفي را مي نويسيمأمنظور توزيع تو

))(())((
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θθθ axuxbu
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xfxxf nn
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∏ =
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1
1  

),(همانطور كه مشاهده مي شود آماره دوبعـدي          )()( nXXT  بـسنده   θ بـراي    =1

  .است



  
  
  
  
  

 ١١٧                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

 وجـود دارد كـه داراي       θاكنون مي خواهيم ببينيم آيا آماره بسنده ديگري بـراي           

 باشد، چنانچه چنين آماره اي وجود داشته باشد بايـد تـابعي از              Tبعد كمتري از    

)()( , 1XX nي گيريم باشد، براي اين منظور دو حالت زير را در نظر م:  

    باشند، داريمθتوابع صعودي از  θb)( و θa)(  ) الف(

)()())(())(( )()()()( θθθθ bxxaaxuxbu nn <<<⇔=−− 11 1  

                    )()( )()( 1
11 xaxb n
−− <<⇔ θ   

  در نتيجه
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حالـت مجـدداً آمـاره بـسنده دو بعـدي           همانطور كه مشاهده مي شـود در ايـن          

),( )()( nXXT ))),()((يا معادل آن     ( =1 )()( nXbXaT 1
1

1 دست مي آيـد و     ه   ب ′=−−

  .، دو استθ براي ، كمترين بعد آماره بسنده

  . باشندθ تابعي نزولي از θb)( تابعي صعودي و θa)( )ب(

  داريم

)()())(())(( )()()()( θθθθ bxxaaxubxu nn <<<⇔=−− 11 1  
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1 −− <<⇔ θθ  
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ــسنده     ــاره بـ ــود آمـ ــي شـ ــشاهده مـ ــه مـ ــانطور كـ ــكهمـ ــدي يـ  بعـ

)](),(min[ )()( nXbXaT 1
1

1
1

  . وجود داردθ براي =−−

  

  .له دو حالت ديگر زير را نيز مي توان در نظر گرفتأ براي اين مس:توجه 

  .  باشندθ توابع نزولي ازθb)( و θa)( )ج(

  . باشدθ تابعي صعودي از θb)( تابعي نزولي و θa)( )د(

 آماره بسنده ) ج( مي توان نشان داد كه براي قسمت )  ب( و)الف(مشابه موارد 

),(دوبعدي  )()( nXXT ))),()((يا معادل آن   (=1 )()( nXbXaT 1
1

1  θ براي ′=−−

  .وجود دارد

]max),()[( بعدي يكآماره بسنده ) د(براي قسمت )()( nXbXaT 1
1

1
2

     دسته  ب=−−

  .مي آيد

■  
  

nXX فرض كنيد    -٢٥  تايي از توزيعي با تابع چگالي        n يك نمونه تصادفي     1,...,

  .وريدآ به دست θدر هر حالت، يك آماره بسنده براي . احتمال زير باشد

  )}()(exp{)()( )( xBAxf Ax += ′ θθθ
θθ    i) (  

)}()()]()([1exp{)( '' xBAAA
x

xf +−−= θθθθθ   ii)(  

  :حل

i) 
)}()(exp{)()( )( xBAxf Ax += ′ θθθ

θθ   

                       }ln)()(ln)()(exp{ xAxBAA θθθθθθ ′++′−=   

  تابع چگالي توام نمونه تصادفي عبارت است از 



  
  
  
  
  

 ١١٩                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

∏
=

=
n

i
in xfxxf

1
1 )(),...,( θθ  

          }ln)()(ln)()(exp{ ∑ ∑
= =

′++′−=
n

i

n

i
ii xAxBAnnA

1 1
θθθθθθ  

توزيع فوق متعلق بـه خـانواده نمـايي يـك پـارامتري بـا آمـاره بـسنده كامـل                     

∑
=

=
n

i
iXT

1

lnاست .  

ii)  

)}()()]()([exp{)( 1 xBAAAxf x +′−−′= θθθθθ  

  م نمونه تصادفي عبارت است ازأتابع چگالي تو

})()()]()(exp{[),...,( ∑∑
==

+′−−′=
n

i
i

n

i i
n xBAn

x
AAxxf

11
1

1 θθθθθ  

∑متري با آماره بسنده كامل      توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي يك پارا       
=

=
n

i
X i

T
1

1 

  .است

■  
.  يك متغير تـصادفي گسـسته بـا تـابع احتمـال زيـر باشـد                X فرض كنيد    -٢٦

2
10 <<θ  

1  0  1−  x  

θ  θ21−  θ  )(xfθ  

  

  كدام است؟θآماره بسنده مينيمال براي : الف

  است؟θ يك آماره كامل براي X آيا   :ب

  ماره به دست آمده در الف كامل است؟ آيا آ   :ج

  :حل



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١٢٠   

   به صورت زير استXتابع احتمال متغير تصادفي 

)}ln(|exp{|)()()( ||||
θ

θ
θ θθθ 21

1 2121 −
− −=−= xxf xx  

  . توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي يك پارامتري است

  . استθ آماره بسنده مينيمال براي |T=|X ) الف(

   زيرا ، خير) ب(

2
100 <<∀= θθ )(XE  

  اما

2
101210 <<∀<−== θθθ )(XP  

  

  ) خواص خانواده نماييطبق .( كامل استT آماره ،  بله)ج(

■  
  

nXX فرض كنيد    -٢٧ ),2( يك نمونه تصادفي از توزيع       1,..., θθU نـشان   . باشد

),(   دهيد  )()1( nXX  ماره بسنده مينيمال براي آيكθاست اما كامل نيست .  

  . را ملاحظه كنيدiv شماره ٣سوال .  قبلاً حل شده استاين مساله :حل  

■  
  

}),(:{ خانواده توزيعهاي    -٢٨ Θ∈θθ 2
1B    در هر يك از حالات     . را در نظر گيريد

يـست و كـلاس     تعيـين شـده كامـل ن      زير نشان دهيـد كـه خـانواده توزيعهـاي           

  .ريب صفر را به دست آوريدابرآوردگرهاي نا

},,{...,: الف 320=Θ  

},,{...,: ب 310=Θ  



  
  
  
  
  

 ١٢١                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

},,,{...,: ج 4210=Θ   

وردگرهاي نااريـب صـفر را      آبا توجه به سه مورد فوق، آيا مي توانيد كلاس بر          : د

   حدس بزنيد؟n−Θ}{براي حالت 

  : حل

 يــك آمــاره دلخــواه باشــد بطوريكــه بــراي هــر Xg)( فــرض كنيــد ) الــف(

,...},,{ 320=Θ∈θ  0 داشته باشيم=)]([ XgEθ.  

  بنابراين داريم 

0000 =⇒= )()]([ gXgE  

)()()()()()()]([ 11
21220211

2002 ggggggXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=⇒=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⇒=   

01فرض كنيد      ≠= aag ,)(   

   داريم به همين ترتيب

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⇒= 1

33303 )()]([   

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=⇒= 1
44404 )()]([  

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⇒= 1

55505 )()]([    

M  

   به سادگي داريم، در نتيجه

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
== − ,...,)()()( 2111

00
1 x

x
a

x
xgxg xa   

})(|,{   :بنابراين كلاس براوردگرهاي نااريب صفر مي شود 0≠∈ aRaxga   



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١٢٢   

صـفر بـراي خـانواده       ) غير صـفر  (ريب  ا يك برآوردگر نا   xg)(با توجه به اينكه     

,...}},,{:),({ 3202
1

=Θ∈θθBاست، بنابراين خانواده مذكور كامل نيست .  

  

ــد )  ب(  ــر  Xg)(فــرض كني ــراي ه ــاره دلخــواه باشــد بطوريكــه ب  يــك آم

,...},,{ 310=Θ∈θ  0 داشته باشيم=)]([ XgEθ.  

  بنابراين داريم 

0000 =⇒= )()]([ gXgE  

   0101 =⇒= )()]([ gXgE   

)()()()()()()]([ 233032313003 ggggggXgE −=⇒=+++⇒=  

02فرض كنيد      ≠= aag ,)(  

  به همين ترتيب داريم 

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⇒= 2

46404 )()]([   

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=⇒= 2
510505 )()]([  

aagXgE ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⇒= 2

615606 )()]([    

M  

   به سادگي داريم،در نتيجه

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
== ,...,)(

,
)()( 3221

100
x

x
a

x
xgxg xa   

  

})(|,{   :وردگرهاي نااريب صفر مي شودآبنابراين كلاس بر 0≠∈ aRaxga   



  
  
  
  
  

 ١٢٣                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

صـفر بـراي خـانواده       ) غير صـفر  ( يك برآوردگر نااريب     xg)(با توجه به اينكه     

,...}},,{:),({ 3102
1

=Θ∈θθBه مذكور كامل نيست است، بنابراين خانواد.  

  

وردگرهاي نااريب آبه سادگي مي توان كلاس بر) ب(و) الف(مشابه قسمت )  ج(

  . صفررا به صورت زير به دست آورد

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
== − ,...,)(

,,
)()( 4331

2100
1 x

x
a

x
xgxg xa   

})(|,{   :وردگرهاي نااريب صفر مي شودآبنابراين كلاس بر 0≠∈ aRaxga   

صـفر بـراي خـانواده       ) غير صـفر  ( يك برآوردگر نااريب     xg)(با توجه به اينكه     

,...}},,,{:),({ 42102
1

=Θ∈θθBاست، بنابراين خانواده مذكور كامل نيست .  

  :وردگرهاي نااريب صفر مي شودآ فرد باشد، كلاس برnاگر ) د(

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=⎟⎟
⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
−

−=
== − ,...,)(
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)()( 11

1100
1 nnx

n
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a

nx
xgxg xa   

  :كلاس براوردگرهاي نااريب صفر مي شود زوج  باشد، nو اگر 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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)()( 11

1100
nnx
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xgxg xa   
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   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١٢٤   

nXX فرض كنيد    -٢٩ ),( يك نمونه تصادفي از توزيـع        1,..., 2
1

2
1

−U  بـا  .  باشـد

ــف )(  تعري )()( nn XXM += 12
1

)(و   )()( 1XXR nn ــاره   =− ــد آم ــشان دهي ، ن

),( nn RM مستقل از بردار),...,(
1

11

1

12
XX
XX

XX
XX

n

n

n −
−

−
−   . است−

  :حل 

مي دانـيم در     .له را پارامتري كرده وسپس از قضيه باسو استفاده مي كنيم          أابتدا مس 

),(توزيع   21 θθU   آماره ،),( )()( nXX ),( بسنده كامل براي     1 21 θθ همينطـور  .  است

),(از آن مانند تابع هر تابع يك به يك  nn RMنيز بسنده كامل است .  

),...,(از طرفي بردار    
1

11

1

12
XX
XX

XX
XX

n

n

n −
−

−
− پـس طبـق   .  نيز يك آماره فرعي اسـت    −

),(قضيه باسو آماره  nn RM 21(  از بردار فوق مستقل است θθ <∀(  

2 ي ازاه اكنون ب
1

1 −=θ 2 و
1

2 =θنيز اين استقلال برقرار است .  

         :توجه

),...,(),...,(
1

11

1

12

1

11

1

12
ZZ
ZZ

ZZ
ZZ

XX
XX

XX
XX

n

n

nn

n

n −
−

−
−

=
−
−

−
− −−  

ــه  ــالا ك  در ب
12

1
θθ
θ

−
−

= i
i

X
Z  ،ni ــ،=21,,..., ــه     ه  و ب ــود ك ــي ش ــده م ــاني دي آس

),(~ 10UZi.  

),...,( توزيع بردار    پس  
1

11

1

12
ZZ
ZZ

ZZ
ZZ

n

n

n −
−

−
− ر بستگي نـدارد و بنـابراين يـك          به پارامت  −

  .آماره فرعي است

■  



  
  
  
  
  

 ١٢٥                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

nXX فرض كنيد    -٣٠ ),( تـايي  از توزيـع        n يك نمونه تـصادفي    1,..., 2σµN 

،R∈µ      0 و>σــد ــا تعريـــف . باشـ بـ
_

1 )( XXT i  و=

n

i
i XaXT ∑

=

=
1

2 )(، 

0
1

=∑
=

n

i
ia، 1 نشان دهيدT 2 وTهم هستندستقل از    م.  

),(در توزيع    :حل   2σµN   آماره),( 2SX          بـسنده كامـل بـراي پـارامتر ),( 2σµ 

  .است

 اسـت و توزيـع      µ يك آماره بسنده كامل براي       X  ثابت، 2σطرفي براي هر    از  

2T  كه),( ∑
=

n

i
iaN

1

220 σ    است به µ  2بنابر قضيه باسو بـراي هـر        .  بستگي نداردσ 

µ ،  XT و براي هر       ثابت  نتيجـه   2σ و هـر     µدر نتيجه براي هر     .  مستقل اند  ,

XTمي شود كه    . مستقل از هم هستند,

■  
  

nXX فرض كنيد    -٣١ ),( تايي  از توزيع      n يك نمونه تصادفي   1,..., 10N ند باش ـ .

نشان دهيد 
_

X و )()( 1XX n   . مستقل از هم هستند−

  : حل

),(مي دانيم در توزيع      1µN  ،X   مـل بـراي     بسنده كا  آمارهµ  همينطـور  .  اسـت

)()( 1XX n  و Xطبق قـضيه باسـو   .  بستگي نداردµ داراي توزيعي است كه به   −

)()( 1XX n  و  X، نيـز    µ=0ي  بنـابراين بـرا   .  مستقل از هم هستند    µ براي هر    −

)()( 1XX n   . از هم مستقل اند−

=−µ با تعريف    :توجه   ii XZ    ، ni  µ به   iZملاحظه مي شود كه توزيع       ،   =1,...,

)()(ابراين آماره بن .بستگي ندارد 1ZZ n    از طرفي .  فرعي است−



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١٢٦   

)()()()( 11 ZZXX nn −=−  

)()( پس 1XX n   . يك آماره فرعي است نيز−

■  
  

nXX فرض كنيد    -٣٢ ),( تايي  از توزيع      n يك نمونه تصادفي   1,..., 10U  باشـد  .

)(محاسبه طلوب است م
)(

)1(

nX
X

E.  

   :حل

),(مي دانيم در توزيع      θ0U،  )(nX       آماره بسنده كامل بـراي θ  از طرفـي   .  اسـت

توزيع  
)(

)(

nX
X  و   nX)(،  طبق قضيه باسو  .  بستگي ندارد  θ به   1

)(

)(

nX
X  θ<0 به ازاي هر     1

  . نيز مستقل از هم مي شوندθ=1به ازاي . مستقل از هم هستند

  بنابراين 
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1 ==  
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  : توجه 

 ),(~ 10U
X

Y i
i θ
= ،  ni  بـستگي نـدارد بنـابراين       θ بـه    iY)( توزيع    ، پس    =21,,...,

توزيع 
)(

)(

)(

)(

nn Y
Y

X
X 11   . نداردθ نيز بستگي به =

■  
  



  
  
  
  
  

 ١٢٧                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

nXX فرض كنيد    -٣٣ )1,1( تايي  از توزيـع   n يك نمونه تصادفي   1,..., +θBeta 

[مطلوب است محاسبه . باشد
ln

ln[
iX

XE
∑

1.  

   :حل 

                                             1001 <<>+= xxxf ,)()( θθ θ
θ  

∑ آمـاره     و اسـت  يك پـارامتري     توزيع فوق متعلق به خانواده نمايي     
=

=
n

i
iXT

1
ln 

  . استθمل براي بسنده كا

از طرفي توزيع    

∑
=

n

i
iX

X

1

1

ln

ln
∑ بستگي ندارد، بنابراين طبق قضيه باسو        θ به   

=

n

i
iX

1
ln 

مستقل از 

∑
=

n

i
iX

X

1

1

ln

ln
   در نتيجه. است

)ln()
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∑ =
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∑∑
==

)ln(

)(ln
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(   

  :توجه

2 مي دانيم 
2112 )(~ln)( χθ X+− ب-٢٢(فصل اول  قسمت ( است(.(  

بنابراين توزيع   

∑
=

+−

+−
n

i
iX

X

1

1

12
12

ln)(

ln)(

θ

θ
 در نتيجـه       نـدارد،   بستگي θ به   

∑
=

n

i
iX

X

1

1

ln

ln
 آمـاره   

  .فرعي است

■  
  



  
  
  
  
  

   مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ١٢٨   

nXX  فرض كنيد     -٣٤ با تعريف .  باشد λE)( از توزيع     يك نمونه تصادفي     1,...,

21

1
XX

XT
+

=  ،
21

21
XX
XXQ

+
−

=  ،

∑
=

= n

i
iX

XR

1

 و   1
2

1
X
XF      نشان دهيـد جفـت     ،  =

∑ و   Tآماره هاي   
=

n

i
iX

1
 ، Q   و ∑

=

n

i
iX

1
   ، R   و ∑

=

n

i
iX

1
   ، F   و ∑

=

n

i
iX

1
 مـستقل از    

  .هم هستند

  : حل 

∑،   λE)( در توزيع 
=

n

i
iX

1
 و  Q و   T همينطور آماره هاي     . آماره بسنده كامل است    

R   و F     مراجعه كنيد به فصل اول به ترتيب شماره هاي        . (هستند آماره هاي فرعي    

  ) )ح-٩(و) الف-١١ (  ،)ز -٩  ( ،)و -٩(

∑طبق قضيه باسو 
=

n

i
iX

1
  . مستقل استF و R و Q و T از  آماره هاي 

■  
  

nXX فرض كنيد    -٣٥ ),(يك نمونه تصادفي  از توزيع        1,..., λµE نـشان   . باشد

∑و 1X)(آماره هاي  دهيد
=

−
n

i
i XX

1
1 )(   . مستقل از هم هستند)(

  :حل

),(در توزيع    λµE   با λ،1(  ثابت(X     سـت از طرفـي توزيـع        آماره بسنده كامـل ا

∑
=

−
n

i
i XX

1
1 )(   .) ) ب-١٠ (فصل اول قسمت (  بستگي ندارد µ به )(



  
  
  
  
  

 ١٢٩                                                     بسندگی مينيمال و کامل بودن,بسندگی

∑ و   µ،  )1(X و هر     ثابتλبنابر قضيه باسو براي هر      
=

−
n

i
i XX

1
1 )(  مستقل ازهـم    )(

 و X)1( نتيجــه مــي شــود كــه λ<0 و هــر µدر نتيجــه بــراي هــر . دهــستن

∑
=

−
n

i
i XX

1
1 )(   . مستقل ازهم هستند)(

  :توجه

  از فصل اول داريم) الف -١٠(توسط قسمت 

Rxenxf xn
X ∈>≥= −− µλµλ µλ ,,)( )(

)(
0

1
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nXXفرض كنيد  -٩ ، λP،0>λ)(توزيع  تايي از n يك نمونه تصادفي 1,...,

 .باشد

)( پارامتر MLE: الف 11 ≤XPλرا به دست آورده، نشان دهيد كه يك برآوردگر  

  .سازگار است
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)(برآوردگر سازگار  λλ +− 1eاست .  
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 دنباله اي از برآوردگرهاي سازگار      nθ̂ر نظريه احتمال ثابت مي شود كه اگر          د :توضيح
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nXX فرض كنيد    - ١٠ ),( تايي از توزيع     n يك نمونه تصادفي     1,..., 1θN    ،باشـد 

)( پارامترMLEدر صورت وجود  0>XPθرا  به دست آوريد  . 
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  داريم به سادگي . مشتق مي گيريمρ نسبت به θl)(از در اين حالت  ) الف(

  

  

  كه در آن 

     ∑
=

−
=

n

i

i
x

x
n

s
1

2

1

11 )(
σ
µ  

                         ∑
=

−
=

n

i

i
y

y
n

s
1

2

2

21 )(
σ
µ

   

∑
=

−−
=

n

i

ii
xy

yx
n

s
1 2

2

1

11 ))((
σ
µ

σ
µ

  

  براينبنا

02
1

0
2

=++−
−

−⇒=′ xyyxyx ssss )()( ρ
ρ

ρ
ρθl   

                         0123 =−−++−⇒ xyyxxy ssss )(ρρρ    

 رسـيديم كـه     ρبه معادله درجه سومي بر حـسب        همانطور كه ملاحظه مي شود،      

از روشـهاي عـددي     براي پيدا كردن ريشه هاي معادله فوق        . حل آن  مشكل است    

  .وريمآ رابه دست مي ρ̂ ازاي يك نمونه مشاهده شده مقدار استفاده مي كنيم و به

1µ ، 2µ ، 2چنانچــه   ) ب(
1σ 2 و

2σمجهــول باشــند، از )(θl نــسبت بــه ايــن 

   .آنها را به دست آوريم ML تا برآوردگر مي گيريم مشتق ρنطور پارامترها و همي

  

∑
=

−
−

−
−

=
∂
∂ n

i

ii yx
1 21

2
2
1

1
2

1 1
1 )(

)(
)(

σσ
µ

ρ
σ
µ

ρµ
θl

   

∑
=

−
−

−
−

=
∂
∂ n

i

ii xy
1 21

1
2
2

2
2

2 1
1 )(

)(
)(

σσ
µ

ρ
σ
µ

ρµ
θl

    

  بنابراين

xyyxyx snsssnn
)(

][
)(

)( 2222 1211 ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρθ

−
++−

−
−

−
=′l



 
 
 
 
 
   مسائل مبانی آمار رياضی                                                               ١٧٠  
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−

−=−
⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

121

1

2

2
212

2

1

1

2

1

0

0

σ
ρ

σσ
µ

ρ
σ
µ

σ
ρ

σσ
µ

ρ
σ
µ

µ
θ
µ
θ

xy

yx

)(

)(

l

l

  

   داريم2µ و 1µبه سادگي از حل دستگاه معادلات فوق برحسب 

YX == 21 µµ ˆ,ˆ  

2 نسبت به θl)( و مشتق گيري ازθl)( در 2µ̂ و 1µ̂با جايگذاري 
1σ ، 2

2σو ρ 

  داريم

)()( 1110 2

21

2
2
1

2
1

ρ
σσ
ρ

σσ
θ

−=−⇒=
∂
∂

xyx ssl
  

)()( 2110 2

21

2
2
2

2
2

ρ
σσ
ρ

σσ
θ

−=−⇒=
∂
∂

xyy ssl
   

⇒=
∂
∂ 0
ρ
θ )(l

   

)(][
)(

301121
1 21

2
2
221

2
2
1

2 =++−
−

− xyyxyx ssss
σσσσσ

ρ
σρ

ρρ   

  كه در عبارت هاي بالا 

2

1

2 1∑
=

−=
n

i
ix xx

n
s )(   

2

1

2 1∑
=

−=
n

i
iy yy

n
s )(   

)()( yyxx
n

s i

n

i
ixy −−= ∑

=1

1
  

  به سادگي داريم ) ٣(يگذاري آن در معادله و جا)  ٢(و ) ١(با جمع كردن 

)(4
21σσ

ρ xys
= .   

  به سادگي داريم ) ٢(و ) ١(در معادلات ) ٤(اكنون با قرار دادن 

22
yy S=σ̂     22      و

xx S=σ̂  



 
 
 
 
 

 ١٧١                                                                            روشهای برآورديابی
 

  پس داريم 

yx

xy

SS
S

=ρ̂  

■  
~)(فرض كنيد    - ١٨ λEX و  )(~ µEY        دو متغير تصادفي مستقل از هم باشـند  .

انـد،    كه به صورت زير تعريف شـده       W و   Z فقط مقادير     هم چنين فرض كنيد ،    

  .قابل مشاهده است

⎩
⎨
⎧

=
=

==
YZ
XZ

WYXZ 0
1

,),min(  

),(حال فرض كنيد ،      ii WZ   ، ni ,...,1=   ، n        مشاهده مـستقل از توزيـع ),( WZ 

  . را به دست آوريدµ و λ پارامترهاي MLEدر صورت وجود، . باشند

  :حل

 001
>>=

−
λ

λ
λ ,;)( xexf
x

X  

001
>>=

−

µ
µ

µ ,;)( yeyf
y

Y   

XYچون     مستقل اند داريم,

 001
>>=

+−

µλ
λµ

µλ ,,,;),(
)(

),( yxeyxf
yx

YX   

  حل را در چند مرحله انجام مي دهيم

كـافي  براي ايـن منظور   .  مستقل از هم هستند    W و   Z ابتدا ثابت مي كنيم      ) الف(

   نشان مي دهيم است 

21,)()|( =≤==≤ izZPiWzZP   

)()()() zZPzZPzFi Z >−=≤= 1  
                                          ),( zYzXP >>−=1    

YX بنا به استقلال  ,            )()( zYPzXP >>−= 1  



 
 
 
 
 
   مسائل مبانی آمار رياضی                                                               ١٧٢  
 

                                            })(exp{ z
µλ
111 +−−=  

                                                   را مثلاًزي

λλ

λ

x

z

x

edxezXP
−∞ −

==> ∫
1)(   

  پس 

011 11
>+=

+−
zezf

z

Z ,)()(
)(

λλ

µλ
  

)( داراي توزيع  Zدرنتيجه 
µλ
11

+Eاست .  

)(
),()|() 1
11

=
=≤

==≤
WP

WzZPWzZPii  

                                                
)(

),(
XZP

XZzZP
=

=≤
=     

                                  )(
)(

),( 1
YXP

YXzXP
<

<≤
=        

  اكنون صورت و مخرج كسر فوق را محاسبه مي كنيم

∫∫
<
≤

=<≤

yx
zx

YX dydxyxfYXzXP ),(),( ),(   

                                                  ∫∫
<
≤

+−

=

yx
zx

yx

dydxe
)(

µλ

λµ
1

  

∫                         -١- با توجه به شكل ∫
∞ +−

=
z

x

yx

dydxe
0

1 )(
µλ

λµ
  

                                                        dxe
xz )(

µλ

λ

11

0

1 +−

∫=   

                                                )(
)( z

e µλ

λµ
µ

11

1
+−

−
+

=   

  

                                    xy =                      y  



 
 
 
 
 

 ١٧٣                                                                            روشهای برآورديابی
 
  

  

  x                       z        )     ناحيه انتگرال گيري براي انتگرال دوگانه فوق : ١شكل (

  

∫∫
<

=<
yx

YX dydxyxfYXP ),()( ),(   

∫                                 -٢ - با توجه به شكل ∫
∞ ∞ +−

=
0

1
x

yx

dydxe
)(

µλ

λµ
    

                                                                 dxe
x)(

µλ

λ

11

0

1 +−∞

∫=   

                                                                           
λµ

µ
+

=   

                                                                                   xy =                              y  

   

  

                                                                                  x  

    )  ناحيه انتگرال گيري براي انتگرال دوگانه فوق استناحيه هاشور زده: ٢شكل(

  

  داريم ) ١(دست آمده در ه با جايگذاري عبارت هاي ب

z
eWzZP

)(
)|( µλ

11

11
+−

−==≤   

),()(با توجه به  iii بديهي است كه    

 )()|( zZPWzZP ≤==≤ 1   

  مشابه روابط بالا مي توان نشان داد كه 

)()|( zZPWzZP ≤==≤ 0  

WZدرنتيجه    . مستقل از هم هستند,

) الـف ( در قسمت    Zتوزيع   . را محاسبه مي كنيم    W در اين قسمت توزيع      ) ب(

  .دست آمده ب



 
 
 
 
 
   مسائل مبانی آمار رياضی                                                               ١٧٤  
 

)()()( YXPXZPWP <==== 1   

ديديم  ) الف(در قسمت 
µλ

µ
+

=< )( YXP   

             پس 

µλ
µ
+

== )( 1WP  

  همچنين 

µλ
λ
+

=<−=<== )()()( YXPXYPWP 10   

 يك متغير تصادفي برنولي با پارامتر Wدرنتيجه 
µλ

µ
+

  . است

ZW با استفاده از استقلال ) ج(    ، تابع درستنمايي برابر است با ,

∏∏
==

==
n

i
iiZ

n

i
iiWZ wfzfwzfL

11
)()(),(),( ),(λµ   

                             })()(){(
)(

ii
i ww

zn

i

e −
+−

= ++
+=∏ 1

11

1

11
µλ

λ
µλ

µ
µλ

µλ         

                          
∑

+

∑

+

∑
+= ===

−+−
n

i
i

n

i
i

n

i
i wnwz

n e 111

1111 )()()(
)(

µλ
λ

λµ
µ

µλ
µλ  

  پس از كمي ساده كردن داريم 

zn
wnwn eL

)(
)(),( µλµλλµ

11
1 +−
−−=   

∑كه 
=

=
n

i
iz

n
z

1

1
∑و 

=

=
n

i
iw

n
w

1

1
   

  مداري

znwnwnL )(ln)(ln),(ln),(
µλ

µλλµλµ 111 +−−+−==l  

   مشتق مي گيريم  ,λµاكنون نسبت به 

2λλλ
λµ znwn

+−=
∂

∂ ),(l
   



 
 
 
 
 

 ١٧٥                                                                            روشهای برآورديابی
 

                                                                 و

2
1

µµµ
λµ znwn

+
−

=
∂

∂ )(),(l
   

 ـ     با مساوي صفر قرار دادن معادلات بالا          ـ  برآوردگرهـاي درسـتنمايي م ه اكزيمم ب

  .دست مي آينده سادگي ب

  
⎪
⎩

⎪
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⎧

−
=

=
⇒

⎪
⎪
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⎪⎪
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   :دو حالت فرين را جداگانه بررسي مي كنيم

021    -حالت اول ==== nwww ...  

   حالت تابع درستنمايي برابر است با 

zn
neL

)(
),( µλµλµ

11
+−

−=   

  و

                                           

znnL )(ln),(ln),(
µλ

µλµλµ 11
+−−==l   

z=⇒=
∂

∂ µ
µ
λµ ˆ),( 0l

   

  . وجود نداردλ براي MLدر اين حالت برآوردگر 

121    -حالت دوم ==== nwww ...  

   .z=λ̂سادگي مي توان نشان داد كه  ه مشابه حالت قبل ب

  . وجود نداردµ براي MLدر اين حالت برآوردگر 

■  
2 و واريـانس     iµ يك تابع چگالي احتمال با ميانگين        xfi)(فرض كنيد      - ١٩

iσ  ، 

21,=i  2همچنين فـرض كنيـد       . ، باشدZ   1 وZ        تـايي از    ٢ يـك نمونـه تـصادفي 
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)()()()(توزيعي با تابع چگالي مخلـوط        xfxfxf 21 1 θθθ −+=    ،],[ 10∈θ  باشـد  .

2و   iµاگر  
iσ  ،21,=i     ،معلوم باشـند ،MME و  MLE    پـارامتر θ      را بـه دسـت 

 .آوريد

  :حل

   MMبرآوردگر -

)(ابتدا  1ZEθ را حساب مي كنيم   

∫
∞

∞−

−+== dzzfzfzZE )]()()([)( 2111 1 θθµ θ  

                                           ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+= dzzzfzzf )()()( 21 1 θθ  

                                                              21 1 µθθµ )( −+=   

11معادله از حل  M=µ داريم   

21 1 µθθµ )( −+=Z    

2كه  
21 ZZZ +

=   

  بنابراين 

21

2
µµ
µ

θ
−
−

=
Z~

    

  

  MLبرآوردگر  -

  ع درستنمايي برابر است با تاب

 )]()()([)()( i
i

i
i

i zfzfzfL 2
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1
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==

−+== θθθ θ  
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 ١٧٧                                                                            روشهای برآورديابی
 

 ـ   MLبرآوردگر  همانطور كه ديده مي شود عبارت صريحي را براي           ه نمي تـوان ب

  را به ازاي داده هاي يك نمونـه تـصادفي بايـد بـه            θ̂بنابراين مقدار   . دست آورد 

  .كمك روشهاي عددي محاسبه كنيم

■  
nXXفرض كنيد    - ٢٠  تايي از توزيعي با تابع چگـالي        n يك نمونه تصادفي     1,...,

 احتمال  زير باشد   

                                           θθθ <<= xxbaxf 0,)()()(  

 θ پـارامتر  MLE ،در صورت وجود  .  دو تابع مثبت اند    b(.)و   a(.)به طوري كه    

  . دست آوريده را ب

  : حل

  تابع درستنمايي برابر است با 

)()()]([)()( )(n

n

i
i

n
n

i
i xuxbaxfL −== ∏∏

==

θθθ θ
11

   

ه  است ب  θي يا نزولي از      تابعي صعود  θL)( اينكه   ،همانطور كه ملاحظه مي شود    

 از لحـاظ    θ نـسبت بـه      θa)(زيـرا وضـعيت     . سادگي تشخيص داده نمي شـود     

  .صعودي يا نزولي بودن مشخص نشده است

  . استθ تابعي نزولي از θa)(سادگي مي بينيم كه ه توسط روابط زير ب

dxxbadxxf )()()( ∫∫ =⇒=
∞

∞−

θ

θ θ
0

11  

                                  

dxxb
a

)(
)(

∫
=⇒ θθ

0

1
   

                           0
2

0

<
−

=′⇒

∫ ))((

)()(
dxxb

ba θ

θθ  

  . استθ تابعي نزولي از θL)(بنابراين 
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 كمتـرين مقـدار خـود را بگيـرد در نتيجـه              θ ماكزيمم مي شود كه      θL)(وقتي  

)(
ˆ

nX=θ.  

■  
  

nXX فرض كنيد    - ٢١ ),( تـايي از توزيـع         n يك نمونه تصادفي     1,..., 21 θθU  ، 

∞<<<∞− 21 θθدر صــورت وجــود،  .  ، باشــدMME و MLE پارامترهــاي 

  .مجهول را به دست آوريد

  : حل

  MMهاي  برآوردگر-

  سادگي داريمه ب  

  2
21

1
θθ

µ
+

== )(XE   

 )()( 21
2
2

2
1

2
2 3

1 θθθθµ ++== XE   

از حل معادلات 
⎩
⎨
⎧

=
=

22

11

M
M

µ
µ

      دست مي آوريم ه  برآوردگرهاي گشتاوري را ب

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
−+=⇒

)(~
)(~

22
2
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1

3
3

XXX
XXX

θ
θ

                 
⎩
⎨
⎧

=++
=+

2
21

2
2

2
1

21

3
2

X
X
θθθθ

θθ
     

  

    ML برآوردگرهاي -

  تابع درستنمايي برابر است با 

)()()(),()( )()( θθθθθθθ −−−== −
121221 xuxuLL n

n   

بنـابراين وقتـي    .  اسـت  2θ نزولـي از     ي   تابع θL)(همانطور كه مشاهده مي شود    

  بنـابراين  كمتـرين مقـدار خـود را بگيـرد           2θ ماكزيمم مي شود كه      2θنسبت به   

)(
ˆ

nX=2θ.  



 
 
 
 
 

 ١٧٩                                                                            روشهای برآورديابی
 

 ماكزيمم مي شـود     1θوقتي نسبت به    .  است 1θ تابعي صعودي  از      θL)(همچنين  

)( بيشترين مقدار خود را بگيرد بنابراين  1θكه
ˆ

11 X=θ.  

■  
         

ــد   - ٢٢ ــرض كني nXXف ــصادفي  1,..., ــه ت ــك نمون ــايي از توزn ي ــع   ت ي

)(θP،0>θ باشد. 

 را به دست آوريد اگر حداقل يكي از مـشاهدات مخـالف             θ پارامتر   MLE: الف

  .صفر باشد

كه همـه مـشاهدات صـفر باشـند،          ، در صورتي     θ پارامتر   MLEنشان دهيد   : ب

  .وجود ندارد

  :  حل

  ست با اتابع درستنمايي برابر ) الف(

xnn
n

i
i exL θθ θ−−

=
∏= 1

1
)!()(   

    θθθ ln)!ln()( xnnx
n

i
i +−−= ∏

=1
l  

θ
θ xnn +−=′ )(l   

 x=⇒=′ θθ ˆ)( 0l   

  تابع درستنمايي مي شودصورتي كه همه مشاهدات صفرباشند در  ) ب(

θθ neL −=)(   

1همچنان كه مشاهده مي شود        
0

=
∞

)(sup
),(

θL     0، كه به ازاي=θ   حاصل شده است  .

),(  يعني  چون صفر متعلق به فضاي پارامتر      اما  نمي باشد، بنابراين با توجـه بـه     0∞
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رسـتنمايي مـاكزيمم    تعريف تابع درستنمايي در اين حالت مي گوييم برآوردگـر د          

  .وجود ندارد

  ■  
  

nXXفرض كنيد     -٢٣ )( تايي از توزيع       n يك نمونه تصادفي     1,...,
θ
1E  باشـد  .

MLE پارامتر )(
X

E 1
θ را به دست آوريد .  

  : حل

)(ابتدا  
X

E 1
θرا محاسبه مي كنيم .  

dxexdxex
X

E
xx
θθ

θ θθ
−−

∞−−
∞

∫∫ ==
12

1

0

2
1

0

111 )(  

  

                                                        

θ
π

θθ
π θ =

Γ
=

−−
∞

∫ dxex
x12

1

0
2
1
1
)(

   

 پارامتر  MLدست آوردن برآوردگره براي ب
θ
π

 را θ، كافي است ابتدا پارامتر 

  . استفاده كنيمMLوردگرهاي آبربرآورد كرده و سپس از خاصيت پايايي 

  ست باا برابر تابع درستنمايي

θθθ
xn

neL
−−=)(   

  و 

θ
θθ xnn −−= ln)(l   

2θθ
θ xnn

+−=′ )(l   



 
 
 
 
 

 ١٨١                                                                            روشهای برآورديابی
 

X=⇒=′ θθ ˆ)( 0l    

 پارامترMLبنابراين برآوردگر 
θ
π

مي شود 
X
π

.  

■  
  

~),(فرض كنيد     -٢٤ 10NU   ،),(~ θ0NV   و ),(~ 10NW    سه متغير تصادفي 

VUXاگر . مستقل از هم باشند WVY و =+  .باشند =+

),(نشان دهيد : الف YX داراي توزيع ),,,,(
θ

θθθ
+

++ 11100Nاست .  

 پارامتر   MLE: ب
θ

θ 21
1
+

=)(h           را بر اساس يـك نمونـه تـصادفي n    تـايي از 

),( YX وريدآ به دست.  

  : حل

),(م أتدا تابع مولد گشتاور تو اب)الف( YXدست مي آوريمه  را ب   

)()(),( )()(
),(

WVtVUtYtXt
YX eEeEttM ++++ == 2121

21    

                                                         )( ))( WtVttUteE 2211 +++=      

WVUبنا به استقلال  ,,                   )().().( 2211 tMttMtM WVU +=    

UVWترتيب توابع مولد گشتاورهاي     ه   ب 0WM)( و   0VM)( ، 0UM)(كه    . هستند ,,

UVWبا توجه به اينكه توزيعهاي    سادگي داريم ه  نرمال هستند ، ب,,

})(exp{),(),( 22
1

2
2
22

21

2
1

21
ttttttM YX +++= θ  

                          ]})()[(exp{ 21
2
2

2
1 2112

1 tttt θθθ ++++=   

  سادگي داريمه با مقايسه با تابع مولد گشتاور توزيع نرمال توام ب

 ),,,,(~),(
θ

θθθ
+

++ 11100NYX   
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 پـارامتر   MLE را پيدا كرده و سپس با استفاده از خاصيت پايـايي ،            θ̂ ابتدا   ) ب(

)(θhمي آوريم دسته  را ب .  

∏
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n
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ii yxfL
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),()( θθ  
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  و
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  بنابراين

⇒=′ 0)(θl 
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21
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θθθ
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xyxyyx   

)(عبارت فوق را در  θ21+ضرب مي كنيم و بعد از كمي محاسبات جبري داريم   

2
1

2
1

4
1 22 −++= xyyx )(θ̂  

  درنتيجه 

xyyx
h

2
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21
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22 ++
=

+
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 ١٨٣                                                                            روشهای برآورديابی
 
nXXفرض كنيد     -٢٥ گالي زيـر    تايي از توزيعي با چ     n يك نمونه تصادفي     1,...,

  .باشد

                   1010
2

1 <<<<+−= θθθθ ,,)()( x
x

xf   

  . را به دست آوريدθ پارامتر ML و MMوردگرهاي آبر

  :حل

   MMبرآوردگر  -

  62
1

2
1

1

0
1

θθθµ −=+−== ∫ dx
x

xXE ])[()(   

11از برابري  M=µداريم   

)(~ XX 21362
1

−=⇒=− θθ
    

  MLبرآوردگر  -

  تابع درستنمايي برابر است با 

∏
=

+−=
n

i ix
L

1 2
1 ])[()( θθθ   

∑
−

+−==
n

i ix
L

1 2
1 ])ln[()(ln)( θθθθl   

∑
− −+

−
=′

n

i i

i

x
x

1 12
21

)(
)(

θθ
θl   

يحي بدسـت نمـي      عبارت صـر   MLهمانطور كه ملاحظه مي شود براي برآوردگر      

 بـه ازاي يـك مقـدار نمونـه تـصادفي از             MLدست آوردن برآورد    ه  براي ب . آيد

  .  روشهاي عددي كمك مي گيريم

■  
41فرض كنيد    -٢٦ XX   تايي از توزيع برنولي با پـارامتر         ٤ يك نمونه تصادفي     ,...,

θكه  ، به طوري },,{ 4
3

4
2

4
1

∈θبراورد .  ، باشدML پارامتر θرا به دست آوريد . 



 
 
 
 
 
   مسائل مبانی آمار رياضی                                                               ١٨٤  
 

  : حل

   تابع درستنمايي مي شود

yy

i

xx

i
i

iixfL −

=

−

=

−=−== ∏∏ 4
4

1

1
4

1
11 )()()()( θθθθθ θ   

∑    كه
=

=
4

1i
ixy.   

دست مي ه رآورد درستنمايي را ب مي گيرد، بyاكنون با توجه به مقدارهايي كه 

  .آوريم

41 باشد، آنگاه y=0 اگر -الف )()( θθ −=L . پس  

  

    4
3

        4
2

       4
1

  
      

  θ  

  4

4
1)(      4

2
1)(         4

4
3 )(    

                

)(θL  

4     در نتيجه 
1

=θ̂  

31 باشد، آنگاه y=1 اگر -ب )()( θθθ −=L . پس  

    4
3

        4
2

       4
1

  
      

  θ  

  256
3

     256
16

         256
27

    
                

)(θL  

4    در نتيجه 
1

=θ̂  

22 باشد، آنگاه y=2ر  اگ-ج 1 )()( θθθ −=L . پس  

    4
3
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2

       4
1

  
      

  θ  

  256
9

     256
16

           256
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)(θL  

  

2در نتيجه        
1

=θ̂  

)()( باشد، آنگاه y=3 اگر -د θθθ −= 13L . پس  

    4
3

        4
2

       4
1

  
      

  θ  

  256
3

     256
16

           256
3

  
                

)(θL  

4       در نتيجه 
3

=θ̂  

4θθ باشد، آنگاه y=4 اگر -ه =)(L.  

4       در نتيجه 
3

=θ̂  

■  
  

nXX فرض كنيد     -٢٧  تايي از توزيعي با تابع چگالي       n يك نمونه تصادفي     1,...,

 احتمال  زير باشد   
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  . را به دست آوريدθ پارامتر ML و MMوردگرهاي آبر

  : حل

   MMبرآوردگر -
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∫
∞
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== dxxxfXE )()( θµ1   

                          dxxexdxdxxe xx )|(||| 1
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   داريم سادگيه  ببا محاسبه هر يك از انتگرال هاي بالا

2
1

1 +== θµ )(XE  

11از برابري    M=µ دست مي آيده صورت زير به برآورد گشتاوري ب   

2
1

−= Xθ~  

  MLبرآوردگر  -

   . باشدn=1ابتدا فرض كنيد 

   تابع درستنمايي برابر است با xبراي مقدار مشاهده شده 

 }|)(|||exp{)( )()( xx IxIxL ≤+< +−−−−= 113
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θθ θθθ   

                                     }))(()exp{( )()( xx IxIx ≤+< +−−−= 113
1
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  مي شود بنابراين نمودار تابع درستنمايي به صورت زير 

  

                                     )(θL  

                       3
1  

  

                                                                         θ              x          1−x  

  

كه از بازه θ̂با توجه به نمودار به سادگي ملاحظه مي شود كه هر مقدار 

],[ xx  پس براي هر   . خواهد بودθ انتخاب شود، برآورد درستنمايي براي −1

],[ 10∈α  ،   

))((ˆ 11 −−+= XX ααθα   

  . انتخاب شودθپارامتر  MLEمي تواند به عنوان يك 

  . باشدn=2اكنون فرض كنيد 

21تابع درستنمايي به ازاي مقادير مشاهده شده  xx    برابر است با ,
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                  θ            2x  1x     12 −x  11 −x  

              

],[ورد درسـتنمايي هـر مقـدار در بـازه           آبنابراين بـر   12 1 xx پـس بـراي    .  اسـت  −

],[هر 10∈α ،  

))((ˆ 11 21 −−+= XX ααθα  

   .تخاب شود انθ پارامتر MLEمي تواند به عنوان يك 
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براي برآورد نسبت دانشجوياني كه سيگار مي كشند، يك نمونه تصادفي              -٢٨

 ML نفر سيگاري باشند، بـرآورد     ٣٥اگر از اين نمونه     .شود   تايي انتخاب مي     ١٠٠

 .سيگاريها را به دست آوريد

  :حل
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 را بـه  θ پـارامتر  MM و MLورد آبـر .  دقيقه بوده است٣ و ٥،  ٦  ،    ٩ ، ١٠ ،   ١١
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148   مقدار ٣ و   ٥،  ٦،  ٩،  ١٠،  ١١،  ١٣با توجه به مقادير عددي       /=x  برآورد   و  

~.281تاوري  گش
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 تابع درستنمايي را تشكيل مي       دست آوردن برآوردگر درستنمايي،   ه  اكنون براي ب  
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 بيـشترين مقـدار خـود را بگيـرد در نتيجـه برآوردگـر               θماكزيمم مي شود كـه      

)(درستنمايي   
ˆ

1X=θبرآورد درستنمايي با توجه به مقـادير عـددي داده   .  مي شود

31شده  =)(xاست.                                                     ■ 



  

  

  مسائل فصل چهارم

  برآوردگرهای نااريب با کمترين واريانس
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  .ديورآ به دست θ يبرا
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nXXد  ي فرض کن  -٥  ـ از توز  يي تا n يک نمونه تصادف  ي 1,..., ),(ع  ي θ0U  باشـد  .
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  د؟ چرا؟يده  ميحيبرآوردگرها را ترج كدام يك از n=3براي ) ج
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10نکه يبا توجه به ا
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  .ح داردي ترجMSEبر اساس ملاک  2T، برآوردگر <
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21دي فرض کن  -٧ XX  ـ  از توز   يي دو تـا   ي نمونه تـصادف   کي , ),(ع  ي 1θN  باشـد  .
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 ، تابع مخاطره برآوردگرهـا را       23θ با وزن    ي وزن يان مربع خطا  ي تابع ز  يبرا) ب
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 ٢٠٧                                                  برآوردگرهای نااريب با کمترين واريانس
 

)( چون آماره    ي از طرف  XXE   از آماره بـسنده کامـل      ي و تابع  µ يب برا ي ناار 1
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 اگـر دو برآوردگـر    در غـير اينـصورت،   راي ز .کتاستي  UMVU برآوردگر   :حيتوض
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nXXد  يفرض کن  -١٢  ـ از توز  يي تا n يک نمونه تصادف  ي 1,...,  . باشـد  λE)(ع  ي

UMVUE   پارامتر  λλγ ke−=)( که در آن ،k اسـت، را  ي مقدار مثبت و معلـوم 

  .ديبه دست آور
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  بنابراين
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  . استλγ)( ي براUMVUبرآوردگر   g(T) و

  

   داريم  - دومراه حل

[ ] λkekXuE −=− )( 1  
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T
X1مي استفاده کرده ا) .T آماره بسنده  

کامل و 
T
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1
1

2
1 111 −− −=−−=>= ∫ n

T
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T
kdyyn

T
kYPTg )())(()()(   

■  
  

nZZZد يفرض کن -١٣ ,...,,  ـ از توزيي تاn  يک نمونه تصادفي  21 ),(ع ي 20θN 

iiاگــر . باشــد ZX =،  i=١,…,n رت وجــود، بــر ف شــود، در صــويــ، تعر

nXXاساس ,...,1  

  .دي را به دست آور2θ پارامترUMVUE) الف

  .دي را به دست آورMSEن ي با کمتر2θ برآوردگر)  ب

  .دي را به دست آورθ پارامترUMVUE)  ج

  : حل

),(ع ي در توز )الف( 20θN آماره ، )( ∑∑
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i XZT
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 2θ ي  بسنده کامل برا2
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i i∑ === 1
2

 T از آمـاره بـسنده کامـل         ي و تـابع   2θ يب برا ياارن 

  .باشد  مي2θ ي برا UMVUEن ياست، بنابرا

د کــلاس يــ باMSEن ي بــا کمتــر2θبرآوردگــر بــه دســت آوردن يبــرا ) ب(

ن يم و برآوردگر با کمتـر     يسه انجام ده  ين آنها مقا  يم ب يخواه  مي  که ييبرآوردگرها

MSE  ـ ،  ن کلاس مشخص نشده است    يچون ا .  مشخص باشد  ،  ميدا کن ي را پ  ذا  ل
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}:{ را به صورت   2θ يکلاس برآوردگرها  0>ccT ـگ  مي در نظر  اکنـون بـه    . ميري

  در   MSEن  ي کمتـر  ي دارا Tc0کـه برآوردگـر   يم،  بطور  يگرد  مي ي مثبت 0cدنبال  

  کلاس 

}:{ 0>ccT باشد .   

  42 θnTVar =)(     ,     2θnTE =⇒ )(    ∑
=

=
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iZT
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2 )(~ χ
θθ

  

                      [ ] ( )2222 θθθ −+=−= )()()()( cTEcTVarcTEcTMSE  

                      2222 )()( θθ −+= cnTVarc  

                           4242 12 θθ )( −+= cnnc    

    پيـدا   کنـد،   مـي  ممين  مي   را  MSE  که    cاز   ي ، مقدار  c نسبت به    يريبا مشتق گ  

  . كنيم مي

2     :شود  ميشود كه اين مقدار  ميبه سادگي ديده
1

0 +
=

n
c  

n+2 برآوردگرن  يبنابرا
T

 ـ    MSEن  ي کمتر   بـه   يهـا برآوردگرن کـلاس    ي  را در ب

}:{صورت 0>ccTدارد .  

2نکه يبا توجه به ا ) ج(
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  داريم  يسادگه ببنابراين  ، =
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2
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2
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Γ
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 از  ي و تـابع   θ ي بـرا  بيبرآوردگر ناار  Tcn برآوردگرنکه  ياکنون با توجه به ا    

  .باشد  ميθ ي براUMVUE است، پس Tبسنده کامل آماره 

■  
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nXXد يفرض کن -١٤  ـ از توزيي تـا n  يک نمونه تـصادف ي 1,..., ),(ع ي βαPa 

 برابر با αان برآورد ياگر تابع ز. باشد
2
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⎠
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δδα ),(L ،باشد   

  .دي  را به دست آورα پارامترUE و MLE يابع مخاطره برات) الف

 ـابي بي  را طورcن مقدار ي بهتر α̂c به شکل    ييدر کلاس برآوردگرها  ) ب د کـه  ي

  .ن مقدار تابع مخاطره باشدي کمتريدارا
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  .توان در نظر گرفت  ميبراي حل اين مساله دو حالت

  . معلوم باشدβ -حالت اول

  . مجهول  باشدβ -حالت دوم

  حالـت دوم را بـه عهـده خواننـدگان          حلم و كني  مي له را در حالت اول حل     أمس

 فقط در اين حالت بايـد بـرآورد         است،  حالت دوم مشابه حالت اول      . گذاريم مي

  . را نيز به دست آوردβدرستنمايي ماكزيمم 
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 تـابع مخـاطره آن را محاسـبه        را بـه دسـت آورده و         α بيبرآوردگر ناار اکنون  

  .ميکن مي
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مم ين  ميه عبارت فوق را کيا c ، مقدار c بر حسب بالا از عبارت يريبا مشتق گ
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α̂ن برآوردگر   يبنابرا
n

n 2−
 ـ    ي کمتر ي  دارا    بـه   يين برآوردگرهـا  ين مخـاطره در ب

  . استα̂cشکل 

■  
  

nXXد يفرض کن -١٥  ـ از توزيي تـا n  يک نمونـه تـصادف  ي 1,..., ),(ع ي 2θθN 

 ـفـرض کن  : ييراهنمـا ( است؟    θپارامتر UMVU برآوردگر   Xا  يآ. باشد   Tد  ي

))(( صفر باشد، بيبرآوردگر ناارک ي TaXaVar −+   .)دي را محاسبه کن1

ScT و Xدانيم   مي:حل n= بيبرآوردگر ناار دو θ كه  هستند 

2

1

2

1
1 )(∑

=

−
−

=
n

i
i XX

n
S    و  

)(
)(

2

2
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=
−

−.  

م سـاخت   ي خـواه  θ ي بـرا  يبيبرآوردگـر نـاار   ،  برآوردگـر ن دو   يبا استفاده از ا   

 ـانس آن از وار   يکه وار يبطور برآوردگـر   Xجـه   ي در نت   و   کمتـر باشـد     Xانسي

UMVUپارامتر θنخواهد بود .  

TaXaTک ثابت باشد و ي aد يفرض کن )(* −+= 1 .  

θθθ =−+=−+= )())(()( * aaTaXaETE 11   

                         ))(()( * TaXaVarTVar −+== 1σ  

)()()(                 T  وXبنا به استقلال  TVaraXVara 22 1−+=  

      

  . مم شودين  ميσم که يکن  ميداي  را چنان پaاکنون 

                     0122 =−− )()()( TVaraXaVar = مشتقσ نسبت به a   

                                                         
)()(

)(
XVarTVar

TVara
+

=⇒  

   داريم σ در aبا جايگذاري



  
  
  
  
  
  مسائل مبانی آمار رياضی                                                              ٢١٨  

)(
)()(

)()(
)()(

)()( * TVar
XVarTVar

XVarXVar
XVarTVar

TVarTVar
22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=      

                                                              
)()(

)()(
XVarTVar

XVarTVar
+

=    

                                                                            )(XVar<  

        . نخواهد بودθ ي براX ،UMVUEنيبنابرا

■  
  

nXXد يفرض کن -١٦ ),(ع ي از توزيي تاn  يک نمونه تصادفي 1,..., θθNباشد  .

  .ستي نθ پارامترUMVU برآوردگر Xدينشان ده

  م     يدان  مي:حل

θ=)( 2SE    ,  θ=)(XE  

2که در آن    
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 ـد بـا هـر برآوردگـر ناار       ي باشد،  با   θ پارامتر UMVUE بخواهد   Xچنانچه ب ي

2SX مانند ،صفر    اما.ناهمبسته باشد  −

                                       0
2

2 ≠==−
n

XVarSXXCov θ)(),(  

  . باشدي نمθ پارامترUMVU برآوردگر Xنيبنابرا

■  
  

  :ر باشدي گسسته با تابع احتمال زير تصادفيک متغي Xد يفرض کن -١٧
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)()(د آماره   ينشان ده )  الف }{ XIXT 21 پـارامتر    UMVU برآوردگـر    =2 )( θ− 

  .است
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ــنــشان ده)  ب )()(د آمــاره ي }{ XIXS ــ برآوردگــر ناار=1  اســت، امــا θب ي

UMVUE پارامترθستي ن.  

  :حل

  شود که   ميدهي ديسادگه ب)  الف(

                                               21 )())(( θθ −=XTE  

 ـ  مـي   شـفه نـشان    -ه لهمن يه از قض  با استفاد  برآوردگـر    T(X)م کـه آمـاره      يده

UMVU    21  پارامتر )( θ− يهـا برآوردگرن منظور ابتـدا  کـلاس        ي ا يبرا.  است 

10   هريبرا. ميآور  مي صفر را به دستبيناار <<θ داريم   
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θ  

10 كه بـراي هـر      است θ بر حسب    ي توان يک سر يعبارت فوق    <<θ   مـساوي 

  مساوي صفر باشد، در نتيحه بايد xθپس بايد ضرايب  .صفر است

)()()(,)()(,)( 123241302 hhhhhh −====  

 ,...)()()()( 133425 hhhh −=−=  

  ب صفر به صورت ي ناارين کلاس برآوردگرهايبنابرا

)()( 2−−= XaXh  

1ha)(  است که در آن =.  

  .  استناهمبستهT(X)  با  Xh)(دهيم   مياكنون نشان
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0121 === )().(.))()(( XPhXhXTE θθ  

21 ي براUMVU برآوردگر T(X)ن يبنابرا )( θ−است .  

10                      )            ب( <<∀ θ        θθθ === )())(( 1XPXSE  

                                                    .  استθ بيبرآوردگر ناار S(X)ن يبنابرا

                                                               
 01111 ≠=== )(.)().(.))()(( hXPhXhXSE θθθ  

  . باشدي نمθ ي براUMVU برآوردگر S(X) شفه -ه لهمني طبق قض

■  
  

nXXد يفرض کن -١٨  ـ از توزيي تاn  يک نمونه تصادفي 1,..., ),(ع ي θrNB ،r 

 پارامتر   UMVUE.  نامعلوم، باشد  θمعلوم و 
θ
1

 در صورت وجود، به دست      ، را 

  .ديآور
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])([

)( 21
1

θπθ −+
=

x
xf  

  م                              يدار

                           ])(ln[ln)(ln 21 θπθ −+−−= xxf  

  

                                

])([
)()(ln
21

2
θ
θ

θ
θ

−+
−

=
∂

∂
x
xxf

  

  درنتيجه 

       ∫
∞+

∞− −+−+
−

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

= dx
xx

xXfEI X ])([
.

])([
)()(ln)( 222

22

1
1

1
4

1 θπθ
θ

θ
θ θ

θ   



  
  
  
  
  

 ٢٤٣                                                  برآوردگرهای نااريب با کمترين واريانس
 

=−θرير متغييبا تغ xu  

                                                         ∫
∞+

∞− +
= du

u
u

32

2

1
4

)(π
   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
−

+
+

= ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
du

u
du

u 3222 1
1

1
14

)()(π
  

θtguرير متغييبا تغ =   

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−+
+
+

= ∫∫ −−

2

2
32

2
2

2
22

2

1
1

1
14 π

π

π

π θ
θ
θθ

θ
θ

π
d

tg
tgd

tg
tg

)(
)(

)(
)(

  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫∫ −−

2

2

42

2

24 π

π

π

π θθθθ
π

dCosdCos ..  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+= ∫∫ −−

2

2

22

2
22

1
2
122

1
2
14 π

π

π

π θθθθ
π

dCosdCos )()(  

  مي داريسادگه  فوق بيبا حل هرکدام از انتگرالها
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 ـ فرض کن  :حيتوض  ـطبـق تعر  .  باشـد  n بـه حجـم      يانـه نمونـه ا    ي م ~nXد  ي  ييف کـارا  ي

   برابر است با~nXمجانبي
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)~(ن  يو بنابرا ( شود   ي محاسبه نم  ي به سادگ  ~nXع  ينکه توز يبا توجه به ا    nXVθ ز سـاده   ي ن
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)()(به عنوان مثال اگر      xxf φ= ينانگيمال با م   نر  چگالي  θ  ـ و وار   ـانس  ي ک باشـد،   ي
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انس يـــ و وارθ ينانگيـــ نرمـــال بـــا م ع مجـــانبييـــ توزيانـــه نمونـــه دارا يم

nnfn 44
1

04
1 2

212
π

π

==
)()]([

  . است
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 يانس مجانب ي وار يگذارياکنون در مسأله فوق با جا     
n4
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nXXد  يفرض کن  -٣٩  ـ ز ي با چگال  يعي از توز  يي تا n يک نمونه تصادف  ي 1,..., ر ي

  : باشد
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 ـبرآوردگـر ناار انس ي، وارθ از توابعي چه کلاس يبرا) ه ن ييکـران پـا   آن بـا  بي
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YXن يبنابرا 21 ي سازگار براي برآوردگر− µµ   . است−

■  
  

nXXد  يفرض کن  -٥١  ـ از توز  يي تـا  n يک نمونـه تـصادف    ي 1,..., ),(ع  ي 1θBeta 

θ+1ک برآوردگر سازگار ي Xدينشان ده. باشد
θ

  . است

θ   ,  10<0        :                  حل << x               1−= θ
θ θ xxf )(  

  .ميده  مي قراري را مورد بررسيسازگار يط کافيشرا

11 +
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θ
θ

θθ )()( XEXE  

2
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θθ
θθθ

θ
θ

θ nnn
XVarXVar  

  پس

0=
∞→

)(lim XV
n θ  

θ+1 برآوردگر سازگارX  و برقرار استي سازگاريط کافيشرابنابراين 
θ

  . است

■  



  

  

  مسائل فصل پنجم

  برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه

  

  

nXXدي فرض کن  -٥ ),(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,..., θ1E بـا  .  باشد

سـت  را بـه د    θزيان مربع خطا، برآوردگر ب    يتابع ز و   1E)(ن  يشيع پ يانتخاب توز 

  .دي کنهسباحمزی را يآورده و تابع مخاطره ب

                                                 :حل

011 >≥= −− θθ θ
θ ,;)( )( xexf x  

  مي دار

                      
∑

== =

−−

=
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n

i
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i
i exfxf 1
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)()(
θ

θθ θ    

                                                                  و 

0>= − θθ θ
θ ;)( eg   

  پس  

))(()()()( 1−−−=∝ nxnnegxfxg θ
θ θθθ  

  ن می شوديع پسين توزيبنابرا
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( ))(,~ 11 −−+Γ nxnnxθ  

  ان مربع خطا می شودي و تابع ز1E)(ن يشيع پي با توزθزيبرآوردگر ب

  

)(
][)( 1

1
−−

+
==

nXn
nXEXg θδ  

■  
  

 و تـابع    G  نسبت بـه توزيـع پيـشين        θγ)( در برآورد    δتابع مخاطره بيزي برآوردگر   

  به صورت     Lزيان    

∫
Θ

== )(),()],([),( θδθδθδ dGRREGr  

  .تعريف شده است

),( δGr      در واقع ريسك بيز برآوردگر  δ  باشـد   مـي و يـك عـدد    . ( شـود   مي  ناميده (.

  .شود  ميبرآوردگر بيز ناميده، برآوردگري كه كوچكترين ريسك بيز را داشته باشد

بـا  . نيز خواسته شده اسـت    ) ريسك بيز ( در بعضي از مسائل اين فصل تابع مخاطره بيزي          

  ه بيـزي،  توجه به كلاس بزرگ برآوردگرها به نظرمؤلفين منظور از محاسبه تابع مخـاطر            

محاسـبات  . بـوده اسـت   ) ريسك بيـز بـرآورد گـر بيـز        ( تابع مخاطره بيزي برآوردگر بيز      

  .گذاريم  ميمربوطه در اين مورد را به عهده خوانندگان

  

  

nXXديفرض کن  -٦  ـی از توزي تاnک نمونه تصادفی    ي 1,..., بـا  .  باشـد λP)(ع ي

),(ن  يشيع پ يانتخاب توز  βαΓ   ـان مربع خطـا، برآوردگـر ب      ي و تابع ز   را بـه    λزي

  .دي کنهسباحمزی را يدست آورده و تابع مخاطره ب

              ميدار :حل
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  ن       يبنابرا

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++Γ ∑

= β
αλ 1

1
nxx

n

i
i ,~  

 ـ نسبت به توز   λز پارامتر   يجه برآوردگر ب  يدر نت   ـع پ ي  ـ و تـابع ز    λλg)(ن  يشي ان ي

  مربع خطا برابر است با

β
βαλδ

n
XnXEXg +

+
== 1

)(][)(  

■  
 ـبا انتخاب توز  . ر باشد ي دارای تابع چگالی احتمال ز     Xد  ي فرض کن  -٧  ـع پ ي ن يشي

),( 10U   2ان مربع خطای وزنی با وزن       ي و تابع زθθ =)(w   ز  ي ، برآوردگر بθ   را به 

   .ديزی را محاسبه کنيدست آورده و تابع مخاطره ب

>>θ   ,  θ<0                                               : حل x0   ,  

2
2
θθ
xxf =)(     

  داريم

                        10 <<θ      1=)(θθg       ,        )()( xuxxf −= θ
θθ 2
2

  

)()()()()( θθ
θ

θθ θθ −−=∝ 12
2 uxuxgxfxg  
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ا                                يـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

)()()( θθ
θ

θ −−= 12
2 uxuxcxg  

  ز را محاسبه  ياکنون برآورد ب   .داردن بستگی   θ ثابت مثبتی است که به       cکه در آن    

  .ميمی کن

                                             

][
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])([
])([
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xXE
xXE

xXwE
xXwE

xg =
=

=
=
=

= 2

3
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=
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−
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∫

∫ )(
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.

θ

θθ
  

),(ن  يشيع پ يز نسبت به توز   ين برآوردگر ب  يبنابرا 10U    ـ و تـابع ز  ان مربـع خطـای     ي

2θθوزنی با وزن  =)(wبرابر است با   

2
1 XXg
+

=)(δ  

■  
nXXديفرض کن   -٨ ),(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,..., θ0U بـا  .  باشد

αθن متناسب با    يشيتابع چگالی احتمال پ   انتخاب   −   ، ∞<< θ1   1 و>α   ،   تـابع

2ی وزنی با وزن     ان مربع خطا  يز
1
θ

θ =)(w   ، زيبرآوردگر بθ      را به دست آورده و 

   .دي کنهسباحمزی را يتابع مخاطره ب

  م   ي دار :حل
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i xuxfxf −== −
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     ,      α<1                 و                                                                                     

)()( 1−∝ − θθθ α
θ ug  

                                پــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــس

)()()( )(
)(

n
n xuuxg −−∝ +− θθθθ α 1  

ا                                يـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

)()()( )(
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n
n xuucxg −−= +− θθθθ α 1  

  . بستگی نداردθ ثابت مثبتی است که به cکه در آن 

  :ميرير را در نظر می گيز دو حالت زيی محاسبه برآورد ببرا

10  -حالت اول << )(nx  

  ز می شود يبرآورد ب
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  .ک مقدار ثابت استيز ين حالت برآوردگر بي در ا

  nx)(<1 -حالت دوم

  ز می شوديبرآوردگر ب



  
  
  
  
  

 ٢٦٩                                                 برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه             
 

)(
)(

)(

)(

)()( n

x

n

x

n

g x
n

n

d

d

x

n

n

α
α

θθ

θθ

δ
α

α

+
++

==

∫

∫
∞

++−

∞
++−

1
2

1

  

  ن حالت عبارت است ازيز در ايوردگر بآن بريبنابرا

)()( ng X
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nX
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αδ
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++

=
1

  

■  
nXXديفرض کن  -٩ بـا  .  باشد θGe)(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,...,

),(ن  يشيع پ يانتخاب توز  10U   زيان مربع خطا، برآوردگر ب    ي و تابع زθ     را به دسـت 

  .ديزی را حساب کنيآورده و تابع مخاطره ب

10                         :حل <<θ    ,      ,...,,;)()( 2101 =−= xxf xθθθ   

  داريم
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101 <<= θθθ )(g  

  پس 
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  ن    يبنابرا

),(~ 11 ++ ynBetaxθ  
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),(ن  يشيع پ ي نسبت به توز   θز پارامتر   يجه برآوردگر ب  يدر نت  10U   ان مربـع   ي و تابع ز

   رابر است بابخطا 
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■  
nXXديفرض کن  -١٠ بـا  .  باشـد  λP)(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,...,

λλγزيان مربع خطا، برآوردگر ب    ي و تابع ز   1E)(ن  يشيع پ يانتخاب توز  −= e)(   را به 

  .ديدست آور

  م   يدار: حل
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ان مربع  ي و تابع ز   1E)(ن  يشيع پ ي نسبت به توز   λ−eز پارامتر   يجه برآوردگر ب  يدر نت 

  خطا برابر است با

1

2
11 +

+
−= Xn

g n
X )()(δ  

■  
nXXديفرض کن  -١١ بـا  .  باشد λE)(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,...,

 را بـه دسـت      λزيان مربع خطا، برآوردگر ب    ي و تابع ز   1E)(ن  يشيع پ ينتخاب توز ا

  .ديزی را حساب کنيآورده و تابع مخاطره ب

  م                                                يدار: حل
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λ λ −= eg )( 

  پس  

)()( 1+−∝ xnnexg λλλ  

  ن   يبنابرا

( )11 ++Γ xnnx ,~λ  

 ـو تابع ز   1E)(ن  يشيع پ ي نسبت به توز   λز پارامتر يجه برآوردگر ب  يدر نت  ان مربـع   ي

  خطا برابر است با

Xn
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1)(δ  
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 /20اي /10ک کارخانه برابر  يوب  يمحصولات مع  نسبت   θم  يد بدان يفرض کن  -١٢

 ـاگر تابع احتمال پ   . است 7010201ن بـه صـورت      يشي /)/()/( ====− θθ PP 

 ـ و از هشت محصول بـه تـصادف انتخـاب شـده از محـصول ا                انتخاب شود  ن ي

 را به دست    θن  يوب مشاهده شود، تابع احتمال پس     ي محصول مع  ٢قاً  يکارخانه دق 

  .ديآور

  :حل

ف مـی   يی تعر ي تا ٨ک نمونه   يوب در   ي را تعداد محصولات مع    Xر تصادفی   ي متغ

  .ميکن

~),(م يدان يم θ8BX  

   برابر است با θن يشيع پيتوز

١/٠          ٢/٠    θ=Θ  

٧/٠          ٣/٠  )(θg  

  

xf)(د  يفرض کن . مي را به دست می آور     θن  يع پس ياکنون توز   X ه يع حاش ـ ي توز

  . باشدXای 

                                 

∑ =
=

=
=

==

θ
θ

θθ

θ
θθθ

)()(
)()(

)(
)()()(

gXP
gXP

f
gXPXg

X 2
2

2
22  

                 
)/()/()/()/()/()/(

)()(
308020709010

1
6262

62

+
−

=
θθθ g

  

   نيبنابرا    

                                

540308020709010
709010210 6262

62
/

)/()/()/()/()/()/(
)/()/()/()/( ≈

+
==Xg  



  
  
  
  
  

 ٢٧٣                                                 برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه             
 
46054012101220                         و   //)/()/( =−==−== XgXg  

   می شود ينع پسيتوز

١/٠          ٢/٠       θ=Θ 
٥٤/٠          ٤٦/٠ )( 2=Xg θ 

 ■  

عی يک کارخانه دارای تـوز    يوب  ي نسبت محصولات مع   θم  يد بدان ي فرض کن  -١٣

ی، سـه محـصول     ي تـا  nک نمونه تـصادفی     ياگر در   . ر است يبا چگالی احتمال ز   

  .دي رابه دست آورθن يع پسيوب مشاهده شود توزيمع

                                                  10 <<θ        ,   )()( θθ −= 12g  

  : حل

 ـی تعر ي تا nک نمونه   يوب در   ي را تعداد محصولات مع    Xر تصادفی   يمتغ ف مـی   ي

  .ميکن

~),(      ميدان  مي θnBX  

         ن برابر است با يشيع پيتوز

                        10 <<θ      ,      )()( θθ −= 12g  

                  نيبنابرا

                                                        11 +−−∝ xnxxg )()( θθθ  

  درنتيجه

),(~ 21 +−+ xnxBetaxθ  

  

 ـی، سه محـصول مع    ي تا nک نمونه تصادفی    ينکه در   يبا توجه به ا    وب مـشاهده   ي

),(ن يع پسيشده است پس توز 14 −nBetaاست .  

■  
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nXXديفرض کن  -١٤ .  باشد θBeta),1(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,...,

),(ن  يشيع پ يبا انتخاب توز   βαΓ  ن را به دسـت     يع پس يانس توز ين و وار  يانگي ، م

  .ديآور

  م       يدار: حل
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■  
 ـاگـر توز . ک باغدار باشـد يبهای خراب ي نسبت سθد  ي فرض کن  -١٥  ـع پي ن يشي

),( 43Beta ب يی سـه س ـ   ي تـا  ١٠ک نمونـه تـصادفی      يع مناسبی باشد و در      ي توز

  .ديان مربع خطا به دست آوري را تحت تابع زθز يخراب مشاهده شود، برآورد ب
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  :حل

ف يی تعر ي تا ١٠ک نمونه تصادفی    يبهای خراب در    ي را تعداد س   Xر تصادفی   يمتغ 

  .ميکن می

~),(م يدان يم θ10BX 

  داريم  

32 1 )()( θθθ −∝g  

     پس    

xxxg −+ −∝ 132 1 )()( θθθ  

   نيبنابرا

),(~ xxBetax −+ 143θ  

   مشاهده شده است، پس  x=3چون مقدار 

),(~ 1163 Betax =θ  

),(ن  يشيع پ ي تحت توز  θز پارامتر   يبرآورد ب  43Beta   ان مربع خطا برابـر     ي و تابع ز

  است با

17
63 == ][ XE θ  

■  
~),(د  ي فرض کن  -١٦ θ0UX   و),(~ 12Γθ زيبرآوردگر ب .  باشدθ     را تحت تـابع 

  .ديانهای مربع خطا و قدرمطلق خطا به دست آوريز

                 :حل

                                                                    )()( xuxf −= θ
θθ
1 

  داريم 
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                                                             0>θ       ,    

θ
θ θθ −= eg .)(  

                                              پس 

                                   )()( xuexg −∝ − θθ θ  

  يا

                                                                      

)()( xucexg −= − θθ θ  

∫ را از رابطه cکه مقدار
+∞

∞−
= θθ dxg   .مي به دست می آور1)(

                                                       

x

x
ecdec =⇒= ∫

+∞ − θθ1  

  پس

                                                x≥θ      ,   )()( xexg −−= θθ  

  ان مربع خطاي تحت تابع زθز يبرآوردگر ب

∫∫
∞ −∞ −− +===
0

θθθθθδ θθ deXdeXEX
X

X
g )(.][)( )(  

                                   XdeXde +=+= ∫∫
∞ −∞ − 1
00

θθθ θθ.  

  .نيع پسيتوزانه يان قدرمطلق خطا، برابر است با ميز تحت تابع زيبرآوردگر ب

                                                     ∫∫ −−− ==
m

X

Xm

X

X deede θθ θθ )(

2
1

  

                                               mXmXX eeee −−− −=−= 1)(  

  شود  مي برآوردگر بيزدرنتيجه

2ln)( += XXgδ  

■  



  
  
  
  
  

 ٢٧٧                                                 برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه             
 

nXXديفرض کن  -١٧  ـی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,..., ),(ع  ي θ0U  باشـد  .

θ   ,   2≤1:     ر باشدين به صورت زيشياگر تابع چگالی احتمال پ
1
θ

θ =)(g.  

 ـ ب های، برآوردگر  و قدرمطلق خطا    مربع خطا  هایانيتابع ز  تحت) الف  را بـه    θزي

  .ديدست آور

604080ر مـشاهده شـده      يو مقاد  n=4برای  ) ب  ـوردهـای ب  آ بر .90 و .,.,. زی را  ي

  .ديمحاسبه کن

                        ميدار: حل

                               )()()( )(n
n

n

i
i xuxfxf −== −

=
∏ θθθθ

1
 

                                                                  و      

)()( 11
2 −= θ

θ
θ ug 

  پس

)()()( )( 12 −−∝ −− θθθθ uxuxg n
n  

   اي

)()()|( )( 12 −−= −− θθθθ uxucxg n
n  

  .بستگی ندارد θ ثابت مثبتی می باشد که به cکه 

  ميرير را در نظر می گيز دو حالت زي برای محاسبه برآوردگرهای ب )الف(

10  -حالت اول << )(nx  

∫ را توسط رابطه cابتدا 
+∞

∞−
= θθ dxg   .مي به دست می آور1)(

111
1

2 +=⇒
+

== ∫
∞ −− nc

n
cdc n θθ  

  پس     

)()()( 11 2 −+= −− θθθ unxg n  
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   برابر است بان داده شدهيشيع پي و توزخطامربع ان يتابع زبا ز يبرآوردگر ب

n
ndnXEX n

g
11

1
1 +

=+== ∫
∞ −− θθθδ )(][)(  

 برابر است   ن داده شده  يشيع پ ي و توز  ان قدرمطلق خطا  يز تحت تابع ز   يبرآوردگر ب 

  ني پسيعانه توزي مبا

11
1

2 2112
1 ++−−− =⇒−=+= ∫ nnm n mmdn )()( θθ  

1: ز می شوديپس برآوردگر ب 2+n.  

  nx)(<1  -حالت دوم

  .    مي را به دست می آورcابتدا 

                                11
1

2

+
==

+−
∞+ −−∫ n

cx
dc

n
n

x

n

n

)(
)(

)(

θθ    

11 ++=⇒ n
nxnc )()(  

  پس

)()()( )()( n
nn

n xuxnxg −+∝ −−+ θθθ 211  

   برابر است بان داده شده،يشيع پي و توز خطامربعان يتابع زبا ز يبرآوردگر ب

∫
∞ −−++==

)(
)()(][)(

nX

nn
ng dXnXEX θθθδ 111    

                                                             )(nX
n

n 1+
=  

  .مين را به دست می آوريپسع يانه توزياکنون م

1111121 112
1 −−+−−−−+−−+ −=−=+= ∫ nn

n
nn

n
n
n

m

x

nn
n mxmxxdxn

n
)()()()( )()(

)(

θθ  

)(n
n xm 12+=⇒  

n)(ن حالت برابريز در اي بگرپس برآورد
n X12+است .  



  
  
  
  
  

 ٢٧٩                                                 برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه             
 
94 چون    )ب( .)( =x    بـا ز  يبرآورد ب ،  ک است، با استفاده از حالت اول        ي کمتر از 

2514  خطا برابر  مربعان  يتابع ز 
5  ـ تـابع ز   بـا ز  يبرآورد ب  و    است =/ ان قـدرمطلق   ي

23225خطا، برابر    . است≈/

■  
nXXديفرض کن  -١٨ ),(ع  يی از توز  ي تا nک نمونه تصادفی    ي 1,..., θnB  باشـد  .

 ـع پيــبـا انتخـاب توز   ),(ن يشي 10Uـ و تــابع ز  ی وزنـی بــا وزن  ان مربـع خطــا ي

)()( θθθ −= 1
1wزي، برآوردگر بθديبه دست آورزی را ي و تابع مخاطره ب.  

∏∏                          ميدار: حل
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                         و                                            

101 <<= θθ ;)(g 
                           پس 

                                               xnnxnxg −−∝
21 )()( θθθ  

  ن   يبنابرا

))(,(~ 11 +−+ xnnxnBetaxθ  

  ز می شوديبرآوردگر ب

∫
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n
X

=  

■  
 ـفرض کن  -١٩ ~)(دي θEX   م  ي و بـدان},,{ 321∈θ .    ـبـا انتخـاب توز   ـع پ ي ن يشي

   .دي را به دست آورθزيان مربع خطا، برآوردگر بي و تابع زکنواختي

  :      حل

                                             0>θ    ,    0>x     ,    xexf θ
θ θ −=)(  

                                                       321 ,,=θ       ,   3
1

=)(θθg  

  .مين را محاسبه می کنيع پسيابتدا توز

                                

∑ =

== 3
1θ θθ

θθθθ
θ

θ

θθ
θ

)()(
)()(

)(
)()(

)(
gxf

gxf
xf

gxf
xg

X

  

       321 ,,=θ        ,       xxx

x

eee
e

xf

xf
323

1
32 −−−

−

=
++

==
∑

θ

θ θ

θ θ .
)(

)(
  

  کنواخت برابر است باين يشيع پيان مربع خطا و توزيز با تابع زيبرآوردگر ب

∑
=

−−−

−

++
==

3

1
32

2

32θ

θθθδ xxx

x

g eee
eXEX .][)(  

                                                        xxx

xxx

eee
eee

32

32

32
94

−−−

−−−

++
++

=  

■  
~)(د  ي فرض کن  -٢٠ θGeX  م  ي و بدان)()( 113

2
4
1

=−=== θθ PP .  تحت تابع

  .دي را به دست آورθز يان مربع خطا برآوردگر بيز

  م      يدار: حل

                                        ,...2,1,0=x            xxf )1()( θθθ −=  

  ن برابر است بايع پسيتوز



  
  
  
  
  

 ٢٨١                                                 برآوردگرهای بيز و کمين بيشينه             
 

                                              

∑
==

θ
θθ

θθθθ

θ
θθθ

)()(
)()(

)(
)()()(

gxf
gxf

xf
gxfxg

X

  

  .ميرير را در نظر می گيکنون دو حالت زا

θθپس  .  باشدx=0د ي فرض کن )الف( =)(0f و     

)(
)(

)(
)(

)()(
)()(

)( θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ θ
θ

θ
θ

θ

θ
θθ

θθ g
g

g
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gf
gf

g ====
∑∑ 10

00  

ــابراين                                 بنـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3
1101 == )()( θgg  

                     و                                                   

3
2

4
104

1
== )()( θgg  

  ن می شود يع پسي توزدر اين حالت

    1            4
1

 
     θ=Θ 

   3
1

            3
2

 
    )( 0θg 

ن مربع خطـا    اي و تابع ز   x=0ز به ازای مقدار مشاهده شده       يجه برآوردگر ب  يدر نت 

  ن داده شده برابر است بايشيو پ

                                                     

2
1

3
113

2
4
100 =+=== ..][)( XEg θδ  

  پس .  باشدx<0د ي فرض کن )ب(

3
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4
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4
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                                             )()(.)( θθθ θgxx −= 163
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                      14
114

1
=−= )()( xgxg    ,         01 =)( xg   

  

  ن می شود يع پسيدر اين حالت توز

    1          4
1

      θ=Θ 

   0           1     )( xg θ 

  پس

4
1

=== ][)( xXExg θδ  

 ـان مربع خطا و پ    ي و تابع ز   x<0ز به ازای    ي ب گرجه برآورد يدر نت  ن داده شـده    يشي

  برابر است با

4
1

== ][)( XEXg θδ  

■  
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