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ریاضیات∗ در تعریف و موضوع اصل

منیری مرتضی

اصول ماهیت زمینۀ در مباحثاتی میلادی بیستم قرن اول نیمۀ و نوزدهم قرن اواخر در چکیده.

دستگاه  از ریاضیدانان استفادۀ مورد امروزی و مدرن مفهوم که درگرفت ریاضیات در تعریف ها و

که بود آرایی تنازع و تلاشها حاصل و نبود هموار چندان مسیر این داد. شکل را اصل موضوعی

شکل گیری حاصل کار آمد. پدید ریاضیات مبانی کردن مستحکم برای ریاضیدانها تلاش خلال در

نظر در همچنین و آنها، سازگاری و استقلال بررسی نحوۀ و اصول به امروزی استاندارد رویکرد

و یادشده روند بررسی به اختصاص مقاله این بود. زبانی خلاصه نویسی عنوان به تعریف گرفتن

دارد. ریاضی تعریفهای و اصول به امروزی رویکرد تشریح همچنین

مقدمه .۱

گذر در آنها بیشتر تغییرات و است کرده  تغییر زمان گذر در ریاضی مفاهیم از برخی تعریف

تابع جدید مفهوم تثبیت از پیش تا کرد. اشاره تابع مفهوم به می توان مثال، برای است. ممکن زمان

یا فرمول (لایبنیتز۱)، منحنی یک روی نقاط قبیل از مختلفی شکلهای به تابع مجموعه ها، کمک به

و باشد مفید محاسبه برای که عبارتی هرگونه و (اویلر۲) ثابت یا متغیر چند حسب بر تحلیلی عبارتی

برحسب تابع امروزی تعریف .([۱]) می شد تعریف (لاگرانژ۳)، شوند وارد روش هر به متغیرها آن در
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ذهن به اینجا در که پرسشی است. شده تثبیت بورباکی۱ توسط بیستم قرن اول نیمۀ در مجموعه ها

است؟ معتبر پرسش این اصلا آیا است. درست تابع تاریخی تعاریف از کدامیک که است آن می رسد

در مفهومی را تابع می توان مثال برای نگریست. موضوع این به می توان مختلف شکلهای به

تعریف زمان، نیازهای به بسته و مختلف برهه های در و کرده اند ابداع ریاضیدانها که گرفت نظر

زمانی در که کرد مقایسه قطار چون مفهومی با می توان را مفهوم این نظر، این از داده اند. تغییر آنرا

پیشرفته قطارهای بین چندانی شباهت شاید که بطوری کرد زیادی تغییرات و آمد بوجود مشخص

مفهومی که هرچند ریاضی، تعاریف از تعبیر این در باشد. نداشته وجود اولیه قطارهای و امروزی

تعریف دارد. معنا آن برای نسبی غلطی یا درستی می شود، گرفته نظر در انسان پرداخته و ساخته

ریاضیات، پیشرفت پرتو در اما بپوشاند. آنرا امروزی کاربرد موارد همۀ که است تعریفی فعلی درست

تجربی علوم شبیه ریاضیات دیدگاه، این در نباشد. درست دیگر است ممکن درست، تعریف همین

علمی نظریۀ یک در نظر تجدید به است ممکن بیشتر تجربی شواهد که همانطور می شود، گرفته درنظر

باعث آنرا اولیۀ مفاهیم در تغییر به نیاز است ممکن ریاضیات از شاخه یک پیشرفتهای شود، منجر

دائمی تغییر مستعد هم ریاضی تعاریف دانست، نهایی نمی توان را علمی نظریه های که همانطور شود.

هستند.

دارد مهمی جایگاه ریاضیات به لاکاتوش۲ دیدگاه در که است ریاضی تعریف های از جنبه ای این

نظریه های تشخیص برای ابطال پذیری ملاک مورد در پوپر مشهور نظر از زمینه این در او .[۱۹]

منطقی نتایج و علمی نظریه های مانند می توان را ریاضی تعریف های است. پذیرفته تاثیر علمی

ممکن نتایج، پرتو در دانست. علمی نظریه های با مرتبط مشاهدات و آزمایشها مانند را تعریف ها

برسد. نظر به ضروری تعریف ها اصلاح است

واحد مفهوم یک به تابع، تاریخی تعاریف همۀ آیا می  شود: مطرح دیگر پرسشی اینجا در اما

باشد، مثبت اگرجواب است؟ شده اشاره آنها به واحدی نام با که مختلفی مفاهیم به یا می کنند، اشاره

چیزی آن است ممکن داشت. نخواهد وجهی چندان مختلف تعاریف خواندن غلط یا درستی دیگر

نظر به باشد. متفاوت می شود نامیده تابع امروزه که چیزی با کلی به می شده، نامیده تابع سابق که

مفاهیم شکل گیری تاریخی سیر تلقی، این باشد. ریاضیدانها خود مقبول برداشتی چنین که رسد نمی

عامترین تابع کنونی تعریف که است این استاندارد اعتقاد می گیرد. نادیده را آنها تکامل و ریاضی

عکس البته هستند. آن از خاصی حالتهای قبلی تعریفهای و است شده ارائه تاکنون که است تعریفی

1Bourbaki
2Lakatos



منیری مرتضی منیری۳ مرتضی منیری۳ مرتضی ۳

پیشین، تصور خلاف بر مجموعه، از کنونی تلقی اساس بر مثال،  برای است. ممکن هم پدیده این

است. شده محدودتر مجموعه مفهوم نوعی به پس نمی کند. مشخص را مجموعه یک خاصیت هر

از مسطحه هندسۀ مفاهیم به نمونه، برای دارد. وجود ریاضی اصول مورد در مشابهی وضعیت

وجودی خط و نقطه برای باستان یونانی های که دارد وجود اعتقاد این کنید. توجه خط و نقطه قبیل

اصل عنوان به را می رسیدند نظر به بدیهی که این دو پایه ای خواص از برخی آنها بودند. قائل مستقل

استنتاج منطق قواعد و شده یاد اصول کمک به را آنها خواص بقیۀ کردند تلاش و گرفتند نظر در

نیز هندسه و حساب به کانت۱ دیدگاه در ندارد. معنایی اصول بودن غلط دیدگاه، این در کنند.

ذهن ساختار بازتاب اقلیدسی هندسۀ که باشیم معتقد کانت مانند اگر دارد. وجود مشابهی وضعیت

بود. خواهند درست لاجرم نیز آن اصول است، تردید غیرقابل و ما

تاریخ طول در بنابراین و رسیدند نظر به بدیهی بیشتر اصول این از برخی زمان گذر در اما

ثابت مسیر این در مثال، برای کنند. اثبات آنها کمک به را بقیه تا گرفت صورت بسیاری تلاشهای

فرض با یعنی، است. مستقل او چهارگانه اصول بقیۀ از توازی خصوص در اقلیدس پنجم اصل که شد

دیگر اصل چهار اضافۀ به پنجم اصل نقیض اصل، پنج هر شامل اقلیدسی، هندسۀ سازگاری پذیرش

بی نهایت خط، یک از خارج نقطۀ هر از لوباچفسکی۲، هندسۀ در مثال برای بود. خواهد سازگار هم

معادل هم با لوباچفسکی و اقلیدسی هندسۀ سازگاری درواقع، کرد. رسم می توان آن موازات به خط

می رسد نظر به برود. سوال زیر یادشده اصول بداهت که شده باعث روند این .([۱۴] و [۳]) هستند

تعریفها به امروزی رویکرد تاریخچۀ به مقاله این در باشد! مجاز تردید ریاضی اصول مورد در حتی که

می کنیم. توصیف را استاندارد و امروزی رویکرد این همچنین و می پردازیم ریاضی اصول و

ریاضی اصول سر بر فرگه و هیلبرت جدال .۲

موضوع اصول جانشین به عنوان را خود هندسی موضوع اصول هیلبرت۳ بیستم، قرن ابتدای در

او کند. عاری شهودی سهل انگاری هرگونه از و کرده پر را آنها منطقی خلاء های تا کرد مطرح اقلیدس

.([۱۲]) پرداخت خود دقیق موضوعی اصل شیوۀ به هندسه بنیاد به (۱۸۹۹) هندسه مبانی کتاب در

شبیه او تعریف های که چند هر می کند، تعریف ظاهراً را خط و نقطه چون مفاهیمی ابتدا هیلبرت

سپس می رسند. نظر به آنها نام گذاری و اولیه حدود انتخاب فقط و نیستند معمول معنای به تعریف
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از جزئی واقع در موضوع اصل هر هیلبرت اعتقاد به می کند. ذکر را آنها خواص اصولی، بیان با

تعاریف از هیلبرت راستا دراین می کند. تغییر بحث مورد مفهوم اصول، کردن اضافه با است. تعریف

اصول در ذکرشان با بلکه نمی شوند تعریف صریح طور به اصطلاحات یعنی می کند، دفاع سیاقی۱

.([۸]) می یابند معنی موضوعه،

دید از می دانست. کننده ناامید و دوری را هندسی مفاهیم تعریف برای تلاش هرگونه هیلبرت

و می کنند بیان را نقطه و خط مفاهیم بین روابط که هستند قراردادهایی تنها هندسی اصول او،

مذکور، هندسی اشیا ماهیت تعریف او اعتقاد به واقع، در نمی کنند. مشخص را مفاهیم این ماهیت

از مختلفی تعابیر هیلبرتی اصول که بود آن مورد این در ظاهری مشکل یک اما است. ناممکن

که مادام باشند، چیزی هر می توانند خط و نقطه مثال، برای می دانستند. مجاز را هندسی مفاهیم

کافی می شود، متذکر هیلبرت خود که همانطور کنیم. تعبیر مناسب نحو به را آنها بین موجود روابط

آن با هم عدد مجموعۀ یک به را اصول مدل یک ساختار یک، به یک تناظر یک از استفاده با است

نویسد: می مورد این در هیلبرت کرد. منتقل

مفاهیم از طرح واره ای یا داربست فقط نظریه هر که است بدیهی مسلماً ...»

به می توان را پایه ای عناصر و است یکدیگر با آنها ضروری روابط همراه به

به خود، نکات از صحبت در اگر گرفت. نظر در داشت دوست که شکلی هر

... دودکش قانون، عشق، دستگاه به مثلا کنم، فکر اشیا دستگاه های از برخی

آنگاه کنم، فرض چیزها این بین روابط عنوان به را خود اصول همۀ سپس و

هر [یک] هستند... معتبر هم اینها برای فیثاغورث، قضیۀ مانند من، گزاره های

برد. کار به پایه ای عناصر دستگاه بی نهایت برای توان می همیشه را نظریه ای

که کرد مقرر آنگونه و کرد اعمال را پذیر برگشت یک‑یک تبدیل یک باید فقط

شرایط این باشند. یکسان شده تبدیل چیزهای برای متناظر طور به باید اصول

... ...[این] دوگانگی اصل در مثلا گیرد، می قرار استفاده مورد مکرراً واقع در

است» اجتناب ناپذیر صورت هر در و باشد نظریه یک نقص نمی تواند هرگز

.([۱۱])

آنها برای امتیازی را باشند داشته مختلفی تعبیرهای می توانند اصول که موضوع این هیلبرت

هیلبرتی اصول که گفت می توان کلی، طور به می بخشید. کلیت آنها به که دلیل این به می دانست،
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می کرد. فکر ددکیند مشابه او نظر، این از خاص. اشیائی تعریف نه و هستند ساختار یک تعریف

هیچ اصول این می دانست. طبیعی اعداد مرتب ساختار تعریف را حساب معمول اصول ددکیند

مثال برای است. متصور انها برای متعددی تعبیرهای و نمی گویند اعداد این ماهیت مورد در چیزی

اصول این مورد در مهم نکتۀ کرد. تعریف باز را عناصر و کرد شروع ۲ از را اعداد دنبالۀ می توان

که است خاصیتی این یکریختند. هم با آن مدل دو هر یعنی هستند، جازم۱ اصطلاحاً که است آن

مقدماتی، اصطلاحاً بخشهای که کرد توجه باید البته دارند. هم لوباچفسکی و اقلیدسی هندسۀ اصول

بودن جازم هرحال به اما .([۱۴]) ندارند را ویژگی این اصول از شده یاد مجموعه های اول، مرتبۀ یا

است. پایه ای اصل موضوعی دستگاه های این برای بزرگ امتیاز یک

است. برقرار نیز فیزیک چون علومی مورد در علم فیلسوفان برخی گمان به مشابه وضعیتی

جاذبه، قبیل از شی ای یا مفهوم مورد در فیزیکی متفاوت اندازه گیری روش های و نظریه ها قوانین،

که نیست اینگونه دارند. آن تعریف در سهمی هم و می کنند بیان آن مورد در را احکامی هم همزمان

تکوین در موارد این همۀ برویم. آن خواص کشف دنبال به بعد و کنیم تعریف را مفهومی ابتدا در

تغییر به منجر اصل، یک افزودن یا تغییر که می رسد نظر به ترتیب، همین به دارند. نقش مفهوم یک

.([۸]) می شود اصول مفهومی

اگر که بود معتقد فرگه هیلبرت، خلاف به بود. مخالف ریاضیات مورد در دیدگاه این با فرگه۲

کنند بیان را اندیشه ای هیچ نمی توانند اصول آن باشند، معنی فاقد قبل از اصول در اشاره مورد اشیای

مکاتبات سری یک در ریاضیدانان). ذهنیت از مستقل است ریاضی حقیقتی فرگه نظر از (اندیشه

نظر به .([۱۱]) برد سؤال زیر را دارند قراردادی جنبۀ هندسی اصول که را دیدگاه این او هیلبرت، با

مفاهیمی یا اشیا خط و نقطه کنند. بیان را خط و نقطه مفاهیم خواص می بایست هندسی، اصول او،

می مشخص را آنها اصول کمک به ریاضیدانها و هستند مطرح نیز ریاضیات از مستقل که هستند

هندسی اصول درواقع، هستند. مرتبط مفاهیم هندسی شهود حاصل بلکه نیستند قرارداد آنها کنند.

فرگه، اعتقاد به بنابراین، هستند. صادق غیرمسلح، چشم با مشاهده قابل جهان مورد در اقلیدس،

این نداشت. اعتبار اصول بقیه از A هندسی اصل یک استقلال دادن نشان برای معمول اثبات

یکی در A اینکه دادن نشان سپس و اصول آن از مختلف تعبیر دو ساختن بر است متکی اثبات

اصول آن از اصل این استقلال برای اثباتی این است. نادرست دیگری در و درست تعبیرها آن از

که می شوند متفاوتی احکام به منجر واحد اصل یک مختلف تعبیرهای اما می شود. گرفته نظر در
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بودن نادرست و اصل یک از تعبیری بودن درست فرگه، اعتقاد به پس، هستند. بی ربط یکدیگر با

.([۲۵] ،[۲۲] ،[۷] ،[۶] ،[۵]) نمی کند اثبات را چیزی آن، از دیگر تعبیری

نمی کنند، بیان را اندیشه ای هیچ که می دانست شبه‑اصل را هیلبرت اصول فرگه واقع در

اندیشه ها این دارند. اساسی اهمیت ریاضیات در فرگه اعتقاد به که هستند چیزهایی آن اندیشه ها

مختلف می توانند ریاضی قضیه های صوری بیانهای وگرنه مشترکند ریاضیدانها مابین که هستند

کنند، معرفی باید که را مفهومی آن زیرا باشند غلط که است ممکن اصول فرگه، نظر بنابر باشند.

شود. اصول تغییر به منجر می تواند زمان درگذر مفاهیم دوبارۀ تحلیل نکنند. مشخص درستی به

با که هستند قراردادهایی آنها گفت. نمی توان هیلبرتی اصول مورد در مورد در را چیزی چنین اما

هیلبرت، رویکرد در ندارد. معنایی آنها درمورد غلطی و درستی می شوند، جایگزین دیگر قراردادهای

می شوند. ناپدید آنها، پذیرش دلیل و اصول منشاء مانند ریاضی، مفاهیم با مرتبط فلسفی مسائل

و شهودی منشاء هندسی مفهومهای برای فرگه زیرا بود، حساستر حساب مورد در بخصوص این

حواس از مستقل کاملا حساب فرگه نظر به نه. آنها، خواص و اعداد مورد در اما می پذیرفت را حسی

می دانست. تفکر قواعد پایه ای ترین حد در را حسابی خواص بودن کلی و بود انسان تصورات یا و

است. شمارش قابل باشد، اندیشیدن قابل چه هر

برخلاف اما بکشد، اصول بودن درست ادعای از دست به کلی نمی خواست هم هیلبرت البته

فرگه دیدگاه تفاوت نه بعکس. و می دانست اصول بودن درست از نشانه ای را اصول سازگاری فرگه،

به توجه با است. توجه قابل نیز اصل موضوعی دستگاه های سازگاری موضوع مورد در هیلبرت و

موضوع شود. بررسی آنها سازگاری که بود نیاز انها، از هیلبرت تلقی در اصول بودن قراردادی

مدل .([۲۱]) بود کرده مشغول خود به نیز را پوانکاره۱ ذهن که بود چیزی هندسی اصول سازگاری

بررسی پوانکاره نظر از بود. شده ارائه اقلیدسی هندسه سازگاری فرض با پوانکاره، ناقلیدسی هندسۀ

سازگاری اثبات برای تلاش در هیلبرت بود. مهم مسئله ای خود اقلیدسی هندسۀ اصول سازگاری

فرض با که داد نشان او دهد. نشان را آنها نسبی سازگاری اصطلاحا توانست خود، هندسی اصول

تعبیری او منظور، این برای بود. خواهند سازگار نیز او هندسی اصول حقیقی، اعداد اصول سازگاری

نوبه به را حقیقی اعداد دستگاه سازگاری کرد. ارائه حقیقی اعداد برحسب خود هندسی اصول از

معتبر را اثباتی چنین فرگه کرد. تحویل حسابی موضوعی اصل دستگاه  های سازگاری به می توان خود

است. متفاوت خط و نقطه با مرتبط اندیشۀ با به تمامی حقیقی اعداد با مرتبط اندیشۀ نمی دانست. 
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بنابراین و بوده هندسی مفاهیم تحلیل و تجزیه ماحصل هندسه اصول می خواست، فرگه که آنطور اگر

نه می دهد نتیجه را آنها سازگاری اصول، درستی هستند. نیز سازگار لزوماً آنگاه باشند، درست

به عکس.

چون نظریه هایی اصول دارد. وجود مختلف اصل موضوعی دستگاه های بین تفاوتی البته

ریاضی ساختارهای دیگر و حلقه ها گروه ها، اصول نامید، بنیادی اصول می توان را مجموعه ها

در .([۲۵]) می کنند تعریف را ساختارها انواع که دانست ساختاری اصول می توان را امروزی

می کنند توصیف را مجموعه ها۱، تجمعی سلسله مراتب ،V جهان خواص ZF اصول بنیادی، دیدگاه

آغاز ∅ از مجموعه ها سلسله مراتب این است. ریاضی (اشیاء) مفاهیم همۀ از (نسخه ای) شامل که

متشکل حدی مرحلۀ هر و قبلی مرحلۀ توانی مجموعۀ از متشکل تالی مرحلۀ هر آن، در و می شود

مجموعه ها اصول ساختاری، دیدگاه در .([۱۶]) است قبلی مراتب در مجموعه ها همۀ  اجتماع از

فلسفۀ در جدید گرایشی البته دارند. بی شماری مدل های که هستند ریاضی معمول اصول بقیۀ مانند

بنابر می کند. برقرار آشتی مجموعه ها اصول مختلف جنبۀ دو این مابین که دارد وجود ریاضی

نمایندگی را مختلفی ممکن ریاضیاتهای مجموعه ها، مختلف مدلهای ریاضیات، به چندجهانی دیدگاه

آن در که دارد وجود جهانی نیست. مطرح ⅭH چون اصلی استقلال بحث روایت، این در می کنند.

.([۱۵]) است غلط ⅭH ان در که دیگر جهانی و است درست ⅭH

مسلط دیدگاه به امروزه قرارداد عنوان به ریاضی اصول گرفتن نظر در بر مبتنی هیلبرت دیدگاه

از گواهی ریاضیات در مختلف موضوعی اصل دستگاه های وفور است. شده تبدیل ریاضیات در

این در افراط ریاضیدانان، از برخی دارد. وجود زمینه این در نیز مقاومتهایی البته است. توافق این

و هدف از آن افتادن جدا و جهان شناخت مسیر در دیگر علوم از ریاضیات جدایی باعث را روش

افراد خود جانب از علم، یک برای اصلی خطر که کرد توجه باید اما می دانند. خود عمیق ریشه های

صرف توجه است، ریاضیات برای خطری صورتگرایی در افراط که همانطور است. علم آن با مرتبط

شود. منجر ابتذال به می تواند نیز ریاضیات وسیعتر جنبه های از توجه قطع و کاربردی موضوعات به

متنوع مدلهای معرفی از پیش موضوعی، اصل دستگاه یک ارایۀ که داشت نظر در باید حال هر در

ندارد. توجیهی آن، برای توجه قابل و
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ریاضی تعریف .۳

گاهی باشد. داشته وجود ریاضیات در تعریف دوگونه حداقل که می رسد نظر به اول نگاه در

مطالعه و معرفی خود تخصصی حوزۀ در را جدید کاملا نمادی یا مفهوم می خواهد حرفه ای ریاضیدانی

این برای است. قبلی مفاهیم بر مبتنی و باشد آمده وجود به هیچ از نمی تواند مفهوم این البته کند.

از اصطلاحات و مفاهیم برحسب آنرا تعریف و می کند انتخاب را جدید نمادی یا اصطلاح او منظور

به مرحله ای در ریاضیدانها کرد. π پی عدد تعریف از می توان مثال، برای می کند. بیان آشنا، قبل

وضع نسبت این دادن نشان برای را π نماد و بردند پی آن قطر به دایره هر محیط نسبت بودن ثابت

نمودند. خود تحقیقات وارد آنرا و کردند

برای دارد. تاریخچه ای که کند تعریف را مفهومی بخواهد است ممکن ریاضیدان دیگر،  طرف از

داشته وجود شهودی تصوری آن از که بگیرید نظر در را تابع یک نمودار در پارگی عدم مفهوم مثال

وضع ”پیوستگی” چون جدید اصطلاحی ابتدا کرده اند. عمل زیر شیوۀ به احتمالا ریاضیدانان است.

بوده آن آنها هدف کرده اند. تعریف دقیقا آنرا بحث، مورد تابع مورد در شرایط برخی فرض با و کرده اند

یک در است ممکن باشد. داشته امکان تاحد را نظر مورد خواص همۀ شده تعریف مفهوم که است

ناخواسته ای خواص اینکه یا باشد نداشته را اصلی و نظر مورد موارد همۀ شده ارایه تعریف مرحله،

وارد رسمی طور به و گرفته قرار قبول مورد تعریف اصلاح، مرحله چند از پس اما باشد. داشته هم

مفهوم با و کرده فراموش را شهودی قدیمی مفهوم می توان حالتهایی چنین در است. شده ریاضیات

وجود به نیاز این بحث، مورد فضای یا و تابع مفهوم توسعۀ با و زمان مرور به البته کرد. کار جدید

دلخواه، توپولوژی فضای یک در پیوستگی تعریف مثال، برای یابد. گسترش هم باز تعریف که آمد

توابع خود حتی ندارد. حقیقی خط بر شده تعریف تابعی پیوستگی شهودی مفهوم با ربطی چندان

به مرحله، این در .([۱۳]) می رسند نظر به غیرشهودی و عجیب که دارند خواصی پیوسته حقیقی

که کلی تر یا حقیقی توابع از ویژگی ای دارد،  قراردادی جنبۀ بیشتر شده تعریف مفهوم که می رسد نظر

ندارد. اول نوع با تفاوتی چندان ریاضی تعریف از دوم نوع معنی، این به است. مفید بررسی اش

می نامند. تصریحی۱ تعریف را تعریفها اینگونه هستند. قرارداد نوعی حاصل دو هر

نماد که دارد را معنی همان دقیقاً جدید عبارتی یا نماد که است آن اعلام تصریحی تعریف یک

دارند. نیز یکسانی مصادیق عبارت دو هر بنابراین و شده، داده قبل از پیچیده تر با معنی عبارت یا

عنوان به می کنند. فراهم زمینه این در خوبی مثالهای مجموعه نظریۀ در مرحله به مرحله تعریفهای
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نظریۀ اصلی رابطۀ (دو تعلق و تساوی کمک به تهی” “مجموعۀ تعریف می توان مشخص، مثالی

دست از نتیجه ای هیچ آنکه بدون اما است تسهیلگر بسیار گرچه نماد این گرفت. درنظر را مجموعه )

ریاضیات، در چیزی تعریف صرف است. مهم اینجا در نکته ای به توجه البته است. حذف قابل برود

مجموعه ها اصول کمک به می بایست را تهی مجوعۀ وجود مثال، برای نمی کند. اثبات آنرا وجود

کرد. اثبات

تصریحی. تعریف می دانست، مجاز را ریاضیات در تعریف نوع یک تنها فرگه که است مشهور

است: شده تعریف زمینه این در استاندارد دیدگاه به ریاضی تعریف از فرگه دیدگاه این

و تعاریف کنم تقسیم دسته دو به را ریاضی های گزاره کلیت خواهم می «من

تعریفی هر قضایا). بنیادی، قوانین موضوع، (اصول مانده باقی های گزاره تمام

ابتدا و نداشت معنایی قبلا که است کلمه) یک عبارت، (یک نشانه یک حاوی

را تعریف توان می کار، این انجام از پس شود. می داده معنا آن به تعریف با

اصول مانند تواند می که ای گزاره کرد، تبدیل بدیهی خود به خودی گزارۀ یک به

یک که داریم دور نظر از را حقیقت این نباید ما اما شود. استفاده موضوع

هرگز ما بنابراین می کند. بیان را چیزی بلکه کند نمی ادعا را چیزی تعریف

به دارد دیگری چیزی به نیاز تایید برای یا دارد اثبات به نیاز که را چیزی نباید

.([۱۱]) کنیم» ارائه تعریف عنوان

و [۸]) است زیر قرار به امروزی رسمی دیدگاه در ریاضی تعریف مهم خصوصیات اساس، این بر

:([۱۴]

نیست. کذب و صدق قابل بنابراین و است خواست یک بیان ریاضی تعریف (۱)

است. خلاصه نویسی نوعی صرفاً زیرا است، حذف قابل ریاضی تعریف (۲)

کرد اثبات نمی توان آن کمک به را جدیدی قضیۀ هیچ است، ناآفریننده ریاضی تعریف (۳)

نتوان. آن بدون که

نمی دهد. نتیجه آنرا وجود ریاضی، شی ای تعریف (۴)

مشخص قبل از آنها معنای که باشند عبارتهایی شامل می توانند تنها ریاضی اصول فرگه، دید از

این اینجا در البته باشند. موضوع اصل نمی توانند هیلبرت، هندسی شبه‑اصول پس باشند. شده

یک نمی رسد. نظر به تصریحی طبیعی اعداد از فرگه خود مشهور تعریف که می شود مطرح ابهام

اینکه اما بود، شده مطرح پئانو و ددکیند توسط زمان همان در حساب برای اصول موضوعی دستگاه



۱۰ ریاضیات در تعریف و موضوع ۱۰اصل ریاضیات در تعریف و موضوع ۱۰اصل ریاضیات در تعریف و موضوع اصل

ماحصل فرگه تعریف .([۱۸]) است سؤال برانگیز کنند، مشخص را طبیعی اعداد ماهیت اصول این

خواص اثبات برای تعریف این از فرگه ضمن، در نیست. قراردادی و است بوده عدد مفهوم تحلیل

می کنیم. ذکر را ۲ عدد از فرگه تعریف مثال، برای نیستند. حذف قابل و است کرده استفاده اعداد

اینکه که کنید توجه دارد. عضو دو آن مصادیق) (حوزۀ دامنه که باشد محمولی A(x) کنید فرض

قابل ۲ عدد از استفاده بدون و ساده منطقی فرمول یک توسط است دوعضوی A مصادیق حوزۀ

محمول یک این کرد. تعریف «A(x) با «هم عدد محمول دامنۀ صورت به را ۲ عدد فرگه است. بیان

است دوعضوی آنها دامنۀ که است اول مرتبۀ محمولهایی از متشکل آن دامنۀ و است دوم مرتبۀ

.([۲])

پیوستگی شود. مطرح است ممکن نیز تابع پیوستگی چون مفاهیمی تعریف مورد در فوق اشکال

است. بوده توجه مورد امروزی استاندارد تعریف شدن مطرح از قبل که است شهودی مفهومی نیز تابع

مفاهیم براساس که بنیادی است مفهومی عدد دارد. وجود وپیوستگی عدد مفهوم بین تفاوتی البته

پیوستگی استاندارد تعریف مورد در مطلب این اما است. شده تعریف ریاضی، لزوما نه و منطقی

گرفته صورت شده اند تثبیت قبلا که ریاضی ای مفاهیم اساس بر تعریف این نیست. درست تابع،

تواند نمی هیچکس می برند. کار به جدیدی قراردادی تعریف عنوان به آنرا ریاضیدانان و است

حتی است. هماهنگ آن پیشاریاضیاتی نیای با نظر هر از شده تعریف مفهوم این که شود مدعی

باطل پرسشی را نه یا دارد وجود مطابقت این آیا که نوع این از پرسشهایی کارنپ۱، فیلسوفی چون

می شویم. متمرکز عدد تعریف بر ادامه در .([۲۳]) می دانست پرسش نما یا

یا است؟ تصریحی هم تعریف این آیا دارد. وجود نظر اختلاف اعداد از فرگه تعریف نوع مورد در

اندیشه های به به ویژه و است عدد مفهوم تحلیل حاصل که معنی این به است، تحلیلی او تعریف اینکه

آنها تعریف برای دیگری راه هیچ و می کند مشخص را آنها ماهیت و است مرتبط اعداد با مرتبط

هر در .([۲۳] و [۹]) دارد وجود نظر اختلاف مورد این در فرگه مفسران بین در ندارد. وجود

اصول توجیه یا اثبات برای تعریف این از خاص به طور فرگه که کرد توجه باید پاسخ برای حال،

تجربی شهود مبنای بر هندسه اصول فرگه، اعتقاد به است. کرده استفاده طبیعی اعداد ددکیند‑پئانو

موضوع این به تفصیل به او نیستند. شهودی مبنای چنین دارای حساب اصول اما توجیه پذیرند،

است کرده رد اعداد اصول توجیه در را ذهنی یا فیزیکی شهود به توسل هرگونه امکان و پرداخته

در که دانست عدد مفهوم تحلیل را طبیعی اعداد مورد در فرگه کار می توان معنی، این به .([۱])
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مفاهیم رویکرد این در طبیعی اعداد است. شده مطرح اعداد اصول توجیه عنوان به و پیشاریاضیات

مفهوم تحیلی از پس کرد. تعریف دیگر ریاضی مفاهیم برحسب آنرا نمی توان و هستند بنیادی ریاضی

اصول معنی، این به کرد. توجه اصول صوری‑منطقی نتایج به تنها می توان ریاضی، حوزۀ در عدد،

ساختار قبیل از عددی، ساختارهای بقیۀ می کنند. بیان به درستی را طبیعی اعداد خواص شده، یاد

تعریف قابل قبولی نحو به متعددی روشهای به طبیعی اعداد ساختار برحسب می توان را حقیقی اعداد

ریاضیدانان مدنظر خواص می بایست آنها است، عمل گرایانه تعریفها این بودن قابل قبول ملاک کرد.

کنند. تحمیل را کمتری ناخواستۀ خواص و کنند برآورده ممکن حد تا را

همۀ ردۀ ۲ کرد: مطرح نیز مجموعه نظریۀ در می توان را اعداد فرگه ای تعریف نظیر البته

اصلاح شکلی به را تعریف این می توان اسکات۱، ترفند از استفاده با است. دوعضوی مجموعه های

کمینه رتبۀ با مجموعه های فقط فوق ردۀ در منظور، این برای باشد. هم مجموعه یادشده ردۀ که کرد

به است α کوچکترین مجموعه، یک رتبه از منظور گرفت. نظر در را دوعضوی مجموعه های بین در

بر تصریحی تعریفی می توان را عدد تعریف این .([۱۶]) باشد متعلق Vα به مجموعه آن که طوری

چه از در عدد، فرگه ای تعریف جایگاه به ما نگاه نوع پس دانست. مجموعه بنیادی مفهوم حسب

می توان هم دیگری شکلهای به را اعداد است، مشهور که همانطور البته دارد. تاثیر آن دانستن نوع

مثال یک اعداد از فون نویمان۲ تعریف باشند. برقرار همچنان مذکور اصول که به گونه ای کرد تعریف

در که چیزی حداقل کرد. بیان منطقی مفاهیم برحسب و فرگه سبک به می توان را تعریف این است.

معنی این به است، طبیعی تر فون نویمان تعریف از فرگه تعریف که است آن گفت می توان مورد این

می آورد. هم گرد را است عضوی دو مصادیقشان حوزه که محمولهایی تمام ۲ عدد تعریف در مثلا که

است. نزدیکتر است، مرتبط مفاهیم و محمولها به اول درجۀ در عدد که فرگه اصلی ایدۀ به این

رد را کنند پیدا تکامل و شوند اصلاح شده یاد تعریفهای زمان گذر در که را امکان این فرگه

تکامل این اما .([۱۰]) می دهد انجام مورد این در کوچکی اصلاح اخیرتر کارهای در او خود نمی کند.
ددکیند‑پئانو۳ اصول توسط مثلا که طبیعی اعداد اصلی خواص درستی که باشد حدی در نمی تواند

نیازهای پرتو در و زمان درگذر که را امکان این لاکاتوش مقابل، در کند. خدشه دار را می شوند بیان

هیچ او نظر از نمی کند. رد را شود تغییر دستخوش عدد مفهوم به تبع و حساب اصول حتی جدید،

نمی پسندد: را چیزی چنین فرگه اما نیست. نهایی تعریفی،

1Scott’s trick
2von Neumann
3Dedekind-Peano Axioms
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در آنها شدن نحوۀ از و می سپارد گوش چیزها شدن به که تاریخی «نگرش

نیز محدودیتهایی اما دارد، زیادی مزیتهای به یقین آنهاست، ماهیت جستجوی

همیشه برای که نبود چیزی هیچ و می بود تغییر در پیوسته همه چیز اگر دارد.

فرومی رفت. ابهام در چیز همه و می بود ناممکن جهان شناخت آنگاه باشد، ثابت

دانش تاریخ یا است مفاهیم از ما دانش تاریخ یا می خوانیم، مفاهیم تاریخ را آنچه

.(۱۸ ص. :[۲]) واژه ها» ازدلالت ما

اخیر بحثهای با که می رسد نظر به برسد. نظر به مفید نکته یک تذکر شاید بخش، این انتهای در

باید آوردند. سربر جدیدی پرسشهای بلکه نشدند، داده قاطعی پاسخ موجود بنیادی پرسشهای تنها نه

چنینی این بحثهای اصلی دستاورد است. فلسفی و بنیادی بحثهای معمول خاصیت این که گفت

در که است جایی در جدید پرسشهای کردن مطرح بلکه نیست، کند قانع را همه که پاسخی یافتن

هستند! یقینی و پرسش ناپذیر ابتدایی، نگاه

ساختاری خواص .۴

دارند، حضور ریاضیات جای جای در امروزه که ریاضی دستگاه های اصول دیدیم، که همانطور

آنها هستند. ساختاری اصول معنایی به ریاضی ساختارهای دیگر و حلقه ها گروه ها، اصول مانند

می شود. اشاره آنها نامهای به اصول در که اشیائی نه و می کنند، تعریف را ساختاری که هستند جملاتی

به مثلا است. مختلف تعابیر مستعد هیلبرتی،  نوع از موضوعی اصل دستگاه هر دلیل، همین به

مجموعۀ هر به را مجموعه یک بر بناشده ساختار یک، به یک تناظر از استفاده با می توان سادگی

هستند. کننده تعیین جزئی به طور اصول که می شود گفته دلیل همین به کرد. منتقل آن با هم عدد

بررسی ریاضی منطق دید از را ساختاری خواص و ساختار مفهوم که می خواهیم بخش این در

مراتب از حتی یا و دوم مرتبۀ یا اول مرتبۀ ساختار یک ریاضی ساختار یک از ما منظور کنیم.

مجموعه یک از است عبارت ساده زبان به اول مرتبۀ ساختار یک است. ریاضی منطق در بالاتر

کلی حالت در البته مجموعه. آن اعضای بین روابط از دسته ای همراه به زمینه مجموعۀ عنوان به

نظر در هم را مجموعه آن روی توابعی همچنین و مجموعه آن از مشخص شده ای عناصر می توان

هم آنها بین رابطه های و زمینه مجموعۀ زیرمجموعه های از می توان دوم مرتبۀ ساختارهای در گرفت.

یک گروه یک مثال، برای می شوند. تعریف مشابهی شیوه به بالاتر مراتب ساختارهای گفت. سخن



منیری مرتضی منیری۱۳ مرتضی منیری۱۳ مرتضی ۱۳

اعداد دوم مرتبۀ ساختار در است. سوم مرتبۀ ساختار یک توپولوژی فضای یک و اول مرتبۀ ساختار

کرد. بیان اعداد از زیرمجموعۀ هر برای را استقرا اصل می توان براحتی طبیعی،

حد در ساختار تنها را طبیعی اعداد ساختار اگر مثال، برای هستند؟ چه ساختاری خواص اما

بگیریم، نظر در اعداد از فون نویمان تعریف مبنای بر حساب دوم مرتبۀ موضوع اصول یکریختی

تعریف با مرتبط که خواصی درمقابل، می رسد.  نظر آن از ساختاری خاصیتی عدد یک بودن فرد

ساختاری ویژگی های مورد در نیستند. چنین هستند، خاص مجموعه های برحسب اعداد فون نویمان

می گوید: زمینه این در شاپیرو۱ دارد. وجود دیدگاه دو ریاضی، اشیاء

اساس بر را آن بتوان اگر کنید تعریف ”ساختاری” عنوان به را ویژگی «یک

.(۲۸۶ ص. :[۲۵]) کرد» تعریف معین ساختار یک روابط

می گوید: مورد همین در لینبو۲ دیگر، طرف از

می که کرد توصیف خاصیتی عنوان به را ساختاری ویژگی یک توان می «اکنون

که خاصیتی معادل، طور به یا یافت، دست آن به انتزاع فرآیند طریق از توان

است» مشترک می بخشد عینیت را نظر مورد ساختار که سیستمی هر توسط

.(۶۴ ص. :[۲۰])

روش دو از یکی به را ریاضی ساختار یک در اشیاء ساختاری ویژگی های غیررسمی، طور به پس، 

تعریف پذیر ساختار آن اولیۀ روابط کمک به که ویژگی هایی عنوان به (۱) کرد: توصیف می توان

هستند. مشترک آن در مشابه ساختارهای در نظیر اشیاء که ویژگی هایی عنوان به (۲) یا هستند،

منطق از بخشی عنوان به مدل نظریۀ مفاهیم از استفاده با تا می کوشیم بخش این ادامه در

کنیم دقیق را شده یاد توصیف دو به ویژه، و بیابیم پرسشها این برای ریاضی وار تعریفی ریاضی،

.([۱۷])

می مثال برای می شود. تعریف آن برحسب T چون ساختاری که باشد زبانی L کنید فرض  

یک ۰ و ثابت نماد یک e آن در که دانست ۰ و e پارامتر دو شامل را L و گروه ها ساختار را T توان

گروه اصول که گروه ها زبان در ساختاری جز نیست چیزی گروه یک است. موضعی −۲ نمادتابعی

a ساختاری خواص بگیرید. نظر در را a چون G خاص گروه یک از عضوی حال صادقند. آن در

بتوان هرگاه گوییم ساختاری را a از P چون خاصیتی اینکه اول کرد. تعریف می توان روش دو به را

1Shapiro
2Linnebo
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دیگر عنصر هر با a که خاصیت این می توان مثال عنوان به نوشت. زبان نمادهای برحسب را P

می توان منطقی علائم و زبان نمادهای کمک به و سادگی به گرفت. نظر در را می شود جابه جا گروه

همۀ تحت که گرفت ساختاری را a از خاصیتی توان می دیگر، طرف از کرد. بیان را یادشده خاصیت

است. ساختاری تعریف دو هر با بالا، در مذکور خاصیت می شوند. حفظ G گروه خودریختی های

گروه یک در عنصری مرتبۀ که خاصیت این مثال، برای نیستند. هم ارز فوق تعریف دو اما

البته می شود. حفظ خودریختی هر تحت مطمئنا اما نیست تعریف پذیر گروه ها زبان در است متناهی

یعنی بگیریم، نظر در نامتناهی را نظر مورد ساختار زبان اگر که می کند بیان مدلها نظریۀ در قضیه ای

بود خواهند معادل مذکور تعریف دو آنگاه باشند، مجاز بی نهایت طول با عطفی و فصلی ترکیبات

را تعریف کدام اینکه مورد در باید بپذیریم، را نامتناهی زبان به گذر بهای نخواهیم اگر اما .([۱۷])

کنیم. تأمل بیشتر برگزینیم

مانند گروه یک اعضای ممکن خواص برخی که دارد را ایراد این تعریف پذیری بر مبتنی تعریف

خواص برخی که دارد را مشکل این خودریختی بر مبتنی تعریف می گذارد. کنار را آمد بالا در آنچه

طبیعی اعداد ساختار که کنید توجه منظور این برای می شود. شامل را نمی رسند نظر به ساختاری که

به دارد. بدیهی خودریختی یک تنها یعنی است،  جازم حساب، دوم مرتبۀ اصول از مدلی عنوان به

بود! خواهد ساختاری طبیعی اعداد از خاصیتی هر خودریختی بر مبتنی تعریف با دیگر، عبارت

دارند. مشکلاتی تعریف دو هر بنابراین

بدانیم ساختاری را ساختار یک درون عنصر یک از خواصی که است آن میانه راه حل یک

ساختار، یک عناصر از خواصی دیگر، عبارت به می مانند. پایا ساختار آن یکریختی های تحت که

هم تعریف این با البته باشند. مشترک یکریختی تحت آنها تصاویر همۀ مابین که هستند ساختاری

این به بردن پی برای نباشند. هماهنگ ساختاری خواص از ما شهود با است ممکن که هستند مواردی

خواصی یعنی دارد. وجود بالا در شده یاد نوع از قضیه ای هم یکریختی ها مورد در که کنید توجه نکته،

تعریف پذیرند خاص نامتناهی زبان یک در که هستند خواصی دقیقا هستند پایا یکریختی تحت که

باشد. چنین که نمی رسد نظر به هستند؟ ساختاری خواص، این گونه شهودی دید از آیا اما .([۱۷])

به طور و وابسته اند خاص ساختار یک به  می رسد نظر به که هستند خواص برخی دیگر، طرف از

بیان که باشد x طبیعی عدد از خاصیت این A(x) کنید فرض مثلا هستند. ساختاری موضعی

دوم مرتبۀ حسابی ساختار در فرمول این است. دوم مرتبۀ منطق در معتبر جملۀ یک کد x می کند

یک می رسد. چنین نظر به است؟ اعداد از ساختاری خاصیتی واقعا A(x) آیا نیست. تعریف پذیر
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باشد. داشته قرار اعداد بقیۀ با خاصی رابطۀ در باید باشد معتبر جملۀ یک کد آنکه برای طبیعی عدد

انتخاب به این نیست، چنین لزوما است؟ پایا دوم مرتبۀ ساختارهای یکریختی تحت خاصیت این آیا

روش دو مختلف، حسابی ساختار دو در است ممکن دارد. بستگی جملات کردن کد نحوۀ از ما

بگیریم. نظر در را جملات کردن کد مختلف

با کاملا که ساختاری خواص از منحصربفردی و دقیق تعریف به که می رسد نظر به بنابراین

مورد ساختار به بسته حال، هر در اما نرسیده ایم. باشد داشته مطابقت ریاضیدانها شهودی احساس

فوق ابهام که می رسد نظر به دیگر، طرف از برگزید. را شده یاد تعریفهای از یکی می توان بحث،

ریاضی ساختارهای که می کنند دفاع عقیده این از شاپیرو چون ریاضی فیلسوفان برخی که شده باعث

که آنها، اعتقاد به هستند. آنها از تجسمی بلکه نیستند، کلمه واقعی معنای به ساختار خود شده یاد

دارند، اعتقاد کلی اصالت یا ante rem به موسوم ریاضیات در ساختارگرایی از خاصی نوع به

جایگاه هایی شکل به تنها خاص اشیاء مجرد، ساختارهای این در هستند. مجرد ریاضی ساختارهای

نظر از ترتیب، این به .([۴]) ندارند ساختار آن از مستقل هویتی هیچ و دارند حضور ساختارها در

بیاید پیش تداخل شی ذاتی خواص با ساختاری خواص بین است ممکن که مشکل این فلسفی

برای پاسخی دیدگاه این ندارند! ذاتی صفت بنابراین و ذات هیچ جایگاه ها این چون نمی شود، مطرح

دامن پرسش این به حال عین در اما می کند، فراهم ریاضی اشیاء وجود چگونگی  از اساسی پرسش

دارند. وجودی چگونه خود یادشده مجرد ساختارهای که می زند
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