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ترکیبیات تمرینات

هستند. ͳتحویل ١٠ و ۴ شماره تمرین های •

مͳ شود. جم΄ مبسر توسط سری این ͳتحویل تمرینات ترکیبیات، کلاس شروع از قبل مرداد ١۴ •

را آورده اید دست به که ͳنتایج و تلاش تان حاصل همان نرسیدید، سوال Έی درست ΁پاس به که ͳصورت در •

مدال از محرومیت (احتمالن) و درس در افتادن باعث تمرینات در تقلب هرگونه نکنید. تقلب هرگز اما بنویسید؛

مͳ شوند. تصحیح ارفاق با تمرینات که باشید داشته نظر مد را نکته این هم چنین مͳ شود.

ͳترکیبیات اثبات ابزارهای و ͳترکیبیاتشمارش

داد؛ قرار ٨ × ٨ (!) شترن; تخته Έی در سیاه اسب مهره ی Έی و سفید اسب مهره ی Έی مͳ توان طریق چند به .١

نکنند؟ تهدید را یΈ دیΎر که طوری

دارند، ٠١ بلوک m دقیقن که ͳرقم n دودویی رشته های تعداد کنید ثابت .٢(
n+ ١

٢m+ ١

)
است.

روش ٣ به بنویسیم. ترتیب دار ͳطبیع عدد چند جم΄ صورت به را n ͳطبیع عدد مͳ خواهیم کنید فرض ا) .٣

کار این انجام روش های تعداد کنید ثابت سیاله) معادلات و Έی به Έی تناظر اصل (استقرا، مختلف

است. ٢n−١

کنید: ثابت باشد. n‐ام ͳفیبوناچ عدد Fn کنید فرض ب)

Fn =

(
n− ١

٠

)
+

(
n− ٢

١

)
+

(
n− ٣

٢

)
+ . . .

٢ مساوی یا بیش تر ترتیب دار ͳطبیع عدد چند جم΄ صورت به را n ͳطبیع عدد مͳ خواهیم کنید فرض ب)

روش های تعداد کنید ثابت سیاله) معادلات و Έی به Έی تناظر اصل (استقرا، مختلف روش ٣ به بنویسیم.

است. Fn−١ برابر کار این انجام
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k مساوی یا بیش تر ترتیب دار ͳطبیع عدد چند جم΄ صورت به را n ͳطبیع عدد مͳ خواهیم کنید فرض ج)

یا مولد توابع با که (آن هایی بیابید کار این انجام روش های تعداد برای ͳبازگشت رابطه ی Έی بنویسیم.

کنند). پیدا صریح صورت به را جواب مͳ توانند دارند، آشنایی همΎن ͳبازگشت روابط حل روش

مͳ شود: تعریف صورت این به مͳ دهیم، نشان s(n, r) با را آن که اول نوع استرلینگ عدد .۴

افراد، این دادن قرار روش های تعداد با برابر s(n, r) داریم. نفر r و یΈ سان گرد میز n کنید ”فرض

نماند.” ͳخال میزی هیچ که طوری میزهاست؛ این دور

کنید: ثابت

s(١, r) + s(٢, r) + . . .+ s(r, r) = r!

چیست؟ (x٢ − ٣
x
)٢۵ بسط در x٢٩ ضریب .۵

باشند، اول هم به نسبت و ͳطبیع اعداد m,n اگر کنید ثابت .۶

φ(mn) = φ(m)φ(n)

باشد. n‐ام کاتالان عدد با برابر Cn و ͳطبیع عددی n کنید فرض .٧

١,٢, . . . , n اعداد دادن قرار روش های تعداد با برابر مͳ دهیم، نشان S١(n) با را آن که اول نوع ͳسلطان عدد ا)

(در پایین ش و چپ اعداد از و بیاید بار Έی کم دست عدد هر که طوری است؛ ٢ × n جدول Έی در

کنید ثابت نباشد. کم تر وجود)، صورت

S١(n) ≥ Cn

١,٢, . . . , n اعداد دادن قرار روش های تعداد با برابر مͳ دهیم، نشان S٢(n) با را آن که اول نوع ͳسلطان عدد ب)

صورت (در پایین ش و چپ اعداد از و بیاید بار دو دقیقن عدد هر که طوری است؛ ٢ × n جدول Έی در

کنید ثابت نباشد. کم تر وجود)،

S٢(n) ≤ Cn

(x−١)٢f( ١
x−١) یا x٢f(١+ ١

x
) چندجمله ای دو از ͳ΋ی با مͳ تواند مرحله هر در f(x) دوم درجه چندجمله ای .٨

x٢ + ١٠x + ٩ چندجمله ای به x٢ + ۴x + ٣ چندجمله ای از مرحله تعدادی با مͳ توان آیا شود. جای گزین

رسید؟
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باشد: برقرار زیر شرایط که طوری دهیم؛ قرار ٨ × ٨ جدول Έی خانه های در مهره تعدادی مͳ خواهیم .٩

بΎیرد. قرار مهره Έی حداکثر خانه هر در •

باشد. داشته مهره ͳزوج تعداد بΎیریم، نظر در قطری یا ستون سطر، هر •

به گوشه خانه های از Έی هر واق΄ در است؛ (ͳفرع و ͳاصل از (اعم قطری هر قطر، Έی از منظور کنید توجه

است؟ چقدر دهیم قرار جدول در مͳ توانیم که مهره هایی تعداد بیشینه ی مͳ شوند. محسوب قطر Έی تنهایی

دارد: زیر ش΋ل به خانه n که دارد باغچه Έی سلطان .١٠

..
…

.

١

.

٢

.

٣

.

n

خاک دانه ی Έی با و است عجیب خاک Έی سلطان، باغچه ی خاک که است شده متوجه ابوالفضل اخیرن

دزدی برای را مورچه k گرفت تصمیم ابوالفضل پس زد! دست ͳبزرگ کارهای به مͳ توان سلطان، باغچه ی از

سلطان که بودند برگشت حال در مورچه ها دزدید. را خاک دانه ی Έی مورچه هر بفرستد. سلطان باغچه ی به

بازی Έی حال داشت. قرار مورچه تعدادی یا ١ ،٠ باغچه، از خانه هر در لحظه، آن در شد. خبردار ماجرا، از

را رنگ شان آفتاب پرست، مانند مͳ توانند که دارند را خاصیت این ابوالفضل مورچه های مͳ شود. شروع مرگ بار

رنگ Έی که دارد ͳدستگاه سلطان بΎیرند. خود به را قرمز و سیاه رنگ دو مͳ توانند فقط اما کنند؛ عوض

مͳ دهد: رخ زیر اتفاقات مرحله، هر در حال مͳ کشد. را رنگ آن به باغچه مورچه های تمام و مͳ گیرد

از بار Έی سلطان و مͳ آورد در دارد، دوست که ͳرنگ به دور، راه از را مورچه هر ”ابوالفضل

زنده مورچه ی هر سپس مͳ شوند. کشته مورچه ها از تعدادی ترتیب این به مͳ کند؛ استفاده دست گاه ش

مͳ رود).” i− ١ خانه ی به i خانه  ی از ͳیعن) مͳ رود جلو به خانه Έی

باغچه بیرون به و کند عبور نیز ١ خانه ی از ͳیعن) شود خارج سلطان باغچه ی از بتواند مورچه Έی ͳحت اگر

ب΋شد، را مورچه ها تمام بتواند سلطان اگر اما مͳ برد. ابوالفضل و مͳ رسد ابوالفضل به خاک دانه ی آن برود)،

مͳ شود. پیروز

مورچه آن به را ١
٢i عدد باشد، i‐ام خانه ی در اگر مورچه، هر ازای به بΎیرید. نظر در را مورچه ها اولیه ی وضعیت

تنها و اگر مͳ برد، ابوالفضل کنید ثابت بΎیرید. S را مورچه ها به شده داده نسبت اعداد مجموع مͳ دهیم. نسبت

باشد. S ≥ ١ اگر
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عدد k ترتیب باشد، k جای گشت ابتدای عدد اگر مرحله هر در داریم. ١,٢, . . . ,١٩٩٣ اعداد از ͳجای گشت .١١

مͳ شود. ١ برابر جای گشت ابتدای عدد مرحله، تعدادی از پس کنید ثابت مͳ کنیم. برعکس را جای گشت ابتدای

و خاکستری دایره قطاع های از تا n است. شده تقسیم برابر قطاع ٢n به که دارند دایره Έی سلطان و ابوالفضل .١٢

با سپس مͳ نویسد. را ١ عدد آن روی و مͳ کند انتخاب را سفید قطاع های از ͳ΋ی ابوالفضل هستند. سفید بقیه،

را n …و ،٣ ،٢ اعداد ترتیب به بعدی سفید قطاع های روی ساعت گرد، جهت در حرکت و قطاع همان از شروع

قطاع های با پادساعت گرد جهت در را کار همین و مͳ کند انتخاب را خاکستری قطاع Έی نیز سلطان مͳ نویسد.

است: نفر دو این کار از پس n = ۴ از ͳمثال زیر، ش΋ل مͳ کند. سیاه

..
١

.

٢

.
٣

.

۴

.

١

.
٢

.

٣

.
۴

از Έی هر و کند تقسیم قطاع)، n با Έی (هر قسمت دو به را دایره که دارد وجود صفحه در ͳخط کنید ثابت

است. شده کشیده خط این بالا، ش΋ل در مثال، برای بیایند. خط آن طرف دو هر در ،١,٢, . . . , n اعداد

باشید موفق

‐اسدی
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