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مقدمه 1
رویه�ها و خم�ها روي بر انتگرال فصل این در است. شده تعریف حجم یا سطح بازه، یک روي انتگرال تاکنون
یا اسکالر می�تواند نیز انتگرال مورد تابع همچنین شد. خواهد ارائه برداري ویژگی�هاي برخی به توجه با
انتگرال به سپس و شوند تعریف برداري عملیات برخی و برداري توابع است نیاز منظور بدین باشد. برداري
معرفی (سطح) رویه روي انتگرال و برداري میدان انتگرال نهایت در می�شود. پرداخته رویه�ها و خم�ها روي

شد. خواهد ارائه برداري انتگرال به مربوط مهم قضیه دو و شده

گرادیان و برداري میدان 2
می�شود. گفته برداري میدان یک F : Rn → Rn تابع به تعریف:

نگاشت F (x, y, z) سه-بعدي بردار یک به را (x, y, z) نقطه هر که است F تابع R3 روي برداري میدان
کرد: تعریف زیر صورت به را برداري میدان می�توان سه-بعدي حالت در می�کند.

F (x, y, z) = P (x, y, z)̂i+Q(x, y, z)ĵ +R(x, y, z)k̂

میدان زیر شکل�هاي در شوند. تعریف خود به مربوط ضابطه با R3 یا R2 در می�توانند برداري میدان�هاي
F =

(
ln(1+ y2), ln(1+x2)

)
و F = (y, sinx) ضابطه با راست به چپ از ترتیب به دو-بعدي برداري

شده�اند. داده نمایش
6

_6

_6 6

5

_5

_5 5
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F = (y,−2, x) و F = (y, z, x) ضابطه با راست به چپ ترتیب به سه-بعدي برداري میدان از مثال�هایی
شده�اند. داده نمایش

z

1

0

_1

y 1
0_1

x1
0
_1

z

1

0

-1

y 1
0-1

x1
0
-1

می�شود. مشخص (x, y, z) نقطه با بردار ابتداي که شده�اند رسم طوري شکل�ها در موجود بردارهاي
F (x, y) = برداري میدان خروجی مثال عنوان به می�گردد. تعیین F تابع با بردار راستاي و اندازه
بردار مقدار و شده آغاز (0, 2,−1) نقطه از که است برداري (0, 2,−1) نقطه در (x2, x + yz, x + 2z)

رسید. خواهد (0, 0,−3) نقطه به نتیجه در است. (0,−2,−2)

O⃗B = O⃗A+ A⃗B = (0, 2,−1) + (0,−2,−2) = (0, 0,−3)

می�شود. تعریف ∇f = ( ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, · · · , ∂f
∂xn

) صورت به گرادیان میدان f : Rn → R تابع براي تعریف:

آورید. بدست (1, π, 2) نقطه در f(x, y, z) = x cos(
y

z
) تابع براي را گرادیان میدان 1 مثال

پاسخ:

∇f(x, y, z) =


cos(y

z
)

−x
z
sin(y

z
)

xy
z2

sin(y
z
)

 ⇒ ∇f(1, π, 2) =


0

−1
2

π
4


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دیورژانس و کرل 3
تعریف زیر صورت به F چرخش یا curl کرل باشد، برداري میدان یک F = (F1, F2, F3) اگر تعریف:

می�شود:

curl(F ) = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
صورت به F میدان شار چگالی یا div دیورژانس باشد، برداري میدان یک F = (F1, F2, F3) اگر تعریف:

می�شود: تعریف زیر
div(F ) = ∇.F =

∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z

گرادیان: دیورژانس از است عبارت f لاپلاسین باشد، اسکالر میدان یک f : Rn → R اگر تعریف:
∇2f = ∇.(∇f) = div(∇f)

برقرارند. برداري و اسکالر میدان�هاي براي ترتیب به زیر رابطه دو نکته:
گرادیان: کرل -

curl(∇f) = 0 ⇔ ∇×∇f = 0

کرل: دیورژانس -
div

(
curl(F )

)
= 0 ⇔ ∇.(∇× F ) = 0

آورید. بدست F⃗ (x, y, z) = xy
√
zî+ sin yĵ + e−

1
z2 k̂ برداري تابع در را curl مقدار 2 مثال

پاسخ:

curl(F ) = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xy
√
z sin y e−

1
z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0,

xy

2
√
z
,−x

√
z)

������	
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بدست (1, 1, 0) نقطه در را A دیورژانس باشد، A⃗(x, y, z) = xy2î + 2x2yzĵ − 3yz2k̂ اگر 3 مثال
آورید.

پاسخ:
div(A) = ∇.A =

∂A1

∂x
+

∂A2

∂y
+

∂A3

∂z
= y2 + 2x2z − 6yz

⇒ div(A)

∣∣∣∣
(1,1,0)

= 1

F⃗ (x, y, z) = cos xyî −
√
x2 + z2ĵ + 3x2yzk̂ برداري تابع براي را دیورژانس و curl مقدار 4 مثال

آورید. بدست

داریم: کرل رابطه اساس بر پاسخ:

curl(F⃗ ) = ∇× F⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

cos xy −
√
x2 + z2 3x2yz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=î

(
∂

∂y
(3x2yz) +

∂

∂z

√
x2 + z2

)
− ĵ

(
∂

∂x
(3x2yz) +

∂

∂z
cosxy

)
+ k̂

(
− ∂

∂x

√
x2 + z2 − ∂

∂y
cosxy

)
=î

(
3x2z +

z√
x2 + z2

)
− ĵ

(
6xyz

)
+ k̂

(
− x√

x2 + z2
+ x sin xy

)
می�کنیم: عمل تعریف اساس بر دیورژانس آوردن بدست براي

div(F⃗ ) = ∇.F⃗ =

[
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

]
.

[
cosxy −

√
x2 + z2 3x2yz

]
=

∂

∂x
cosxy − ∂

∂y

√
x2 + z2 +

∂

∂z
3x2yz

=− y sin xy + 3x2y
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خم روي انتگرال 4
خم روي f انتگرال شود، تعریف f : Rn → R و باشد ( ناصفر و پیوسته α′ ) هموار قطعه�اي خمی α اگر

می�گردد: تعریف زیر صورت به باشد t از تابعی وقتی α∫
α

fds =

∫ b

a

f
(
α(t)

)
|α′(t)|dt

آن در که
α(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
, ds =

√
x′2 + y′2 + z′2

می�شوند. وابسته متغیر یک به متغیرها تمام کردن، پارامتري روند در نکته:

روي f تابع انتگرال بدهد، بسته مسیر یک تشکیل دیگر عبارت به یا باشد بسته خم یک اگر نکته:
می�شود: داده نمایش نیز زیر علامت با ∮خم

α

fds

خم کردن پارامتري 1.4
نمی�توان خم�ها و مسیرها تمام مورد در البته می�شود. ذکر خم کردن پارامتري درباره نکاتی بخش این در
کردن پارامتري که اصلی مسیر نوع چهار می�دهد. پوشش را مسیرها بیشتر اما کرد، استفاده روش این از

هستند: زیر شرح به می�شود بیان آن�ها

:B و A نقطه دو بین خط پاره الف-
α⃗(t) = (1− t)A⃗+ tB⃗, 0 ≤ t ≤ 1

:y = f(x) تابع ب-
x = t, y = f(t), α⃗ =

(
t, f(t), 0

)
x0 ≤ t ≤ x1

:x = g(y) تابع ج-
y = t, x = g(t), α⃗ =

(
g(t), t, 0

)
y0 ≤ t ≤ y1

x = x0 + r cos θ, y = y0 + r sin θ :z0 مرکز و r شعاع به دایروي مسیر د-

مبدا: مرکز و b و a شعاع�هاي به بیضوي مسیر ه-
x = ar cos θ, y = br sin θ

������	
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آورید. بدست است زیر شکل صورت به مسیري C آن در که را
∫
C

(x2 + y2)ds حاصل 5 مثال

x

y

1

ș 
1-1

پاسخ:
x = r cos θ, y = r sin θ ⇒ α⃗ = (cos θ, sin θ, 0)

⇒ α⃗′ = (− sin θ, cos θ, 0), ⇒ |α⃗′| = 1∫
C

(x2 + y2)ds =

∫ π

0

1dθ = π

بدست دارد قرار z = 0 بالاي و z = 1
3
x+ 2 زیر که را x2 + y2 = 1 استوانه از قسمتی مساحت 6 مثال

آورید.
مقدار در xy صفحه بر شده تصویر دایره روي دیفرانسیلی عنصر ضرب از نظر مورد مساحت پاسخ:

می�آید. بدست بخش آن ارتفاع

x

y

z=1/3x+2

1

1

z

ĺ

ĺ

ds

������	
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داشت: خواهیم مسیر کردن پارامتري با
x = r cos θ, y = r sin θ ⇒ α⃗ = (cos θ, sin θ, 0)

⇒ α⃗′ = (− sin θ, cos θ, 0), ⇒ |α⃗′| = 1

S =

∫
C

zds

⇒ S =

∫
C

(
1

3
x+ 2)ds =

∫ 2π

0

(
1

3
cos θ + 2)dθ = 4π

بدست است، خط و دایره یک از بخشی زیر، شکل مانند C آن در که را
∫
C

(x− 3y)ds انتگرال 7 مثال
آورید.

x
4

y

45°

پاره�خط یک دوم خم و است دایره از بخشی اول خم شود. تبدیل خم دو به مسیر این باید پاسخ:
مسیر کردن پارامتري به توجه با C1 خم براي می�دهیم. نشان C2 و C1 با ترتیب به را خم دو این می�باشد.

داریم:
x = 4 cos θ, y = 4 sin θ, ⇒ α⃗ = (4 cos θ, 4 sin θ, 0)

∫می�دانیم:
C

fds =

∫ b

a

f
(
α⃗(t)

)
|α⃗′(t)|dt

داریم: اول خم براي اکنون
α⃗ = (4 cos θ, 4 sin θ, 0), ⇒ α⃗′ = (−4 sin θ, 4 cos θ, 0)

است: محاسبه قابل زیر صورت به بردار اندازه نتیجه در
⇒ |α⃗′| =

√
(−4 sin θ)2 + (4 cos θ)2 + 02 = 4

������	
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می�شود: نوشته زیر صورت به اول خم بر انتگرال رابطه بردار، اندازه دانستن ∫با π
4

0

(4 cos θ − 12 sin θ)(4dθ) = 16

∫ π
4

0

(cos θ − 3 sin θ)dθ = 16
(√2

2
+ 3(

√
2

2
− 1)

)
⇒

∫
C1

fds = 32
√
2− 48

داریم: دوم خم براي

α⃗(t) = (1− t)

2√2

2
√
2

+ t

0
0


x(t) = 2

√
2(1− t), y(t) = 2

√
2(1− t), α⃗′(t) =

[
−2

√
2 −2

√
2 0

]
است: زیر صورت به مسیر مشتق بردار اندازه

⇒ |α⃗′| =
√

(−2
√
2)2 + (−2

√
2)2 + 02 = 4

می�شود: نوشته زیر صورت به دوم خم بر انتگرال رابطه بردار، اندازه دانستن ∫با 1

0

(
2
√
2(1− t)− 6

√
2(1− t)

)
(4dt) = 8

√
2

∫ 1

0

(2t− 2)dt = 8
√
2
(
1− 2

)
= −8

√
2

⇒
∫
C2

fds = −8
√
2

می�آید. بدست مجزا خم�هاي روي انتگرال دو مجموع از انتگرال پاسخ نهایت در
⇒

∫
C

fds =

∫
C1

fds+

∫
C2

fds = 24
√
2− 48

خم روي برداري میدان انتگرال 5
این و کرده پارامتري را مسیر قبل حالت مانند باشد، برداري صورت به انتگرال مورد تابع که حالتی براي

می�شود: استفاده برداري میدان در مسیر مشتق داخلی ضرب از ∫بار
α

F.dr =

∫ b

a

F
(
α(t)

)
.α′(t)dt

به x = t, y = t2, z = t3 پارامتر به منحنی روي را F (x, y, z) = xyî+ yzĵ + zxk̂ انتگرال 8 مثال
آورید. بدست 0 ≤ t ≤ 1 ازاي

داریم: برداري تابع در خم جایگذاري با پاسخ:
F = t3î+ t5ĵ + t4k̂
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داریم: خم مشتق براي
α′ = (1, 2t, 3t2)

⇒
∫

F.dr =

∫ 1

0

(t3 + 5t6)dt =
1

4
+

5

7
=

27

28

مثلثاتی جهت در و باشد) بسته (خم می�کند محصور را D ناحیه که باشد خمی α اگر گرین: قضیه
آنگاه باشد، پیوسته برداري میدان یک F⃗ = (F1, F2) و ∮می�باشد

α

F.dr =

∮
α

F1dx+ F2dy =

∫∫
(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)dA

آورید. بدست است، y2 = 4x− 4x2 رابطه با بیضی یک C آن در که را
∮
C

xdy − ydx حاصل 9 مثال

گرین، قضیه به توجه با پاسخ:
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 1− (−1) = 2

⇒
∮
C

xdy − ydx =

∫∫
2dA = 2A

مساحت باید پس است. بیضی یک شده داده خم اینجا در است. خم به محصور سطح مساحت A از منظور
داریم: استاندارد حالت در بیضی معادله نوشتن با شود. محاسبه بیضی

4x2 − 4x+ y2±1 = 0, ⇒ 4(x− 1

2
)2 + y2 = 1, ⇒

(x− 1
2
)2

1
4

+ y2 = 1

داریم: بیضی این براي نتیجه در .πab با است برابر x2

a2
+ y2

b2
= 1 رابطه با بیضی مساحت می�دانیم

A = πab = π(
1

2
)(1) =

π

2

⇒
∮
C

xdy − ydx = 2A = π

پارامتري) (خم پارامتري مسیر بر را F⃗ (x, y, z) = yzî+y2 sin zĵ−4zk̂ برداري میدان انتگرال 10 مثال
آورید. بدست 0 ≤ t ≤ π بازه در α⃗(t) = (sin t, 1,− cos t)

است: زیر صورت به خاص مسیري بر برداري میدان یک انتگرال رابطه ∫پاسخ:
α

F.dr =

∫ b

a

F⃗
(
α⃗(t)

)
.α⃗′(t)dt

داریم: مسیر از گرفتن مشتق با
α⃗′(t) = (cos t, 0, sin t)
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⇒
∫
α

F.dr =

∫ π

0

F⃗ (sin t, 1,− cos t).(cos t, 0, sin t)dt

=

∫ π

0

[
− cos t sin(− cos t) 4 cos t

]
.

[
cos t 0 sin t

]
dt

=

∫ π

0

(− cos2 t+ 4 cos t sin t)dt

=

∫ π

0

(−1 + cos 2t

2
+ 2 sin 2t)dt

= −π

2

است، 2 شعاع و (0, 0) مرکز به شکل دایره�اي خم یک C که وقتی را
∮
C

y3dx− x3dy حاصل 11 مثال
آورید. بدست

می�شود: استفاده گرین قضیه از انتگرال نوع این براي ∮پاسخ:
C

F.dr =

∮
C

F1dx+ F2dy =

∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA

می�باشد. C خم داخل مساحت D فوق رابطه در
⇒

∮
C

y3dx− x3dy =

∫∫
D

(−3x2 − 3y2)dA

این به توجه با می�شود. استفاده y = r sin θ و x = r cos θ متغیر تغییر از دوگانه انتگرال این حل براي
قطبی متغیر ∫∫تغییر

D

(−3x2 − 3y2)dA =

∫ 2π

0

∫ 2

0

−3r2(rdrdθ)

= −3

4

∫ 2π

0

[
r4
]2
0

dθ

= −3

4
(2π)(16) = −24π

������	
���
���



14AvaEducation16.blog.ir

نمودار دو توسط که است مرزي C که وقتی را
∮
C

(y + e
√
x)dx + (2x + cos y2)dy حاصل 12 مثال

آورید. بدست می�شود، محدود y =
√
x و y = x2

می�شود: استفاده گرین قضیه از انتگرال نوع این براي ∮پاسخ:
C

F.dr =

∮
C

F1dx+ F2dy =

∫∫
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dA

می�باشد. C خم داخل مساحت D فوق رابطه در
⇒

∮
C

(y + e
√
x)dx+ (2x+ cos y2)dy =

∫∫
D

(2− 1)dA =

∫∫
D

dA =

∫ 1

0

∫ √
x

x2

dydx

آورد. بدست است، زیر شکل صورت به که را نمودار دو این بین مساحت باید اکنون

x
1

y

_ 
y=√x

1

y=x 
2

∫ 1

0

∫ √
x

x2

dydx =

∫ 1

0

(
√
x− x2)dx =

2

3
− 1

3
=

1

3
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سطح روي برداري میدان انتگرال 6
صورت به می�شود نامیده نیز n⃗ بردار جهت در F⃗ برداري میدان شار که سطح روي برداري میدان انتگرال

می�گردد: تعریف ∫∫زیر
S

F⃗ .n⃗dS

نمود. تصویر مختصات صفحات از یکی روي را dS دیفرانسیلی عنصر باید انتگرال این جواب یافتن براي
xy صفحه بر عمود بردار است. شده داده نشان xy صفحه بر دیفرانسیلی عنصر این تصویر زیر شکل در

dS

n

ș 

g(x,y,z)=0

dA

k

k n

این یکه گرادیان بردار همان واقع در و است g(x, y, z) = 0 رویه بر عمود n⃗ بردار می�باشد. k⃗ یکه بردار
است. رویه

n⃗ =
∇g

|∇g|
است: زیر صورت به xy صفحه بر آن تصویر و dS بین رابطه شده، داده نمایش برداري عبارت به توجه با

dA = cos θdS

است: عمود بردار دو بین زاویه همان صفحه دو بین زاویه
cos θ =

n⃗.⃗k

|n⃗||⃗k|
داریم: xy صفحه بر شدن تصویر براي

dS =
∇g

|∇g.⃗k|
dA =

∇g

|∇g.⃗k|
dxdy

داشت: خواهیم باشد xz صفحه بر تصویرسازي فرآیند اگر
dS =

∇g

|∇g.⃗j|
dxdz
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داشت: خواهیم باشد yz صفحه بر تصویرسازي فرآیند اگر
dS =

∇g

|∇g.⃗i|
dydz

بالاي که z = 1 − x2 − y2 سهمی�گون از سطحی روي را F⃗ (x, y, z) = xzî میدان انتگرال 13 مثال
آورید. بدست است بیرون سمت به و z = 0 صفحه
است: زیر صورت به شده داده سطح پاسخ:

g(x, y, z) = x2 + y2 + z − 1 = 0

دارد. وجود مناسب صفحه بر دیفرانسیلی عنصر کردن تصویر امکان شکل، رسم با

x

y

z

z=1-x2-y2

n

k

است. مناسب xy صفحه اینجا در
∇g = (2x, 2y, 1), ⇒ ∇g.⃗k = 1

n⃗dS = (2x, 2y, 1)dxdy

⇒
∫∫

F⃗ .n⃗dS =

∫∫
(xzî).(2x, 2y, 1)dxdy =

∫∫
2x2zdxdy =

∫∫
2x2(1−x2−y2)dxdy∫∫

D

2x2(1− x2 − y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

2r2 cos2 θ(1− r2)rdrdθ =
π

6

y = 1− 2
√
x2 + z2 مخروط از سطحی روي را F⃗ (x, y, z) = ĵ + (y − 1)zk̂ میدان انتگرال 14 مثال

آورید. بدست است بیرون سمت به و y محور مثبت سمت در که
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می�توان محاسبات سادگی براي که است y = 1 − 2
√
x2 + z2 صورت به شده داده سطح پاسخ:

داد: نمایش هم زیر صورت به را سطح
g(x, y, z) = 4x2 + 4z2 − (y − 1)2 = 0

دارد. وجود مناسب صفحه بر دیفرانسیلی عنصر کردن تصویر امکان شکل، رسم با

x

y

z

n

j

است. مناسب xz صفحه مسئله این در
∇g =

(
8x,−2(y − 1), 8z

)
, ⇒ ∇g.⃗j = −2(y − 1)

n⃗dS =

(
8x,−2(y − 1), 8z

)
2|y − 1|

dxdz

داریم: نتیجه در است. منفی y − 1 عبارت همواره y = 1− 2
√
x2 + z2 رابطه به توجه با

n⃗dS =

(
8x,−2(y − 1), 8z

)
−2(y − 1)

dxdz

⇒
∫∫

F⃗ .n⃗dS =

∫∫
(ĵ+(y− 1)zk̂).

(
8x,−2(y − 1), 8z

)
−2(y − 1)

dxdz =

∫∫
(1− 4z2)dxdz

∫∫
D

(1− 4z2)dxdz =

∫ 2π

0

∫ 1
2

0

(1− 4r2 sin2 θ)rdrdθ

=

∫ 2π

0

[
1

2
r2 − r4 sin2 θ

] 1
2

0

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

8
− 1

16
sin2 θ)dθ

=
3π

16
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این در شد. تعیین xz صفحه با مخروط تقاطع از بالا کران بود. 0 ≤ r ≤ 1
2
مسئله این در شعاع بازه

نتیجه در .y = 0 داریم صفحه
1− 2

√
x2 + z2 = 0, ⇒ x2 + z2 = (

1

2
)2, ⇒ r =

1

2

شد. گرفته نظر در x = r cos θ, z = r sin θ قطبی روش به انتگرال محاسبه براي همچنین
داریم باشد بیرون به رو همواره n⃗ یکه قائم با بسته هموار قطعه�اي سطح S اگر دیورژانس: ∫∫قضیه

S

F⃗ .n⃗dS =

∫∫∫
W

div(F )dV

F⃗ (x, y, z) = (x+ y)̂i+ (y + z)ĵ + (z + x)k̂ و x2 + y2 + z2 = a2 رابطه به کره S اگر 15 مثال
آورید. بدست را

∫∫
S

F⃗ .n⃗dS حاصل باشد،

دیورژانس: قضیه اساس بر ∫∫پاسخ:
S

F⃗ .n⃗dS =

∫∫∫
W

div(F )dV =

∫∫∫
W

3dV = 3W = 3(
4

3
πa3) = 4πa3

S و است F⃗ (x, y, z) = y sin zî + 3xyĵ + tan−1 x2k̂ وقتی را
∫∫

S

F⃗ .n⃗dS انتگرال حاصل 16 مثال
آورید. بدست می�باشد، x ≥ 0 و y ≥ 0 ،0 ≤ z ≤ 3 ،x2 + y2 ≤ 4 ناحیه مرز

است: زیر شکل صورت به شده داده ناحیه پاسخ:

x

y

z

x
2
+y

2
=4

z=3

x≥0, y≥0
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داشت: خواهیم است برقرار دیورژانس قضیه شرایط آنکه به توجه ∫∫با
S

(y sin z, 3xy, tan−1 x2).dS =

∫∫∫
W

div(F )dV

=

∫∫∫
W

3xdV

= 3

∫∫∫
W

xdV

= 3

∫ π
2

0

∫ 2

0

∫ 3

0

(r cos θ)dz(rdrdθ)

= 9

∫ π
2

0

∫ 2

0

r2 cos θdrdθ

= 9

∫ π
2

0

[
1

3
r3
]2
0

cos θdθ

= 24

∫ π
2

0

cos θdθ

= 24

[
sin θ

]π
2

0

= 24

z = 1 − x2 و z = 0, y = 0, y = e صفحات بین ناحیه این که باشد V ناحیه مرز S اگر 17 مثال
بدست F⃗ (x, y, z) = (x+cos y, y+sin z, z+ ex) برداري میدان براي را

∫∫
S

F⃗ .n⃗dS آنگاه دارد، قرار
آورید.

دیورژانس: قضیه اساس بر ∫∫پاسخ:
S

F⃗ .n⃗dS =

∫∫∫
W

div(F )dV =

∫ e

0

∫ 1

−1

∫ 1−x2

0

3dzdxdy = 4e
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میدان انتگرال حاصل باشد، z = 0 صفحه بالاي z = 1 − x2 − y2 سهمی�گون سطح S اگر 18 مثال
آورید. بدست سطح این روي را F⃗ (x, y, z) = (2xzey,−2yzey, zx2 + z2yey + 2) برداري

نیست. بسته است، شده داده نمایش زیر شکل در که سطح این پاسخ:

�

�

�

���������

����������	


���
��

این با می�شود. تشکیل بسته ناحیه یک صورت این در پوشاند. S1 سطح با حجم این پایینی بخش می�توان
تعیین دیورژانس قضیه از استفاده با S ′ بسته سطح روي انتگرال و داشت بسته سطح یک می�توان روش

∫∫می�شود.
S′
F⃗ .n⃗dS =

∫∫
S1

F⃗ .n⃗dS +

∫∫
S

F⃗ .n⃗dS
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−k̂ صورت به گرادیان بردار سطح این در که است واضح می�شود. محاسبه S1 سطح روي انتگرال ابتدا
است.

⇒ n⃗dS = (0, 0,−1)dxdy

است. z = 0 مقدار S1 سطح روي
⇒ F⃗ = (0, 0, 2)∫∫

S1

F⃗ .n⃗dS =

∫∫
S1

−2dxdy = −2A = −2
(
π(1)2

)
= −2π

به کار این براي شود. حساب S ′ کلی سطح روي برداري میدان انتگرال باید مسئله این حل ادامه در
است. زیر صورت به برداري میدان دیورژانس است. نیاز میدان دیورژانس

div(F ) = 2zey − 2zey − 2yzey + x2 + 2yzey = x2

دیورژانس: قضیه اساس ∫∫بر
S′
F⃗ .n⃗dS =

∫∫∫
W

div(F )dV

=

∫∫∫
W

x2dV

=

∫∫∫
W

(r cos θ)2dzrdrdθ

=

∫∫
D

(r cos θ)2(1− r2)rdrdθ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r3 cos2 θ(1− r2)drdθ

=

∫ 2π

0

[
1

4
r4 − 1

6
r6
]1
0

cos2 θdθ

=
1

12

∫ 2π

0

cos2 θdθ

=
1

24

∫ 2π

0

(1 + cos 2θ)dθ

=
π

12

کرد: تعیین را شده خواسته انتگرال مقدار انتگرال�ها، این تفاضل از باید نهایت در
⇒ π

12
= −2π +

∫∫
S

F⃗ .n⃗dS, ⇒
∫∫

S

F⃗ .n⃗dS =
25π

12
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استوکس قضیه 7
می�گیرد. صورت استوکس قضیه کمک به بعدي سه فضاي به xy صفحه روي گرین قضیه تعمیم

α خم آن مرز که باشد بیرون سمت به n⃗ واحد بردار با بسته سطح یک S اگر ،F : R3 → R3 تابع براي
آنگاه ∮است،

α

F.dr =

∫∫
S

curl(F ).n⃗dS

درست جهت تعیین براي ضمن در و باشد اول مرتبه مشتقات داراي برداري تابع باید که است ذکر به لازم
نشان را n⃗ جهت شست انگشت که طوري به می�شود استفاده خم جهت در راست دست قانون از کرل

می�دهد.

C

S

n

تقاطع از که C خم روي و F⃗ (x, y, z) = −y2î+ xĵ + z2k̂ برداري تابع در را
∫
C

F.dr مقدار 19 مثال
آورید. بدست است، آمده پدید x2 + y2 = 1 استوانه و y + z = 2 صفحه

می�شود. داده نمایش خم این توسط محصور ناحیه و نظر مورد خم شکل رسم با پاسخ:

CS

y+z=2

D 0

y

z

x
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شود: محاسبه برداري تابع کرل باید استوکس قضیه از استفاده براي

curl(F ) = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y2 x z2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0, 0, 1 + 2y)

داریم: n⃗ بردار براي طرفی از
n⃗∇g = (0, 1, 1)

داریم: xy صفحه بر n⃗dS سطح کردن تصویر براي
n⃗dS =

∇g

|∇g.k̂|
dA

n⃗dS = (0, 1, 1)dA = (0, 1, 1)dxdy

∫
C

F.dr =

∫∫
S

curl(F ).n⃗dS

=

∫∫
D

(1 + 2y)dA

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1 + 2r sin θ)rdrdθ

=

∫ 2π

0

[
r2

2
+

2r3

3
sin θ

]1
0

dθ

=

∫ 2π

0

(
1

2
+

2

3
sin θ)dθ

= π

به شده داده خم رسید. پاسخ به می�توان هم خم کردن پارامتري و اصلی تعریف از استفاده با دوم: روش
می�شود: پارامتري زیر صورت

x = cos t

y = sin t

z = 2− sin t

⇒ α′ = (− sin t, cos t,− cos t)

F =
(
− sin2 t, cos t, (2− sin t)2

)
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∫
C

F.dr =

∫ 2π

0

(
− sin2 t, cos t, (2− sin t)2

)
.(− sin t, cos t,− cos t)dt

=

∫ 2π

0

(sin3 t+ cos2 t− 4 cos t+ 4 sin t cos t− sin2 t cos t)dt

=

∫ 2π

0

cos2 tdt

=
1

2

∫ 2π

0

(1 + cos 2t)dt

= π

توان با مثلثاتی جملات از تناوب دوره یک روي انتگرال که شد استفاده حقیقت این از فوق انتگرال حل در
ماند. باقی cos2 جمله تنها نتیجه در است. صفر با برابر فرد
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از استفاده با F⃗ (x, y, z) = xzî + yzĵ + xyk̂ برداري تابع در را
∫∫

S

curl(F ).n⃗dS حاصل 20 مثال
داخل که است x2 + y2 + z2 = 4 رابطه با کره یک از بخشی S سطح کنید. حساب استوکس قضیه

دارد. قرار xy صفحه بالاي و x2 + y2 = 1 استوانه
می�شود. داده نمایش خم این توسط محصور ناحیه و نظر مورد خم شکل رسم با پاسخ:

0

S

≈+¥+z@=4

C

≈+¥=1

y

z

x

می�آید: بدست استوانه و کره تقاطع ابتدا
x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 1 ⇒ z =

√
3

می�شود: پارامتري زیر صورت به S ناحیه حول خم
α⃗ = cos t̂i+ sin tĵ +

√
3k̂, 0 ≤ t ≤ 2π

∫∫
S

curl(F ).n⃗dS =

∫
C

F.dr

=

∫ 2π

0

F (α⃗(t)).α⃗′(t)dt

=

∫ 2π

0

(−
√
3 sin t cos t+

√
3 sin t cos t)dt

= 0

قضیه چون می�آمد! بدست جواب همین هم با می�شد داده هم دیگري سطح اگر فوق مثال در نکته:
باشد، ثابت ناحیه حول خم که صورتی در و می�کند منتقل خم به را سطح روي انتگرال حل استوکس

می�ماند. باقی ثابت سطح آن بر برداري تابع کرل انتگرال مقدار
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تابع براي است x = −1 به x = 1 نقطه از نیمدایره مسیري C آن در که را
∫
C

F.dr حاصل 21 مثال
آورید. بدست F⃗ = (y sinx− 2y − 1, 3x− cos x) برداري

x

y

1

ș 
1-1

براي و کنیم استفاده گرین قضیه از تا می�بندیم را آن ابتدا نیست، بسته سطح نیمدایره چون پاسخ:
می�دهیم. انجام را محاسبه دوباره x محور

C1 = C + C2

x

y

1

1-1

C

C2

C1

∫
C1

F.dr =

∫∫
(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
)dA =

∫∫
5dA = 5A∫

C1

F.dr =
5π

2

آید: بدست C2 خم روي انتگرال باید اکنون
α = (1− t)A+ tB, ⇒ α = (2t− 1, 0, 0), 0 ≤ t ≤ 1

⇒ α⃗′ = (2, 0, 0)
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∫
C2

F.dr =

∫ 1

0

F.dr =

∫ 1

0

(−1, 6t−3−cos(2t−1), 0).(2, 0, 0)dt =

∫ 1

0

F.dr =

∫ 1

0

(−2)dt = −2

می�اید: بدست C2 و C1 مسیر دو روي انتگرال�ها تفاضل از نهایی ∫جواب
C

F.dr =

∫
C1

F.dr −
∫
C2

F.dr =
5π

2
+ 2
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تمرین 8
آورید. بدست f(x, y, z) = y2 + z2x اسکالر تابع براي را لاپلاسین و گرادیان مقدار .1

آورید. بدست F⃗ (x, y, z) = (ln x2, lnx2y, lnx2yz) برداري تابع براي را دیورژانس و curl مقدار .2

بازه در y = x2 + 1 رابطه با سهمی یک C آن در که را ∫
C
(x2 − y)dx + (y2 + x)dy حاصل .3

کنید. تعیین است، 0 ≤ x ≤ 1

مقدار باشد، برداري میدان یک F⃗ (x, y, z) = (x+3y) cos xzî+(x+y) cos y
2
ĵ+y3ecos zk̂ اگر .4

است؟ چقدر 0 ≤ t ≤ π
2
فاصله در α⃗(t) = 6t̂i− 2tĵ −

√
5k̂ خم روي ∫

α
F.dr

بیاورید. دلیل خود انتخاب براي هستند. زیر میدان کدام مطابق I-IV شکل�هاي .5

F = (1, sin y) ب- F = (y, x) الف-

F = (y,
1

x
) د- F = (x− 2, x+ 1) ج-

3

_3

_3 3

5

_5

_5 5

5

_5

_5 5

I II

III IV3

_3

_3 3

حاصل آنگاه باشد، ساعت عقربه�هاي خلاف جهت در (17, 5) و (6, 0) ،(3, 0) رئوس با C مسیر اگر .6
آورید. بدست را

∮
C

(7y + ex
2

)dx+ (19x+ ey
2

)dy
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ربع در y = −x و y = x توسط که باشد x2 + y2 = 1 دایره از قطاعی مرز C بسته منحنی اگر .7
را
∮
C

(x2 sin x3 − y3)dx + (y2 cos2 y − y)dy حاصل باشد، مثلثاتی جهت در و چهارم و اول
کنید. تعیین

z = 4− x2 − y2 سهمی�گون از بخشی روي را F⃗ (x, y, z) = xy2î− yx2ĵ + zk̂ میدان انتگرال .8
آورید. بدست است بیرون سمت به و z = 0 صفحه بالاي که

صفحات و y2 + z2 = 9 استوانه به محصور رویه S آن در که را
∫∫

S

(3xy2, xez, z3).dS مقدار .9
آورید. بدست است، x = 1 و x = −2

(π, 0) نقطه از y = sin x منحنی روي C آن در که را
∫
C

(
√
x+ y)dx+ (2x+

√
y)dy حاصل .10

آورید. بدست می�رود، مبدا به

x+y+z = 1 صفحه با z = x2+y2 سهمی تقاطع Cاز آن در که را
∫
C

zdx−2xdy+3ydz حاصل .11
کنید. تعیین می�شود ایجاد
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