
 ١ 

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  :فرانسيل و مشتقات جزئييمعرفي معادلات د
  

اگر معادله اي شامل جند متغير و مشتقات آا باشد، آن معادله يك معادله ديفرانسيل ناميده مـي  
معادله ديفراسيل با مشتقات جزئي معادله اي است كه شامل يك تابع و مـتغير هـاي آن و   .شود

فرم كلي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي به صورت رابطه .جزئي مربوط مي باشدمشتقات 

  :مي باشد)١(
  ):١(رابطه 

  
  كه در آن

  
  :مثال

  
  
  

  كي  چازبين اين مجموعه تنها بخش كو.يك مجموعه معادلات نامحدود مي باشد PDEمجموعه معادلات 
  .داراي كاربردهاي خاص مي باشد

  ))٢(رابطه (فرمهاي محاسباتي مطرح مي شوند داراي   PDEربردهاي غالب مسائلي كه در كا
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  .هستند PDEضرايب معادله  A , B , ….., Gكه در آن .مي باشند
 :)٢(رابطه 

  .از مشتقات جزئي مي نامند ٢اين معادله را فرم استاندارد معادله درجه 
  خطي ناميده مي شود ولي چنانچه ٢ه باشند، معادله ي درج  x , yتوابعي از  A , B , ….., Gچنانچه 

A , B , ….., G  تابعي ازU معادله ي غير خطي ناميده مي شود ،  باشد.  
  دومعادله غير خطي درجه :   مثال

  
  دو معادله خطي درجه:   مثال

  در حوزه ي  ٢معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي خطي درجه 
در بسياري .صفحه و يا فضا تعريف مي شوند ديفرانسيل با مشتقات جزئي روي خط ، تمعادلا

در برخي كاربردها نيز.معلوم مي باشد يا روي خطر در مرز ناحيه يا فضاUاز كاربردها ،مقاديمتغير 
 Boundary valueمسـائل گـروه اول   .معلوم مي باشد زمان و مكان در نقطه شروع U ر تابعادمق

Problems )وم را و مسائل گروه د) مسائل با مقادر مرزيInitional Value Problems حالـت  .ميناميم
يك معادله ديفرانسيل،خطي ناميده مي شود وقـتي   .تركيبي از مقادير مرزي و اوليه نيز وجود دارد

  .مرزي آن خطي باشدمقاديركه معادله و شرايط اوليه يا 
آن همگن باشند  ناميده مي شود وقتي معادله و شرايط Homogenusهمگن يا  PDEمعادله ديفرانسيل  

در وجـود  , يك معادلـه  براي روش هايي كه در اين درس ارائه مي شود ،خطي و همگن بودن 
ه دليل به حل معادلات مشتقات جزئـي  چبراي توضيح اينكه به .نقش اساسي دارد جواب معادله 

نيازمند  PDEا به حل يك معادله آائي را در فيزيك مطرح مي كنيم كه حل دقيق مثاله .نيازمنديم 
ن آر بيشتر كاربرد اين درس براي حل مسائلي است كه در زير نمونه هائي ازگبه عبارت دي.است

  . ورده شده استآ
  :حل مساَله سيم نوسان كننده 

الي جرم چگو داراي  سيم را باريك.شده باشد  Fixدر دو نقطه  Lفرض مي كنيم سيمي به طول  
     . طولي يكنواخت فرض مي كنيم

  . با سرعت         است yداراي حركت در راستاي سيم  

  :حركت نداريم بنابراين xاز آنجا كه در راستاي 
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   داريمyبراي يك المان طول سيم و در راستاي               نيروباقرار دادن معادله 

  
  رفته شده مي باشد و در صورتي كه گكمان ايجاد شده توسط المان در نظر  ∆sكه در ان 

  
  

  ):٤(رابطه 
  .كشش سيم مي باشدHو مقادير ثابتي هستند    جرم واحد طول سيم             

 
  :ديفرانسيل حاكم بر سيم نوسان كننده به فرم كه معادلهاديم نشان د

  
باشد چنانجه نيرويي بر سيم   tو زمان  xدر نقطه  و yي در راستا سيم انحراف y(x,t) كه در آن

  :    خواهد بود )٥(رابطه وارد نمائيم معادله نيرو بصورت 
  ):٥(رابطه  

  . يدآبدست مي )٣(زين كردن رابطه گاين رابطه از جاي
  

  :بنابراين
  
  

  :بنابراين
  
  

  :با در نظر گرفتن مساَله وزن خواهيم داشت
  
  

مي دانيم كه نيروي اصطكاك اجسام متحـرك   ;باشد م در محيط داراي اصطكاكبراي حالتي كه سي
  )٦(رابطه.متناسب است هم در هوا، گازها و سيالات با سرعت حركت

( ) ( )txytxxy xx −=∆+= ,tan,tan βα
maF =∆

( ) ( ) ( )txystxvtxxv tt ,..,, ∆=−∆+⇒ δ
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  ضريب اصطكاك                                                                : b):        ٦(رابطه 
  :بنابراين

شرايط اوليه يا مرزي به صورت كامل قابل حل نيستند بنابراين وقـتي   معادلات ديفرانسيل بدون
  .ن نيز مشخص باشدآكامل است كه  شرايط اوليه يا مرزي 

  :شرايط مرزي سيم نوسان كننده
  . حالتي كه سيم داراي انحراف اوليه است و تحت انحراف اوليه رها مي شود

  
  
  :اه داريمگنآ

  .يه استمنحني انحراف اول f(x)ن آكه در 
  
  

  وقتي كه سيم تحت يك ضربه داراي سرعت اوليه:شرايط مرزي سري دوم
  :مي شود 
  
  
  
  

  .در لحظه صفر مي باشد xسرعت نقطه  g(x)كه در ان 

  .مدلسازيهاي مربوط به مسايل نوسان با يكي از دو صورت فوق انجام مي شود
  مساَله ميله نوسان كننده

گيريدكه را تابعي در نظربy(x,t).يريدگنيرو قرار دارد در نظر ب يك ميله قابل ارتجاع كه تحت يك
ميزان جابجايي .نسبت به مكان اوليه محاسبه مي كند tرا در زمان  Xه نقط ميزان جابجايي

XXنقطه XXبرابر با مكان اوليه نقطه              +∆   نيروي وارده بر ميله.مي باشد+∆
F(X,t)      يريم كه نيروي وارد بر واحد طول مي باشدگمد نظر مي   .    

  
  
  

( )txbyf t ,−==

( ) ( ) ( )txbytxyHtxy txxtt ,,, −= δ

( )
( )

( ) ( ) l<<=
=
=

xxfxy
tly
ty

00,
0,
0,0

( ) 0,0 =ty
( ) 0, =ty l

( ) 00, =xy

( ) ( )xgxyt =0,

www.mohandesyar.com
www.semeng.ir

www.mohandesyar.com
http://www.semeng.ir


 ٥ 

  
  
  
  

 مشخص مـي شـود  )v(و با توجه به روابط تنش ميزان تغيير طول با رابطه  از روي قانون هوك
  :  بدست مي آيد

A : سطح مقطع ميله  
B:(رابطه )گيان(مدول الاستيسيتهv(  
  

  .ه از حالت الاستيك خارج نشودمقدار نيرو به صورتي است كه ميل
  :پس

  داريم xبراي نقطه 
  

  :است ) ٨(يك المان طولي ازميله به صورت رابطه  معادله نيرو براي
A: ٨(رابطه  سطح مقطع(  
  طول:  
  طولجرم واحد   

  معادله ميله نوسان كننده):٩(رابطه 
  

  :براي يك صفحه نوسان كننده داريم
  .ميباشدt در لحظه yوxاف نقطه ميزان انحر Zttكه در آن 

  :مساَله انتقال حرارت
مي خواهيم بـا  .بگيريددر نظر tدر لحظه  x,yرا در دماي نقطه  R u(x,y,z,t)براي يك حجم 

استفاده از قوانين ترمو ديناميك معادله ديفرانسيل براي هر نقطه را به صورت تابعي اززمان بدست 
  .اوريم

صفحه عبور مي كند با رابطه زير مشخص مـي   المانتي كه از يك شار حرارهمانطور كه ميدانيم 
  بردار عمود بر سطح المان صفحه مورد نظر مي باشدnكه .شود
  بردار عمود بر سطح:nرسانايي       :kشار          :     

  : بدست مي ايد) ١٠(به صورت روابط zوyوx محورهاي  مثلاً حرارت انتقالي در راستاي
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  )١٠(روابط  :yالي در راستاي محور و حرارت انتق
  
  
  

  .را به به صورت جمع شارها معرفي مي كنيم yجريان حرارتي 
  
  
  
  
  

nJدر هر راستا به صورت  φبه اين صورت .=φ بدست مي ايد  
  .:           yzصفحه شار عبوري از:مثال 

  
  :ت حرارتي جسم مورد نظر بگيريم،    با رابطه زير مشخص مي شوداگر   برابر كل تغييرا

  )و بي حرارتي(شار حرارتي                                
  .ث تغيير انرژي حرارتي ناحيه ميگرددعاز طرفي شاري كه از سطح ناحيه خارج مي شود با

  :كل شار حرارتي خارج شده ازناحيه انتگرال زير مشخص مي شود
  

  ):داريم   از رياضيات:(ابراينبن
  
  

  از آنجايي كه اين روابط براي هر حجم برقرار مي باشد بنابراين
  ) :وقتي  در داخل ناحيه منبع حرارتي نداريم(باملاحظه فيزيك مساَله داريم 

  
  .كميتي پيوسته است ، بنابراين لازم است  Uبرقرار است و  Rچون اين معادله براي هر ناحيه ي 

  
  
  

dy
duK−=2φ

dt
duK−=3φ
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  :يمربا تركيب موارد فوق          دا

  
  :پس

  
  معادله انتقال حرارت

  
  

ن دهيم مسائل و رفتارهايي در فيزيك و واقعيـت  ائه شده اين است كه نشاهدف از بحث هاي ار
 PDEا احتياج به روشهاي آنمايش دادو حل  PDEوجود دارند كه مي توان آا را به فرم معادلات 

E دارد   
   P   D  E     مساًله انتقال حرارت ديديم كه رابطه كلي انتقال حرارت در هر ناحيه بوسيله رابطه در

  .زير مشخص مي شد
  

  :بررسي شرايط مرزي در معادله انتقال حرارت 
  :چنانچه از يك مرز ناحيه شار ثابت حرارتي وارد شود، در اين صورت

  
  

  :زير است كه صورت به اگر مز عايق باشد داراي شرايط مرزي
  اگر عايق باشد شرط مرزي صفر است

  :چنانچه مرز به يك دماي ثابت متصل باشد آنگاه انتقال رارت بصورت زير مي باشد
  

  ر محيط رسانا باشد انتقال حرارت به صورت رسانايي مي باشد و داريمگا        
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لات انتقال حرارتي روي هر مطلوب است معاد.يك ورق فلزي به صورت زير در نظر مي گيريم -

  :  نقطه از ورق
  
  

  معادله براي هر نقطه از نوار فلزي
  

  )   روي ورق.(براي حل معادله نياز به شرايط مرزي داريم.حال بايد شرايط مرزي را اعمال كنيم
  ١(   ١مرز                                                                                       

  
   

  ٢(      ٢مرز                                                                                   
       

  
  ٣(    ٣مرز                                                                                     

  
  

  يريم گدر نظر مي  u(x,y,0)=f(x)دماي اوليه صفحه را نيز بصورت 
222معاىله نوسان  tuu ∂∂=∇  

را لاسـين  پتابع تحت لاuمعادلات بر فرم                          را معادلات لاپلاس مي گوئيم و 
  تابع هارمونيك

   كاربرد اين معادلات در مباحث سيالات ، ترموديناميك ، الكترو مغناطيس  ،موج ،.مي نامند
  ..بيولوژي و   ارتعاشات ، بخوم ،آكوستيك ، 

  باشند ، آنگاه                 را تركيب خطي         Rاگر          دو تابع و         دو ضريب  در  
  .مي ناميم         

-e   را يك اپراتور خطي مي ناميم وقتي  
  :براي مثال انتگرال گير يك اپراتور خطي است
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  :خواص اپراتور خطي

  
  
  

  :نيز يك اپراتور خطي باشد، در اين صورت Mاگر 
  
  

  :همانطور كه قبلاً بحث شد، معادلات مورد توجه فرم
  

  .مي باشد
   eحال اپراتور  .است ، مباني حل معادلات مي باشد G=0اين معادلات همگن كه در آن   از بين ،

  :را بصورت زير تعريف مي كنيم
  
  

  بصورت eتور حال بيان معادله همگن با اپرا
  ) برابر است با والتاژ، دما،مكان ،پتانسيل،فشار يك سيالu .(مي باشد

  خواهد بودو مي توان نشان               حال مي توان نشان داد كه معادله غير همگن به صورت 
  يعني:داد چنانچه        جواا معادله همگن باشد

  در اين صورت
  كا.معادله همگن باشند،هر تركيب خطي آا جواب معادله همگن است اگر        جوااي:نتيجه

  .بي ايت جواب بدست خواهد آمد.في آن در يك ضرب شود-
  .اگر    جواب معادله همگن باشد و     جواب معادله ناهمگن ، در اين صورت

  
  .واهد بود همگن خيركه                       جواب معادله غ uدر اين صورت هر تابع 

  
  زير را در نظر بگيريد سيم مرتعشمساًله :مثال
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  :شرايط مرزي اين است      
  
  

  در اين صورت جواب معادله همگن به فرم
  
  
  

  tمشتق تابع نسبت به 
  

  است kتفاوتشان در 
  

  سپس  
  مي توان نتيجه گرفت كه 

  .نيز جواب معادله فوق خواهد بود
  معادلات به فرم 

  باشند x , y , tتابعي از  Fتا  Aهستند وقتي  ٢خطي درجه 
  .با ضريب ثابت مي ناميم٢عدد ثابتي باشند،معادله را معادله خطي درجه  F-Aچنانچه ضرايب 

  گوئيم و اگر                  باشد معادله H yperbolicحال اگر                  معادله هذلولي يا 
  ).Parabolic.(واگر                  باشد سهمي گوئيمگويند    Ecllipite  را بيضوي يا

  :انواع معادلات لاپلاس
روي مرز دانسه  uمساَله لاپلاس را مساَله ديريشله يا نوع اول گويند اگر در شرايط مرزي مفدار 

  .شود
  .روي بخشي از مرز داده شده باشد       uمساَله لاپلاس نوع را نيومن گوينداگر مقدار مشتق  

    .شده باشد دادهمساًله ي لاپلاس را نوع سوم گويند اگر روي مرز مقدار             
  گويند اگر معادله لاپلاس شامل ترمهاي           باشد و) كوشي(مساَله لاپلاس را نوع چهارم  

  .يا      در لحظه صفر دانسته شده باشد uمقدار 

  :بيان مختصاا
  كارترين به استوانه اي
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  كروي  انه اي استو
  
  
  
  
  
  

  دكارتي كروي 
  
  

  استوانه اي كروي 
  
  
  

  كروي كارتزين
  
  
  

  :بيان معادله لاپلاس در مختصات استوانه اي 
  

  .بصورت              خواهد بود uدر اينصورت تابع 
  :حل
  
  
  
  

  :قرار مي دهيم* در عبارت  uبه جاي 
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  :محاسبه ي
  
  
  

  :در ايت
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 ١٣ 

  
  :بيان معادله لاپلاس در مختصات استوانه اي

  
  

  :ثابت باشد Zاگر مساَله در راستاي 
  
  

  :معادله زير يك معادله لاپلاس درمختصات استوانه اي است
  
  

  )معادله لاپلاس در فرم كروي.(معادله لاپلاس را به معادله كروي تبديل نمائيد:تمرين
  

  :در ايت
  

  :روش ديگر نمايش
  
  
  

  :روش ديگر نمايش
  

  :اگر مساَله مستقل از    باشد
  
  
  
  

  حل معادله :فصل دوم
روش حل معادله به وسيله معادله همگن و بدست آوردن يك جواب اختصاصي براي مساله مـي  

 Sepration).ي براي حل معادلات لاپلاس ،روش جداسازي متغيرها ميباشدرديك روش كارب.باشد
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 ١٤ 

  :بري توضيح اين روش از يك مثال استفاده مي كنيم
  
  
  
  
  

  شرايط مرزي
  
  

  .خواهيم رسيد f(x)در ايت به متوسط يعني 
اگر                    جواب هاي معادله فوق باشند                   نيز جوابي بـراي  ):١قضيه 

  .مساَله است
  .گراي يكنواخت باشد سري جواب به ازاي          همگرا واهد بودپيوسته و هم uاگر ):٢قضيه 
  .جوابي كه در حالت كلي بدست مي آيد يكتاست):٣قضيه 

  .را مي خواهيم        

  
  روش جداسازي متغيرها 

  
  تابعي از زمان=تابعي از كان 

  
  .اين تساوي در صورتي برقرار است كه نسبت كسرها ثابت باشد 

  عدد ثابت                                            
  
  
  

   1   معادله     
  

     ٢معادله     
  .معادلات اشتروم ليوويل گويند ١،٢به معادلات .جواب بدست خواهد آمد ٢و١با حل معادلات 

  :نحوي اعمال شرايط مرزي

),(),( txutxKu txx = 00 ><< tcx

)()0,( xfxu =

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=
=

=

)()0,(
0),(
0),0(

),(),(

xfxu
tcu
tu

txutxKu

x

x

txx

1......... uu n∑= kk ucu

∞=n

),( txu
( ) ( ) ( )tTxXtxu =,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )tT
tT

xX
xXKtTxXtTxXK

′
=

′′
→′=′′

( )
( )

( )
( ) →=
′

=
′′

λ
tT
tT

KxX
xX 1

( ) ( ) 0=−′′ xXxX λ

( ) ( ) 0=−′ tKTtT λ

( )
( )

( )
( ) λλ =
′

=
′

tKT
tT

xX
xX

www.mohandesyar.com
www.semeng.ir

www.mohandesyar.com
http://www.semeng.ir


 ١٥ 

  
  
  

  
  :سه حالت در نظر مي گيريم:     نحوي حل معادله

  
  

  
  
  
  
  
  .صفر است پس          جوابي ايجاد نمي كند u (x,t)صفر باشد  X(x)گر ا

  
  
  

  در اين حالت 
  
  
  

  .واضح است  ثابت باشد در اين صورت              f  (x )پس اگر 
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پس سري زيـر نيـز در   .تمامي     ها در معادله ي             و شرايط مرزي اش صدق مي كند
  :ه ي شرايط مرزي صدق مي كندمعادل

  
  

  :پس نقط كافي ضرايب        را بدست آوريد
  محاسبه ضرايب با استفاده از شرط مرزي 

  
  

  .همگرا باشد f   (x)سري                    بايستي به 
  :براي محاسبه       به موارد زير توجه بشود

  
  
  
  
  

طبيعي اند                                n,mn,mفرض كنيم                                                                  
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 ١٧ 

  :دراينصورت.بگيريم  cتا  0براي محاسبه     كافي از دو طرف انتگرال از 
  
  
  
  

  .ضرب كرده و انتگرال مي گيريم)ضريب خودش(براي محاسبه                        
  
  
  
  

  :ترتيببه همين 
  
  
  
  

  مسآَله انتقال حرارت                                                         
  :دماي اوليه نقطه

  .تابعي بصورت زير باشد f ( x )فرض كنيد كه :مثال
  .جواب هر معادله را بدست آوريد     
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 ١٨ 

  
  

                
  
  
  
  f   ( x )شرايط اوليه   جواب مساَله انتقالي حرارت با 
  

  .ترين روش براي حل معادلات با مشتقات جزئي مي باشد Sepration od Voualleyروش 
سوالي كه مطرح است اين است كه .با روش فوق الذكر ، جوابي براي معدلا لاپلاس ارائه نموديم 

  آيا جواب بدست آمده يكتاست يا خير ؟
  .واب پيشنهادي به اين روش استكتاب چرچيل ،اثبات يكتايي ج ١٥فصل 

  :P D Eروش هاي ديگر حل معادلات   
اين روش ها صرفاً براي حـالا  .را مي توان با روش هاي مبتكرانه حل نمود PDEبرخي از مسائل 

  .خاص برقرارند
  :مثال

  
  ولي ممكن است ثابت باشد                          

  
  
  
  

  
  روش ديگر 

  :براي مثال
  

  
     :براي حل معادله از تبديل زير استفاده مي كنيم:لح
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  نوشت ( x , t  )يا    ( v , u )يعني مغيرها را مي توان برحسب 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  PDEبا جاگذاري در معادله 

  
  
  

  :يك تابع پيشنهادي بصورت زير است
  
  
  

  
  پس جواب به صورت 
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  است و جايگذاري
  

  : از شرايط مرزي داريم
  

  

  
  :ساير روش هاي مورد استفده عبارتند از 

  تبديل انتگرالي فوريه)٣تبديل لاپلاس                             )١
  نگاشت كانتورمال)٤تبديل فوريه                               )٢

  معادله لاپلاس زير را حل كنيد؟:مثال
  
  
  
  

  ضريبي است كه به  a  ,  cطول تار .تامسر نقش است همانطور كه مي دانيم اين معادله نوسان
  .جنس تار و جرم واحد طول بستگي دارد

  جداساري متغيرها:روش حل
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  :پس بي ايت جواب داريم
  
  
  

  
                                                            

  بايد صفرباشد                                             
  
  
  
  
  
  

  .اين تركيب خطي جواب است 
  فقط بايد         را بدست آوريم
از شـرط اوليـه   .لازم است كه ضـرايب    محاسـبه شـوند    y(x,t)برنامه اي محاسبه اي دقيق 

g(x,0)=f(x) كه .اسنفاده مي كنيمf(x) به جاي .(انحراف اوليه تاراستt اريمصفر مي گز(  
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  :با ضرب رابطه                             در              و گرفتن انتگرال داريم
  
  
  
  
  
  
  
  

  :تابع روبرو باشد f(x)مثال  
  

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  :فصل سوم سري هاي فوريه

  :معرفي توابع قطعه اي پيوسته
  طه اي محدود قابل شمارش پيوسته باشد،به آن تابع ،به جز چند نق [a,b] در فاصله f(x)اگر تابع 
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 ٢٣ 

  .تابع قطعه اي پيوسته مي گويند
  نقاط ناپيوستگي                   كه 

  
  نيز لازم است تا حدود زير موجود باشند

  
  :مثال

  
  
  

),(),(كه  (c,d)انتگرال تابع قطعه اي پيوسته را در فاصله  badc مـي  بصورت زير تعريـف   ⊃
  :شود

  
  
  

  .توابع پيوسته حالت خاصي از توابع قطعه اي پيوسته اند
فوريه براي تقريب توابع در يك بازه از سري هاي سينوسي و كسينوسي استفاده كرد كه مي توان 

اي را كـه قطعـه پيوسـته     f (x) با تقريب مناسب از هر دقت دلخواه كه بخواهيم تـابع   
هاي سينوسي و كسينوسي تقريب زد و دو سري ارائه ،توسط سري  [a,b]در فاصله (است،

  .كرد كه به سري هاي سينوسي فوريه و كوسينوسي فوريه معروف هستند
  يشنهاد فوريه براي بسط كسينوسي بصورت روبرو استپ :سري كسينوسي فوريه

  
  

  .استفاده مي شود Cتا 0قطه اي پيوسته در فاصله  f(x)   از اين سري براي تقريب توابع 
  .را توسط سري كسينوسي تقريب بزنيد              كه  f(x)تابع :مثال

  
  

    :براي محاسبه ضريب      داريم
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  بنابراين در كل
  
  

  :بسط سري سينوسي
  را توسط  f(x)مي توان .باشد و بصورت قطعه اي پيوسته باشد  [c,0 ]يك تابع در فاصله  f(x)اگر 

  .وريه تقريب زديك سري سينوسي ف
  

  .به بي ايت ميل كند ،تقريب تا حدود دلخواه دقيق مي شود nچنانچه 
  

  :مطلوب است      ها
  :توجه شود كه  f(x)براي محاسبه 

  پس با ضريب طرفين در سينوس            و انتگرال جواهيم داشت
  
  

  :ثقريب بزنيد با بسط سينوسي فوريه          را در فاصله  f(x)=xتابع :مثال
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 ٢٥ 

  و نيز به دليل .در خارج ازاين فاصه بسط سينوسي                 اولاً داراي پريور        است
  

  .اينكه           فرد است بنابراين                  هم فرد است
  .شكل روبرو بسط تابع          و خود تابع را مشخص مي كند

  
  ين تابع را توسط كسينوسي فوريه بيان مي كرديم داراي خواص زير بودالبته اگر هم

  
  )ك،م،م(بسط داراي پريور     -١:خواص
  .بسط به دليل اينكه از جملات كسينوسي تشكيل شده زوج است-٢        

  
  . تواند باشد  ييك تابع ثابت هر عددي م دپريو:نكته

  
  همانطور كه مي دانيم هر تابع )-c،c(در فاصله ي  فرض كنيد كه       يك تابع قطعه اي پيوسته

  .را مي توان بصورت جمع در تابع زوج و فرد نوشت

  
  

 
  با بسط كسينوسي تقريب ) ٠،c(تابع        يك تابع زوج است بنابراين چنانچه       را درفاصله 

  .تقريب زده خواهد شد) -c،c(بزنيم ،تابع        در ناحيه
  
  
  

  پس                                                                                               
  

  .           حال بايد ضرايب را پيدا نمائيم.مي باشد) -c،c(كه اين بسط تابع فوريه         در فاصله 
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 ٢٦ 

  
  .بنابراين       در فاصله          با بسط زير مشخص مي شود

  
  
  
  

  :تابع زير را بسط فوريه بدهيد: مثال
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  بنابراين 
  را محاسبه مي كنيم    

  =يا مقدار متوسط 
  

  اگر تابع       يك تابع قطعه اي پيوسته در فاصله ي              باشد و        بسط :قضيه
  .فوريه        باشد،خواهيم داشت
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 ٢٧ 

  .قطه ناپيوستگي تابع       باشد و با توجه به اين كه تابع        پيوسته استحال چنانچه   يك ن
  :مقدار         بوسيله رابط زير مشخص مي شود

  .كه به قضيه متوسط جام موسوم است
  .اين قضيه دولم رياضي اثبات مي شود

  .را تست كنيد تابع                 در فاصله          بسط داده و قضيه متوسط آن:مثال 
  
  
  
  

  :يك تابع فرد است پس       
  
  

  پس                               
  

                                   
  پس                                                                                              

  

  
  باشد در غير اينصورت در نقطه ناپيوستگي متوسط تابع  fنقطه پيوستگي  xوقتي                 

f مي شود.  
  نقاط ناپيوستگي 

  .كه اين با متوسط مقادير جام برابر است
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 ٢٨ 

  
  :خواص ضرايب سري فوريه 

  :اگر                                     آنگاه داريم 
  
  

  :ر محاسبه مي شودنيز انتگرال به صورت زي
  
  
  
  
  

  :حال براي حالت سينوسي داريم
  

         
  داريم

  
  لذا

         
                                                                                              

  
  :براي هر دو حالت داريم 

  
  

  به اين صورت مي نويسيم                                                                               
  تابعي قطعه اي پيوسه است كه به صورت سنوسي يا  fاز آنجا كه 

  كسينوسي بسط فوريه داده مي شود و با توجه به اينكه تابع          در فاصله          محدود
  :است ، لذا عبارت از                

  :محاسبه مقدار عبارت                                  
  )قطعه اي است محدود( 

( ) ∑
=

+=
N

n
n

o
N nxCosaaxS

1
2

( )∫ =
π

π
o

nN anxCosxS2

( )( )∫
π

π
o

N dxxS 22

( ) ( ) ( )∑ ∫∫∫ ∑ +=+
πππ

πππ
o

Nn
o

NN
o

n
o dxnxCosxSadxxSadxxSCodnxaa 2

2
2)2(2 0

∑ ∑∫
= =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=×+=

N

n

N

n
n

o
n

o

o aaadxa
1 1

2
2

2
2

22
2

4
2 π

ππ

π

( ) ∑
∞

=

=
1n

nN nxSinbxS

( ) ∑
=

+=
N

n
nN CosnxaaxS

1

0
2

∑ ∫ ∑
= =

=×=
N

n

N

n
nNn bSinnxdxXSb

1 0 1

2)()(2
π

π

∫ ≥−=
π

π
0

2 0))()((2 dxXSxfE N

( ) ( ) ( ) ( )( )2

00

2

0

242 dxxSxSxfdxxf NN ∫∫∫ +
πππ

ηηπ

( )2

0

dxxf∫
π

( ) ( )
0

2 dxxSxf N∫
π

π

( )xf( )π,0
ηتا0

∫ =
π

π
0

)(2
mN bSinmxdxXS

∫ ∑ ∫
=

=
π π

ππ
0 1 0

2 )(2)]([2
N

n
nNN SinnxdxbXSdxXS

www.mohandesyar.com
www.semeng.ir

www.mohandesyar.com
http://www.semeng.ir


 ٢٩ 

  :براي حالت كسينوسي داريم
  
  
  
  

  :براي حالت سينوسي داريم
  

                       
  

  قضيه پارسوال                                  
  :در حالت كسينوسي براي حالت نامساوي داريم

  
  
  

  )به بي ايت ميل كند Nمن جمله زماني كه (قرار استبر Nاين نامساوي به ازاء هر 
  :پس
  
  

  :سري                 يك سري با جملات مثبت و مقدار محدود است پس
  :براي حالت سينوسي داريم

  
  
  
  
  

  .پس همواره دنباله هاي               در سري فوريه به سمت   ميل خواهند كرد
  :بع        كه در بازي             تعريف شده بود بصورتقبلاً گفتيم كه بسط فوريه تا

  
  :بود و با ضرايب زير تعريف مي شد
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 ٣٠ 

  
  
  

  و گفتيم كه تابع        بايستي قطعه اي پيوسته باشد در اين صورت بسط فوريه تابع       كه در 
  ناپيوسته است   نقاطي كه           پيوسته است به         همگرا است و در نقاطي كه    

  .پس همواره بسط فوريه همگراست.با متوسط جام برابر است 
  :طبق قضيه نشان داريم كه 

  
  :و نيز نشان داريم كه

  
  

  :گرا استهمنشان دهيد كه سري                   :قضيه
  :اگر         ضرايب بسط فوريه ي          باشند داريم:اثبات

  
  

  :را به صورت زير تعريف مي كنم        حال ضرايب         
  

  :با انتگرال گيري جزء به جزء داريم
  

  حال براي نشان دادن همگرايي                       مقدار      را بصورت زير تعريف 
  .مي كنيم

  
  

  :همگراست Nنشان مي دهيم كه      به ازاء هر مقدار 
  
  
  
  

  .حال بايد اين نامساوي توجيه شود
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 ٣١ 

  البته تر است بگوئيم.همگرا هستند ٢و١اما             همگراست و                   هم طبق 
  

  .سپس سري                   همگراست.بنابراين نز محدود مي باشد.محدود هستند 

  طبق اين قضيه انرژي متوسط         در فاصله            بر حسب ضرايب بسط:قضيه پارسوال

  .يه قابل محاسبه استفور
  
  
  
  

                                                                                               
  
  
  
  پس)                                                                     از خواص بسط فوريه(

  :مشتق پذيري و انتگرال بسط فوريه
  

  :تابع قطعه اي پيوسته در فاصله          باشد و داراي بسط فوريه زير باشد f(x)اگر
  
  
  
   

  :بصورت زير محاسبه مي شود f (x)آنگاه انتگرال تابع 
  
  

  .يعني انتگرال بسط فوريه همواره قابل محاسبه است
  :اشته باشيمدر فاصله           تعريف شده باشد و د f (x)براي مشتق پذيري بسل لازم است كه 

  
  :آنگاه          در نقاطي كه         موجود است با مشق بسط فوريه برابر خواهد بود
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 ٣٢ 

  
  در فصل قبل حل معادلات لاپلاس به روش جداسازي متغيرها آورده شد

  
  :معادلات به فرم زير را به راحتي مي توان حل كرد

  
  :ي گيريمرا بصورت زير در نظر مf (x)  براي حل معادلات 

  
  
  
  
  
  

  
  )نوسان صفحه(حل معادله لاپلاس در صفحه 

  
  

  :شرايط مرزي
  
  

  :جدا سازي متغيرها:روش 
  
  

  :بنابراين داريم
  :همانطور كه قبلاً گفتيم اين معادله صرفاً براي           برقرار است
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 ٣٣ 

  
  :پس داريم

  مرزيشرايط                                           
  : حل                                                                                          

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  .پس براي اينكه اين رابطه جواب داشته باشد ،مطابق بالا بايد ضرايب             منفي باشد

  
  
  
  
  
  
  

  .پس         بدست مي آيند
  
  
  :مطلوب است                                             اگر       -١

  )ج)                       ب)                        الف
  :فرم قطبي اعداد مختصات زير را نشان دهيد-٢
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 ٣٤ 

  )ج)                        ب)                       الف
  
  :مطلوب است                                  اگر                                  -٣

  )ج)                         ب)                      الف
  را بيابيد                         مقدار    ود با استفاده از قانون-٤
  :نشان دهيد روابط زير برقرار است-٥

  )ب)                                    الف
  )د                                      )ج
  :مجموعه نقاطي را پيدا كنيد كه در شرايط زير صدق كنند-٦

  الف(                                                                                               
  ب(                                                                                               

  .از آا صفر است يكياگر             ثابت كنيد حداقل -٧
  :ريشه معادلات زير را پيدا كنيد-٨

  )           ج)                       ب)                      الف
  .نوشت          نشان دهيد هذلوي                  را مي توان بصوت         -٩

  فرمول چند جمله اي متقابلبا استقراء -١٠
  
  
  

  .عددي صحيح و مثبت است بيابيد nرا كه در آن 
را به طريق برداري 

  .مشخص كنيد
  الف(                                                                                                

  ب(                                                                                                
  :نشان دهيد-١٢
  

  :ثابت كنيد-١٣
  :را بيابيدهرگاه argzيك مقدار از -١٤
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 ٣٥ 

  )ب)                                         الف
  
  
  
  

  ردار بصورت زير باشنددو ب : g , fاز خواص مربوط به فضاي برداري داشتيم كه اگر 
  

  :در اين صورت خواص زير را داريم
  
  
  
  
  

  :اگر                    مجموعه برداري ارتوگونال باشند يعني
  

  .مجموعه بردارهاي ارتونرمال هستند                           در اين صورت بردارهاي
  
  چون در غير اين صورت يكي .ستقل باشند اً لازم است كه بردارهاي                از هم ميجتر

  .را بر حسب ديگري مي توان نوشت و صفر داخلي آا صفر نخواهد شد
مي توان با تركيب خطي از اين بردارها بدست  را هر بردار در فضاي ايجاد شده بوسيله اين بردار

  .آورد
  

  :نحوي محاسبه ضرايب بصورت زير است
  

  :استنتاج براي فضاي توابع
  ،چنانچه فاصله را به) pwc(پيوسته باشد–و به فرم قطعه اي ) a,b(توابعي در فاصله  f , gگر ا

  :هاي كوچك تقسيم كنيم ،خواهيم داشت
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 ٣٦ 

  : f , gضرب برداري را بصورت زير تعريف مي كنيم كه 
  
  

  .كه اين تعريف ضرب داخلي براي توابع مي باشد
  يا بازه ي اساسي  Fundamental intervalمي شودرا ضرب داخلي روي آن تعريف  a ,bناحيه 
  .مينامند

  :خواص زير براي ضرب داخلي توابع برقرار است
  

  
  

   
   :مثال

  
  

   :نرمال هستند زيراارتوحال دسته توابع                          دسته توابعي از 
  

  نرمال                      ارتودسته توابع                         دسته توابع                                     :مثال
  .هستند
  دسته توابع                                                                  :مثال

  .هستند (C,C-)ونرمال درارتدسته توابع از 
  : روش كلي فوريه براي بسط توسط توابع ارتونرمال
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 ٣٧ 

  :محاسبه ضرايبمثال از 
  
  
  

        
                                         .كه همان ضرايب سري فوريه است   
  

  :نرمال باشد،يعنيارتوقضيه اگر                               توابع از 
  
  

  و       يك تركيب خطي از توابع ارتوگونال                         باشد،
  

  يك تابع در همان بازه ي توابع ارتوگونال باشد، آنگاه تعريف مي كنيم ترين f (x)ر و نيز اگ
  باشد ،تابعي همانند         است به طوري كه  k=1,2,……..nتوسط     ها كه  f (x)تخمين تابع 

  .               ضرايب همان ضرايب فوريه باشد
باشـد لازم   f  f (x)دلخواهي باشد و      تابع تخمين  اگر فرض كنيم                   اعداد:اثبات

  مينيمم شود خطا است تا اندازه
  .اين مقدرا بانام خطا يعني                  ناميده مي شود

  پس                                                                                             

  
  
  

  
يعـني       .انچه متغيير است          است .شود Minكردن        بايد سمت راست تابع  Minبراي 

  ساخته شده با ضرايب      وقتي ترين تخمين است كه ضرايب          همان ضرايب فوريه 
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  .باشند
  

  پس                                                                                             

  :پس)انتگرال از يك تابع مثبت(           و چون
  
  

  .به نامساوي فوق نامساوي بسل گويند
  به عبارتي سري            به ازاء         به سمت  lim Cn=0  وقتي          مي توان نشان داد كه

  :يعني. همگرا مي شود          
  

  :داشته باشيم (a,b)با دامنه  fرا كامل گوئيم اگر براي هر تابع ) a,b(مجموعه            روي 
  

  =0يعني خطا 
  .ونرمال كامل به خطاي صفر مي انجامدارتبنابراين تخمين با مجموعه اي از 

  :مجموعه اي توابع ارتونرمال هندسي:مثال

  
  .اين توابع روي            كامل هستند

C ضرايب :جهاي زو  
C  ضرايب:هاي فرد  

  :انواع ديگر ارتوگوناليستي
  ارتوگونال است اگر  p(x)با وزن  (a , b)گوئيم توابع            در 
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 ٣٩ 

به مثلاً توابع بسل .اين ارتوگونايستي را مي توان معادل با ارتوگوناليستي توابع                گرفت
  اراي  دومتغيير  هستند نيز مي توان تحت  توابع  پايه اين صورت تعريف مي شوند و توابعي  كه د

  .بسط داد به گونه اي كه ضرب داخلي مربوط به صورت سطحي زير تعريف شود           
  
  
  

  .بسط داد             حال هر تابع را مي توان بر حسب توابع   
  .تخمين وقتي ينه است كه ضرايب همان فوريه باشند

  .تلف نيز مي توان ارتوگوناليستي تعريف نمودبراي توابع مخ
  
  
  
  

  :حال ضرب داخلي را بصورت زير تعريف مي كنيم
  
  

  .گويند داخلي هرمتيككه آن را ضرب 

  صحبت   (2,2-)تابحال در مورد بسط فوريه براي توابع پريوديك در فاصله :انتگرال فوريه
  .در فضاي هندسي موچود است نشان داديم كه تخمين ينه اي براي توابع.ايمكرده 

  
  
  
  

 
  :با جايگذاري داريم كه
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  .سري فوريه است ايكه نمايش جديدي بر
  :يك تابع از              باشد و مطلقاً انتگرال پذير باشد يعني f(x)حال چنانچه 

  :محدود باشد                                             
  

  .مي خواهيم ببينيم در شرايط فوق ،بسط فوريه به چه فرم جديدي تبديل مي شود
  :براي اين منظور تعريف مي كنيم 

  :تحت شرايط آورده شده ،بسط فوريه به صورت زير تبديل مي شود

  

  
  بنابراين در حالتي كه           بسط فوريه به فرم فوق كه با نام انتگرال فوريه ناميده مي شود ميل 

  :مي كند
  
  

  مطلوب است محاسبه ضرايب :                       مثال
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 ٤١ 

  :انتگرال فوريه        را بنويسيد
  روش حل دوم:                                                                                   

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .مقدار انتگرال                 را بدست آوريد:تمرين 
  :براي اين منظور است كه

  
  
  

  :مساَله انتقال حرارت زير را حل كنيد
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 ٤٢ 

  
  
  

  ين روش حل از تبديل در بنابرا.  ايت استبيتا  x همانطور كه مشاهده مي شود حوزه تغييرات 
  .شد بدست خواهد آمدمي باسري فوريه كه همان انتگرال فوريه 

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

  انتگرال فوريه
  
  

  :معرفي توابع بسل و كاربردهاي آنها
  :درفرم معادله اي استوانه اي معادله لاپلاس داريم 

  
  :دهيم داريمچنان چه در اين معادله به جاي               تغيير متغيير 

  
  :اين معادله را معادله ديفرانسيل به نام معادله بسل مي شناسيم
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 ٤٣ 

  .روش حل اين گونه معادلات با استفاده از سريها بود
  :سري پيشنهادي بصورت زير است

  
  يك نقطه تكين منظم است  x = 0علت پيشنهاد اين اين جواب اين است كه در معادله نقطه ي 

  :چون 
  

  .يك نقطه تكين است x=0مي شود نقطه كه مشاهده 
  
  
  
  

  در حالتي كه
  
  

                           
  در ايت                                                                                        

  
  
  
  
  
  
  

  مي توان تمام روابط              در نتيجه توسط رابطه بازگشتي                                      
  :چون.سري را بدست آورد
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  .هاي زوج عدد غير صفر مي باشد kكه براي 

  اما            و
  :در ايت فرم كلي جواب

  
  

  براي اينكه بتوان فرم ساده شده اي براي جواب پيشنهاد كرد ،مقدار     را به صورت زير 
  :انتخاب مي كنيم

  
  :فرم زير است پس جواب به 

  
  .به مقدار اين جواب         گويند

  
  

    
  . ام بسل مي نامند nرا تابع مرتبه           

  .مي باشد nاين تابع حل معادله ديفرانسيل مرتبه 
  

  :حل معادله بسل مرتبه صفر:براي مثال
  
  

  :شكل       به صورت زير مي باشد 
  .انداختن در آب نماد     است

  
  

  .جواب معادله همگن                                      در هرنقطه تابع           استقضيه 
  
  

  :خاصيت تابع بسل
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 ٤٥ 

  :خواص توابع بسل
  
    
   

  پس داريم                                                                                                      
  

  ٣(در حالت كلي                                                                                             
  با توجه به اينكه

  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
   

  .به صورت زير مي باشد y0(x)تابع 
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  :خواص توابع بسل
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  پس داريم                                                                                                      

  
  ٣(در حالت كلي                                                                                             

  با توجه به اينكه
  
  
  
  
  
  

  
  

  :روابط زير از خواص توابع بسل مي باشند
  
  
  
  

  :صفرهاي تابع بسل  بررسي
  .كه در مكان هاي مشخص هستند)از نظر تعداد(تابع              داراي ريشه هاي نامحدود است 

                                                },....,,{ }10 Ann ααα=ريشه ها  
  

  .ديديم كه شكل تابع      از انداختن سنگ در آب ناشي مي شد
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و فرض كنيد كه       .استπ2  ددر خارج ازاين فاصه بسط سينوسي                 اولاً داراي پريو

همانطور كه مي دانيم هر تابع را مـي تـوان   )-٢،٢(يك تابع قطعه اي پيوسته در فاصله ي 
  .بصورت جمع در تابع زوج و فرد نوشت

  

  

  با بسط كسينوسي تقريب ) ٢،٠(است بنابراين چنانچه      را در فاصله تابع       يك تابع زوج 

  ).و كينوس هر دو زوج اند.(      تقريب زده خواهد شد) -٢،٢(بزنيم ،تابع        در ناحيه
  
  
  
  س پ 
  

        .     حال بايد ضرايب را پيدا نمائيم.مي باشد) -٢،٢(كه اين بسط تابع فوريه         در فاصله 

  
  

  از نواحي مشخص ناحيه اي بصورت زير باشد و          بغير Cفرض كنيد ناحيه 
  شده تحليلي باشد آنگاه انتگرال

  
  .فوق برابر صفر است Dروي ناحيه 

  
  گوئيم انتگرال              مستقل از ميسر است اگر
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   است اگر بنام ولداي تابع اوليه يراز مسالبته مي توان گفت يك نام         ولداي انتگرال مستقل 
  :مثال. باشد

  
  
  

  
  انتگرال كوشي 

  تجليلي نباشد آنگاه  Cباشد و تنها در نقطه    در  Cاگر         يك تابع تحليلي در 
  

  :مثال
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال
  
  بصورت هاي زير            تا           ازانتگرال ؟ 
  
  
  

( )Zβ

( ) ( )
3

3
2 ZcZFZcZ →β

( )∫
+

++=
i

iZZ
1

0

32 1
3
1

( )∫ ∫
− −

=−−==
i

i

i

i

tuiiiz
Z
Zd2

2

2

2

2log2loglog

( ) ( )0
0

2 Z
ZZ

izdZ

c

βπβ
∫ −

=

( )Zβ

( )( )∫
−

=
+

=
−−c q

ii
iZZq

zdZ
10
2

1
2 ππ

( ) ( )∫ ∫=
c c

ZdZZZdZz ββ 00

( )( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+=+
c c c

ZdZgZaZZdtgZ ββ

( ) ( )( )dtZtZdxZ
ac

′≤ ∫∫ ββ

∫
1

2

C

ZdZIc

iI
3

11
3
2

1 +=

iI
3

11
3
2

2 +=

( ) ( )0
0

2 Zi
ZZ

zdZ

c

βπβ
∫ =

−

www.mohandesyar.com
www.semeng.ir

www.mohandesyar.com
http://www.semeng.ir


 ٤٩ 

  
  ي طبق قضيه كوش

  
  
  
  
  
  

  ناحيه بسته باشد و         تحليلي باشد Cبا توجه به اينكه اگر 
  
  
حـد رو و        حـد  اي كه Cقضيه اگر         تحليلي باشد انتگرال آن روي هر ناحيه  طبق لذا

   Cدرون 
  تحليلي باشد برابر با صفر است

  :مفهوم انتگرال
  
  
  

  :مثال
  

                                                                                        
  :خواص

  
  
  
  
  

  ؟!    
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                                                                                        Line Integral) ١انواع انتگرال 

  
  

  .با فرض اينكه       روي يك خط حركت مي نمايد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :اندرلژحل معادله 
  . معادله                                                را با نام معادله ثراندر مي شناسيم

  اين بنام حد فاصله  تعريف مي شود .با حل معادله فوق با روش سري ها داريم 
  توااي معادله به صورت زير هستند

  
  

  ورت                تعريف مي كنيم كه در آن را به ص nبنام ثراندر از مرتبه 
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  خواص داريم كه
  جواا به صورت                                                            اگر حل معادله؟!

              .مي باشد اندرلژتوابع 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .مشتقات جزئي در مختصات كروي مي باشدكاربرد ثراندر درحل مسائل معادلات با 

  
  

  باجداسازي به معادله                                                                         
  .ثراندر مي رسيم                                                                         
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