
٩٩-٩٨ دوم نیمسال

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده
عمومͬ ریاضیات آموزشͬ گروه

چهارم ٢‐سری عمومͬ ریاضͬ تمرینات

انتگرال و کنید رسم را انتگرالͽیری قلمرو زیر های انتگرال از ͷی هر در (١۶, ١٧ سوالات ١۴ − ٢ بخش (آدامز .١
کنید. محاسبه را مفروض مͺرر

(آ)
I =

∫ π
٢

٠

∫ π
٢

y

sinx

x
dx dy

(ب)
I =

∫ ١

٠

∫ ١

x

yλ

x٢ + y٢ dy dx (λ > ٠)

عنوان به را I بنابراین گرفت. پادمشتق sin x
x از داخلͬ انتگرال محاسبه برای ͬ توان نم تکرار این در (الف): حل
ͬ کنیم: م شناسایی را انتگرال ناحیه و نموده بیان مضاعف انتگرال ͷی

I =

∫ π
٢

٠

∫ π
٢

y

sinx

x
dx dy =

∫ ∫
R

sinx

x
dA

است. شده رسم زیر شͺل در R ناحیه که

داریم: دهیم، تغییر را انتگرال گیری ترتیب اگر

I =

∫ π
٢

٠

∫ π
٢

y

sinx

x
dx dy =

∫ ∫
R

sinx

x
dA =

∫ π
٢

٠

sinx

x

∫ x

٠
dy dx =

∫ π
٢

٠
sinx dx = ١

عنوان به را I بنابراین گرفت. پادمشتق yλ

x٢+y٢ از داخلͬ انتگرال محاسبه برای ͬ توان نم تکرار این در (ب): حل
ͬ کنیم: م شناسایی را انتگرال ناحیه و نموده بیان مضاعف انتگرال ͷی

I =

∫ ١

٠

∫ ١

x

yλ

x٢ + y٢ dy dx =

∫ ∫
R

yλ

x٢ + y٢ dA

است. شده رسم زیر شͺل در R ناحیه که

١
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داریم: دهیم، تغییر را انتگرال گیری ترتیب اگر

I =

∫ ١

٠

∫ ١

x

yλ

x٢ + y٢ dy dx =

∫ ∫
R

yλ

x٢ + y٢ dA =

∫ ١

٠
yλ

∫ y

٠

dx

x٢ + y٢ dy =

∫ ١

٠
yλ

∫ y

٠

١
y٢

( ١(
x
y

)٢
+ ١

)
dx dy

=

∫ ١

٠
yλ

١
y

(
tan−١ x

y

)∣∣∣∣x=y

x=٠
dy =

π

۴

∫ ١

٠
yλ−١ dy =

πyλ

۴λ

∣∣∣∣١

٠
=

π

۴λ

٢
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x٢+z٢ = a٢ و x٢+y٢ = a٢ استوانه دو به محصور حجم دوگانه انتگرال از استفاده با (٢٧ سوال ١۴−٢ بخش (آدامز .٢
بیابید. را

است. زیر استوانه دو تقاطع انتگرال گیری ناحیه که دید ͬ توان م استوانه دو رسم با حل:

هشتم ͷی در را انتگرال گیری ناحیه بنابراین هستند، متقارن کاملا ناحیه ٨ در تقاطعشان تابع، دو شͺل به توجه با
ͬ کنیم. م برابر ٨ را حاصل و محاسبه زیر) شͺل (مانند

V ol = ٨
∫ a

٠

∫ √
a٢−x٢

٠

√
a٢ − x٢ dy dx = ٨

∫ a

٠
(a٢ − x٢) dx = ٨

(
a٢x− x٣

٣

)∣∣∣∣a
٠
=

١۶
٣
a٣

٣
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همͽرا های انتگرال مقدار و واگرا یا همͽراست زیر های انتگرال کنید تعیین (٧, ٩ سوالات ١۴ − ٣ بخش (آدامز .٣
کنید. محاسبه را

R٢ ناحیه روی ∫∫
e−(|x|+|y|)dA (آ)

کند. صدق ٠ ≤ y ≤ x و x ≥ ١ های رابطه در که ای ناحیه روی ∫∫ ١
x٣ e

− y
x dA (ب)

زیرا همͽراست، انتگرال (الف): ∫∫حل
R٢

e−(|x|+|y|)dA = ۴
∫∫

x≥٠
y≥٠

e−(x+y) dA = ۴
∫ ∞

٠
e−xdx

∫ ∞

٠
e−y dy = ۴

(
lim

R→∞
−e−x

∣∣∣∣R
٠

)٢

= ۴

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر به صورت را انتگرال شده، داده ناحیه رسم با (ب): حل

∫∫
T

١
x٣ e

− y
x dA =

∫ ∞

١

١
x٣

∫ x

٠
e−

y
x dydx =

∫ ∞

١

١
x٣

(
− xe−

y
x

∣∣∣∣y=x

y=٠

)
dx =

(
١ − ١

e

) ∫ ∞

١

dx

x٢

=
(

١ − ١
e

)
lim

R→∞

(
− ١

x

∣∣∣∣R
١

)
= ١ − ١

e

همͽراست. انتگرال بنابراین

۴
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بیابید. را ٠ ≤ y ≤ a− x و ٠ ≤ x ≤ a مثلث بر x٢ + y٢ تابع متوسط مقدار (٢٣ سوال ١۴ − ٣ بخش (آدامز .۴

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و داده نمایش f با D مجموعه روی f(x, y) انتگرال پذیر تابع متوسط مقدار حل:

f =
١

D مساحت
∫∫

D

f(x, y) dA

ͬ کنیم: م رسم را موردنظر ناحیه ابتدا

داریم: بالا رابطه به توجه با است. a٢

٢ مساحت بنابراین

f =
٢
a٢

∫∫
T

(x٢ + y٢) dA =
٢
a٢

∫ a

٠

∫ a−x

٠
(x٢ + y٢) dy dx =

٢
a٢

∫ a

٠

(
x٢y +

١
٣
y٣
)∣∣∣∣y=a−x

y=٠
dx

=
٢

٣a٢

∫ a

٠

[
٣x٢(a− x) + (a− x)٣]dx =

٢
٣a٢

[
٣(

ax٣

٣
− x۴

۴
)− (a− x)

۴

۴
]∣∣∣∣a

٠
=

a٢

٣

۵
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قرص درون اول، ربع در که S ناحیه روی ∫∫
(x + y)dA محاسبه مطلوبست (١١ سوال ١۴ − ۴ بخش (آدامز .۵

است. گرفته قرار y =
√

٣x خط زیر و x٢ + y٢ ≤ a٢

حل:

یادآوری:

ساده مختصات دستگاه این در انتگرال محاسبه که بریم مͬ کار به وقتͬ را x = r cos θ و y = r sin θ قطبی تبدیل
از بخشͬ یا و گردد بیان تر ساده شͺل به مختصات دستگاه این در انتگرال زیر تابع که زمانͬ مثلا باشد. تر
است برابر مختصات دستگاه این در ژاکوبی کنیم. مͬ استفاده تبدیل این از باشد، دایره شͺل به ناحیه مرزهای
شͺل که کنیم مͬ رسم چنان مبدا از خطͬ نیم قطبی مختصات در انتگرال حدود تعیین برای j = ∂(x,y)

∂(u,v) = r با:
D ناحیه روی انتگرال برای گاه آن θ١ ≤ θ ≤ θ٢ اگر کند، قطع r = f٢(θ) و r = f١(θ) های منحنͬ روی در را ناحیه

داریم:

∫∫
D

f(x, y)dA =

∫ θ٢

θ١

∫ f٢(θ)

f١(θ)

F (r, θ)r dr dθ

رویم: مͬ مساله حل سراغ حال
√

٣ آن شیب y =
√

٣x خط و است. ٠ آن شیب y = ٠ خط است. خط شیب مساوی زاویه وارون تانژنت چون
است. ٠ ≤ θ ≤ π

٣ بنابراین است.

∫∫
S

(x+ y)dA =

∫ π
٣

٠

∫ a

٠
(r cos θ + r sin θ)r drdθ =

∫ π
٣

٠
(cos θ + sin θ) dθ

∫ a

٠
r٢ dr = a٣

٣ (sin θ − cos θ)
∣∣∣π

٣

٠

۶



٩٩-٩٨ دوم نیمسال

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده
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= [(

√
٣

٢
− ١

٢
)− (−١)]

a٣

٣
=

(
√

٣ + ١)a٢

۶

:١ شͺل

٧
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قرار x٢ + y٢ = ax استوانه و x٢ + y٢ + z٢ = a٢ کره درون که را ای ناحیه حجم (٢٢ سوال ١۴ − ۴ بخش (آدامز .۶
بیابید. است گرفته

حجم چهارم ͷی است. (a
٢
, ٠) آن مرکز (x − a

٢
)٢ + y٢ = (

a

٢
)٢ صورت به استوانه معادله کردن استاندارد با حل:

r = a cos θ صورت به x٢ + y٢ = ax استوانه معادله قطبی مختصات گیرد. مͬ قرار اول هشتم ͷی در نظر مورد
با: است برابر موردنظر حجم بنابراین شود. مͬ تبدیل

V = ۴
∫∫
D

√
a٢ − x٢ − y٢dA = ۴

∫ π
٢

٠

∫ a cos θ

٠
(
√
a٢ − r٢)r drdθ

صورت: این در du = −٢rdr و u = a٢ − r٢ کنید فرض

V = ٢
∫ π

٢

٠

∫ a٢

a٢ sin٢ θ

√
u dudθ =

۴
٣

∫ π
٢

٠
(u

٣
٢

∣∣∣a٢

a٢ sin٢ θ
)dθ =

۴
٣
a٣

∫ π
٢

٠
(١ − sin٣ θ) dθ

=
۴
٣
a٣(

π

٢
−

∫ π
٢

٠
sin θ(١ − cos٢ θ) dθ)

صورت: این در dv = − sin θdθ و v = cos θ فرض با

V =
٢πa٣

٣
− ۴a٣

٣

∫ ١

٠
(١ − v٢) dv =

٢πa٣

٣
− ۴a٣

٣
(v − v٣

٣
)
∣∣∣١

٠
=

٢πa٣

٣
− ٨a٣

٩
=

٢
٩
a٣)٣π − ۴)

:٢ شͺل

٨
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دوگانه انتگرال از استفاده با را r = a(١ + cos(θ)) کاردیوئید داخل و r = ٢acos(θ) معادله به دایره خارج مساحت .٧
کنید. محاسبه

حل:

A = ٢
∫ π

٢

٠

∫ a(١+cos θ)

٢a cos θ

r dr dθ + ٢
∫ π

π
٢

∫ a(١+cos θ)

٠
r dr dθ = ٢

∫ π
٢

٠
(
r٢

٢
)
∣∣∣a(١+cos θ)

٢a cos θ
dθ + ٢

∫ π

π
٢

(
r٢

٢
)
∣∣∣a(١+cos θ)

٠
dθ

= a٢
∫ π

٢

٠
(١+cos٢ θ−٢ cos θ) dθ+a٢

∫ π

π
٢

(١+cos٢ θ+٢ cos θ) dθ = a٢
∫ π

٢

٠
١ dθ+a٢

∫ π
٢

٠
cos٢ θ dθ−٢a٢

∫ π
٢

٠
cos θ dθ+

a٢
∫ π

π
٢

١ dθ + a٢
∫ π

π
٢

cos٢ θ dθ + a٢
∫ π

π
٢

٢ cos θ dθ = (a٢θ)
∣∣∣π

٢

٠
+ (a٢(

θ

٢
+

١
۴
sin ٢θ))

∣∣∣π
٢

٠
− ٢a٢(sin θ)

∣∣∣π
٢

٠
+ (a٢θ)

∣∣∣π
π
٢

+(a٢(
θ

٢
+

١
۴
sin ٢θ))

∣∣∣π
π
٢

+ ٢a٢(sin θ)
∣∣∣π
π
٢

= a٢ π

٢
+ a٢ π

۴
− ٢a٢ + a٢π − a٢ π

٢
+ a٢ π

٢
− a٢ π

۴
− ٢a٢ = a٢(

٣π
٢

− ۴)

٩
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حل: . |x|+ |y| ≤ a ناحیه روی ∫∫
ex+y dA محاسبه است مطلوب (٣١ سوال ١۴ − ۴ بخش (آدامز .٨

f(x, y) تابع شͺل یا D ناحیه شͺل به توجه با ها انتگرال برخͬ در دوگانه): های انتگرال در یادآوری(جانشینͬ
:ͷی به ͷی تبدیل ͷی از که دهیم مͬ ترجیح انتگرال، زیر در

x = x(u, v), y = y(u, v)

اگر شود. مͬ نقش uv ی صفحه در D′ ناحیه به xy صفحه در D ناحیه تبدیل این تحت درنتیجه کنیم. استفاده
گاه: آن باشد، uv صفحه در مساحت عنصر ͷی dA′ و xy صفحه در مساحت عنصر ͷی dA

dA = |j|dA′ = |∂(x, y)
∂(u, v)

|dA′

داشت: خواهیم نتیجه ∫∫در
D

f(x, y)dA =

∫∫
D′

F (u, v)dA′

:٣ شͺل

رویم: مͬ مساله حل سراغ حال

داشت: خواهیم بنابراین x− y = v و x+ y = u داریم صورت این در y = u−v
٢ و x = u+v

٢ کنید فرض

dxdy = |

∣∣∣∣∣∣
١
٢

١
٢

١
٢ − ١

٢

∣∣∣∣∣∣ |dudv =
١
٢
dudv

بنابراین باشد. مͬ −a ≤ v ≤ a و −a ≤ u ≤ a مربع با متناظر |x|+ |y| ≤ a مربع بالا، تبدیل با بنابراین

∫∫
|x|+|y|≤a

ex+ydA =
١
٢

∫∫
D′

eu dv du =
١
٢

∫ a

−a

eu du

∫ a

−a

dv = a(ea − e−a) = ٢a sinh a

١٠
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خط به محصور الاضلاع متوازی ناحیه روی ∫∫
x٢ + y٢ dA محاسبه مطلوبست (٣٢ سوال ١۴ − ۴ بخش (آدامز .٩

. x+ y = ١, x+ y = ٢, ٣x+ ۴y = ۵, ٣x+ ۴y = ۶ های

منظم چهارضلعͬ به مناسب متغیر تغییر از استفاده با را کلͬ چهارضلعͬ ناحیه ابتدا مسائل این گونه برای حل:
ͬ کنیم م تعریف ابتدا ͬ پردازیم. م انتگرال محاسبه به سپس و نموده تبدیل واحد مربع یا مستطیل مانند

:۴ شͺل

A =

{
(x, y) ∈ R٢

∣∣∣∣ ١ ≤ x+ y ≤ ٢, ۵ ≤ ٣x+ ۴y ≤ ۶
}
, S =

{
(u, v) ∈ R٢

∣∣∣∣ ٠ ≤ u ≤ ١, ٠ ≤ v ≤ ١
}
.

ͬ گیریم م نظر در را زیر نگاشت اینجا در u = x+ y − ١,

v = ٣x+ ۴y − ۵,
معادلات یا

 x = ۴u− v − ١,

y = v − ٣u+ ٢.

ببینید). را ۴ (شͺل ͬ شود م تبدیل S واحد مربع به A متوازی الاضلاع فوق نگاشت تحت
داشت خواهیم بنابراین

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ ۴ −١

−٣ ١

∣∣∣∣ = ١, dx dy = |∂(x, y)
∂(u, v)

|du dy = du dv, (١)

و

x٢ + y٢ = (۴u− v − ٢(١ + (v + ٢ − ٣u)٢

=
(
(۴u)٢ − ٢(۴u)(v + ١) + v٢ + ٢v + ١

)
+
(
v٢ + ۴v + ۴ − ٢(v + ٢)(٣u) + (٣u)٢)

= ٢۵u٢ + ٢v٢ − ١۴uv − ٢٠u+ ۶v + ۵. (٢)

١١
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داریم (٢) و (١) روابط از استفاده ∫∫با
A

(
x٢ + y٢) dx dy =

∫∫
S

(
٢۵u٢ + ٢v٢ − ١۴uv − ٢٠u+ ۶v + ۵

)
du dv

=

∫ ١

٠

∫ ١

٠

(
٢۵u٢ + ٢v٢ − ١۴uv − ٢٠u+ ۶v + ۵

)
du dv

=

∫ ١

٠

(
٢۵
٣
u٣ + ٢v٢u− ١۴

٢
u٢v − ٢٠

٢
u٢ + ۶vu+ ۵u

) ∣∣∣∣u=١

u=٠
dv

=

∫ ١

٠

(
٢۵
٣

+ ٢v٢ − ١۴
٢
v − ٢٠

٢
+ ۶v + ۵

)
dv

=

(
٢۵
٣
v +

٢
٣
v٣ − ١۴

۴
v٢ − ٢٠

٢
v +

۶
٢
v٢ + ۵v

) ∣∣∣∣v=١

v=٠

=
٧
٢
.

١٢
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∫∫
e

y−x
y+x dA انتگرال باشد. (٠, ٠), (١, ٠), (٠, ١) های راس دارای مثلث T کنیم فرض (٣۵ سوال ١۴− ۴ بخش (آدامز .١٠

را

و قطبی مختصات به تبدیل با (آ)

کنید. محاسبه v = y + x و u = y − x متغیرهای تغییر با (ب)

۵ (شͺل است مختصات دستگاه اول ربع در واقع زیر خط از بخشͬ T مثلث وتر که ͬ دانیم م به خوبی (آ). حل:
ببینید) را

x+ y = ١.

ͬ آوریم م بدست فوق رابطه در y = r sin θ و x = r cos θ صورت به قطبی مختصات گرفتن درنظر با حال

:۵ شͺل

rmax =
١

cos θ + sin θ
. (٣)

لذا است شده واقع اول ربع در مثلث این چون طرفͬ از

٠ ≤ θ ≤ π

٢
. (۴)

داریم (۴) و (٣) روابط از استفاده با اکنون
∫∫

T

e(
y−x
y+x )dA =

∫ π
٢

٠

∫ ١/(cos θ+sin θ)

٠
e(

cos θ−sin θ
sin θ+cos θ )r dr dθ

=

∫ π
٢

٠
e(

cos θ−sin θ
sin θ+cos θ )

∫ ١/(cos θ+sin θ)

٠
r dr dθ

=
١
٢

∫ π
٢

٠
e(

cos θ−sin θ
sin θ+cos θ ) ١

(cos θ + sin θ)
٢ dθ (۵)

١٣
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ͬ گیریم م بͺار زیر متغیر تغییر فوق انتگرال محاسبه برای

u =
cos θ − sin θ

sin θ + cos θ
⇒


du = −(sin θ+cos θ)٢−(cos θ−sin θ)٢

(sin θ+cos θ)٢ dθ =
−٢dθ

(cos θ + sin θ)
٢ ,

−١ ≤ u ≤ ١,

است بازنویسͬ قابل زیر به صورت (۵) رابطه ∫∫پس
T

e(
y−x
y+x )dA =

١
۴

∫ ١

−١
eu du =

e− e−١

۴
.

با که (۵ (شͺل ͬ باشد م x + y = ١ و y = ٠ ،x = ٠ خطوط به محصور مسئله صورت در T واحد مثلث (ب).

:۶ شͺل

یعنͬ شده معرفͬ نگاشت تحت انتقال
 u = y − x,

v = y + x,
معادلات یا


x =

v − u

٢
,

y =
u+ v

٢
,

داریم پس ببینید). را ۶ (شͺل ͬ شود م نگاشته v = ١ و u = −v ،u = v خطوط به محصور T
′ مثلث به

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣−١/٢ ١/٢

١/٢ ١/٢

∣∣∣∣ = −١
٢
, dx dy = |∂(x, y)

∂(u, v)
|du dy =

١
٢
du dv,

∫∫و
T

e(
y−x
y+x )dA =

١
٢

∫ ١

٠

∫ v

−v

e(
u
v )du dv =

١
٢

∫ ١

٠

(
ve(

u
v )
) ∣∣∣∣u=v

u=−v

dv =
١
٢
(
e− e−١) ∫ ١

٠
v dv =

e− e−١

۴
.

١۴
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r = ١ + cos θ قطبی منحنͬ زیر و x محور بالای ناحیه S آن در که ∫∫
S

y√
x٢+y٢

dxdy انتگرال (٩٨-٩٧ (میانترم .١١
قطبی مختصات در دقیق بطور را انتگرال حدود و بنویسید قطبی مختصات در مͺرر انتگرال بصورت را است

نیست.) لازم انتگرال (محاسبه کنید. تعیین

چون طرفͬ از و ٠ ≤ r ≤ ١ +cos θ داریم r بودن نامنفͬ به توجه با ͬ کنیم. م تعیین را انتگرال گیری حدود ابتدا حل:

:٧ شͺل

dx dy = r dr dθ و y = r sin(θ) ، x = r cos(θ) جایͽذاری با حال .٠ ≤ θ ≤ π لذا است x محور بالای محصور ناحیه
ͬ آوریم م به دست

∫∫
S

y√
x٢ + y٢

dx dy =

∫ π

٠

∫ ١+cos θ

٠

r sin(θ)√
r٢

r dr dθ =

∫ π

٠

∫ ١+cos θ

٠
sin(θ)r dr dθ.

١۵
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نیمͺره به محصور حجم بر ∫∫∫
D
(٣ + ٢xy)dV گانه سه انتگرال محاسبه مطلوبست (٣ سوال ١۴ − ۵ بخش (آدامز .١٢

.z ≥ ٠ و x٢ + y٢ + z٢ ≤ ۴

ͬ کنیم م تعریف ابتدا حل:

:٨ شͺل

D =

{
(x, y, z) ∈ R٣

∣∣∣∣ x٢ + y٢ + z٢ ≤ ۴, z ≥ ٠
}
. (۶)

∫∫∫داریم
D

(٣ + ٢xy)dV = ٣
∫∫∫

D

dV + ٢
∫∫∫

D

xydV := I + II.

I = ٣(
٢
٣
π٢٣) = پس ͬ باشد. م نیمͺره شعاع r که ͬ آید م بدست ٢

٣
πr٣ صورت به نیمͺره حجم که داریم توجه :١ راه

.II = ٠ لذا است متقارن y = ٠ و x = ٠ صفحات بر نیمͺره این چون طرفͬ از .١۶π

داریم کروی مختصات از استفاده با :٢ راه

ρ٢ = x٢ + y٢ + z٢, (٧)

x = ρ sin(ϕ) cos(θ), y = ρ sin(ϕ) sin(θ), z = ρ cos(ϕ). (٨)

ͬ آوریم. م بدست (٧) رابطه از لذا x٢ + y٢ + z٢ ≤ ۴ اینکه به توجه با

٠ ≤ ρ ≤ ٢ (٩)

١۶
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cos(ϕ) ≥ ٠ باید که ͬ شود م نتیجه ρ بودن نامنفͬ به توجه با که ρ cos(ϕ) ≥ ٠ ͬ کند م ایجاب z ≥ ٠ شرط هم چنین
داریم پس است مثبت اول ربع در تنها [٠, π] بازه در cos تابع ͬ دانیم م بخوبی که آنجایی از و باشد برقرار

٠ ≤ ϕ ≤ π/٢. (١٠)

داریم لذا نداریم y و x متغیرهای روی محدودیتͬ هیچ D ناحیه در چون بعلاوه

٠ ≤ θ ≤ ٢π (١١)

ͬ آوریم: م بدست (١١)‐(٨) روابط بͺارگیری با اکنون
∫∫∫

D

(٣ + ٢xy)dV =

∫ ٢

٠

∫ π/٢

٠

∫ ٢π

٠

(
٣ + ٢ρ٢ sin(ϕ)٢ cos(θ) sin(θ)

)
ρ٢ sin(ϕ) dθ dϕ dρ := I + II,

که

I = ٣
∫ ٢

٠

∫ π/٢

٠

∫ ٢π

٠
ρ٢ sin(ϕ) dθ dϕ dρ = ٣

∫ ٢

٠
ρ٢dρ

∫ π/٢

٠
sin(ϕ)dϕ

∫ ٢π

٠
dθ

= ٣(
ρ٣

٣
)
∣∣ρ=٢
ρ=٠[− cos(ϕ)]

∣∣ϕ=π/٢
ϕ=٠ (θ)

∣∣٢π
θ=٠ = ٢π(٨) = ١۶π,

و

II = ٢
∫ ٢

٠

∫ π/٢

٠

∫ ٢π

٠

(
ρ٢ sin(ϕ)٢ cos(θ) sin(θ)

)
ρ٢ sin(ϕ) dθ dϕ dρ

= ٢
∫ ٢

٠
ρ۴dρ

∫ π/٢

٠
sin(ϕ)٣dϕ

∫ ٢π

٠
cos(θ) sin(θ)dθ = ٠,

∫چون ٢π

٠
cos(θ) sin(θ)dθ =

١
٢

∫ ٢π

٠
sin(٢θ)dθ = −١

۴
cos(٢θ)

∣∣θ=٢π
θ=٠ = ٠.

١٧
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.R٣ روی
∫ ∫ ∫

e−x٢−٢y٣−٢z٢
dV محاسبه مطلوبست (١٣ سوال ١۴ − ۵ بخش (آدامز .١٣

( آدامز کتاب ۴٬۵ مثال طبق ) بدانیم قبل از باید ابتدا حل:

∫ +∞

−∞
e−u٢

du =
√
π

داریم بنابراین du =
√
kdt ، u =

√
kt دهیم مͬ قرار k > ٠ فرض با متغیرو تغییر روش ͷکم ∫به +∞

−∞
e−kt٢

du =

√
π

k

به را گانه چند انتگرال توانیم مͬ باشد، پیوسته اش دامنه بر مفروض تابع اگر آدامز، کتاب ی قضیه طبق دانیم مͬ
داریم: فوق رابطه ͷکم به و قضیه این دانستن با حال بنویسیم. مͺرر انتگرال فرم

∫ ∫ ∫
R٣

e−x٢−٢y٣−٢z٢
dV =

∫ +∞

−∞
e−x٢

dx

∫ +∞

−∞
e−٢y٢

dy

∫ +∞

−∞
e−٣z٢

dz =
√
π

√
π

٢

√
π

٣
=

π
٣
٢

√
۶

١٨
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صفحات به محصور چهاروجهͬ روی ∫∫∫
xdV گانه سه انتگرال محاسبه مطلوبست (١۵ سوال ١۴−۵ بخش (آدامز .١۴

.x = ١, y = ١, z = ١, x+ y + z = ٢

با است معادل مفروض انتگرال تعبیر واقع در دانیم مͬ (چنانکه بنامیم. T را گیری انتگرال ی دامنه اگر حل:
است). بعدی سه فضای در آن ی قاعده T که بعدی چهار شͬ ͷی حجم یافتن

∫ ∫ ∫
T

xdV =

∫ ١

٠

∫ ١

١−x

∫ ١

٢−x−y

xdzdydx =

∫ ١

٠

∫ ١

١−x

(x٢ + xy − x)dydx =

∫ ١

٠
x

∫ ١

١−x

(x+ y − ١)dydx =

∫ ١

٠
x[(x− ١)y +

y٢

٢
]

∣∣∣∣١

١−x

=

∫ ١

٠
x[
(x− ٢(١

٢
+ x− ١

٢
]dx =

∫ ١

٠

x٢

٢
dx =

١
٨

١٩
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ترتیب تغییر با را مفروض مͺرر انتگرال زیر، های انتگرال از ͷی هر در (٢٧, ٢٨ سوالات ١۴ − ۵ بخش (آدامز .١۵
کنید. محاسبه انتگرالͽیری،

I =
∫ ١

٠ dz
∫ ١
z

∫ x

٠ ex
٣
dy dx ∫(آ) ١

y

∫ ١−x

٠

∫ ١

٠

sin (πz)

z (٢ − z)
dzdydx (ب)

تقاطع از حاصل بعدی سه حجم واقع در R که کنید توجه نامیم. مͬ R را گیری انتگرال ناحیه الف: قسمت حل
اند. شده ظاهر مساله صورت های انتگرال از ͷی هر حدود در که است صفحاتͬ

∫ ١

٠

∫ ١

z

∫ x

٠
ex

٣
dydxdz =

∫ ∫ ∫
R

ex
٣
dV =

∫ ١

٠

∫ x

٠

∫ x

٠
ex

٣
dzdydx =

∫ ١

٠

∫ x

٠
xex

٣
dydx =

∫ ١

٠
x٢ex

٣
dx =

١
٣
ex

٣ ∣∣١
٠ =

e− ١
٣

٢٠
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باشد. R شͺل روی گیری انتگرال ناحیه کنید فرض ب: قسمت حل

∫ ١

٠

∫ ١−x

٠

∫ ١

y

sin(πz)

z(٢ − z)
dzdydx =

∫ ∫ ∫
R

sin(πz)

z(٢ − z)
dV =

∫ ١

٠

∫ z

٠

∫ ١−y

٠

sin(πz)

z(٢ − z)
dxdydz =

∫ ١

٠

∫ z

٠

sin(πz)

z(٢ − z)
(١−y)dydz

بنابراین کنید. خارج انتگرال از را کسری عبارت است بهتر راحتͬ برای y به نسبت گیری انتگرال از قبل
∫ ١

٠

sin(πz)

z(٢ − z)

∫ z

٠
(١ − y)dydz =

∫ ١

٠

sin(πz)

z(٢ − z)
(y − y٢

٢
)
∣∣z

٠dz =

∫ ١

٠

sin(πz)

z(٢ − z)
(z − z٢

٢
)dz =

١
٢

∫ ١

٠
sin(πz)dz =

١
π

٢١
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استوانه از عبارتست R آن، در که
∫ ∫ ∫

R

(x٢ + y٢ + z٢)dV محاسبه مطلوبست (٢۴ سوال ١۴ − ۶ بخش (آدامز .١۶
. ٠ ≤ z ≤ h و ٠ ≤ x٢ + y٢ ≤ a٢

صفحات و استوانه ی بوسیله که است حجمͬ واقع در ، R گیری انتگرال ی دامنه حل:

: داریم ای استوانه مختصات انتخاب با است. شده محصور z = ٠ و z = h

∫ ∫ ∫
R

(x٢+y٢+z٢)dV =

∫ a

٠

∫ h

٠

∫ ٢π

٠
r(x٢+y٢+z٢)dθdzdr = ٢π

∫ a

٠

∫ h

٠
r(r٢+z٢)dzdr = ٢π

∫ a

٠
r(r٢z+

z٣

٣
)
∣∣h

٠ dr =

٢π
∫ a

٠
(r٣h+

١
٣
rh٣)dr = ٢π(

r۴

۴
h+

١
٣
r٢

٢
h٣)

∣∣a
٠ = ٢π(

a۴h

۴
+

a٢h٣

۶
) = π(

a۴h

٢
+

a٢h٣

٣
)

٢٢
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بالای که است ای ناحیه R آن، در که ∫∫∫
R
(x٢ + y٢ + z٢)dV محاسبه مطلوبست (٢٧ سوال ١۴ − ۶ بخش (آدامز .١٧

دارد. قرار x٢ + y٢ + z٢ = a٢ کره درون و z = c
√
x٢ + y٢ مخروط

حل:

کروی: مختصات

x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ, ρ =
√
x٢ + y٢ + z٢, θ = arctan

y

x
, φ = arccos

z

ρ
,

٠ ≤ θ ≤ ٢π, ٠ ≤ φ ≤ π, dx dy dz = ρ٢ sinφ dρdθ dφ

x٢ + y٢ + z٢ = a٢ =⇒ ٠ ≤ ρ ≤ a

z = c
√
x٢ + y٢ =⇒ ρ cosφ = c

√
ρ٢ sin٢ φ =⇒ sinφ

cosφ
=

١
c
=⇒ ٠ ≤ φ ≤ arctan

١
c

I =

∫∫∫
R

(x٢ + y٢ + z٢) dV =

∫ ٢π

٠
dθ

∫ arctan ١
c

٠
sinφdφ

∫ a

٠
ρ۴ dρ =

٢πa۵

۵
[− cosϕ

∣∣arctan ١
c

٠ ]

=
٢πa۵

۵

(
١ − cos

(
arctan

١
c

))
=

٢πa۵

۵

(
١ − c√

١ + c٢

)

٢٣
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لاپلاس معادله دهید نشان (٣٣ سوال ١۴ − ۶ بخش (آدامز .١٨

∂٢u

∂x٢ +
∂٢u

∂y٢ +
∂٢u

∂z٢ = ٠

بصورت ای استوانه مختصات دستگاه در
∂٢u

∂r٢ +
١
r

∂u

∂r
+

١
r٢

∂٢u

∂θ٢ +
∂٢u

∂z٢ = ٠

آید. مͬ در

حل:
ͬ شود: م بیان زیر صورت به استوانه ای مختصات ͬ دانیم م

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z.

بنابراین،

ur = uxxr + uyyr + uzzr = ux cos θ + uy sin θ

urr = (uxxxr + uxyyr) cos θ + (uyyyr + uyxxr) sin θ = uxx cos
٢ θ + ٢uxy sin θ cos θ + uyy sin

٢ θ

uθ = uxxθ + uyyθ + uzzθ = (−r sin θ)ux + (r cos θ)uy

uθθ = (−r cos θ)ux + (−r sin θ)(uxxxθ + uxyyθ) + (−r sin θ)uy + (r cos θ)(uyyyθ + uyxxθ)

= (−r cos θ)ux + (−r sin٢ θ)uxx + (٢r sin θ cos θ)uxy + (−r cos٢ θ)uyy + (−r sin θ)uy

uzz = uzz

=⇒ ١
r٢ uθθ + urr + uzz +

١
r
ur = uxx + uyy + uzz = ٠

٢۴
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عمومͬ ریاضیات آموزشͬ گروه

چهارم ٢‐سری عمومͬ ریاضͬ تمرینات

که x٢ + z٢ = ۴ ای استوانه رویه از قسمت آن مساحت دوگانه انتگرال از استفاده با (٩ سوال ١۴ − ٧ بخش (آدامز .١٩
بیابید. را دارد قرار ٠ ≤ y ≤ x و ٠ ≤ x ≤ ٢ ناحیه بالای

حل:

در ،٢z
∂z

∂x
= −٢x ͬ گیریم؛ م مشتق x به نسبت معادله این طرف دو از .z٢ = ۴−x٢ داریم؛ استوانه معادله ی به توجه با

dS =

√
١ + (

∂z

∂x
)٢ + (

∂z

∂y
)٢ dA رابطه ی به توجه با محصور، ناحیه ی مساحت محاسبه ی برای .∂z

∂x
= −x

z
نتیجه،
داریم:

dS =

√
١ + (

x

z
)٢ dA =

√
١ +

x٢

۴ − x٢ dA =
٢√

۴ − x٢
dA

S =

∫ ٢

٠

∫ x

٠

٢√
۴ − x٢

dy dx =

∫ ٢

٠

٢x√
۴ − x٢

dx = −٢
√

۴ − x٢
∣∣∣٢

٠
= ۴

٢۵
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کنید. محاسبه را زیر انتگرال .٢٠∫ ١

٠

∫ ٢

١

y

x۴ sin

(
πx

٢

)
dxdy +

∫ ۴

١

∫ ٢

√
y

y

x۴ sin

(
πx

٢

)
dxdy

حل:

I =

∫ ٢

١

∫ x٢

٠

sin(πx/٢)
x۴ y dy dx =

∫ ٢

١

sin(πx/٢)
x۴

(y٢

٢

∣∣∣x٢

٠

)
dx =

١
٢

∫ ٢

١
sin

(πx
٢
)
dx =

−١
π

cos
(πx

٢
)∣∣∣٢

١
=

١
π

٢۶



٩٩-٩٨ دوم نیمسال

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده
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x٢ +y٢ +z٢ = ١ های کره و z =
√

٣ (x٢ + y٢) و z =
√
x٢ + y٢ های مخروط به محصور ناحیه حجم (٩٧ (میانترم .٢١

کنید. محاسبه را x٢ + y٢ + z٢ = ٣ و

شده ذکر های کره به توجه با بنابراین، .ρ =
√
x٢ + y٢ + z٢ دانیم مͬ کروی مختصات دستگاه از استفاده با حل:

داریم: سوال صورت در

x٢ + y٢ + z٢ = ١ =⇒ ρ = ١ & x٢ + y٢ + z٢ = ٣ =⇒ ρ =
√

٣

=⇒

١ ≤ ρ ≤
√

٣

داریم: کروی مختصات دستگاه در بعلاوه،

z = ρ cosϕ, x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ

داریم: سوال، در اول مخروط برای شده ذکر معادله از استفاده با بنابراین،

ρ cosϕ = z =
√

x٢ + y٢ =

√
ρ٢sin٢ ϕ cos٢ θ + ρ٢sin٢ ϕ sin٢ θ = ρ sinϕ =⇒ cosϕ = sinϕ =⇒ ϕ =

π

۴

داشت: خواهیم دوم مخروط از استفاده با مشابه صورت به

ρ cosϕ = z =
√

٣(x٢ + y٢) =

√
٣(ρ٢sin٢ ϕ cos٢ θ + ρ٢sin٢ ϕ sin٢ θ) =

√
٣ρ sinϕ =⇒ ϕ =

π

۶
=⇒ π

۶
≤ ϕ ≤ π

۴

پردازیم: مͬ نظر مورد حجم محاسبه به زیر روابط به توجه با اکنون

V =

∫∫∫
D

dV & dV = ρ٢ sinϕdρ dθ dϕ ⇒

V =

∫∫∫
D

dV =

∫ ٢π

٠

∫ π

۴
π

۶

∫ √
٣

١
ρ٢ sinϕdρ dϕ dθ =

∫ ٢π

٠

∫ π

۴
π

۶

ρ٣

٣
|
√

٣
١ sinϕdϕ dθ =

١
٣
(٣
√

٣ − ١)
∫ ٢π

٠

∫ π

۴
π

۶
sinϕdϕ dθ

= −١
٣
(٣
√

٣ − ١)
∫ ٢π

٠
cosϕ |

π

۴
π

۶
dθ = −٢π

٣
(٣
√

٣ − ١)(
√

٢
٢

−
√

٣
٢

).

٢٧
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چهارم ٢‐سری عمومͬ ریاضͬ تمرینات

بالای و z = (
√

٣ + ١)−
√

x٢ + y٢ مخروط زیر و x٢ + y٢ = ١ استوانه داخل و x٢ + y٢ + z٢ = ١ خارج ناحیه D اگر .٢٢
نیست.) لازم انتگرال (محاسبه بنویسید. کروی مختصات در را ∫∫∫

V
dV های کران باشد، z = ٠ صفحه

تقاطع آن در که (ϕ٠) ای زاویه بایستͬ ابتدا محصور، حجم محاسبه برای دانیم مͬ شͺل، از استفاده با حل:
با محصور نقاط در دید میتوان راحتͬ به شͺل، از استفاده با که چرا یافت. را گرفته صورت استوانه و مخروط
انتگرال محاسبه برای کروی) مختصات (در شعاع مقدار کننده تعیین مخروط ،(ϕ٠) نظر مورد زاویه از کمتر زاویه
مقدار کننده تعیین استوانه ،(ϕ٠) نظر مورد زاویه از بیشتر زاویه با محصور نقاط در حالیͺه در بوده، نظر مورد

باشد. مͬ شعاع

.ϕ٠ زاویه محاسبه اول. گام

با بنابراین، گرفته. صورت مخروط و استوانه برخورد آن در که است ای زاویه ϕ٠ بالا، توضیحات از استفاده با
داشت: خواهیم سوال در شده ذکر مخروط و استوانه های معادله از استفاده

x٢ + y٢ = ١

z = (
√

٣ + ١)−
√
x٢ + y٢ =⇒ z = (

√
٣ + ١)−

√
١ =

√
٣

داریم: کروی مختصات در بعلاوه،

z = ρ cosϕ, x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ

داشت: خواهیم بنابراین
ρ cosϕ = z =

√
٣

x٢ + y٢ = ١ =⇒ ρ sinϕ = ١

٢٨
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داریم: نتیجه در
tanϕ =

١√
٣
=⇒ ϕ٠ =

π

۶

شعاع. محاسبه دوم. گام

سوال در شده ذکر کره به توجه با بنابراین، .ρ =
√

x٢ + y٢ + z٢ دانیم مͬ کروی مختصات دستگاه از استفاده با
داریم:

x٢ + y٢ + z٢ = ١ =⇒ ρ = ١

داریم: کروی مختصات دستگاه در همچنین،

x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ

داریم: سوال، در شده ذکر استوانه از استفاده با بنابراین،

x٢ + y٢ = ١ =⇒ ρ٢sin٢ ϕ = ١ =⇒ ρ =
١

sinϕ

داریم: کروی، مختصات در z رابطه و سوال صورت در شده ذکر مخروط از استفاده با همچنین

ρ cosϕ = z = (
√

٣ + ١)−
√

x٢ + y٢ = (
√

٣ + ١)− ρ sinϕ =⇒ ρ =

√
٣ + ١

cosϕ+ sinϕ

نتیجه در

V =

∫∫∫
D

dV =

∫ ٢π

٠

∫ π

۶
٠

∫ √
٣ + ١

cosϕ+ sinϕ

١
ρ٢ sinϕdρ dϕ dθ +

∫ ٢π

٠

∫ π

٢
π

۶

∫ ١
sinϕ

١
ρ٢ sinϕdρ dϕ dθ

٢٩
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انتگرال محاسبه مطلوبست باشد. ρ =
٣
٢

کره خارج و ρ = ١ − cosφ رویه و φ = ٢π
٣ مخروط درون V کنید فرض .٢٣

.∫∫∫
V

√
x٢ + y٢ + z٢dV زیر

داریم: کروی مختصات در دانیم مͬ حل:

ρ =
√
x٢ + y٢ + z٢, dV = ρ٢ sinϕdρ dθ dϕ ⇒

∫∫∫
V

√
x٢ + y٢ + z٢dV =

∫∫∫
V

ρρ٢ sinϕdρdθdϕ =

∫∫∫
V

ρ٣ sinϕdρ dθ dϕ

است. نظر مد کره از خارج و رویه درون مخروط، درون حجم که است شده ذکر سوال صورت در کنیم مͬ دقت
داریم: شͺل به توجه با بنابراین

٢π
٣

≤ ϕ ≤ π,
٣
٢
≤ ρ ≤ ١ − cosϕ

دهیم: قرار است کافͬ بنابراین

٠ ≤ θ ≤ ٢π,
٢π

٣
≤ ϕ ≤ π,

٣
٢
≤ ρ ≤ ١ − cosϕ ⇒

٣٠
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∫∫∫
V

√
x٢ + y٢ + z٢dV =

∫∫∫
V

ρ٣ sinϕdρ dϕ dθ =

∫ ٢π

٠

∫ π

٢π
٣

∫ ١−cosϕ

٣
٢

ρ٣ sinϕdρ dϕ dθ =

=

∫ ٢π

٠

∫ π

٢π
٣

ρ۴

۴
|١−cosϕ

٣
٢

sinϕdϕ dθ =
١
۴

∫ ٢π

٠

∫ π

٢π
٣
[(١ − cosϕ)۴ sinϕ− (

٣
٢
)۴ sinϕ] dϕ dθ

=
١
۴

∫ ٢π

٠
[

١
۵
(١ − cosϕ)۵ + (

٣
٢
)۴ cosϕ] |π٢π

٣

dθ =
٢π

۴
[

١
۵
(١ − cosϕ)۵ + (

٣
٢
)۴ cosϕ] |π٢π

٣

= ١٫١٧۵π.

٣١
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مختصات دستگاه از استفاده با x٢+y٢ = z٢tan٢α مخروط و z = cosα صفحه به محصور حجم محاسبه مطلوبست .٢۴
کروی.

خواهیم سوال، فرض از استفاده با بنابراین، .z = ρ cosϕ دانیم مͬ کروی مختصات دستگاه از استفاده با حل:
داشت:

cosα = z = ρ cosϕ ⇒ ρ =
cosα

cosϕ
⇒ ٠ ≤ ρ ≤ cosα

cosϕ

داریم: کروی مختصات دستگاه در همچنین،

x = ρ sinϕ cos θ, y = ρ sinϕ sin θ

داشت: خواهیم پس

ρ٢sin٢ ϕ = x٢ + y٢ = z٢tan٢α = ρ٢cos٢ ϕtan٢α ⇒ tan٢ϕ = tan٢α ⇒ tanϕ = ± tanα ⇒ ϕ ∈ {α,−α, π − α, π + α}

.ϕ = π − α یا ϕ = α آنگاه ٠ ≤ α ≤ π اگر کنیم مͬ دقت
.ϕ = α− π یا ϕ = ٢π − α آنگاه π ≤ α ≤ ٢π اگر همچنین،

داشت: خواهیم بنابراین،

V =

∫∫∫
D

dV =

∫ ٢π

٠

∫ α

٠

∫ cosα

cosϕ

٠
ρ٢ sinϕdρ dϕ dθ =

∫ ٢π

٠

∫ α

٠

ρ٣

٣
|

cosα

cosϕ
٠ sinϕdϕ dθ =

١
٣

∫ ٢π

٠

∫ α

٠

cos٣ α

cos٣ ϕ
sinϕdϕ dθ

=
cos٣ α

٣

∫ ٢π

٠

∫ α

٠

sinϕ

cos٣ ϕ
dϕ dθ =

cos٣ α

٣

∫ ٢π

٠

∫ α

٠

sinϕ

cosϕ

١
cos٢ ϕ

dϕ dθ =
cos٣ α

٣

∫ ٢π

٠

∫ α

٠
tanϕ(١ + tan٢ ϕ)dϕ dθ

=
cos٣ α

٣

∫ ٢π

٠

١
٢
tan٢ ϕ |α٠ dθ =

cos٣ α

۶
tan٢ α

∫ ٢π

٠
dθ = ٢π

cos٣ α

۶
tan٢ α =

π

٣
cos٣ α tan٢ α.

همین به دقیقاً و داشت خواهیم مشابهͬ استدلال های بͽیریم، نظر در ϕ بالای کران برای را ممͺن مقادیر سایر اگر
ͬ رسیم. م مقدار

٣٢


