
  
  
  
  
  
  
  

  

  
  
  

  

  چهار ضلعی محدب    و قضایا  زوایا 

  متساوي الاضلاع  مثلث   الساقین مثلث متساوي  

  هاي هم نهشت  مثلث   مثلث قائم الزاویه  

  نیمسازهاي مثلث    هاي مثلث  عمودمنصف 

  ها  خم   زاویه بین نیمسازها  

  ها  چندضلعی   انواع استدلال  

  هاي خاص  متوازي الاضلاع   متوازي الاضلاع  

 :مباحث این فصل 
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 باشد اي که در يک ضلع مشترک بوده و اين ضلع مشترک مابين دو ضلع ديگر مي دو زاويه :دو زاويه مجاور.   

   :  و هاي مانند زاویه

 90اي که مجموعشان دو زاويه :دو زاويه متمم باشد را گويند .  

 : مانند  90 متمم    

 180شاناي که مجموع دو زاويه :دو زاويه مکمل  باشد را گويند.  

  : مانند  180 مکمل    

 ي مجاور که مکمل نيز باشند را گويند  دو زاويه :دو زاويه مجانب.   

  : مانند 

 رو را متقابل به رأس گويند که با هم برابرند  هاي روبه در هر دو خط متقاطع، زاويه :به رأس دو زاويه متقابل :  

  120مجموع دو زاویه : 1تست قدر است؟ هاي آن دو زاویه چه است، مجموع مکمل   

1  (240    2  (120     3(  180       4  (300  

  :حل  ( ) ( ) ( )               
 

180120 180 180 360 360 120 240180
  

 زوایاي:  2 تستA وB ي اند، اگر زاویه مکمل  Aي دو برابر زاویه B 2باشد، حاصل 3A B قدر است؟ چه   

1  (90  2  (30  3(  120  4  (60  

A   :حل  B B B B A B A BA B
             


180 2 180 60 2 120 2 3 240 180 602  

  ي دو زاویه : 3تست A  وB ي بین نیمساز  زاویه. اند مجانبA  و نیمسازB چند درجه است؟   

1 (45   2 (90   3 (180   4 (نامعلوم   

   :حل 
ˆ ˆˆ ˆA B A Bˆ ˆˆ ˆA B A B        1 1180 902 2 2

   

  

  
  از رأس  :اثباتA موازي ضلع BC ي خطوط موازي و مورب خواهیم داشت  کنیم بر اساس قضیه خطی رسم می:  

ˆ ˆ ˆA A A B A C      1 2 180 180    :دانیم میÂ Bd || BC &
Â C




1
2

  

   .باشد مي 180مثلثهر  يهاي داخل مجموع زاويه
ˆ ˆˆA B C  180  

  و قضايا زوايا

  مکمل 
  مکمل 

  : 1قضیه 


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 1در شکل مقابل:  تستˆ ˆE B1هندسه  11ص 10مثال (   ، کدام رابطه صحیح است؟ (  

1  (D C1    2  (E A2  
3  (D C2    4  (E D2 1  

A   :حل  E D A EA B C
    
  

1 1 1
180

180 D A B  1 C D C  1  

  شود،  اي که از امتداد يک ضلع مثلث تشکيل مي زاويه   ::ي خارجي مثلث ي خارجي مثلث   زاويهزاويه
  . شود ناميده مي مثلث ي خارجي زاويه

 ث چند درجه است؟ي خارجی این مثل ترین زاویه ي کوچک باشد، اندازه می 2و  5،  8هاي مثلثی متناسب با اعداد  زاویه : 1ت تس  

1  (72  2  (82  3  (84  4  (66   )80 سراسري تجربی (  

A   :حل  B C x x x x x          180 2 5 8 180 15 180 12     

x    180 8 180 96 84 )ي داخلی ترین زاویه بزرگ( 180 ي خارجی ترین زاویه کوچک  

 است، نوع مثلث کدام است؟  5و  4،  1زوایاي مثلثی متناسب با اعداد :  2 تست  

  نامشخص ) 4  الزاویه منفرجه ) 3  الزاویه قائم  )2  متساوي الاضلاع)  1

x   :حل  x x x x      4 5 180 10 180 18    

} الزاویه قائم , , }    18 5 18 90 4 18 72    : زوایا  

 تر کدام است؟ ي کوچک است، مجموع دو زاویه 9و  7،  2زوایاي مثلثی متناسب با اعداد  : 3 تست  

1  (110  2(  100  3  (90  4 ( 80  

   : حل 90  جمعx
x
 


2 20
7 70



 : تر ي کوچک دو زاویهx x x x x      2 7 9 18 180 10   

  

  
  ي زاویه :اثباتC2 مکملC1 باشد، یعنی  می :C C 2 1180 از طرفیA B C  1 180  لذا داریم: A B C C   1 2180  

  

  

  اثبات:  
ˆ ˆˆA B C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆB A C A B C (A B C )
ˆ ˆ ˆC A B

 
          

 

2 1 1
2 1 1 2 2 2 1 1 1
2 1 1

2 2 180 360   

  .است 360در هر مثلث مجموع زواياي خارجي برابر با 

  :ي داخلي غير مجاورش يعني  ي خارجي برابر است با مجموع دو زاويه در هر مثلث، هر زاويه
ˆ ˆ ˆC A B 2  

  : 2قضیه 

  : 3ه قضی




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 360کلاً در هر چندضلعی محدب، مجموع زوایاي خارجی برابر با  : نتيجه باشد می.   

 ي خارجی در شکل مقابل زاویه:  1 تستC ،120 ي و زاویهA دو برابرB ي خارجی باشد، زاویه میA کدام است؟  

1  (80  2  (100  3  (120  4  (140  

A  :حل  B B B B A ?
A B
           


120 2 120 40 80 180 80 1002
        

 در شکل مقابل:  2 تستx y  1  هندسه 13ص  9تمرین (   کدام است؟ (  

1  (90    2  (110  
3  (120    4  (130  

   :حل  x x yy x
     
      

30 40 70 120180 60 180 70 60 50  

x   :تر  راه حل ساده y x y     60 180 120   

 در شکل مقابل:  3 تستx y 1هندسه  13ص  9تمرین (    ؟استقدر  چه (  

1  (90    2  (120  
3  (135     4  (140  

R   :حل  x x       1 180 115 65 65 90 25  

Q y x Q x y              1 190 50 40 180 180 25 40 115 25 115 140  

x   :تر  راه حل ساده y Q x y
Q
     
  

1
1

180 140
90 50 40




   

 در داخل مثلث : 4 تست ABC دلخواه  نقطه O را به دو رأسB وC  80اگر کردهوصل 30ˆB̂ C  و  ،  
   کدام رابطه درست است؟

1  (ˆBOC 30 70     2  (ˆBOC 90 150   

3  (ˆBOC 70 180     4  (ˆBOC 90 180     

ˆ : نامیم، لذا داریم  می D با ضلع مثلث را BO محل تلاقی امتداد :حل  ˆˆA (B C) ( )      180 180 80 30 70  

   
D̂ A
BOC D




1

1
  

 BOC A BOC   70  

BOC  : ، لذا داریم تر است نیز کوچک 180ي مثلث از ضمناً هر زاویه 70 180    
  
  

  )صفحه  نیم(



: است  ABDي خارجی مثلث  زاویه D̂1چون 

:است  ODCي خارجی مثلث  زاویه BOCچون 
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 در شکل مقابل مجموع زوایاي : 5 تستˆ ˆˆ ˆ ˆE D C B Aکدام است؟   وووو  

1  (180    2  (270  

   270و  180بین)  180    4تر از کم)  3

   :حل 
ˆˆ ˆF A E

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆG C D A E C D B
ˆˆ ˆF G B

 
       
  

1
1

1 1

180
180




    

  

  

 1در شکل مقابل:  1 تستL 2وL  ،موازیندOB وOC ي نیمساز دو زاویهB وC  ،هستند  

  ) 1هندسه  14ي  صفحه 13تمرین (  کدام است؟ Ô ي زاویه

  نامشخص ) 4  رجهمنف)  3  قائمه  )2  حاده)  1

   :حل 
ˆB̂ Cˆ ˆˆ ˆ ˆB C B C E        2

1 1180 90 90 902 2
     

 در شکل مقابل:  2 تست(y x) 1 هندسه 13ي  صفحه 9تمرین (  چند درجه است؟ (  

1  (35    2  (45   

3  (55    4  (65   

Ĉ  :حل  ˆˆ ˆ ˆx y C y
x̂

        

1 1

65 180 35 65 180
35


 

 : به علت خطوط موازي و مورب  

ˆ ˆ ˆy y x    80 45  

 1 اگر:  3 تست 2L || L ي باشد، زاویهx̂ 1هندسه  13ص 9تمرین (   ؟است چند درجه (  

1  (110    2  (120  
3  (130    4  (140  

   :حل 
ˆ ˆA A
ˆ ˆB B
  

  
1 2
1 2

110 70
120 60

   

ˆ ˆx̂ A B    2 2 70 60 130 :ي خارجی زاویه  

  

رابر و چهار ، با هم بهي حاد آيد که چهار زاويه زاويه پديد مي ۸اگر دو خط موازي را يک خط مورب قطع کند، 
  .  است 180ي منفرجه،  ي حاده و هر زاويه و مجموع هر زاويه  :ي منفرجه نيز با هم برابرند  زاويه

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ&ˆ ˆ ˆ ˆ
    
  

1 3 5 7 1 2 1802 4 6 8
   



  خطوط موازي: 4قضیه 






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  تر باشد را گويند  کوچک 180هاي داخلي آن از چهارضلعي که تمام زاويه

  يا

  . خط واقع شود را گوينداش تمامي شکل در يک طرف آن  چهار ضلعي که با امتداد هر ضلع
  

  

  اثبات:   
ˆ ˆ ˆA B D ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA C (B D ) (B B ) B Dˆ ˆ ˆC B D
 

        
 

1 2 2
1 1 2 2 1 2

1 1 1
   

  با توجه به شکل مقابل مجموع زوایاي خارجی :تستA وC 1هندسه  14ص 12تمرین (   کدام است؟ (  
1  (50    2  (80  
3   (110    4  (160  

ˆ   :حل  ˆB A C B D         1 1 1 1180 130 50 50 30 80 : داریم   

  

  
  لی هر مثلث را بنویسیم کافی است یکی از اقطار چهار ضلعی را رسم کرده و مجموع زوایاي داخ :اثبات :  

ˆ ˆ ˆA B D ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B D C B Dˆ ˆ ˆC B D
          

  
1 1 1 1 2 2
2 2

180 180 180
180


 

  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA (B B ) C (D D ) A B C D           1 2 1 2 360 360   

  60در یک مثلث  :تست 80B A  باشد، زاویه بین ارتفاع  می وAH  و ارتفاعBH  84سراسري ریاضی (   کدام است؟ (  

1  (30   2  (40   3  (60   4  (80   

A  : حل  C (A B) ( )B
        


80 180 180 80 60 4060  

ˆˆ ˆ ˆ ˆD H C H D        2 2360 90 40 90    از طرفی:  360
ˆ ˆD D      2 1360 220 140 180 140 40  

  .باشد می 360مجموع زوايای داخلی هر چهار ضلعی، 
ˆ ˆˆ ˆA B C D    360  

  :ي داخلي غير مجاورش  ي خارجي برابر است با مجموع دو زاويه حدب، مجموع هر دو زاويهدر هر چهارضلعي م

ˆ ˆ ˆ ˆA C D B  1 1  

  چهار ضلعی محدب 

  : ۵قضیه 

  : 6قضیه 




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   .الساقين گويند مثلثي که داراي دو ضلع مساوي باشد را مثلث متساوي :ف تعري 

  ها با هم برابرند رو به ساق هاي روبه زاويه ::  ۱۱خاصيت خاصيت: .   ˆ ˆAB AC C B    

 الساقین  اگر در مثلث متساوي : 1 مثالABC طول نیمساز داخلیB̂ ي  برابر طول قاعدهBC ي  باشد، زاویهÂ را بیابید.  

   :حل 
ˆ ˆA C ˆ ˆA B

ˆ ˆˆ ˆBD BC C D B C

 


     
1

1 1

180 2
180 2




  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA B A B A A A A           12 180 4 180 4 180 5 180 36      

 اقینالس در مثلث متساوي : 2 مثال ABC 16ي رأس با زاویهA   ي  قاعدهBC ي  ي ساق تا نقطه را به اندازهD زاویه. دهیم امتداد می  
D قدر است؟ چه   

AB    :حل  C      180 180 16 164 822 2 2   

A DC A D C D D D       2 82 2 41  

 شکل مقابل اگر در  : 3 مثالBC BD AD   20باشد وC   ي  باشد، زاویهD̂ چند درجه است؟   
1 (40   2 (60    3 (80   4 (100   

ˆ :حل  ˆ ˆˆ ˆC D A D A C        1 40 40 60   خارجیˆD̂ C B  1 20  

 در شکل مقابل، :  تستADنیمساز وAM MB ،20اگر 30DAM B  ي باشد زاویهوĈ 82آزاد تجربی (     قدر است؟  چه (  

1  (30  2  (40     3  (50    4  (20    

ˆ   :حل  ˆ ˆMB AM A M M      1 1 230 120 60    

ˆ ˆ ˆ ˆD M D D       1 2 2 1180 20 100 180 80      

A: است، لذا  Aي نیمساز زاویه ADز طرفی چونا   2 20 30 50    بنابراین :  
ˆ ˆˆC D A      2 2180 180 80 50 50      

  ي صادره از رأس ارتفاع و نيمساز و عمودمنصف و ميانه  ::  ۲۲خاصيت خاصيتA اند بر هم منطبق .   

 80سراسري تجربی (   قدر است؟ است، مساحت مثلث چه 12ي آن  و طول قاعده 85الساقین طول ساق یک مثلث متساوي:  تست (  

1   (24 3  2   (42   3   (30 2   4   (48   

AC   :حل  AH HC h h h        2 2 2 2 285 36 49 7  

S BC AH     1 1 12 7 422 2  

  مثلث متساوي الساقين


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  نيمساز خارجي رأس همواره با قاعده موازيست ::  ۳۳خاصيت خاصيت.   AB AC
At || BCˆ ˆA A




1 2
  

  

 مربع : 1 تستABCD الاضلاع و مثلث متساويBEC


  قدر است؟  چه DAEˆي در شکل داده شده است، زاویه

  ) 77 پزشکی و آزاد 1هندسه  13ص  2تمرین (     60)   2     75)   1

3   (45     4   (70   

  :  حل B̂AB BC ˆ ˆ ˆ ˆ ˆAB BE A E & B B BBC BE B̂
        

 
11 1 1 2
2

90 150
60




  

ˆ ˆˆ ˆA E B A       1 2 1
30180 30 152

    

ˆ ˆDAE A A     2 190 90 15 75  

 114ي مقابل زاویهدر شکل  : 2 تستˆBCX  ي ، زاویهˆCBD 84سراسري تجربی (   چند درجه است؟ (  
1   (42     2   (46   
3   (48     4   (52  

ˆ  :  حل ˆˆ ˆ ˆC D D C B       1 1 1 1180 114 66 180  

ˆ ˆB B       66 66 180 180 132 48   

  112ي در شکل مقابل زاویه:  3تستÂ   ي اند، زاویه الساقین و دو مثلث کناري متساوي̂ 85سراسري تجربی (   چند درجه است؟ (   
1   (32     2   (34   
3   (36     4   (38  

  :  حل
ˆ ˆM D

ˆ ˆN D

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB M D B D
ˆ ˆˆ ˆ ˆC N D C D





     

     

1 1

2 2

11 1 1

22 2 2

180 180 2
180 180 2




  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆB C A ( ) ( ) : B C ( D ) ( D )             1 2180 180 112 68 1 2 180 2 180 2 68    :از طرفی  
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ(D D ) D D (D D )              1 2 1 2 1 2360 2 68 146 180 180 146 34    

)   :تر  راه حل خلاصه )ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆM N A M D N D        1 2 1 1 2 2112   ۵بنا به قضیه :  وو1

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆD D M N M N                 1
1 2 1 2 1 2180 180 112 180 34     

Âي  در تست فوق رابطه :راه تستی   90 ̂  : یعنی . شود ثابت می 2     11290 90 56 362
  

ˆي  چون براي زاویه :راه حل سه سوت  ˆC Bدودیتی نداریم و باید مح وˆB̂ C  68 کنیم  فرض می .باشد  :ˆ ˆC B 28 40 و    

ˆ   : گاه  آن ˆ ˆD D      2 176 70 180 70 76 34  و   







  :هاي نمونه  تست
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 100الساقینی یکی از زوایاي مثلث متساوي : 4 تست کند؟ می ش را با کدام زاویه قطعا ها، ضلع مقابل است، نیمساز خارجی یکی از زاویه   

1   (25   2   (30   3   (35   4   (40  

  . شود بیشتر می 180 شان از زیرا جمع. ي قاعده باشد، نه دو زاویه 100ي رأس باید  قطعاً زاویه :حل 

Ô ( )     140 180 80 70 ˆخارجی30 ˆC & C 180 100 402
  

  ي الاضلاع هستند، زاویه شده روي اضلاع مربع، متساوي در شکل زیر دو مثلث ساخته : 5تست̂ قدر است؟ چه   

  ) 12ي  صفحه 3تمرین (    10)   2      5)   1

3   (15     4   (20   

ˆ   :حل  ( )     360 90 60 60 150  

ˆˆ ˆ        2 180 180 150 30 15   

 در شکل زیر چهارضلعی مربع و مثلث : 6 تستAEB حاصل باشد، الاضلاع می متساويy x 1هندسه  8ي  صفحه 6مثال (   چند درجه است؟ (  

1   (40     2   (50   
3   (60    4   (70   

   : حل
ˆŷ C ˆ ˆy x

ˆx̂ C

  
  

    

1

1

180 30 752 60
90 90 75 15

  

 ي زاویهدر شکل مقابل،  : 7 تست̂ کدام است؟    

1   (110     2   (120   
3   (140     4   (150    

    :ترتیب زوایا را حساب کنیم، خواهیم داشت  اگر از چپ به راست به:  حل

 20مقابل الساقین متساويي رأس مثلث  زاویه:  8 تست ي بین نیمساز خارجی  باشد، زاویه می   

    کدام است؟ BHو ارتفاع Aي رأس زاویه
1  (5   2  (10   3  (15    4  (20   

ˆ    :حل  ˆˆ ˆ ˆ ˆA H D A D D           1 1 1
180 20 80 90 90 80 90 102

      

  کدام است؟قاعده ي بین این ارتفاع و  زاویه. الساقین ارتفاع وارد بر یک ساق نصف آن ساق است متساويدر یک مثلث  :مثال  

1 ( 30    2 ( 15    3 ( 20   4 (45   

ˆ   :حل  ˆˆBH AB A B C     1 30 752
   

ˆˆ ˆB C B      1 190 90 75 15   


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  الساقين از دو ساق آن  ي مثلث متساوي بر قاعده  هاي هر نقطه فاصلهمجموع  ::  ۴۴خاصيت خاصيت  

BH    .برابر است با ارتفاع وارد بر ساق آن DM DN   

  ي نقطه 6و  5،  5در مثلثی به اضلاع  :مثال D صل مجموع فوا. تقسیم کرده است 3و  1تر را به نسبت  ضلع بزرگD  از دو ساق این مثلث
  قدر است؟ چه

bDM  :  داریممطابق خاصیت فوق  :حل  DN BH h     

AC  : ي ارتفاع وارد بر ساق  حال، محاسبه AH HC AH    2 2 2 2 2 25 3  

aAH AH h       2 25 9 16 4 4  

ABC a b a b b bS a h b h a h b h h h             1 1 246 4 52 2 5  

  الساقين از دو ساق آن  ي مثلث متساوي ي واقع بر امتداد قاعده لق تفاضل فواصل هر نقطهقدر مط ::  ۵۵خاصيت خاصيت  

  . ي ارتفاع وارد بر ساق مثلث برابر است با اندازه

CH | DM DN |   

  ي  هرگاه از نقطه ::  ۶۶خاصيت خاصيتM ي  واقع بر قاعدهBC الساقين  از مثلث متساويABC ها رسم کنيم ، دو خط به موازات ساق .
   :  قطع کنند Qو  Pها را در نقاط  تا ساق

MP:       مجموع این دو خط برابر یک ساق مثلث است، یعنی : اولاً  MN AC    

   .الاضلاع بوده با محیطی برابر مجموع دو ساق متوازي ANMPچهارضلعی : ثانیاً 

  . لوزي خواهد بود ANMP چهارضلعی. باشد BCوسط  Mاگر  :ثالثاً 

  الساقين است ي مساوي داشته باشد، متساوي ر مثلث که دو ميانهه ::  ۷۷خاصيت خاصيت .  

BM CN AB AC    

  الساقين است هر مثلث که دو ارتفاع مساوي داشته باشد، متساوي ::  ۸۸خاصيت خاصيت .  

BH CH AB AC    

  تالساقين اس هر مثلث که دو نيمساز مساوي داشته باشد، متساوي ::  ۹۹خاصيت خاصيت  .  

BD CD AB AC    
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  . اش با هم برابر باشند را گويند مثلثي که هر سه ضلع :تعريف 

  60ي اين مثلث، هر زاويه ::  ۱۱خاصيت خاصيت باشند  مي:  

 ارتفاع اين مثلث  ::  ۲۲ خاصيتخاصيت: h a 3
hsin  : زيرا  2 a  360 2

  

  مساحت اين مثلث  ::  ۳۳خاصيت خاصيت: S a 23
   :زيرا  4

a h a aS h a a        23 3
2 2 2 2 2   مساحت:  4

  فواصل هر نقطه در درون اين مثلث تا سه ضلع آن همواره برابر با ارتفاع است مجموع ::  ۴۴خاصيت خاصيت.   

OM ON OP h a    3
2  

 8الاضلاعی به مساحت در مثلث متساوي : 1 تست   ) 83آزاد پزشکی (    طول ارتفاع کدام است؟ 3

1  (6   2  (2 6   3  (4 6   4  (6
2  

S   :حل   3 a 2 8 34 a a h a         2 3 332 16 2 4 2 4 2 2 62 2  

 84آزاد پزشکی (   ، مساحت مثلث چند برابر محیط آن است؟3 الاضلاع به ضلع در مثلث متساوي : 2 تست (  

1  (4   2  (9
4   3  (1

4   4  (4
9   

S  :حل 
P  

3 3
14
43 3

S              نسبت       :   aa
P a

    
  

23 3 3 333 4 4 4
3 3 3

  

  روي قطر مربعی به ضلع : 3تستa84آزاد تجربی (   سازیم مساحت مثلث چند برابر مساحت مربع است؟  الاضلاعی می ، مثلث متساوي (  

1  (2   2  (2 3   3  (3
4   4  (3

2   

d   : حل a  ضلع   2 2 دانیم می:   قطر  

aS
S a

 

2

2

3
32

                      نسبت :   2
aS d ( a)

S a

    

 

22 2

2

3 3 324 4 2  

  مثلث متساوي الاضلاع

  مقابل
  وتر

  ارتفاع    قاعده

  مساحت مثلث: 

  مساحت مربع: 




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)   :راه حل سه سوت  ) 
 

22 3 3
4 aمربع S1مثلث 2 d S   1   فرض سه سوت:  2

  در این سوال هرچند راه حل سه سوت در روند محاسبه تغییر چندانی ایجاد نکرده، ولی 
3

32
1 2  

  !! )چند ثانیه هم خودش غنیمته ( . دهد ر محاسبات افزایش میسرعت شما را د

 2الاضلاعی به ضلع مساحت مثلث متساوي : 4 تست   ) 85آزاد تجربی (   چند برابر ارتفاع آن است؟  3

1  (3
2  2  (2   3  (3   4  (1  

S  :  حل a
h   2 3 32  نسبت                     :  2

S a
a

h a


 



23
42 3
3

2

  

 ي نقطه : 5 تستM 6الاضلاعی به طول ضلع درون مثلث متساوي   قدر است؟ مثلث چهقرار دارد، مجموع فواصل این نقطه از سه ضلع  3

1   (6   2   (4 3   3   (6   )81سراسري تجربی (    9)   4   3

OM   :حل  ON OP h a      3 3 6 3 92 2  

OMندانیم کهفرض کنیم موقع حل این تست به هر دلیلی  :راه حل سه سوت  ON OP h    

را منطبق بر یکی از رئوس مثلث، مثلاً  O ي توانیم نقطه می. محدودیتی نداریم O جاست که چون براي انتخاب این 

aOM   :فرض کنیم که به سادگی نتیجه می شود  A رأس ON OP AH h a     3
20    و

  الاضلاع در مثلث متساوي :مثال ABC  نیمسازهاي ،ˆ ˆC Bي یکدیگر را در نقطه و O اند، قطع کرده   

OB  : ثابت کنید  OC
OM ON  2  

OB     :اثبات  OC                   مثلث OBC الساقین بوده متساوي .ˆB̂ C  1 130 30 و    

B̂ˆ     :الزاویه خواهند شد زیرا  قائم OCM و OBN هاي ضمناً مثلث C M   1 90 90    

Nمشابهاً   90 اند  نهشت با هم، هم) ز ض ز ( بنا به حالت دو زاویه و ضلع بین  پس .  
ˆB̂ C

OB OC OBN OCM OM ON
ˆ ˆO O

 
 

   



2 2

1 2

30

  

   : یعنی . نصف وتر است 30ي چنین ضلع مقابل به زاویه هم

Ĉ OM OC OB OC
ON OMB ON OB

  
 

  

2

2

130 2 2130 2




  



  :به رأس  متقابل



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  اند و نيز محل برخورد  اوی الاضلاع ميانه و ارتفاع و نيمساز و عمود منصف هر ضلع بر هم منطبقدر هر مثلث متس ::  ۵۵خاصيت خاصيت

  . اند ها بر هم منطبق ها، نيمسازها و عمود منصف ها، ميانه ارتفاع

  در شکل مقابل مثلث  :مثالABC الاضلاع به ضلع  متساويa  وM باشد، مقدار اي دلخواه می نقطهMH MH MH    بیابیدرا .  

ABC   :حل  AMB MBC AMC
MH a MH a MH aS S S S         2 2 2    

Sa a a( MH MH MH ) MH MH MH ha a
             

22 2 3 3
2 4 2  

  

  

  30رو به زاويه الزاويه ، ضلع روبه در مثلث قائم ::  ۱۱خاصيت خاصيت نصف وتر است :ab  2  

  ي وارد بر وتر، نصف وتر است  الزاويه ، ميانه در مثلث قائم ::  ۲۲خاصيت خاصيت :          AM BM MC    

  ي محيطي مثلث وسط وتر است الزاويه ، مرکز دايره در مثلث قائم ::  ۳۳خاصيت خاصيت.  

  اد فيثاغورسي معروف عبارتند از اعد ::  ۴۴خاصيت خاصيت:   

, , , , & , , & a , a ,a3 4 5 6 8 10 5 12 13 2  

  81آزاد تجربی (   قدر است؟ ي وارد بر وتر چه طول میانه 8و 2اي به اضلاع الزاویه در مثلث قائم :تست(  

1  (10
2   2  (10  3  (2 10  4  (10

4  

a   :حل  b c ( ) ( ) a m          2 2 2 2 2 102 8 2 8 10 10 2  

  30ي  رو به زاویه الزاویه ضلع روبه در هر مثلث قائم ثابت کنید : 3مثال نصف وتر است.   

AMدانیم  می. است BC وسط M :اثبات  MC BM  پس مثلثAMC لذا . الساقین خواهد بود متساوي :  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆC A A M C A     1 2 2 130 60 60   و

BCAM:     الاضلاع بوده و خواهیم داشت  متساوي AMB بنابراین مثلث BM  2   

  15ي حاده  اي یک زاویه الزاویه اگر در مثلث قائم ثابت کنید : 4مثال 1(ارتفاع وارد بر وتر ربع  گاه آن .باشد
  . وتر است) 4

AMپس . است BC وسط M :اثبات  MC MB   مثلث: در نتیجه AMC الساقین  متساوي   

AMB:   و خواهیم داشت   30     

  قائم الزاويهثلث م

 مضارب
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  : خواهد بود یعنی  (AM) رابر نصف وترب AMHي درجه 30ي  ي بالا ضلع مقابل به زاویه طبق نکته AMH حال در مثلث

AH AM ( BC) BC   1 1 1 1
2 2 2 4     

  30در مثلثی یکی از زوایا  :مثال 30ي دیگر نیز  و تفاضل دو زاویه نوع مثلث را مشخص کنید. باشد می.   

. باشد ه میمثلث قائم الزاوی   :حل  A B C B
B C C
       

30 150 90
30 60  

  الزاويه در مثلث قائم ::  ۵۵خاصيت خاصيت ABC هاي خط پارهAH ،AD  وAM وتر بر وارد  به ترتيب ارتفاع، نيمساز و ميانهBC  هستند  

    : در این صورت روابط زیر برقرارند 
ˆ ˆ ˆA A C
ˆ ˆA A
ˆ ˆ ˆ ˆA A A B

 

  

1 4
2 3
2 3 4

  

  16ي وارد بر وتر ي بین ارتفاع و میانه اي، زاویه الزاویه در مثلث قائم :مثال ي مثلث چند درجه است؟ ترین زاویه کوچک. است    

   : راه اول A B C B B CB C B C
        

  
90 90 2 106 53 3716

   

C    : با توجه به نکته فوق داریم   :راه دوم  A A     1 4
90 16 74 372 2

  

  
 که دقيقاً بر هم منطبق شوند و يکديگر را بپوشانند  دو مثلثي را گويند ::  دو مثلث همنهشتدو مثلث همنهشت  

تساوي دو مثلث  های حالت:  

ها از يک مثلث، با دو ضلع و  ي بين آن هرگاه دو ضلع و زاويه ) :) :ضض  زز  ضض((ـ حالت ـ حالت ۱۱
گاه دو مثلث   ها از مثلث ديگر مساوي باشند، آن ي بين آن زاويه

  .همنهشت هستند

ها از يک مثلث با دو زاويه و ضلع   هرگاه دو زاويه و ضلع بين آن ) :) :زز  ضض  زز((ـ حالت ـ حالت ۲۲
گاه دو مثلث همنهشت  ها از مثلث ديگر مساوي باشند، آن بين آن

  .هستند

هرگاه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگر مساوي  ) :) :  ضض  ضض  ضض((ـ حالت ـ حالت ۳۳

  .گاه دو مثلث همنهشت هستند باشند، آن
  
  

  هاي همنهشت مثلث

 : تر  ي حاده کوچک زاویه 

  : تر  ي حاده بزرگ زاویه 
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  . اند تساوي یک ضلع و یک زاویه نظیر دو مثلث متساويدر حالت  :نهشتي دو مثلث متساوی الساقين  حالت هم

شود  حالاتي که مثلث مشخص نمي:  

  !توان مثلث را مشخص نمود  با معلوم بودن سه زاويه نمي 

  )  1هندسه  21ي  صفحه 1فعالیت (    .است اما با اضلاع متفاوت 60 ها ي آن که هر سه زاویه الاضلاع هاي متساوي مانند تمامی مثلث

   : اگر از يک مثلث دو ضلع و ارتفاع وارد بر ضلع سوم معلوم باشد، دو مثلث مشخص خواهد شد زيرا 

   : خواهیم داشت، به صورت دو نوع جواب  که ارتفاع در داخل مثلث یا خارج مثلث باشد، با توجه به این

  ) 1هندسه  21ي  صفحه 2فعالیت (                   

   :ي مقابل به يکي از دو ضلع معلوم باشد، دو مثلث مشخص خواهد شد زيرا  اگر از يک مثلث دو ضلع و زاويه 

   : خواهیم داشت، به صورت که ارتفاع در داخل مثلث یا خارج مثلث باشد، دو نوع جواب  با توجه به این

                

 1هندسه  21ص  3فعالیت (   آیا با معلوم بودن یک ضلع و دو زاویه از مثلث که یکی غیر مجاور باشد، مثلث مشخص خواهد شد؟  : تمرین (  

از ) ز زض(آید و حالت دو زاویه و ضلع بین  دست می وم بهي س که با معلوم بودن دو زاویه، زاویه  :بله، زیرا داریم  :جواب 

  .ها اتفاق خواهد افتاد همنهشتی

  

 23ي  صفحه 1مسأله  (   :نهشتی هر کدام را بگویید  دلیل هم:  1 مسأله (  
  

الف(  پ(   ب(     
  

  .اتفاق افتاده است) ض ض ض(ضلع سوم در هر مثلث مشترك است لذا حالت  AS اند و دو ضلع مساوي که مشخص شده )الف :جواب 

  .اتفاق افتاده است) ض ز ض(با هم برابرند لذا حالت  Eي متقابل به رأس در اند و دو زاویه دو ضلع مساوي که مشخص شده )ب

  کتاب درسی 27الی  23مسائل منتخب ص 

  

   :ي قائمه   ـ تساوي وتر و یک ضلع زاویه1
  

  :ي حاده   زاویهوتر و یک تساوي ـ 2
  

  :   ي حاده ي قائمه و یک زاویه یک ضلع زاویهتساوي ـ 3

  :الزاويه  نهشتي دو مثلث قائم هاي هم حالت 
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  .اتفاق افتاده است) ز زض(ضلع بین دو زاویه در هر دو مثلث مشترك است لذا  BCاند و ي مساوي که مشخص شده دو زاویه )پ

  

 در شکل مقابل، : 2 مسأله ABCD هاي یک مربع است، اندازهx وy 26ي  فحهص 13مسأله  (    .را بیابید (  
  

   :جواب 
Ĉ

ˆx̂ D

  
  1

60 90 150
180 150 152



                   الساقین  متساوي:BC CE DC CE CDEBC DC
   


  

ŷ: باشد، لذا  می D1و Cي خارجی زاویه y:ضمناً    90 15 105  

  

 1هندسه  26ي  صفحه 14مسأله  (      :با توجه به شکل، ثابت کنید که  : 3 مسأله (  

AD AE  
ABچون:  جواب AC لذا مثلثABC الساقین بوده پس زوایاي داخلی متساويB وC شان نیز با  با هم برابرند در نتیجه زوایاي خارجی

  : هم برابرند بنابراین 
AB AC

ˆB̂ C ABE ACD AE AD
EB CD

 
   


  

 رو ، ثابت کنید   در شکل روبه : 4 مسأله :                     ˆ ˆPTQ TRS
PQ TS




   )  26ي  صفحه 15مسأله  (    

  

ˆ   :جواب  ˆ ˆ ˆQT QR T R T R    1 1 2 2  
QT RS
ˆ ˆT R TPQ TRS PQ TS
PT TR

 
    


2 2   

 هاي دو دایره به مرکز : 5 مسألهA وB یکدیگر را درC وD 26ي  صفحه 16ي  مسأله(    : اند  قطع کرده (   

ˆ              :ید ثابت کن) الف ˆACB ADB   
   .است CD، عمودمنصفABثابت کنید که) ب

   : اثبات الف
AC AD
BC BD
AB AB





    

 
ˆ ˆACB ADBACB ADB

B B

   
1 2

  

   :اثبات ب  
BC BD

CE DE ˆ ˆ ˆ ˆB B BCE BDE E E E Eˆ ˆE EBE BE

 



        


1 2 1 2 1 2

1 2
180 90  

  

 )ض ز ض(

 )زض ض(

  :ي بزرگ  هاي دایره شعاع
  :ي کوچک  هاي دایره شعاع

  :مشترك                    

 )ض ض ض(

خارجی          خارجی
 )زض ض(













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  »»  11در هندسه در هندسه   استدلالاستدلالهاي هاي   تستتست« « 
  )92 ریاضیسراسري (  برابر کدام است؟ AODˆي  زاویه. است ABCهاي مثلث  محل تلاقی ارتفاع Oرو ،   در شکل رو به   -1

1 (ˆCAD    2 (ˆOBC  

3 (ˆOAC    4 (ˆADO  
CDهاي دو ضلع مقابل  ، عمود منصفABCDدر چهار ضلعی   -2 ABدر نقطه  وM اگر . اند متقاطعBC AD  نابرابري باشد، کدام

  )92سراسري ریاضی (  همواره صحیح است؟

1 (ˆ ˆCAB CAD  2 (ˆ ˆAMB BMC  3 (ˆ ˆBMC AMD  4 (ˆ ˆCMD AMB  
  از ضلع این مثلث، کدام است؟ ي رأس دیگر مربع ترین فاصله واحد، قطر یک مربع است، کوتاه 4 طولالاضلاع به  متساويیک ضلع مثلث    -3

1 (3 1  2 (2 3  3 (1   )92 ریاضیسراسري (  1  )4  32

 ABCمساحت مثلث . ه شده استمجاور ساخت ضلعواحد است، دو مثلث متساوي الاضلاع بر روي دو  2، طول ضلع مربع رو روبهدر شکل   -4
  )92 سراسري ریاضی(  کدام است؟

1 (1 3    2 (6  

3 (2 3    4 (4  

Âداریم  ABCدر مثلث   -5 AB AC 080 Nرا در  BCي  ، قاعدهمثلثدو ساق  هاي ، عمود منصفو Mکوچکترین . کند قطع می و
  )92سراسري تجربی (  چند درجه است؟ AMNي مثلث  زاویه

1 (15  2 (20  3 (25  4 (30  

،در شکل مقابل   -6 ˆCN CD BM BD A   58ي  ، زاویه وMDN 91سراسري ریاضی (  چند درجه است؟(  

1 (58    2 (59  
3 (61    4 (62    

aاي به طول اضلاع الزاویه در مثلث قائم  -7 a , a 4   )90آزاد تجربی (     مساحت کدام است؟  و2

1 (12  2 (24  3 (48  4 (6   
Cي در یک مثلث بین زوایا رابطه  -8 A B   2 90آزاد ریاضی (  برقرار است محل تلاقی سه ارتفاع کجا قرار دارد؟(  

  .هر سه حالت ممکن است) 4  خارج مثلث ) 3  روي محیط مثلث ) 2  داخل مثلث ) 1

Âي زاویه ABCدر مثلث   -9  40 وB̂  60 ي تلاقی سه ارتفاع  اگر نقطهH  ي زاویهباشدˆCHA 90آزاد ریاضی (  چند درجه است؟(  

1 (100  2 (120  3 (140  4 (80  

B̂اگر و ABCدر مثلث   -10  30 باشد، طولAD ي نیمساز زاویهA چند برابر طولBC 85ریاضی آزاد (    است؟ (  

1  (4
3

    2  (4
3   3  (3

4   4  (2
3  
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BMهاي خط پاره BCبر روي ضلع ABCدر مثلث   -11 BA وCN CA کنیم، اگر زاویه را جدا میÂ  72 ي باشد، زاویهMAN 

  ) 86سراسري تجربی (     چند درجه است؟
1  (54   2  (52   3  (48   4  (42  

  ) 86آزاد ریاضی (    قدر است؟ شود چه رسم می BEبر قطر Aمطابق شکل طول عمودي که از 4ضلعی منتظم به ضلع  در شش   -12

1  (3
2     2  (3  

3  (2 3     4  (4 3
3  

Âدر شکل مقابل    -13  125 وB̂  40 ي است، زاویهx 87سراسري تجربی (     چند درجه است؟ (  
1  (105    2  (110    

3  (115     4  (125  
BCضلع ABCدر مثلث   -14    ) 87آزاد ریاضی (     : است، این مثلث 5برابر  AMي و میانه 10

    قائمه است Aدر رأس)  2     .حاده است Aدر رأس)  1
   .تواند باشد هر سه حالت می)  4     .منفرجه است Aدر رأس)  3

ˆ محل تلاقی سه نیمساز باشد، حاصل D و A تر بزرگ  و زاویه 7و  3و  2ها به نسبت  در مثلثی که زاویه   -15 ˆ ˆADB ADC BDC  
   کدام است؟

1  (105   2 ( 75   3 ( 60   4 ( 90  )  87آزاد ریاضی (  

  باشد؟ 5 به فاصلهMضلعی وجودداردکه از است، چند نقطه روي محیط شش 4ضلعی منتظم به ضلع  نقطه تلاقی دو قطر شش Mنقطه   -16
  ) 87آزاد ریاضی (      دو نقطه )  2    چهار نقطه )  1
    .اي وجود ندارد نقطه)  4    یک نقطه )  3

Âي زاویه. اند الساقین در شکل مقابل دو مثلث کناري متساوي   -17 100دوخط ،d وd اند؟  با زاویه چند درجه متقاطع  
  ) 88سراسري ریاضی (      50)  2     20)  1

3  (45     4  (40   

  چند درجه است؟ ABCDالاضلاع ي متوازي ترین زاویه اند، بزرگ ، در یک ضلع مشترك60در شکل مقابل، یک مربع و یک لوزي با زاویه   -18
  ) 88سراسري تجربی (     105)  2     100)  1

3  (120     4  (135  

Aکه در آن ABCدر مثلث   -19  40 وB  60 وH ي محل تلاقی سه ارتفاع است، زاویهˆAHC ي چند برابر زاویه ˆBHC است؟    

1  (5
6     2  (5

  ) 88آزاد ریاضی (     7

3  (6
7     4  (7

5  
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CE،مقابل در شکل   -20 CD, BF BD  وˆB̂ C  40 ي زاویهˆBAC ي چند برابر زاویهˆFDE 88آزاد ریاضی  (  ؟است (  

1  (7     2  (3   
3  (5     4  (9  

D̂ˆدر شکل مقابل   -21 C  61 اندازه زاویهABC 89سراسري تجربی (   چند درجه است؟ (  
1  (39     2  (61   
3  (58     4  (56  

ABدر مثلث با اضلاع    -22  2 ،BC  ACو 12    ) 89آزاد ریاضی عصر (      است؟  BMي چند برابر طول میانه ADطول نیمساز 4

1  (3
3  2  (2 3

3   3  (4 3
3   4  (3 3

2 
  

aاضلاع  ي اندازهدر مثلثی به   -23    ) 89خارج از کشور ریاضی (   هاي سه میانه مورد قبول است؟  ، کدام عدد براي اندازه 5و  7و  8
1 (14   2 (15   3 (19   4 (24   

  
  کرد؟   رسمتوان  ثلث مییک از معلومات زیر فقط یک م با کدام  -24

  ها ي مجاور به یکی از آن طول دو ضلع و زاویه)  2    یک ضلع و یک زاویه)  1
  سه زاویه مثلث)  4    هاي سه ضلع وسط)  3

  کدام است؟  ي بین میانه و ارتفاع وارد بر وتر ي زاویه  است، اندازه 25ي آن  ي حاده اي یک زاویه الزاویه در مثلث قائم  -25

1  (10  2  (20  3  (30  4  (40  

B̂اي  الزاویه در مثلث قائم   -26  15 ي وارد بر وتر کدام است؟ ي بین نیمساز و میانه ي زاویه باشد اندازه می  

1  (25  2  (20  3  (30  4  (35  
1/ي دیگر و ارتفاع وارد بر وتر مساوي  ي حاده ي حاده نصف زاویه اي یک زاویه  الزاویه هرگاه درمثلث قائم   -27   :  ل وتر برابر است با باشد، طو5

1  (3   2  (2 3   3  (3 3   4  (4 3  
AB(در مثلثی    -28 AC ( اگرÂ  60 ي  باشد مجموع فواصل نقطهM  واقع برBC  از دو ضلع دیگر برابر است با :  

1  (b
2  2  (b2

2  3  (b3
2  4  (b2

3  

AB( در مثلثی   -29 BC  ( اگرA  30  باشد، قدرمطلق تفاضل فواصلM  روي امتدادBC  از دو ضلعAB  وAC  کدام است؟  

1 (b  2 (b
2    3 (b3

2   4 (b3  

4الاضلاع از سه ضلع برابر ي واقع در داخل مثلث متساوي مجموع فواصل یک نقطه  -30    : باشد مساحت این مثلث برابر است با می3

1  (1  2  (2  3  (3  4  (3  

  

  های تکميلیهای تکميلی  تستتست
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  دارد طول وتر آن کدام است؟ 75ي اشد یک زاویهب می 18اي که مساحت آن  الزاویه مثلث قائم   -31

1  (12  2  (12 2  3  (12 3  4  (24  
  قدر است؟ چه ي محیطی مثلث باشد، شعاع دایره می 4و  2ي قائمه  طول دو ضلع زاویه ABCي  الزاویه در مثلث قائم  -32

1  (5  2  (2  3  (3  4  (2 2  

ACتوان رسم کرد که در آن  چند مثلث می   -33 AB 7 B̂و  و8    باشد؟ 3

  هیچ) 4  سه ) 3  دو ) 2  یک ) 1
  : ي محیطی آن برابر است با  ي شعاع دایره باشد، اندازه می 51و  45و  24ي اضلاع مثلثی  اندازه   -34

1 (12  2 (/22 5  3 (/25 5  4 (21  
  : برابر است با  Aي  ي زاویه ي مماس بر هم و شعاع یکی سه برابر دیگري است، اندازه در شکل مقابل دو دایره  -35

1 (30    2 (45  

3 (36    4 (/22 5  
  : است با  ي محاط در آن برابر است، شعاع دایره R  رو شعاع ربع دایره در شکل روبه   -36

1 (( )R2 1    2 (( )R2 1  

3 (( )R2 2    4 (( )R2 1
2  

  : برابر است با  Âي باشد، زاویه DCي  برابر قاعده ADو ساق  ABي  برابر قاعده BDالساقینی اگر قطر  در ذوزنقه متساوي  -37

1 (36  2 (54  3 (60  4 (72  

Âي ظلی  ي زاویه اگر اندازه  -38  40 ي کمان  باشد، اندازهBC  برابر است با :  

1 (80    2 (50  

3 (100    4 (90  

ABC )Aي  الزاویه در مثلث قائم  -39  cosحاصل عبارت) 2 C
sin B
1 2

  : برابر است با  2

1 (cosC  2 (cotC  3 (sinC  4 (tanC  
  توان یافت که از هر سه خط مزبور به یک فاصله باشند؟  حه میچند نقطه در این صف. سه خط دو به دو متقاطع مفروضند  -40

1 (1   2 (2   3 (3     4 (4  
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  » »   11در هندسه در هندسه   ي استدلالي استدلالهاها  پاسخ تستپاسخ تست« « 
  

1 -  »4«   
   Ô1  مکمل زاویه AODˆ  زاویه  :  روش اول

   Ô1  مکمل زاویه Ĉ  زاویه:  OHCHدر چهارضلعی
ˆ ˆC AOD   

ˆاز طرفی زوایاي  ˆC Dهر دو محاطی و  و

   .هستند ABمقابل به کمان 
ˆ ˆ ˆC D ADO ˆˆ ˆD AOD ADOˆ ˆC AOD
   


  

  : روش دوم 
ˆB̂ O

ˆ ˆA O
ˆ ˆO O

 
 


1 2
1 1
1 2

90
90   

 CD CDˆ ˆ ˆ ˆˆA B A A A     1 1 2 1 22   و2

ˆ ˆA A
AH AH AOH ADH
ˆ ˆH H

 
     

  

1 2

1 2 90
   

ˆ ˆAOD ADO  

   :، لذا کنیم مثلث را متساوي الاضلاع فرض می :روش تستی 
ˆAOD  60 ها عبارتند از گزینه و :   

1 (ˆCAD  30  ) محاطی مقابل به کمانDC  60  (  

2(ˆOBC  30  )60ي  نصف زاویه (  

4 (ˆADO  60  ) محاطی مقابل به کمانAB 120 (  

3 (ˆOAC  30  )60ي  نصف زاویه (  

2 -  »3«   
خط به یک  از دو سر پاره ي هر نقطه روي عمود منصف دانیم فاصله می

   :اند لذا  فاصله
MD MC x
MA MB y
BC AD

 
 


  

ˆ ˆBMC AMD       

3 -  »1«   
امتداد قطر  ،با رسم شکل:  روش اول

ED  از رأسC گذرد مورد سؤال  می
   :است لذا  DHي  اندازه

. است 30ي  مقابل به زاویه hضلع ،DHCي در مثلث قائم الزاویه

DCh   :  پس نصف وتر است  2  

DC CO DO   : محاسبهDC  

CO

DO

  


  

3 4 2 32
1 4 22

  

DC CO DO ( )      2 3 2 2 3 1  

h DC ( )     1 1 2 3 1 3 12 2  

OBC  : روش دوم  OBD BCDS S S    

BCD( ) S     21 3 14 2 22 4 2  

BCDS h BC h h         1 12 3 2 4 22 2  

h  3 1  

4 -  »3«   

3ارتفاع در مثلث متساوي الاضلاع، چون 
2  

  : زیرا . ضلع است 

DHsin DH BD sin BDBD      360 60 2
   

DH   32 32  

aDH h
AD DP

   

 

3 2 3 32 2
2

  

   ABCارتفاع مثلث :  

  نصف قطر مربع :  





  )زض ز(






  عکس لولا
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AH AD DH    2 3  

BC AH 1
ABCSقاعده  ارتفاع  2  1

2  

ABCS ( )      1 2 2 3 2 32  

5 -  »2«   

AB AC B C     180 80 502
   

M AM CM   روي عمودمنصفAC   
ˆMAB   80 50 30  

N AN BN   روي عمودمنصفAB   
ˆ ˆˆNAB B NAC      50 80 50 30  

ˆMAN ( )    80 30 30 20  

6 -  »3«   

ˆ  : روش اصلی  ˆˆABC :A B C


   

( ) (    58 180 2 180 )  2 180  

        2 2 238 119  
? ? ( )           180 180 180 119 61  

Bبا فرض  :روش تستی   Cو 62  60 
Nو محاسبه زوایاي  Mداریم و:   

  

z ( )     180 60 59 180 119 61  

7 -  »2«   
(a ) (a ) a   2 2 24   ي فیثاغورث رابطه:  2

a 2 a a   28 16 a a   24 4  

a a (a ) (a )       2 4 12 16 20 0  

, ,8 6 اضلاع مثلث :  10 a aa
    
6 62    غ ق ق

   1 6 8 S)ضرب اضلاع زاویه قائمه( 242  1
  مساحت:  2

  

8 -  »3«   
ارتفاع وقتی روي محیط مثلث است که مثلث  3قی تلا  نقطه
A   : الزاویه باشد یعنی قائم B C   2 90 90   

Aبنابراین  B    وقتی نقطه. غیرممکن استخواهد بود که این  90
ه است ي مثلث حاد زاویه 3مثلث است که  ارتفاع داخل 3تلاقی 

Aه و حاد Cیعنی B C 2 ه است اما وقتینیز حاد C ه حاد
A گاه باشد آن B  طور  حال چهمنفرجه خواهد بودA B 2 

لذا در حالت . غیرممکن استتواند حاده باشد، پس این حالت نیز  می
C A B    . هاي خارج مثلث باشد ، نقطه تلاقی ارتفاع 2

9 -  »2«   
محاطی است زیرا  BMHN چهارضلعی

 B̂ي ي قائمه دارد پس زاویه دو زاویه
   .استNHMمکمل 

ˆ ˆNHM B    180 180 60 120  
ˆ ˆCHA NHM  120  

10 -  »4«   
Â C (A B)
B̂
     

60 180 90
30



  

  مثلثABC قائم الزاویه است   

ADبا فرض :ل اح a  داریم:   

BD AD a   مثلثABD متساوي الساقین است  
CD CD asin CDAD a    130 2 2

  

AD AD a a
BC CD DB a a a

    
 

2
3 3

2 2
  

11 -  »1«   
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆN x A M x A A x A      1 2 1 2 72و   و

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆN M x x A x A x        1 2
72

180 180


 
  

ˆ ˆx x   2 108 54   
  
  


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12 -  »3«   

ˆABH B 1 60 الزاویه قائم  

AH AB sin AB    360 2
  

AH   34 2 32  

13 -  »1«   
ˆ ˆB B    1 140 90 180 50   

  
ˆO B O   1 1 190 40   

A O A     1 2 1180 125 55 90   

Ô 2 35  
ˆ ˆˆ ˆx O O x       1 2 180 40 35 180  

x̂ 105  

14 -  »2«   
ي وارد بر یک ضلع نصف آن ضلع است، پس  چون میانه : روش اول
   . الزاویه است مثلث قائم

  

  :  لذااند  الساقین متساوي MACو MABهاي مثلث :روش دوم 

ˆ ˆˆA B C ( )         180 180    

( )   2 180  

Â     90 90   
 مثلث ABC در رأس A ئمه استقا .  

15 -  »2«   
ˆx x x x x      2 3 7 180 2 180 15  

Ĉ
B̂
Â


 



30
45
105

  

ˆ ˆ ˆADB ADC BDC ( )    105 45180 2  

( ) ( )    105 30 30 45180 1802 2  

/ /   105 112 5 142 5 75  

16 -  »2«   
  ضلعی  ي ضلع شش با توجه به اندازه

  : داریم  AMBدر مثلث

MB AB sin

AM AB sin / /

    

      

130 4 22
360 4 2 3 2 1 7 3 42



 
  

5/و شعاع Mپس اگر به مرکز 2 2 اي رسم کنیم فقط  دایره
   .شود قطع می BCو AB دو ضلع

17 -  »4«   

 yx y x
    
 

2 18080 2 180
  

(x y)     2 2 360  

( )         2 360 80 280 140     

M M M        180 140 180 40   

18 -  »2«   
   .الساقین است متساوي AEBمثلث

B ( ) B      2 1
1 180 150 15 120 15 1052

     

19 -  »3«   
Mچون AMBدر مثلث  90  ،B  60    لذا :A 1 30   

  :  یعنی . شود و بدین ترتیب تمامی زوایاي دیگر مشخص می
ˆ ˆA A
ˆ ˆB B
ˆ ˆC C

 
 
 

1 2
1 2
1 2

30 10
50 10
50 30

  

ˆ (A C ) ( )AHC
ˆ (B C ) ( )BHC

      
   

2 1
2 2

180 180 10 50 120 6
180 180 10 30 140 7   

20 -  »1«   
B C A (B C)        40 180 180 40 140  

 B
C

  
  
2 180
2 180  

(B C)


       2 2 360 360 40 320  
   160  







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           180 160 180 20  

:    چون  160     بنابراینˆFDE  20 وˆBAC 140   

     : لذا   
ˆBAC
ˆFED

 140 720  

B̂ˆبا فرض  :راه حل سه سوت  C  20 گاه  آن :Â 140  




CDE

BDF

 



180 20 802
80




  

 


BACEDF ( )
FDE

       140180 80 80 20 720  

21 -  »3«   
ABMبا فرض    و متساوي الساقین

 و از تساوي دو ABMبودن مثلث 
   : داریم DAB و AMCمثلث

ˆ ˆ ˆD̂ C A C ( )      1 1 180 90 612
  

        90 61 29 582 2
  

22 -  »2«   
  : زیرا . الزاویه است قائم  Bاین مثلث در رأس 

BC AB AC ( )    2 2 2 2 2 212 2 4   
BM: یعنی . پس میانه وارد بر وتر نصف وتر است  2  .  

  . نصف وتر است ABضمناً 

ˆ: پس  ˆA C 60 30 ذا ، ل و :  

ABABD : cosA AD AD  1
3 2
2  

ADAD BM   

4 3
2 4 3 2 33

3 2 33
2

  

23 -  »3«   
a   7 5 7   طبق نامساوي مثلث:  5

aa a     82 12 8 12  
   5 7 8   حداقل محیط  20

aمحیط  b cm m m    )3)محیط
  از طرفی :  4

a b cm m m     3 20 204  

a  : یعنی در این بازه است،  3فقط گزینه  b cm m m  19   

  لیيهای تکم تست
24 -  »3«  

، تا ههاي سه ضلع رابه هم وصل کرد کافیست وسط
  حال اگر از این رئوس  .حاصل شود MNFمثلث 

  .ع خطوطی رسم کنیم،مثلث موردنظرحاصل خواهد شدبه موازات اضلا
25 -  »4«  

ˆ  :  اولروش  ˆC B  25 65  

| B C |     40  

  . الزاویه میانه وارد بر وتر نصف وتر است در مثلث قائم: روش دوم 

AM:  پس  MC    لذا :ˆ ˆMAC C  25   

   .است Cي  متمم زاویه HACˆي  دانیم زاویه یچنین م هم
ˆ ˆ ˆC HAC HAC   90 65   

ˆ ˆ ˆMAH HAC MAC    40  
26 -  »3«   

B̂ˆ  :  اولروش  C  15 75  
| B C | | |    75 15 32 2 0  

  :  میانه وارد بر وتر نصف وتر است :روش دوم 

  
ˆ ˆAM MB MAB B   15   

Aي نیمساز زاویهضمناً   90 کند را نصف می: ˆIAB  90 452
  

ˆ ˆ ˆIAM IAB MAB      045 15 30  
27 -  »2«    

  اي که یک زاویه نصف الزاویه در مثلث قائم
 60و 30زاویه دیگر باشد داراي زوایاي

   : لذا. خواهد بود


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AH /sin ACAC AC    1 1 53 320   

ACsin BCBC BC   3 36 2 320  

28 -  »3«    
دانیم مجموع فواصل هر نقطه واقع بر  می

از دو ساق برابر ارتفاع وارد بر  BCقاعده 
    :یعنی . ساق است

ME MF BH
BHsinA BH AB sin cAB

 

      36 20  

b c BH b  3
2  

29 -  »2«   

ME MF BH

BH AB sin c

 

    13 20   

c bBH  2 2  

30 -  »1«  
   :باشد، لذا  دانیم مجموع فواصل از سه ضلع برابر ارتفاع می می

ah a   2 24 3 33 32 4
ــوان     ت

a 2 4 3
3  

aS    
2 3 4 3 3 14 3   حال : 4

31 -  »1«  

باشد، ارتفاع وارد بر  15قائم الزاویه اگر یک زاویه  دانیم در مثلث می
  . وتر ربع وتر است

a

a

ah
a a

h a


  



1 18 1 12 181 2 4
4

  

a a   2 144 12  
32 -  »1«  
  . دانیم در مثلث قائم الزاویه مرکز دایره محیطی وسط وتر است می

BC     2 2 24 2 16 4 20  
BC  2 2 50  

BCAM   2 5 52 2  

33 - »2«   

AH AB sin  60  

AC    38 4 3 72  

 7و شعاع  Aاز ارتفاع بزرگتر است پس اگر به مرکز ACچون
کند لذا دو مثلث  نقطه قطع می را در دو BHاي بزنیم، ضلع   دایره

   .خواهیم داشت
34 -   »3«  

  : ، یعنی چون رابطه فیثاغورث برقرار است 2 2 251 45 24  
الزاویه بوده بنابراین شعاع دایره محیطی نصف وتر آن  لذا مثلث قائم

R   : یعنی. خواهد بود / 51 25 52  

35 -  »1«  
   TTخطی موازي Oاز نقطه

  کنیم،  رسم می
    :داریم  OOHدر مثلث 

OH R RsinO
OO R R R

      
2 2 1

3 4 2  

ˆ ˆO A O    3 30 0   
36 -  »2«  

O H x OO x    2  
OM OO O M    

R x x x( )    2 2 1  

Rx R( )   
 

2 1 2 1
2 1 2 1

  

37 -  »4«   

BD AB D A
DC AD BC D B

  

   
1

2 2
  

D B AB B  2 1 1 2 2  





  مقابل
  وتر

x




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AA D B A A      1 1 18 1820   حال:  0

A A   5 18 722 0   

38 - »3«  
ˆ ˆxAB BAC  4 50 0   

BC 100  
  

39 -  »2  «  

cos C cos C cos C
sin B sinBcosB cosCsinC
 

2 21 2 2
2 2

  

cosC cotCsinC   

  

Cچون دو زاویه  :  توضیح مرحله  Bمتمم یکدیگرند، پس  و:   

sin B cosC
cosB sinC




  

40 -  »4  «  
ي محاطی خارجی و  سازند و سه مرکز دایره سه خط یک مثلث می

پس . اند ي محاطی داخلی از هر سه ضلع به یک فاصله یک مرکز دایره
  . اند چهار نقطه از هر سه خط به یک فاصله

  
  
  

  


