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 كتابچه نمونه سوالات چيست:

 دارد براي اولين بار در ايران توانسته است كتابچه نمونه سوالات تمام دروس پيام نور افتخارسايت ما 

حتي الامكان با  كه هر يك حاوي تمامي آزمون هاي برگزار شده پيام نور (تمامي نيمسالهاي موجود

 ) را در يك فايل به نام كتابچه جمع آوري كند و هر ترم نيز آن را آپديت نمايد.جواب

 مراحل ساخت يك كتابچه نمونه سوال
 (براي آشنايي با زحمت بسيار زياد توليد آن در هر ترم) :

 چسباندن نيمسالهاي – پيدا كردن يك درس در نيمسالهاي مختلف و چسباندن به كتابچه همان درس – چسباندن سوال و جواب – سرچ بر اساس كد درس –دسته بندي فايلها 

  وارد كردن اطلاعات تك تك نيمسالها در سايت - آپلود كتابچه و خيلي موارد ديگر..–مختلف يك درس به يكديگر 

   با توجه به تغييرات كدهاي درسي دانشگاه استثنائات زيادي در ساخت كتابچه بوجود مي آيد كه كار ساخت كتابچه را بسيار پيچيده مي كند .همچنين
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Bا Nnazaninا لا ا ش ا ن ا ل ق ش ا خ اش مي باشد خواهشمنديم قبل از نمايش اسلايـــدها B Nnazaninها

كFontن اCDذك ن ا اق اش .موجود مي باشد اقدام نماييدCDمذكور كه در Fontبه نصب

www*pnueb*com



)                2(رياضي عمومي    :نــام درس  

واحد4    :تعداد واحد
)2(كتاب رياضي عمومي   :منبع درس

  دكتر محمد مهدي ابراهيمي:          مؤلـف
رس يبع و ي ري )(ب

مهدي صحت خواه    :تهيه كننده
ا

نو:ناش ام پ دانشگاه
پــــــــايه    :نوع درس

دانشگاه پيـــــام نور     :ناشــــر
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.شامل دو قسمت مي باشدكتاب حاضر

:استفصل با عناوين زير 5قسمت اول داراي 

اول ،:فصل مبهم هاي لورصورت تي وفرمول ناسره هاي انتگرال انتگرال هاي ناسره وفرمول تيـلورصورت هاي مبهم ،:فصل اول
.اسلايد مي باشد35كه شامل 

دنباله ها وســــــري هاي نامتنــــاهي:فصل دوم

.اسلايد مي باشد 65كه شامل 
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ل سري هاي تواني:فصل سومف

ل شا اشد34كه د لا ا

چهارم ل:فصل تحل ه هندس و دا ب

.اسلايد مي باشد34كه شامل

بــــردار و هندســـه تحليلي:فصل چهارم

.اسلايد مي باشد47كه شامل بل ي ي

آشَنـــايي با جبـــــر خطي:فصل پنجم

.اسلايد مي باشد   71كه شامل     
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.فصل با عناوين زير است 4قسمت دوم شامل 

توابع برداري :فصل ششم
.اسلايد مي باشد38كه شامل

توابع چند متغيره:فصل هفتم

هشتم گانه:فصل چند الهاي انتگ

.اسلايد مي باشد81كه شامل

انتگرالهاي چند گانه:فصل هشتم

.اسلايد مي باشد79كه شامل بل ي لاي

مباحثي در آناليز برداري: فصل نهم 

.اسلايد مي باشد 28كه شامل 
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صورت هاي مبهـم ، انتگرال هاي نا سـره وفرمول تيلور

اين فصل ابتدا دستور هوپيتـــــا ل را براي محاسبـــه حد توابع و سپس در

در پايا ن فرمول تيلور را براي .انتــــگرال هاي ناسره را ياد آوري مي كنيــم

، با استفاده ...محاسبه مقادير تقريبي توابعي ماننـد توابع لگاريتمي، مثلثاتي و

از توابع چند جمله اي ها معـــرفي مي كنيم، و مقـدار تقـــــريبي اعـدادي 

.ماننـــد                            را با دقت  مورد نظر محاسبه مي كنيــــم e,,61sin 
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:از خواننده انتظار مي رود پس از مطالعه و يادگيري مطالب اين فصل بتواند
00 .صورتهاي مبهم                                                   را تشخيص دهد)1

ك)2 ا ا ا ا
0
0,


,.0 ,,0,1 ,00

.حد عبارت هاي به صورت هاي مبهم را تعيين كند)2

ناسره)3 انتگرالهاي واگرايي يا و همگرايي و دهد تشخيص را ناسره انتگرالهاي انتگرالهاي ناسره را تشخيص دهد و همگرايي و يا واگرايي انتگرالهاي ناسره)3

.در حد مثالها و تمرين هاي اين فصل را تعيين كند

.چند جمله اي هاي تيلور و مك لورن توابع را بنويسد) 4

با استفاده از چند جمله اي هاي تيلور و مك لورن مقادير تقـــريبي توابع ) 5

.لگاريتمي ، نمايي ، مثلثاتي و از اين قبيل را محاسبه كند
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ه11 هاي ت ص 0  صورت هاي مبهــم       و1.1 0

ك ل ف تا گا x(flifg(ا
  

در محاسبه                  هرگاه ، هر دو تابع     و         به صفر ميل كنند
 

است يا مبهم صورت به گوئيم مي .آنگاه

)x(glim
ax

)(
)x(flim0

fg

.آنگاه  مي گوئيم                   به صورت مبهم        يا        است

در اين بخش دستور هوپــيتال را براي محـــــاسبه حدود اين نوع توابـــع 

)x(glim
ax0

 قاعــده كشــــــياز يادآوري نمــــوده و براي اثبات درستــي اين دستور، 

.به صورت زير استفاده مي كنيم
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)تعميم قضيه مقدارميانگين(قضيه كشي1.1.1 ي ين(ي ي ر ي )يم

                 اگر توابع       و       درفاصله بسته            ، پيوسته و درفا صله با زfg ba , ba,

، د ر           ،                x، مشتق پذ ير با شند و به ازاي جميع مقا د ير ba,0)x(g 

:وجود دارد به طوري كهa,b)( ، درc،آنگاه حدا قل يك عد د ما نند

)c(f)a(f)b(f 

=g(x)هرگاه:تـــذكر xصورت به كش فرمول آنگاه ،
)c(g
)c(f

)a(g)b(g
)a(f)b(f






g(x)هرگاه:تـــذكر  xآنگاه فرمول كشي به صورت ،

 ab)c(f)a(f)b(f 

.تبديل مي شود كه همان قضيه مقدارميانگين است
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پيتال١١۵ ھ ت :د :دستور ھوپيتال۵.١.١

a<x<bبه ازاي هرgوfباشد وتوابع  (a,b)عددي درفاصلهcفرض كنيد

همچنين فرض كنيد كه در. مشتق پذير باشد   x = cبه جز احتمالا در

،             به صورت        يا      باشــد و x=c،               و در          0)x(g )x(g
)x(f




0
0  b,a

                                   
.در اين صورت             يا                                                              )(l

)x(g
)x(flim

cx






l

)x(g
)x(flim

cx


   )x(g)x(g  www*pnueb*com



  گاهي اوقا ت لازم است كه د ستور هوپيتـــا ل را بيش از يك مرتبه به كا ر
.ببريم

2xx:مثال1.1.10  ل
?

x2cos1
2eelim

xx

0x







ل:حل
:اين عبارت به صورت       در مي آيد و بنا به دستور هوپيتال ، داريم

ee2ee xxxx 

0
0

x2sin2
eelim

x2cos1
2eelim

0x0x 







چون طرف راست به صورت      در مي آيد  مجددا دستور هوپيتال را بكار 0

ه نت
0
0

:درنتيجه.مي بريم
1eelimeelim2eelim

xxxxxx








 

2x2cos4x2sin2x2cos1 0x0x0x  
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دستور هوپيتال براي حدود در بي نهايت نيز صادق است.

:مساله نمونه اي1.1.14

?
x
elim 2

x

x


 xx:حل  :حل
.حد فوق به صورت       در مي آيد




x2
elim

x
elim

e

x2

x

x 
 :در نتيجه

x2x

:با استفاده مجدد ازدستور هوپيتال


 2

elim
x2

elim
x
elim

x

x

e

x2

x

x  2x2x xxx
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همصورت هاي ديگرمبـــهم2.1 ب ر ي ي ور

:علاوه بر حالت ها ي       و      صورت هاي ديگر مبهم عبارتند از



0
0

0

براي حالت           سعي مي كنيم به حالت     يا        . ،         و                 
، قضيه از يا لگاريتم از ها حالت ساير براي و كنيم تبديل

01 0000
0

تبديل كنيم و براي ساير حالت ها از لگاريتم يا از قضيه ،    



.استفاده مي كنيم
e

x

x

x







 



11lim
م www*pnueb*comي



lli?:مثال111 3 :مثال1.1.1

:حل
?lnlim 3

0



xx

x

  :حل
، در مي آيد كه ابتدا آن را به صورت      تبديل              اين عبارت به صورت  0




.  مي كنيم و از قاعـده هوپيتال استفاده مي كنيم  





 

3
0x

3

0x
x

1
xlnlimxlnxlim

x

:بنا به قاعده هوپيتال

0
3

xlim
x

3
x

1
limxlnxlim

3

0x
4

0x

3

0x








 

x
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انتگرال نا ســـــره1.3

،انتگرال معين                 ، را تعريف كرديم  )1(در درس رياضي عمومي   
b

dx)x(f

درفاصله بسته            پيوسته باشد ، آنگاه انتــگرالfو ديديم كه اگر تابع  

a

 b,a

.يعنــي مقداري متنـــاهي براي                    ، وجـــود دارد. پذير است     
b

a
dx)x(f

در اين قسمت انتگرال هايي را بررسي مي كنيـــــم كه درآنها يا حـــد و    

، د رفاصله )تابع زيرعلامت انتگرال( تابع انتگرالانتگرال نامتنـاهي است يا     

. بسته          داراي يك يا چند نقطه ناپيوستـــگي نامتناهي است       b,a

.مــي ناميم  انتـــگرال هاي ناســـــره اين نوع انتـــــگرال ها را   
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: تعريف1.3.4 ري

كنيم انتگرالfتابعفرض صورت اين در باشد پيوسته فاصله در ,a در فاصله             پيوسته باشد در اين صورت انتگرال fتابعفرض كنيم

:ناسره                       به صورت زير تعريف مي شود 


a
dx)x(f

 





t

dx)x(flimdx)x(f  


aa t
dx)x(flimdx)x(f

   ودر  همگــــرااگر حـــد فوق وجود داشــــته باشد انتگرال ناسره را

.مي ناميم واگراغــير اين صورت آن را 
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:مثال1.3.8

.را تعيين كنيد              همگرايي يا واگرايي dxe
1 x

:حل
 

ل
:بنا به تعريف ، مي نويسيم

dxelimdxe
1 x1 x   dxelimdxe
tt  

 1   e0eeelimelim t

t

1

t

x

t




.استهمگـــــراeبنابراين                 به عد د1 dxe
1 x 
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اگر فاصله انتگرالگيري              باشد،  انتگرال ناسرهf  روي اين

ك ف ت ز ت ه ا آ ا ش ا ن ا ا له فا


dx)x(f

 ,

:فاصله را با                          نمايش داده وآن را به صورت زير تعريف مي كنيم  
)(

:تعريف1.3.10
در فاصله              پيوسته بوده  و   عددي دلخواه fفرض كنيم تابع  ,a بع يم واهرض ي د و ه بو پيو ر

صورت به را ناسره انتگرال آنگاه باشد،



dx)x(fباشد، آنگاه انتگرال ناسره                   را به صورت 

 



a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
.تعريف مي كنيم

  


a
dx)x(fdx)x(fdx)x(f www*pnueb*com



 انتگرال                   را همگرا مي گوئيم اگر هر دو انتگرال ناســــره

اش ا گ ا ت ا ف اقلط اگ ا غ




dx)x(f

درغيـر اين صورت، يعني اگر حداقل.طرف راست تســــاوي همگرا باشد

ناميم مي واگــرا را باشد، واگرا انتـــگرال دو اين از .يكي 



dx)x(fيكي از اين دو انتـــگرال واگرا باشد،                    را واگــرا مي ناميم.

 
 

:ثابت مي شود كه

ا)1 ن گ خا ان ف aت .تعريف به انتخا ب       بستگي ندارد)1

ت)2 ن ا ا لز

a




dx)x(f
t

dx)x(flim .لزوما برابر                        نيست                      )2  
dx)x(f tt

dx)x(flimwww*pnueb*com



:مثال 11. 3. 1

آيا انتگرال ناسره                      همگرا است يا واگرا؟


  2x1
dx

:حل
:بنا به تعريف داريم 




0 dxdxdx ريم ري ب ب

:انتگرال هاي ناسره طرف راست را محاسبه مي كنيم

   


 0 222 x1x1x1

يم ي ب ر ر ر ر ي ل ر

  00tgttglimxtglimdx 11t1 



 

  
2

0
2

0tgttglimxtglim
x1 t0t0 2 

 

نت ت dx0ت 
به همين ترتيب                             در نتيجه:

2x1 2  








 dx


  22x1 2
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2انتگرال نا سره نوع4. 1 وع ر ل ر

b  در اين بخش حالتـي از انتگرال هاي معيــن                      را بررسي
b

a
dx)x(f

در فاصـــله بسته         cبه ازاي عددي مانند fمي كنيم ، كه درآن تابـــع

        اين نوع انتـــگرال را نيز .داراي ناپيوسـتگي نامتناهي باشـــــد  b,a

.انتگرال ناسره مي ناميم

،           يا              ، سـه حالـت رخ  c=bدراين جا برحسب اينكه 
:مي د هد

ac bca www*pnueb*com



b=cbc b ca a a

)ب( )پ()الف(

.در هر يك از حالت هاي فوق انتگرال هاي ناسره را تعريف مي كنيم
www*pnueb*com



:تعريف1.1.4 ري

تابع كنيم وfفرض باشد، پيوسته فاصله در b,a)x(flim در فاصله            پيوسته باشد، و                       fفرض كنيم تابع

:دراين صورت تعريف مي كنيم

 b,a


)(
x

 


t

abt

b

a
dx)x(flimdx)x(f

ا ل ا گ ا ش ا ش ا ف اگ
b

d)(f

  abta

                        اگر حد فوق وجود دا شته  با شد ، انتگرا ل نا ســره

آ

a dx)x(f

www*pnueb*com.مي گوئيــمواگرا، و درغــيراين صورت ،آن راهمــــگرارا



ل:مثال1.4.2

كنيد تعيين را واگراي يا همگراي
0 dxهمگرايي يا واگرايي                  را تعيين كنيد.

ل

 1 2x

:حل
تابع                  د ر           پيوسته ا ست ، و                       بنا به 

 20x x
1lim 2x

1y  0,1

:تعريف داريم  


t

1 20t

0

1 2 x
dxlim

x
dx

  10t1 xx









 11lim1lim

t














 



1

t
lim

x
lim

0t
1

0t

ش ا ال گ ان ان ااگ .استواگــــرادر نتيجه انتگرال داده شده
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:تعريف1.4.7

در فاصـــله باز            cبه ازاي عـــــددي مانندfفرض كنيـــد تابــــع  b,a

.داراي ناپيوستــگي نامتناهي بوده ولي در بقيه نقاط            پيوسته باشد   b,a

:آنگاه تعريف مي كنيم

  
b

c

b

a

c

a
dx)x(fdx)x(fdx)x(f

اين انتگرال ناسره تنها وقتي همگرا است كه هر دو انتگرال طرف راست

.همگرا باشند 
www*pnueb*com



:ثال149 :مثال1.4.9
.مقدار انتگرال ناسره                  را درصورت وجود پيدا كنيد 

1

1 2x
dx

:حل
0

داراي ناپيوستگي نامتناهي است ، و در بقيه   x=0تابع              در1

ط فا]11[قا ا

2x
y 

:پس بنا به تعريف مي نويسيم.پيوسته است]-1و1[نقا ط

1 0 1 dxdxdx
   


1

1

0

1

1

0 222 x
dx

x
dx

x
dx

.واگراست در نتيجه                نيز  واگرا  است          
1

1 2x
dx


0

1 2x
dxwww*pnueb*com



 از قضـــيه زير درتعيين همگــرايي يا واگرايي انتگرال هاي ناســره

.استفاده مي كنيم

:آزمون مقايسه 10. 4. 1
، دو تابع پيوسته در            باشند و به ازاي هر   gو  fفرض كنيم 

)()(f0

ax   ,a

                      

ت)الف ا ا گ ن آنگا اش ا گ گ ا


d)(g

)x(g)x(f0 




d)(f .ا گر                   همگـرا باشد آنگاه                   نيز همگرا است)الف a dx)x(ga dx)x(f

.ا گر                        واگرا باشد آنگاه                   نيز واگرا است )ب 


a
dx)x(g



a
dx)x(f

www*pnueb*com



:مثال1.4.11

.همگرايي يا واگرايي انتگرال                  رابررسي كنيد 


1 8

2

1x
dxx

:حل

1x

:حل
:چون 

2

22 1xx0 

قا آ ا اا گ 
 dx

288 xx1x
0 




وچون                  همگرااست پس بنا به آزمون مقايسه


 2dxx

1 2x

.نيز همگرااست


1 8 1x
dxxwww*pnueb*com



فرمول تيلور 1.5

توابع چنـــد جمله اي ساده ترين تـوابع از نظر انجا م محاسبات مي باشند 

زيرا مقادير آنها را تنها با انجام اعمال جمع و ضــرب اعداد حقيقي مي توان آ

ا غ ا قا اك ك ال تعيين كرد درحــــالي كه پيداكردن مقادير توابـــع غير جـــبري يا جبري ك

ت ا شكلت ه غ ا ده xexlnxچ xsin .پيچيـــده ، ما                                                و غيره ، مشكلتر استووو

لور تي بروك ، انگليس رياضيدان به منسوب مهم ول فرم بخش اين در

exlnx xsin ووو

در اين بخش فرمـــول مهمي منسوب به رياضيدان انگليسي ، بروك تيــلور  

م.را براي محـــاسبه مقادير تـــوابع معمـــولي بيان مي كنيــــم ي ي ن بي ي و م وابع ير ب براي را
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:مثال1. 5. 1

، يك مقدار x=0در  f(x) = sinxبا استفاده از معادله خط مماس بر نمودار 

.تقريبي براي              پيدا كنيد
36
7sin 

:حل
:را در نظر مي گيريم)0و0(، وخط مماس درf(x) = sinxقسمتي از نمودار

y=x
مسي ي

y=sinx
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ينضريب  زاويه اين خط                       وي ز ريب

1xcos)x(f
0x0x




.مـــي باشد y=xس و معـــادله خط ممــــا

، در نقطه fاز بحث مشتق مي دانيم كه خط مماس بر نمودار يك تابع مانند 

.مقدار تابــــع را به ازاي مقـــادير نزديك به     تقريب  مــي كند                af,aa

:                 ، داريم0نزديك به  xبنابراين به ازاي مقادير

xxsin 
:در نتيجه

6109/077sin 





xxsin

6109/0
3636

sin 
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:مثال1.5.2

.يك مقدار تقريبي براي            پيدا كنيد پ01/4 ي بر بي ر ر

:حل
f)4(24:تابع               را در نظر مي گيريم داريم  x)x(f 

:رسم كرده ايم)4و2(نمودار تابع و خط مماس بر آن را در نقطه

(4,2) y=1/4 x+1(4,2)

xy 
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نقطه ا خط له ا)24(ا ت ت ا :عبا رتست از) 4و2(معادله خط مما س در نقطه

1x1y 

تقـريب مي كند ، يعني به ازاي x=4چون خط مماس مقدار تابع را در

1x
4

y 

كxقا 41x1xن  :،                   پس 4نزديك بهxمقادير 1x
4

x 

  0025/2101/4
4
101/4 
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:تعريف1.5.4 :تعريف1.5.4

م كن ض تاfف اول هاي مشتق كه ي طو به ، باشد تابع دnيك آن ام ام آن درnيك تابع باشد ، به طوري كه مشتق هاي اول تاfفرض كنيم

چند جمله اي .موجود باشند       ax

     n
)n(

2
n ax

!n
)a(f...ax

!2
)a(fax

!1
)a(f)a(f)x(P 







.حول      مي ناميم fام تيلور nرا چند جمله اي 
!n!2!1

a

هرگاه            د راين صورت: 0a 

     n
)n(

2 )0(f)0(f)0(f 

ا ل لا اك اfا

     n2
n x

!n
)0(f...x

!2
)0(fx

!1
)0(f)0(f)x(P 

.مى نامندfام  تابع n مك لورنراچند جمله اي
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:مثال1.5.5
.ام مك لورن تابع                ، و فرمولي براي         بيابيدnچند جمله اي xe)x(f )1(Pn

.سپس           را محاسبه كنيد
ل

)1(P5

:حل
،xبه ازاي هر عدد طبيعي 

  
  



 

10f
exf
0n

xn

: بنابراين

    1e0f 0n

)n( )0(f)0(f)0(f  n2
n x

!n
)0(f...x

!2
)0(fx

!1
)0(f)0(f)x(P 

xx n2

!n
x...

!2
xx1 

نتيجه 111:در :در نتيجه
!n

1...
!3

1
!2

111)x(P n 
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ل:حال

!5
1

!4
1

!3
1

!2
111)x(P 5 

!5!4!3!2

71667/2
60

163
120

1
24
1

6
1

2
111 

601202462

x(Pn(، را توسط            تقـريب كنيم ، اندازه نزديكي   f(x)از آنجائيكه مي خواهيم

رقــــم اعشار برابر 5دقتباeمقـدار.تعييــــن مي كنيمf(1)را به         )1(P5

.تقريب كرده ايم002/0با خطايي حدود، راe، لذا مقـــداراست71828/2 www*pnueb*com



لو1510 ت ه قض قضيه تيلور1.5.10

ك ض اfف كك ط اش ط  )x(f 1n
I ، عددي طبيعي باشد به طوري كه             در nيك تابع وfفرض كنيم

ل افا گااIاbاگا آ

)x(fI

آنگاه عددي باشد Iدو عدد متفاوت در bوaاگر .وجود داشته باشدفاصله

b :دارد به طوري كه، وجود bوaبينzمانند

2)b()a(f)b()a(f)(f)b(f
 2 ...)ab(

!2
)a(f)ab(

!1
)a(f)a(f)b(f 

 
1n

)1n(
n

n

)ab(
)!1n(

)z(f)ab(
!n

)a(f 






)!1n(!n 
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گاه تn=0ه و ص به بالا مول ab)(a(f)a(f)b(f(ف  هرگاهn ،  فرمول بالا به صــــورت                                              0

.ميانگيــن اســتتبديـــل مـــي شود كـــه همــان قضيه مقـــدار

)ab)(a(f)a(f)b(f 

ر ن و ي نل

اين مطلــب نشان مــي دهد كه قضيه تيلور تعميمي از قضيـه مقدار ميانگين 

:، در قضيـــه تيـــــلور خواهيــم داشتbبه جاي   xبا قـــــرار دادن . است

2)a(f)a(f 

1n
)1n(

n
)n(

2
n

)a(f)a(f

...)ax(
!2

)a(f)ax(
!1

)a(f)a(f)x(P






1nn )ax(
)!1n(
)a(f)ax(

!n
)a(f 
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و aباقيمانده حول ، است اين فرمول را فرمول تيلور باxوaبين zكه درآ ن ن بوبينر ور ي ول ر ر ول ر ولين يم وب
 

1n
1n

n )ax()z(f)x(r 




.مي ناميم لاگرانژي باقيمانده را صورت
n )(

)!1n(
)(



اگر مقدار           كوچك با شد ، آنگاه مقدارf(x)به ازاي مقادير ،x  نزديك )x(rn

.تقـــريب كردaدرfام تيلورnرا مــي توان توســــط چند جملـــه ايaبه

f)(P)(اكق .است،                     a، نزديـــك بهxيعني وقتـــي )x(P)x(f n

 چون                                   ، خطاي حاصل از تقريب كردنf(x) )x(r)x(P)x(f nn 

.توسط           كمتر از             است )x(rn )x(Pn
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:مثال1513 :مثال1.5.13
.، توسط           را تعيين كنيدeخطاي محاسبه مقدار تقريبي

ل
)1(P5

:حل
)1(71667/2:قبلاديديم كه  Pe

حال

71667/2)1(5  Pe

66 e)z(f 66
n x

!6
ex

!6
)z(f)x(r 

e z

، پس                   از آنجا z >0>1پس                     كه در آن
!6

e)1(rn 3ee0 z 

z

.است006/0كمتر از eپس خطاي محاسبه مقدار
006/0

!6
3

!6
ez



ر ب ي زپس ر
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نامتناهيهايوسري  دنباله ريب ييو

مقدمه و هدف كلي
چند جمله اي هاي تيــلور را براي تخمين مقادير توابع و لذا  5. 1دربخش 

ي و

 
به . ،                  و غيـــــره را به كار برديم e  ،ln2مقادير اعـدادي مانند  

36
7sin 

عنوان مثال از عبارت 
!n

1...
!3

1
!2

111 

، مي توان مقـدارn، استفاده كرديم و ديديم كه با افزايش e براي تخمين عدد

!n!3!2

 
.، را با هر درجه از دقـت مورد نياز محاسبه كردeتقريبي 
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بنابراين به مجموع هاي نامتناهي نياز داريم.
.  در اين بخش مجموع هاي نامتناهي و يا سري ها را مورد مطالعه قرار مي دهيم 

ريم ز ي ي ي وع ج ب ين بر ب

بنابراين . براي مطالعه ســــري هاي نامتـناهي ، به مفهوم دنبــاله احتياج داريم

ابتدا دنبـاله و خواص آن را مورد بحث قرار داده وسپـــــس مفهوم ســــري ها 

.را بيان مي كنيم
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هدف هاي دقيق آموزشي

:از خواننده انتظار مي رود پس از مطالعه و يادگيري مطالب اين فصل بتواند

همگرايي يا واگرايي دنباله ها را تعيين كند )1

.دنباله مجموعه هاي جزئي سريها را بنويسد )2

.آزمونهاي داده شده براي تعيين همگرايي يا واگرايي سريها را به كار ببرد)3

كند)4 ه ا ا ا گ ه ا از خ ع .مجموع برخي از سريهاي همگرا را محاسبه كند)4

.اعداد اعشاري را به صورت كسر متعارفي بنويسد)5 وي) ب ي ر ر ور ب ر ري

.تعيين كند كه يك سري همگراي مطلق ، همگراي مشروط ، يا واگراست)6
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دنباله نامتناهي 1. 2
مانند) از اعداد حقيقي(به طور ساده ، هر فهرست مرتب 

n21 a,...,a,a
,...a,...,a,a,a n321

.مي ناميم)از اعداد حقيقي(را يك دنباله

جملهياعضواkگوئيمام م دنباله اين ، a       جملهياعضوراkاين دنباله مي گوئيمام ،.

.مي ناميمدنباله متناهيدنباله اول را كه داراي تعدادي متناهي عضو است، يك
ka

سه نقطه آخـــر دنباله دوم به اين معني اسـت كه اين دنبــاله داراي بي نهايت  

.مي گوئيم دنباله نامتــــناهيعضـــو است چنين دنبـــاله را يك 

.  در اين متــن اغلب با دنبـــاله هاي نـــامتنــــاهي سرو كار داريم
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:تعريف1. 1. 2
RN:fاز اعداد حقيقي تابعي مانند                  از مجموعه ) نامتناهي(هردنبــــاله  

 راfاعداد متعلق به برد دنبــــاله .اعداد طبيعي به مجموعه اعداد حقيقي است

ا ا ف مي توان به صورت فهـــرست مرتب بي پايانا
),...n(f),...,3(f),2(f),1(f

ولي متداول است كه از نمــــاد انديس دار به جاي نماد تابعي استفاده .نوشت 

شود ، و فهـرست بالا را به صورت

ا
,...f,...,f,f,f n321 يا

دهد م نمايش
,...a,...,a,a,a n321

.نمايش مي دهد
n،)n(ffaكه درآن به ازاي هر عدد طبيعي  nn 
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                                0{گاهي دامنــه متغير يك دنبـــاله را مجموعـهnzn{N0 

ي گ م نظ د mnNn{N{يا يا                                درنظر مي گيريم. }mnNn{N m 

به عنوان مثال دنبـــاله                                    تــــابع111
!n

1...
!3

1
2
11 RN:f 0 

.با تعــــريف                   است !n
1)n(f 

:تذكر 2. 1. 2
.يك دنباله را معمولا وقتي تنها با ذكر چند جمله اول آن نشان مي دهيم

. كه جمله عمومي آن مشخص باشد 
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بهمگرايي دنبا له ها يي ر

بي كران  ،  nبرخي از دنباله هاي          داراي اين خاصيت هستند كه وقتي   na

نــزديك و نزديك تر  ،Lافزايـــش مي يابد ، جمله هاي      به عددي مانند  na

به عبارت ديگر ، تفاضل              به صفر نــــزديك و نزديك تر  .مي شــوند

ن ش

Lan 

.مي شوند
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به عنوان مثال ، دنباله         با                    را درنظر مي گيريم ، ملاحظه  na
n

n 2
12a 







2، افزايـــش مي يابد جمـــــله هاي اين دنباله به عدد  nمي شود كه وقتي 
2

و .است ،  2در اين صورت گوئيم حـــــد اين دنباله برابر .نزديك تر مي شوند 

:  مي نويسيم
2

2
12lim

n

n





















 

:تعريف 4. 1. 2
Lط ا اظ اگ ا ال ا 0 ، راحد دنـــباله       مي ناميم اگر متناظر با هر         ،عـددي طبيعي  Lعدد

آنگاهMمانند اگر كـــه طوري به ، باشد داشتــــه وجود ،

 na0

MnLa ، وجود داشتــــه باشد ، به طوري كـــه اگر           آنگاه                      Mمانند

:در اين صورت مي نويسيم

MnLan

Lalim  Lalim nn 
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اگر چنين عددL ، يعنــــي               وجود داشتـه باشد ، دنباله       را na
nn

alim


.مي گوئيموا گــــراودرغير اين صورت آن راهمـگرا

n 

:تعريف
                         

بسيارشبيـــــه  تعريف                              است كه در                         Lalim nn



L)x(flim

x




از اين رو ، بسيـــاري از قضيه هاي.بررسي كرديم)1(درس رياضــي عمومي

است ادق ص ز ن ها اله دن حد اي ب د ع تواب .حد توابـــع در       براي حد دنباله ها نيز صـادق استحد

و ساير قضيـــه هاي.مثلا ، حد يك دنباله ، در صورت وجود يكتـــــــا است



و و ور رر و

.ديــــگر كه نمونه هايي را بعدا ذكـــر خواهيــــم كرد
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:قضيه2.1.5

تابعي باشد كه به ازاي هر            ،fفرض كنيم            يك دنبا له و)الف  mnnamn  يم
                

ا ا گ گا آ Lalimاگ L)x(flim

  mnn

)(f  اگر                    آنگاه         همگرا است، و                
                     

Lalim nn



L)x(flim

x


 na)n(f  na

اگر                         آنگاه         واگرااست و                         بنابراين


)x(flim
x

 nn
alim  na

آ

)x(flim)n(flim
xn 



:          آنگاه. پيوسته است،Lتابعي باشــد كه د رgاگر                       و)ب

)L(g)a(glim 

Lalim nn




)L(g)a(glim nn
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:قضيه2.1.6

:اگر        و         دو دنباله باشند ، و                  و                    آنگاه  na nbMblim nn



Lalim nn




   MLbalim nnn


 ١(

  LMbalim nnn



٢(

M
L

b
alim

n

n

n













٣(

.،             nبه شرط آنكه             و به ازاي هر 



0M 0bn 
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:قضيه 7. 1. 2

:يعني،                          آنگاه           ،nاگر به ازاي هر)1 can 
  ,...c,...,c,ca n cclim

n




:                             عـددي مثـبت باشد، آنگاه  kعددي حــقيقي و  cاگر ) 2



0
n
clim kn




:ثال218
.راپيدا كنيد

:مثال2.1.8

3n7
n3lim

n 

:حل
3n7n 

: ، تقسيم كرده و قضيه هاي حدي را به كار مي بريمnصورت و مخرج را بر

7
3

3
3lim

37
n3lim 

7
n
373n7 nn
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:مثال2.1.9
و به ازاي . دنباله          واگرا است  r = -1نشان دهيد كه به ازاي              و  1r  nr

:اين دنباله همگرا است و داريم rهمه مقادير ديگر 
1 1r 

:حل




 0

1
rlim n

n 1r
1r


ل
:فرض مي كنيم                داريم.نخست مقادير         را در نظر مي گيريم  0r xr)x(f 


:بنابراين







 1

0
rlim n 1r

1r0




زاي ا به rلذا است1< همگرا ازاي به و واگرا ،.


 1r 

 nr1r0  .، واگرا و به ازاي                  همگرا استr 1لذا         به ا زاي  1r0 
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:، را درنظر مي گيريمr <0حال يريمل ي ر ر ر

، آنگاه         برابر دنباله               كه به صورتr=-1اگر nr  n1,...1,1,1,1,1  ورر ر ر

.مي باشد ، كه داراي حد نيست پس دنباله          واگرا است

 r

 nr

 

ر و ب پس ي ي ر ب ي

اگر          آنگاه                  و

 

1r nn rr و ر

0 0r1 









0
rlimrlim n

n

n

n 1r
0r1




.، اين حد وجود ندارد r>-1، و               و به ازاي  -r<1>0در نتيجه به ازاي 

 

0rlim n

n




.مي ناميم،rدنباله هندسي با قدرنسبتدنباله          را يك  nr
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قضيه ساندويچ2.1.17

،nفرض كنيم        ،         ،         سه دنباله باشند به طوريكه به ازاي هر   na nb nc
                           

اگر                             ،                  nnn cba nnnn
climLalim




                                                                                                                  
:آنگاه

Lblim  Lblim nn
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:مثال2.1.19

.                     نشان دهيد كه 0
n
nlnlim

n




:حل
در اين  .با استـفاده از دستور هوپيتال نيز مي توان اين حد را حســـاب كرد

nn

ر ب ر ين ن و ي يز ل وپي ور ز ينب ر

:داريم.جا مي خواهيم از قضيه ساندويچ استفاده كنيم

  n21n2dt
t

1dt
t
1nln

n

1

n

1
 

:بنابراين
n

2
n

n2
n

nln0 
n

:چون              و                   پس بنا به قضيه ساندويچ 00lim
n




0
n

2lim
n


nln 0

n
nlnlim

n
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قضيه2.1.22

.اگر                      ،آنگاه                  0alim n  0alim n  nnر  n 

ثال2123 :مثال2.1.23
  

ك نشا گا  11 1n                  هرگاه                         ، نشان مي دهيم كه.

ل

 
n

1a 1n
n

0alim nn




:حل
ن :چ 01limalim 0alim  .:                    چون                                   پس 0

n
limalim
nnn




0alim nn
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توجه:
همان طور كه متوجه شده ايد تعيين همـــگرايي يا واگــــرايي يك دنبــاله با

ت ا ي ا دش كا ها اله دن د ف ت از ق ت تفاد ختانها ش خ خوشبختانه. استفاده مستـقيم از تعـــــريف حد دنبــــاله ها كار دشواري است

بآزمون هاي ساده اي براي  تعيين همـــگرايي يا واگـــــرايي برخي از دنباله ها ز ي بر يي ر و ي يي ر يين ي بر ي ي ون ز

.وجود دارند

اين آزمون ها معمولا همـــگرايي يا واگـــــرايي دنباله ها را بدون محاسبه حـد 

.آنها مشخص مي كنند
www*pnueb*com



:تعريف2.1.24 :تعريف2.1.24

انند عددي اگ ئ گ اندا ك ا اله اشدMدن داشته د  aدنباله           را كراندار مي گوئيم اگر عددي مانندM ، وجود داشته باشد

.،           nبه طوري كه به ازاي هر

 na

Man  ر ي ز ب وري ب

                  




 n3

n11 



 

n

به عنوان مثال هر يك از دنباله هاي                   ،                 و







 3n7n
1 







.ولي دنباله               كراندار نيست. كراندار هستند                         







 
2

11 n  n1 n ر ير ر ر ب ي و 



 2www*pnueb*com



به عبارت  .،كراندار هستند قضيه زير نشا ن مي دهـد كه دنباله هاي همگرا

.، واگرا هستندديگر دنباله هايي كه كراندار نباشند

قضيه 25. 1. 2

.كراندار است  اگر         همگرا باشد ،  آنگاه      ) الف  na na

.اگر        كراندار نباشد، آنگاه         واگــرا اســت)ب  na na

 رتوجه كنيد كه نمي توان نتيجه گرفت كه همه دنباله هاي كراندار همگرا ر ر ي ر ن و ي و

.همـــگرا نيستند      مثلا دنباله هاي كراندار            و            .هستند  n1
 








 
n

11 n
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:تعريف2.1.26 ري

:مي گوئيم ، اگر يكي از دو حالت زير رخ دهديكنـــــوادنباله           را  aر وب رخي زير و ز ي ي ر يم و ي

،                   يعنيnبه ازاي هر)الف

 na

n1n aa ...a...aa n21 

،                   يعني nبه ازاي هر )ب

n1n

n1n aa ...a...aa n21 

n21

كاا)الف(ال غ ا غا)(الك ا ك  يكنواي غـــيررا)ب(و دنباله يكنواي غير كاهشيرا) الف(دنباله 

گوئيمافزايش م www*pnueb*com.مي گوئيمافزايشي



قضيه2127 قضيه2.1.27
.هر دنباله كراندار  و يكنوا همگرا است ر و ي و ر ر ب ر

:مثال2.1.28
 .نشان مي دهيـم كه دنباله                همگرا است1

ل








n

1

:حل
.به ازاي          داريم                        پس               كراندار است 1n 1

n
10 








n

1

در نتيجه.و                            يا                   يعني دنباله كاهشي است
1

11
1nn aa ي ي رو

 1nn 1nn 





 .     بنا به قضيه بالا دنباله              همگرا است1 



 n
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يسري هاي نامتناهي2.2    ي ري
كنيـــم روشن است كه تعــــدادي متنــــاهي عدد را مي توانيم با هم جمع 

در اين بخش مي خــــواهيم اين عمل را به تعدادي يـــك عدد است .وحاصل

.عدد تعميــــم بدهيـــمنامتنــــاهي 

تعريف2.2.1
هر عبارت به صورت  n321 aaaa

با استفاده.مي ناميـــم) ســــاده يك سرييا بطور ( اهيــري نامتنـــسرا يك 

:از نماد سيـــگما ، ســـــري فوق را به صورت هاي ساده زير نمايش مي دهيم 


 na 
1n

naيا
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iaiهر يك ازاعداد     را يك جمله اين سري ناميده ومجموع هاي متناهي 

11 as 

212

11

aas
s




n21n aaas  



.ام سري          مي گوييمnرا مجموع هاي جزئي اول، دوم و     na

هم چنين دنباله                                                               ,s,s,ss n21n 

. سري مي ناميم جزئي مجمـــوع هايرا دنباله   
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omرا        يا        در نظر مي گيريم و   nمانند دنباله ها ،گاهي دامنه متغيير  

سري هاي





 1

0n
0n aaa

 







 1mm
mn

n

0n

aaa

.         را مطرح مي كنيم 

ف222 ت :تعريف2.2.2
در اين.فرض كنيم           يك سري و        دنباله مجموع هاي جزئي آن باشد   na ns

صورت اگردنبــــــاله        همگرا باشد يعني                وجود داشتـــه باشد  
در غيـــر اين صورت  .را مجموع يا تعداد آن مي ناميمsسري           را همــگرا و

 nasslim nn


 و ر ر يمري ي ن ي وع ج ورر ين ر ي ر
.گرا گوييموارا           سري   na

 na
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:توجه
چون حد يك دنباله،در صورت وجود يكتا است پس مجموع يك سري 

.همگرا نيز يكتا است

ثال223 :مثال2.2.3
كه ده نشان



e1 نشان مي دهيم كه 
 0n

e!n

:حل
اين سري به صورت                                            




!n

1
!2

111
!n

1


.است
0n !n!2!nwww*pnueb*com



:جمله هاي دنباله مجموع هاي جزئي آن عبارتند از

1s 0 

111s

11s 1





و به طور كلي،

!2
11s 2 

!
1

!2
111s n  

                                                        
پس، .چون

!n!2n

e)
!n

1
!2

111(limSlim
nnn





. چون                                               پس،                         

e
!n

1
0n




!n0n 
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:ضيهق2.2.7
 
. اگر سري         همگرا باشد آنگاه،                    na0na

n
lim 



:اثبات
تnل ا ت ا ا a ام سري         ،يعني       را مي توان به  صورتnجمله na

na

)aaa()aaa(a 1n21n21n  

. نوشت

1n21n21n

1nn ss 

sslimروشن است كه اگر                 آنگاه                         nn



sslim 1nn



و درنتيجه،   
0SSSlimSlimalim  0SSSlimSlimalim 1nnnnnn
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:نتيجه مهم زير از قضيه بالا حاصل مي شود

آزمون واگرايي2.2.8
د نداشته باشد آنگاه سري         وجو            اگر                ،يا اگر  0alim nn


nn

alim
 na

اين آزمون.ام نيز مي گويندnاين آزمون را گاهي آزمون جمله.واگراست

:بلافاصله نشان مي دهد كه  سري هاي زير واگرا هستند 

 

 1sinn



 n)1(


n


n2 
1n n

sinn
1n

)1(
1n

n
1n

n2 www*pnueb*com



:توجه:توجه
آزمون واگــــرايي بيان مي كند كه تنها ســـري هايي ممكن است همــــگرا 

باشند كه حد جمله عمومي آنها صفر باشد ولي بيان نمي كند كه اگر           

ً

0alim nn




0li يعني ممكن است                ولي.آنگاه  ســـري            لزوماً همــــگراست

اشد ا اگ ل ت ا ك اشد ا گ ه

 na0alim nn




0alim ســـري همـــــگرا باشد وممكن است              ولي ســري واگـــــــرا باشد   . 0alim nn




:قضيه2.2.9 :قضيه2.2.9
وجود دارد Nاگر سري        همگرا باشد،آنگاه متناظر با          ،عدد صحيح  na0ح ر ر ر رر و و

.  آنگاه                       k , l > Nبه طوري كه اگر  lk ss
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ل:مثال2.2.10
:ثابت مي كنيم كه سري زير واگراست  n

1
3
1

2
11

n
1

n32n

:حل    
آ ، آنگاهn >1اگر  

)
2
1

1
11

3
1

2
11(SS nn2 


 

n21nn32 

)1111(  

1n111111

)
n32

1( 

2
1

n2
n

n2
1

n2
1

n2
1

n2
1

2n
1

1n
1
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ا ا ا ل ق قض ا اش ا گ ش ا اگر سري داده شده همگرا باشد بنابه قضيه قبل به ازاي         بايد 1اگ

داشته باشيم
2
1



يم ب
2
1SS nn2 

 .كه چنين نيست يعني سري بالا واگرا است

توجه كنيد كه.مي ناميم)يا هارمونيك(همسازسري         را سري  n
1

0
n
1limlim

nn




n

.اگراستو        ولي سري  
nnn 

 n
1www*pnueb*com



:دسيسري هن  ير

صورت ويژه اي دارند كه تعيين همگرايي يا واگرايي آنها سري هازبرخي ا

ا ا آ اا ا كا ا گ ا .اينگونه سري ها كاربردهاي مهمي نيز دارند.بسيارآسان است

:تعريف2.2.11
LLهر سري به صورت                                                 را كه در آن  


 1n21n arararaarن ر ر ور ر ر

a , r    مي ناميم سري هندسياعدادي حقيقي هستند ، يك.
1n

a را جمله اول وrاين سري هندسي مي گوئيم را قدر نسبت  .
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به عنوان مثال ، سري                                             





n2n

0n
)

10
1()

10
1(

10
11)

10
1(

. و                است  a=1يك سري هندسي با 
10

1r 

 ريقضيــه زير نشــان مي دهد كه همگرايي يا واگرايي يك سري ي رايي وا ي رايي م ي ن زير ي

.هنـــدسي دقيقاً به قـــدر نســبت آن بستگي دارد
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:قضيه2.2.12
:سري هندسي             داراي ويژگي هاي زير است 







1n

1nar

1rاگر             ،اين سري همگرا است و) الف 
r1

aar
1n

1n










.اگر             ،اين سري واگرا است)ب 1r  ر)ب و ري ين ر
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:مثال. 2. 222

.دهيد كه سري                         همگرا است ومجموع آن را بيابيدنشان )
1n4

3
2
4( 2

1n
n 




1n

114

:حل
ا قض ا

 2
n )

2
1(4)

2
1(4

2
4

1

بنابه قضيه سري هاي هندسي

4
)

2
1(1

)
2
1(4






2
:و همچنين                      با استفاده از قضيه قبل   1

1n4
2

1n
2 






314
1n4

2
2
4)

n4
2

2
4(

1n
2

1n
n

1n
2n 


 











 1n1n1n 
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:يهقض 2. 2. 24

فرض كنيم سري          واگرا ولي         همگرا باشند آنگاه  na nb

.سري                  واگرا است )الف  )ba( nn 

   . عددي ناصفر باشد آنگاه سري           واگرا استcاگر  )ب nca
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25 2 ال2 :مثال2. 2. 25
.همگرايي يا واگرايي سري هاي زير را تعيين كنيد

)ب)                               الف 


1n n
5)

2
4

n
5( n

1n






:حل
بنابراين)الف است واگرا نتيجه در و همساز سري سري 1


 5 سري          سري همساز و در نتيجه واگرا است بنابراين           )الف

.نيز واگرا است

 n
1n n

سري         واگراست) سري هــندسي(سري          همگرا است ) ب  n2
4

 n
5

ت ا ا اگ )45(ي پس سري                 واگرا است.  )
2n

( n
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3 منفي2. نا جملات با :سري

li

:سري با جملات نا منفي 2. 3

تا كنون براي تعيين همـگرايي يك سري ، مجموع آن يعني            را پيدا 

د انندك ا اد هاي ي ت ها ي از ي ا اي

nn
Slim



براي بسياري از ســري ها ،حتــــــي سري هاي ساده ايي مانند                    مي كرديم

،پيدا كردن مجمــوع آنها بسيار مشكل يا غير ممكن است زيرا  23

زير1,1 ن ير ي ل ر ي ب ه وع ج ن ر پي

در نتيجه .در اغلب موارد فرمـول فشرده وساده اي براي        بدست نمي آيد

 23 nn

nS

را با استفاده از     تعيين ميكنند      آزمون هايي كه همـگرايي يك سري    nana

. اهميت ويژه اي دارند
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در اين بخش صرفاً سري هايي را در نظر مي گيريم كه جمله هاي آنها نا منفي 

آزمون هاي مهمي در رابطه با همگرايي واگرايي اين نوع سري ها وجود .هستند

:ابتدا قضيـــه زير را بيان مي كنيم.دارنــد كه تعدادي از آنها را ارائه مي دهيم 

:قضيه2. 3. 1
ام آن nفرض كنيد           يك سري با جملات نامنفي و       مجموع جزئي   nanS

 در اين صورت          همگرا است اگر و فقط اگر دنباله          كرانــدار باشد،

اشد

 na)S( n

www*pnueb*com.باشد



2 3 :مثال2
:آزمون انتگرال

:مثال2. 3. 2
.نشان دهيد كه سري           واگرا است  n

1

:حل

.تابع                  را به ازاي          در نظر مي گيريم
x
1)x(f 1x 

1 با توجه به نمودار، مجموع مساحت هاي مستطيــل هاي سايه زده

ا عبارتست از،ا
:

n
1

3
1

2
11  

1

1

 n32

1 2 3 40

1
2
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ام سري         يعني nكه برابر است با مجموع جزئي  n
1

n
1

3
1

2
11Sn  

كوچكتر ازمجموع  n+1تا1ازfروشن است كه مساحت زير نمودار تابع

n32

مساحت هاي اين مستطيل ها است پس،

n

1n

1
S

n
1

3
1

2
11dx

x
1






www*pnueb*com:با محاسبه اين انتگرال داريم



S111)1nln(  

ن ا ان ك )(li)S(

nS
n2

1)1nln(  

چون                        پس          كراندار نيست


)1n(lim
n

)S( n

.در نتيجه سري            واگرا است  n
1

:مثال2. 3. 3
. نشان مي دهيم كه سري                همگرا است 



1n
2n

1
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:حل:حل
2تابع                   را به ازاي           ،درنمودار

1)x(f 1x 
1

2

ر رو ي ز ب ر 2xبع
)(1x 

: نظر مي گيريم

دا ن ز احت ه قا هايnتا1ازfا احت ع ج ا با مجموع مساحت هاي nتا1ازfبا مقايسه مساحت زير نمودار

:مستطيل هاي سايه زده داريم

1

ريم ز ي ي يل

1 2 3 40

1
4

9
1

1 2 3 40
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111111  1
n
11

x
1dx

x
1

n
1

3
1

2
1 n

1

n

1 2222  

:داريم  nپس به ازاي هر 
111

         2
n
1

3
1

2
11S 222n  


 1

.  در نتيجه دنباله يكنواي        كراندار است و بنا به قضيه بالا          همگرا است nS
1n

2n

وريم:حالت كلي دو مثال قبل را در آزمون زير مي آوريم ي زير ون ز ر ر بل ل و www*pnueb*comي



:آزمون انتگرال3.4. 2
تابع باشد كه به ازاي       نامنفي ،يكfفرض كنيم         يك سري و  



1n
na1x 

:در اين صورت ،               به ازاي       پيوسته و كاهشــي است و 1n na)n(f 


 .همــگرا باشد   همـــگرا است اگر انتگرال ناسره              )الف

اگ ا ا ااگ ا اگ

 nadx)x(f
1


ad)(f
 .    واگـــرا باشدواگـــرا است اگر                          )ب  nadx)x(f

1
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:مساله نمونه اي7..23
ده از آزمـــون انتگرال ، همـگرايي يا واگــــرايي سري                با استفا



2n nlnn
1

. را تعيين كنيد
2n nlnn

:حلل
فرض كنيد                   به آســـاني بررســـي مي شــود كه براي          

xlnx
1)x(f 2x,f 

پيوسته ،كاهشي و نا منفي است و
1)(f na

nlnn
)n(f 



  ))(l (llidxlid)(f
t t

  x(ln(lnlim((و
xlnx

limdx)x(f
2 2

t
2tt

. در نتيجه سري واگراست


))2ln(ln)t(ln(lnlim
n
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1:يفتعر ير
عددي حقيقــي باشد ،در اين صورت سري         را يك p >0فرض كنيد  pn

1

.گوييمميpسري

هاي ي اي ا ز اده ن آز ال انتگ ن ازآز تفاده ا تpا د ه به دستpبا استفاده ازآزمون انتگرال ، آزمون ساده زير را براي سري هاي
 

وريم:               مي آوريم ي

:قضيه8..23 ي

.و واگرا است اگر           p>1سري          همگرا است اگر  p

11p  ر ر م رpري ر و و  pn
pwww*pnueb*com



:مثال
11

ل
يـــه بالا ، به آســـاني ديده مي شود كه ســري هاي                   بنابه قض 23 n

1,
n
1

  .  همــــگرا هستند،در صورتـــي كه                      واگـــــرا است11  
2
1

n

1
n

1

ا آ آزمون مقايسه2.3.9




bو به ازاي هر.فرض كنيد                 دو سري با جملات نا منفي باشندn،

گا آ


 1n

n
1n

n a,b

ba            آنگاه:

و)الف است همــگرا نيز آنگاه باشد همــــگرا اگر

nn ba 

 nb na  ba اگر         همــــگرا باشد آنگاه         نيز همــگرا است و                  )الف

  .      اگر           واگـــرا باشــــد آنگاه           نيز واگـــرا است)ب

 n  nn ba

 na nb رب و يز ب ر و ر
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:مثال2.3.10   
.همگرايي يا واگرايي سري هاي زير را بررسي كنيد      

))الف 
 1


 1 )ب)                                            الف      

 1n
n 12

2n nln

:حل:حل
:به ازاي هر         داريم) الف 1n nn 2

1
12

1



چون          يك سري هندسي با              در نتيجه همگـراست وبنابه1 n2
1

1
2
1r 

 1 .  نيز همگراست                  مقايـــسهآزمــون  12
1

n

 1
2n,nnlnبه ازاي                        پس              چــون           واگـــراست )ب 

nln
1

n
1
 n

1

1 .  پس              نيز واگراست )همســــازسري(  nln
1
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در قضيه زير نيز دو سري را با يكديگر مقايسه مي كنيم ولي شكل مقايسه 

.متفـــاوت است گاهي اوقات اين آزمون را آزمون مقايسه دوم نيز مي نامند

ا آ آزمون مقايسه حدي2.3.12
،nفرض كنيم                دو سري باشند به طوري كه به ازاي هر  nn a,bر ز ور ر و م رض

:در اين صورت                   



0a,0b nn 

.اگر                     ،آنگاه يا هر دو سري همــگرا يا هر دو واگرا هستند)الف 0L
b
a

lim
n

n

n




.همــــگرا باشد ،آنگاه        نيز همــگرا است          ,اگر                 )ب  nb na 0
b
alim n

n




ااگ ا اگ گا آ ا ا اگ



b

bn
n 

nali .    واگــــــرا باشد ، آنگاه        نيز واگـــرا است          ,اگر                 )پ  nb na 


n

n

n b
lim
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ل:مثال
همگرايي يا واگرايي سري هاي زير را بررسي كنيد

 1
 1

)ب                                          )الف 
 1n

n 12
1

:حل
 11


2n nln

1

.ي               را با سري هندسي و همگراي           مقايسه مي كنيمسر)الف  12
1

n n2
1

1
.   پس               نيز همگرا است  12

1
n1

12
2lim

1
12

1

lim n

n

n

n

n







:سري           را با سري          مقايسه مي كنيم) ب   nln
1 n

12n

1




)

x
1
1(lim

xln
xlim

x
1
xlnlim

xxn

.  چون سري        واگراست پس          نيز واگراست  n
1 xln

1xx
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سري هاي متناوب 4 و2 . ي ري

وبدر اين بخش ســــري هايي را بررسي مي كنيم كه جمله هاي آنها به تناوب ب ه ي ج يم ي ي برر ر يي ري ش ب ين ر

.مي ناميم ســـري هاي متنـاوباين نوع سري ها را.مثبت و منفي مي باشند

:به عنوان مثال




 
1n

n1n 168422)1( 
1n

معمولاً يك سري متنــاوب را به يكي از دو صورت.سري متنـــاوب است  يك

.زير نمايش مي دهيم

ا
  





 n
1n

1n
4321n

1n a)1(aaaaa)1(




 n
n

321n
n a)1(aaaa)1( 

يا

1n

0aiكه در آنها هر    
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براي تعيين همگرايي سريهاي متناوبآزمـــون لايبنتساز آزمون زير به نام

.استفاده مي شود 

 آزمون سري هاي متناوب 1. 4. 2
)k )aفرض كنيم        يك دنبالة مثبت و غيـــر افزايشي باشد ، يعني به ازاي هر n

0alimو                دراين صورت سري هاي متناوب ديگر همگرا هستند                nn



1kk aa 







1n

n
n a)1(






1n

n
1n a)1( و
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:مثال 2. 4. 2
د كن ن ت ا ز ي ا اگ ا ا گ .همگرايي يا واگرايي سري زير را تعيين كنيده

  2
1n

54
n3)1( )الف















3n

1n

2

5n2
n)1(

5n4
)ب

:حل
سري داده شده ،يك سري متناوب است و با فرض)الف 

n3
5n4

n3a 2n 


0a0و
5n4

n3limalim n2nnn







3 ض ف با ا زي است نزول )a(

05x12)(f

5x4
x3)x(f

2

2






نزولي است زيرا با فرض        )a( n

0
)5x4(
5x12)x(f 2 
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)a())x(f(دنبالة                          كاهشي است n

سري داده شده در شرايط آزمون سري متناوب صدق مي كند در نتيجه 

.همگراست 
01nlimچون)ب  0چون)ب

25n2
lim
n




.پس بنا به آزمون واگرايي ، سري داده شده واگراست
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همگراي مطلق و مشروط

آزمون هاي همگرايي كه تا كنون ارائه داديم به طور مستقيم  در مورد سري هاي
           

آ كا ا ا ف ا ا آ ا ل اك ا a        از اين رو. كه جمله هاي آنها نامنفــي يا متناوب نيستند به كار نمي آيند

هستند نامنفــي آنها هاي جمله كه را سري همگرايي كه است طبيعي

 na

 naطبيعي است كه همگرايي سري             را كه جمله هاي آنها نامنفــي هستند
 

.مورد مطالعه قرار مي دهيم

 na

خواهيـــم ديد كه اگر ســري          همگـــرا باشد ، آنگاه سري           نيز na na

.همگرا است 
www*pnueb*com



:مثال2.5.4

.آيا سري                       همگراي مطلق است  



1

n

n
1)1(

:حل

1n n

:حل
مي دانيم كه سري همساز                   . در اينجا                        n

1an

n
1)1(a n

n 

.واگرا است پس سري داده شده همگراي مطلق نيست 

 ديديم كه سري متناوب                   همگرا است ولي سري قدر مطلق





1n

n

n
1)1(

. تعريف زير را بيان مي كنيم . جمله هاي آن يعني واگراست 
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ه258 قض قضيه2.5.8
 

باشد سري يك كنيم صورت.فرض اين :در 


na در اين صورت.فرض كنيم          يك سري باشد:

اگر به ازاي هر           ،                و         .مقايسهآزمون)الف


1n




1
nb 1n nn ba 

 
. است ) همگراي مطلق(همگرا باشد ، آنگاه        همگرا 

1n

 na

ةآز) اشددقا ا گ 0Lalimاگ n  b اگر                   و           همگرا باشد ، .حديمقايسةآزمون)ب

همگرا مطلق(آنگاه .است)همگراي  na

0L
b

lim
n

n  nb

.است)همگراي مطلق (آنگاه        همگرا 
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نسبت259 آزمون آزمون نسبت2.5.9
     

در اين صورت   .فــرض كنيم جمله هاي ســري           غير صفرباشنــد 


naرب ير ري ي يم وررض ين ر

.است  مطلقهمگراياگر                         آنگاه ســري داده شده  )الف


1n

1L
a

alim 1n

n




ا) شداگ تداد ا اگ

a n

1Lalim 1n 
1nalim . واگراستسري داده شده.اگر                         يا                    )ب 1L

a
lim

n
n




n

1n

a
lim

1اگر                    ، نتيجه اي براي همگــــرايي يا واگرايي اين سري  )پ
a

alim
n

1n

n




.نمي توان بدست آورد يعني اين ســـري مي تواند واگــــرا يا همگرا باشد  www*pnueb*com



مثال2.5.12

نشان مي دهيم سري                                    را در نظر مي گيريم 



32n

3
x

2
xx

n
x



همگراي كه اين سري به ازاي           همگراي مطلق و به ازاي       1x 

1n 32n

1x 

.       مشروط و به ازاي          و         واگراست  1x  1x 

:حل
اگر       آزمون . اگر        ، روشن است كه سري داده  شده همگرا است  0x 0x 

: نسبت را به كار مي بريم 
nxli1n

x

liali

1n

1n 





1n
lim

n
x

1nlim
a

lim
nnn

n

1n

n 








x
1n

nlimx
n
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1xبنا بر آزمون نسبت اگر        سري داده شده  همگرا است و به ازاي 

            
.واگرا است  1x 

.است كه واگـــــراست همســــاز ســـريآنگاهx =1اگـــــر

بدست مي آيد كه همگـــرا است                متناوب ســـري  x = -1اگر  






1n

n

n
)1(

.              واگراست پس سري            همگراي مشروط است  وسري                  
n
1

n
)1( n

 
n
)1( n
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رآزمون ريشه2.5.14 ون ز

در اين صورت. فرض كنيد          يك ســـــري با جمله هاي  ناصفر باشد   na

شده)الف داده ي اياگ گ تطلقه ا 1Lalim  . است  مطلقهمگــــراياگر                          ، ســـري داده شده)الف

شد) داد ي ا ااگ تاگ ا

1Lalim nn




1Lalim n alim .است  واگرااگر                         يا                      ، سري داده شده)ب nn 
 nn

alim

اگر                  ، هيچ نتيجـــه اي در مورد  همگـــرايي  يا  واگرايي)پ

د آ ن ت د ن اشدا ا اگ ا ا گ ه اند ت ن ا ن

1an
n 

.يعنـــي اين سري مي تواند همگرا يا واگرا باشد .اين سري بدست نمي آيد www*pnueb*com



 :مثال  15. 5. 2
 .همگرايي مطلق ، همگرايي مشروط و يا واگرايي سري هاي زير را تعيين كنيد 


 n3 


1n 1             )ب                                     )الف

:حل




1n

n
n

n
3)1( 




2n

n
1n

)n(ln
1)1(

ل
10 )الف   

nln
1lim

)n(ln
)1(lim

n
n

n

1n








.پس بنابر آزمون ريشه ، سري داده شده همگراي مطلق است       
)ب   

10
n
3lim

n
3)1(lim

n
n n

n
n 



است مطلق اي همگ شده داده ي س يشه آزمون به بنا پ

nn

 پس بنا به آزمون ريشه سري داده شده همگراي مطلق است.
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:نتيجه2517 :نتيجه2.5.17
  

باشد دنباله يك كنيد اگرفرض )a( اگر.فرض كنيد           يك دنباله باشد )a( n

1Lalimيا                                         n
nn


 1L

a
alim

n

1n

n




0alim آنگاه سري nn




:اثبات

فوق سري          همگرا است  در نتيجه      با شرايط na0alim nn
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توانيســــــريهاي

فصل اعداد2د آنها هاي مله ج كه دادي ا ق مطالعه د مو ا يهاي س
مقدمه و هدف كلي

سريهايي را مورد مطالعه قرار داديم كه جـــــمله هاي آنها  اعداد2در فصل
 

در اين فصل مي خـواهيم اين بحث را به سريهايي كه جمله هاي.حقيقي بودند و يي ه ر ر ن م و ي ل ن ر

 هربه اين معني كه فرض كنيم به ازاي .آنها توابع حقيقي هستندتعميــم دهيم 

يك تابع  حقيقي باشد به طوري كه همه اين  توابع در بازه مشتركي        , nf Nn

.معين باشند [a , b]چون
www*pnueb*com



در  اين صورت مي توانيم سري 



 )x(f)x(f)x(f)x(f

 xدر نظر بگيريم اين سري ممكن است به ازاي مقاديري از را به ازاي هر





1i

n21i ...)x(f...)x(f)x(f)x(f

]b,a[x ر ي ز ب زر يري ي ز ب ن ري ين يريم ب ر ر
.        همگرا باشد

I


همگرا باشد يعنی به ازای هر Iدر مجموعه ای چون xاگر اين سری به ازای هر
 

ق حق تابع يك آنگاه باشد ق حق دامنهfعددي دستIبا به


 1i

i )x(f

به دستIبا دامنهfعددي حقيقي باشد آنگاه يك تابع حقيقي                 

به طوري كه به ازايمي آيد



)(f)(f
Ix زي ور

ا ا اا ا ا گ الا ا آ ا ا ك





1i

i )x(f)x(f

كه به ازاي آنها سري بالا همگراســــت مي توان از xبراي تعيين مقاديري از

فصل د كه يها س اي همگ د2آزمونهاي ك استفاده شد ائه ا .ارائه شد استفاده كرد2آزمونهاي همگرايي سريها كه در فصل 
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را پيدا كرديم كه به ازاي xمقاديري از 2.5.13و2. 5. 12در مثالهاي ي ه ز5ور ييري ز ب يم ر پي ر

آنها سريهاي





 1n2

n

x
1n2

)1(

 nx

و
 1n 1n2 

 1n n

f با تعـــــريف…,n=1,2سري اول از توابع        به ازاي.همگرا هستند
x)x(f

n



nf

n
)x(fn 

ng با تعريف…,n=1, 2به ازاي  و سري دوم از توابع      ng بع و ز وم ري يو ز ,ب ري, ب

1n2
n

n x)1()x(g 
n x

1n2
)x(g


.حاصل شده اند
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:اين دو سري به ترتيب توابع

 









1n 1n

n

n n
x)x(f)x(f )1x1( 

 1n 1n n

 














1n 1n

1n2
n

n x
1n2

)1()x(g)x(g )1x1( 

كنند ف ت www*pnueb*com.را تعريف مي كنندا



”مثلا.علاوه براين سوال هاي زيررامي توان درباره اين نوع سري ها مطرح كرد ر رح ري وع ين ر رب ن و ي زيرر ي ل و ين بر و

توسط يك سريکه مانند                              fتحت چه شرايطي تابعي چون 





1i

i )x(f)x(f

تعريف شده ،مشتق پذيريا انتگرال پذير است؟
1i

ومشتق هاي          وجوددارد؟)در صورت وجود(چه رابطه اي بين مشتق         )x(f )x(fn

nfرا از انتـــگرال توابــــع     به دست آورد؟fچگونه مـــي توان انتــــگرال تابع 

قصد نداريم اين سوالها رادر حالت كلي مورد بحث قراردهيم،بلكه تنها به حالت

د آ ت د ه ان آ ه ها ال ن ا ه خ ا كه كن ه ت .خاصـــي توجه مي كنيم كه پاســخ به اين ســـوال ها به آساني به دست آيدخا www*pnueb*com



يعني تنها سري هاي                  را درنظر مي گيريم كه در آن ،مانند سري هاي


n )x(fي ري ن ر يريم ي ر ر ر ي ري ه ي ي

يعني به.باشد»تواني«،هريك     يك تابــع2.5.13و2.5.12مذكوردرمثال هاي
1n

nf

..,n=0,1,2.ازاي هر

n
nn )cx(a)x(f 

  تواني ســـــريهاياين ســري ها را .و     ها اعدادي حقيقي هستندcكه درآن 
ناميم .م

na

.مي ناميم
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:از خواننده انتظار مي رود پس از مطالعه واگرا يادگيري مطالب اين فصل بتواند

.شعــــاع و بازه همـــگرايي سريهاي تواني را تعيين كنـــد.1

د2 آ ت د ه ا ان ت ها ال انتگ ق شت .مشتـــق و انتگــــرال ســـريهاي توانــــي را به دست آورد.2

رســريهاي تيلور و مك لورن توابع را بنويسد و شعاع و بازه همگرا يي آنها را.3 ه يي ر ز ب و ع و وي ب ر بع و ورن و ور ي ي ريه

.تعيين كند

.قضيــــه دو جمله اي را براي نوشتـــن سري مــك لورن توابع به كار ببرد .4
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سريهاي تواني 1. 3

ف311 ت :تعريف3.1.1
صورت به سري هر







0n

n
n

2
210

n
n ...xa...xaxaaxa

هر سري به صورت

0n

عددي حقيقي باشد سري  cاگر  و، 0سري تواني به مركزرا يك  




 2
210

n
n ...)cx(a)cx(aa)cx(a

.مي ناميمcسري تواني به مركزرا يك 


0n

210n )()()(

زر ر ي و مر ي
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 :مثال3.1.2
 

:همگراست x=0نشان مي دهيم كه سري تواني زير تنها به ازاي 

...x24x6x2x1x!n
0n

432n 




:حل
0xفرض مي كنيم           و آزمون .آنگاه سري داده شده همگراستx =0اگر

چون. نسبت را به كار مي بريم
  









)1n(limxx)1n(lim

x!n
x)!1n(lim

nn
n

1n

n

.پس به ازاي هر         اين سري بنا بر آزمون نسبت واگراست 0x 
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:قضيه3.1.5 ي

دهد م رخ زير حالتهاي از يك دقيقا آنگاه باشد توان سري يك .اگر  nxaاگر              يك سري تواني باشد آنگاه دقيقا يكي از حالتهاي زير رخ مي دهد.

.همــــگراستx=0اين ســــري تنها بــــه ازاي )الف(

 nxa

.است) ي مطلق(همگراxاين سري به ازاي هر مقدار  )ب(

وجود دارد به طوري كه سري فوق همگـــراي مطلق است اگر         rعدد مثبت  )پ(

.   و واگــــراست كه              rx rx 
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:تعريف316 :تعريف3.1.6

rا آ تذك ل ق قض اذك گ ا انش ت سري تواني شعاع همـگراييمذكور در قضيه قبل و در تذكر زير آن راrعدد

شعاعصادق باشد )ب(و اگر حالتr =0رخ دهد )الف(اگر حالت.مي گوييم وييم ررخ)(ري ب)ب(و عق

را كه به ازاي آنها xمجموعه همه مقادير.را         تعريف مي كنيمهمگرايي r

.آن مي گوييم بازه همگرايـــيســـري تواني داده شـــده همگـــــــراست 

   قضيه قبل نشان مي دهد كه بازه همگرا يي ســري          تنها به يكي از n
nxa

صورتهاي زير است

{0}=[0 0] ( r r) [ r r) ( r r] [r r] )({0}=[0, 0] , (-r , r) , [-r , r) , (-r , r] , [r , r]  ,                                 ),( 
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:مثال3.1.7
:بازه همگرايي سري هاي زير را تعيين مي كنيم

)الف(  )ب(                     


 1n

nx





1n

n
n

n
x)1(

:حل
xxlimبه ازاي          داريم)الف(

x
xlim

xn

1n

x






 0x  ريم)( ي ز ب

يسـرروشن است كه اين .پس اين سري به ازاي          همگراي مطلق است 1x 

x 

.است)-1و1(در نتيجه بازه همگرايي اين سري . واگراست x = -1و  x=1به ازاي 

البته مي توانستيم بگوييم كه سري             يك سـري هندسي با قدر نسبت  


1n

nx

X      1و در نتيجــــه همگـــــراست اگــــر         و واگــــراست اگــرx 1x 
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مشتقگيري و انتگرالگيري از سري هاي تواني3.2

آ ك ك ا ل ف ا ا ا ك ط ا
همان طوركه در ابتداي اين فصل بيان كرديم هر سري               كه در آن

حقيقي تابع يك تواني سري هر ويژه به و است حقيقي تابع يك بهfهر


1i

i )x(f

if هر     يك تابع حقيقي است و به ويژه هر سري تواني يك تابع حقيقيf  به

مجموعه اعداد حقيقي است كه به ازاي آنها سريfدامنه تابع.دست مي دهد

if

 fبيان مي كند كه دامنـــه تابع  5. 1. 3همچنين قضيه.داده شده همگراست

يا يك عدد     ,0حاصل از يك سري تواني           به صورت يك بازه به شعاع 


0n

n
n xa

كه سري تواني مي گوييم در اين صورت گاهي .است rحقيقي و مثبت  n
nxa

.استfتابعنمايشگر
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براي مثال مي دانيم كه سري تواني            كه يك سري هندسي با جمله


0n

nx

همگرا بوده و مجموع آن برابر) -1و1(است در بازه  xو قدر نسبت  a=1اول  
0n

يعني.است با              x1
1
...x...xx1

x1
1 n2 


و 1x 
x1

به.است ) -1و 1(بنابراين سري             نمايشگر تابع             با دامنه  


0n

nx
x1

1)x(f










0n

nn x)1( عنوان مثالي ديگر سري تواني                  كه يك سري هندسي با جمله

1xx  به طوري كه                 xاست به ازاي مقادير x–وقدر نسبت  a=1اول 

آ 1
1

)(1
1

يعني سري               .همگراست ومجموع آن برابر با                 است

نه دا ا ع تا شگ ا ت)11(ن ا






0n

nn x)1( x1)x(1 

1)x(f  است)-1و1(نمايشگر تابع                با دامنه. x1
)x(f
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كه سري تواني            نمايشگر آن است داراي ويژگيهاي مشـــابه با  fتابع  n
nxa

در اين بخش نشان مي دهيم كه اگر شـعاع همگرا يي . يك چند جمله است 

 I=(-r,r)در بازه باز  fباشد آنگاه تابع  rسري تواني          برابر با عدد مثبت 

[ b]I

 n
nxa

انتگرالپذير است وتابع مشتق يا انتگرالIاز [a,b]مشتق پذير ودرهر بازه بسته

ي س هاي له ج ال انتگ يا مشتق از حاصل توان ي س توسط توان م ا آن را مي توان توسط سري تواني  حاصل از مشتق يا انتگرال جمله هاي سريآن

.نمايش داد             n
nxaشwww*pnueb*com



قضيه مشتق گيری سری ھای توانی٣.٢.١

ا گ ا ش ا ا ك گا0<اگ آ اش

ی و ی ری يری ق ي




nاگر                 يك سري تواني با شعاع همگرا ييr >0باشد آنگاه :

گيري)الف( مشتق از حاصل كه سري يي همگرا شعاع


0n

n
n xa




1n
n xna شعاع همگرا يي سري                 كه حاصل از مشتق گيري )الف(

.rجمله به جمله سري داد شده است  برابر است با


1n

n

(r,-r)در بازه xبه ازاي هر مقدار)ب(

  
 











 n
n

1n
n

n
n xa

dx
dxnaxa

dx
d

   1n 1n0n dxdx www*pnueb*com



ل:مثال3.2.3
يك سري تواني نمايشگر تابع                   بيابيد 

2)x1(
1)x(f




:حلل
 چون






 0n

2nn ...xx1x)1(
x1

1

پس بنابر قضيه مشتق گيري داريم













 1n

1nn nx)1(
x1

1
dx
d

يعني
 1n

...nx)1(...x3x211 1nn2  

nx)1(...x3x21...در نتيجه
)x1( 2 



...x3x21
)1(

1)x(f 2
2 

)x1( 2




 1n1n nx)1(
 1n
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تذك324 :تذكر.3.2.4
همگراي هاي شعاع كه كند م بيان توان سريهاي مشتقگيري قضيه چه اگر چه قضيه مشتقگيري سريهاي تواني بيان مي كند كه شعاع هاي همگرايياگر

 
دو سري تواني                    و                          يكساننــد ولي نمي توان


n

n xa


1n
n xnaي ي ي

به عنـوان مثال بازه.نتيجه گرفت كه بازه هاي همــگرايي آنها نيز يكــي است
0n


1n

است در حالي كه بازه همــگرايي ســـري ]-1و1(همگرايي             برابر با  


 1n

n

n
x

.است) -1و1(مشتق آن يعني                  برابر با  






1n

1nx
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ي:مساله نمونه اي3.2.6 و
1xبا استفاده از رابطه n 



و قضيه  مشتقگيري سريهاي تواني نشان دهيد كه
x1

x
0n 




2
1n

n

)x1(
xxn





 :حلل
چون

11d






 2x1
1

x1
1

dx
d













،داريم توان هاي سري گيري مشتق قضيه به بنا پس بنا به قضيه مشتق گيري سري هاي تواني ،داريمپس

 
  













 0

n2

0

n
2 xn...xx1xx

dx
dx

x1
x

    0n0ndxx1
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تواني3.2.9 سريهاي گيري انتگرال قضيه قضيه انتگرال گيري سريهاي تواني3.2.9

:باشـــد آنگاه r>0اگر شعاع همگـــرايي ســـري تواني              برابر با  n

0n
n xa





1nشعـــاع همگراي ســـري                     حاصل از انتگـــرالگيري )الف(

0n

n x
1n

a 



 

.است rجملـــه به جملـــه ازســـري داده شده بـــرابـــر با

مقدا)ب( ه ازاي بازهxبه r-)د r)يم دا )در بازه xبه ازاي هر مقدار)ب( r,r)داريم
  

  









 x n1nnx n dttadtt   
























0n
0

n
n

1n

0n

n
0

0n

n
n dttax

1n
dtta www*pnueb*com



ل:مثال3.2.10
1xتحقيق كنيد كه اگر         آنگاه        


 


 




 n
1n

1n
n

x)1(x)1()1xln( 






1n0n

x
n

x
1n

)1xln(

:حل




 nn t)1(1

:حل
مي دانيم كه





 0n

t)1(
t1 اگر

:پس بنابر انتگرال گيري سريهاي تواني داريم
1t 

م

dtt)1(dt
t1

1)x1ln(
x

0

x

0
0n

nn   














0n 

1n
n

x)1( 


  1x 
0n

x
1n

 
1x 

www*pnueb*com



ورسري تيلور3. 3 ر

يديم در بخش قبل ديديم كه بل  ش  ر ب

x،به ازاي هر



0

n
x

!n
xe

x<1  ،>1-اگر 









 1n

0n

n
0n

x
1n

)1()x1ln(

!n

x<1  ،>1-اگر


 
 1n2

n
1 x)1(xtg ر

 0n
x

1n2
xtg

0شامل  Iدر يك بازه باز  xتابعي باشد كه به ازاي مقادير  fوبه طور كلي اگر 

تابع نمايشگ توان ي س كه گوييم م استIدfآنگاه






0n

n
n xa)x(f

.استIدرfآنگاه مي گوييم كه سري تواني نمايشگر تابع
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برابر با مجموع يك ســــري Iدر هر نقـــطه اي از  fدر اين صورت چون مقدار 

را مي توان توسط مجموعهاي جزئي سري نمايشگر fهمگراست ،مقادير تقريبي 

.آن بدست آورد

ا ا ط ا ا ا ك ك در اين بخش تعيين مي كنيم كه چه توابعي را مي توان توسط سريهاي توانيا

داد . نمايش دادنمايش

cبيان مي كند توابعي را مي توان توسط سريهاي تواني به مركز 3.2.5تذكر زر ر ي و ه ر و ن و ي ر ي و ي ن

. وجود داشته باشند cنمايش داد كه همه مشتق هاي آن در يك بازه باز شامل 

  به عنوان مثال               به ازايc=0 داراي اين ويژگي نيست. x)x(f 
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را مي توانيم توسط يك سري تواني چون            در بازهfفرض كنيم كه تابع


0

n
n xa

I  نمايش دهيم يعني به ازايIx

0n



...xaxaxaa

xa)x(f

3
3

2
210

0n

n
n







...xna...xa4xa3xa2a)x(f

...xaxaxaa

1n
n

3
4

2
321

3210







...xa)1n(n...xa4.3xa3.2a2)x(f

)(

2n
n

2
432

n4321

 

...x)2n)(1n(n...xa4.3.2a3.2)x(f 3n
43  

.و الي آخر
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مرا در اين سري ها قرار دهيم مشاهده مي كنيم كه0اگر مقدار ي م

0a)0(f 

2

1

a2)0(f
a)0(f




)0(f
2

)0(fa 2




يا

ا
3a.3.2)0(f 

!3
)0(fa 3 يا

داريم...,n=1, 2, 3و به طور كلي به ازاي هر ر ي ز ي ور مو ر

!n
)0(fa

)n(

n  يا
n

)n( a!.n)0(f 
ه نت در نتيجهد

n
n

3
3

2
210 ...xa...xaxaxaa)x(f 

)n(

n
)n(

32

)0(f

...x
!n

)0(f...x
!3

)0(fx
!2

)0(f)0(f)0(f











n

0n

)(

x
!n

)0(f
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)()(f n
 اگ ت كل حالت د و

)cx()c(f)x(f

rcx,)cx(a)x(f

n
)n(

0n

n
n












و در حالت كلي تر اگر

...)cx(
!n

)c(f...)cx(
!3

)c(f)cx(
!2

)c(f)cx)(c(f)c(f

)cx(
!n

)x(f

n
)n(

32

0n












!n!3!2
در حالت خاص آن به . مي ناميم ) cيا حول ( cدر fاين سري را سري تيلور 

مشاهده مي كنيم كه مجموع . سري مك لورن نيز ناميده مي شود c=0ازاي 

f يعني          cدرfم تيلور تابعnام اين سريها همان چند جمله ايnجزئي
.است 

)x(pn

:تذكر3.3.2
داراي يك سري تواني باشد آنگاه اين  fمطالب بالا نشان مي دهد كه اگر تابع 

.سري لزوما به صورت يك سري تيلور است 
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 :قضيه3.3.3
وجود داشته باشند آنگاه Iچون  cدر بازه بازي شامل  fاگر همه مشتقهاي 

توسط سري تيلور Iدر  xاين تابع را مي توان به ازاي مقادير







0n

n
)n(

)cx(
!n

)c(f

نمايش داد اگر و فقط اگر
0n !

0)cx(
)!1n(

)z(flim)x(rlim )1n(
)1n(

nnn



 





.است xوcعددي بينzكه در آن

)!1n( www*pnueb*com



ل:مثال3.3.6
و نشان مي دهيم كه اين سري به.سري مك لورن نمايشگر        را مي يابيم xe

.به       همگراست xازاي هر مقدار xe

:حلل
ه ازاي به آنگاه يnاگ پ xe)x(f x)n( e)x(f 1)0(f )n(  پس                   و سـري        ،       nاگر             آنگاه به ازاي هر

عبارت است از   مك لورن

e)(e)x(f1)0(f

xe زورن ر ب

...x
!n

)0(f...x
!3
)0(fx

!2
)0(fx)0(f)0(fe n

)n(
32x 







...
!n

x...
!3

x
!2

xx1

!n!3!2
n32
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xeنمايشگر    استxحال براي اينكه نشان دهيم اين سري به ازاي هر مقدار

باشد آنگاه  0و xبين  zثابت مي كنيم كه اگر 

اگ گا0<ال >0آ <xz

0x
)!1n(

elim)x(rlim 1n
z

nnn



 



xzو در نتيجه            پس z < x >0آنگاهx >0حال اگر ee 

x 1n 

.
)!1n(

xe)x(r0 x
n 



4. 3. 3چون بنا به تذكر 

0
)!1n(

xlime
)!1n(

eelim
1n

n

x
1n

x

n















0)x(rlim nn
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1z در نتيجه.و در نتيجه         x <z <0آنگاهx <0اگر 1ez 

)!1n(
x)x(r0

1n

n 




آنگاه مجموع اين سري تواني x=0اگر . و در اين حالت نيز                   0)x(rlim nn




اين سري تواني به ازاي  3. 3. 3از اين رو بنا بر قضيه .برابر است با           1e0 

.مطابقت دارد  2. 2. 3نمايشگر     است كه با تذكر زير مثال  xهر مقدار  xe
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يسري دو جمله اي 3.4 ج و ري
عددي طبيعي باشد آنگاهkقضيه دو جمله اي بيان مي كند كه اگر ر ي ن يو

...ba
!2

)1k(kbkaa)ba( 22k1kk 


 

bba)1nk)...(1k(k

!2

knnk 


 

= bاگر قرار دهيم x , a =1 آنگاه داريم

b...ba
!n



مم

)1k(k 2

xx)1nk)...(1k(k

...x
!2

)1k(kkx1)x1(

kn

2k









.x...x
!n
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يك عدد صحيح مثبت يا صفر نباشد آنگاه عبارت مذكور به صورت يك  kاگر 

سري نامتناهي
)1nk) (1k(k)1k(k 2 

آيد م دست به

...x
!n

)1nk)...(1k(k...x
!2

)1k(kkx1 n2 




.به دست مي آيد

اين سري را .اين سري همان سري مك لورن  نمايشگر                 است k)x1( 

.مي ناميم سري دو جمله اي
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اي3.4.1 جمله دو :قضيه :قضيه دو جمله اي3.4.1

:مثال3.4.2 :مثال3.4.2
3يك سري تواني  نمايشگر                    بيابيد x1 بي بي ر ي ي و ري x1ي 

:حل
:از قضيه دوجمله اي با            استفاده كرده1
3
1k 

x
!2

)13
1(3

1
x

3
11)x1(x1 23

1
3




x
)1n3

1)...(13
1(3

1
x

)23
1)(13

1(3
1

n3 





 ...x
!n

...x
!3
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كه مي توان آن را به صورت زير نيز نوشت

...x
!3.3

5.2.1x
!2.3

2x
3
11x1 3

3
2

2
3 

...x
!n.3

)4n3...(2.1)1( n
n

1n 


 

توجه كنيد كه جمله عمومي اين سري به ازاي     .كه در آن           1x 2n  ن ير ز ب ري ين ي و ج ي وج
.معين است  
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تحليلي هندسه و بردار و هندسه تحليليبردار
مقدمه واهداف كلي

هر يك ازاين .بسياري از كميتهاي فيزيكي ويا مجردتنها داراي اندازه هســتند

به عنوان مثال،.كميتها را مي توان تنها توسط يك عدد حقيقي مشخص كـرد

طول مساحت، حجم ، قيمت ، سود ، زيان،جرم درجه حرارت،كميتهايي از اين 

پديده هاي ديگري هم هستند كه.اين كميتها را اسكالر مي ناميم.نوع هستند

ش خ ك ا .تنها با يك عدد مشخص نمي شوندا
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اين  .براي مشخص كردن اين پديده ها،علاوه براندازه،جهتشان نيز مورد نياز است

مانوس ترين مثال هاي بردار،سرعت.پديده ها كميتهاي برداري ناميده مي شوند

ك ا ك اك ا ل ف ا دراين فصل بردار هــــاي.يك جسم متحرك ونيروي وارد بريك جسم هســتند

يم ده قرارم مطالعه رامورد آنها هاي ازكاربرد وبرخ وفضاي مفهوممسطحه مفهوم.مسطحه وفضايي وبرخي ازكاربرد هاي آنها رامورد مطالعه قرارمي دهـــيم

م.معرفي مي كنيم5مجردوكليتر بردار رادرفصل ي ي
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زش آ ق دق هاي هدف هاي دقيق آموزشيهدف

:ازخواننده انتظار مي رودپس از مطالعه ويادگيري مطالب اين فصل بتواند

.اعمال جمع ومضرب اسكالر راروي بردار ها انجام دهد١.

ك٢ ا ا ا ا ل ا .حاصل ضرب عددي و برداري دو بردار رامحاسبه كند٢.

كارببرد٣ به بردار دو بين زاويه محاسبه رابراي ي بردار و عددي هاي ضرب .ضرب هاي عددي و بردار ي رابراي محاسبه زاويه بين دو بردار به كارببرد.

.اندازه بردار ها رامحاسبه كند۴.

.زاويه هاي هادي يك بردار راتعيين كند۵.
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.ويژگي هاي ضرب هاي عددي و برداري را بيان كند١.

.رابطه هاي بين ضرب عددي و ضرب برداري را بيان كند٢.

.معادله صفحه را بنويسد٣.

.فاصله نقاط را ازخط و از صفحه محاسبه كند۴.

.محل تلاقي دو خط،يك خط بايك صفحه ،و دو صفحه را بيابد۵.

ت۶ كا ا ا ا ل ا)قا(ا فضا اخط آن ان بتواند آنها .خط در فضا را بنويسد)متقارن(معادله هاي پارامتري و دكارتي ۶.

كند تبديل يكديگر به www*pnueb*com.را به يكديگر تبديل كند.را



بردار در صفحه  4.1
مي گوئيم و مي نويسيم) ياهمسنگ(دو بردار       و       رابرابرAB = CD



AB


CD

B.اگر اندازه و حهت آنها يكي باشد


AB
D

AB


CD

A
CC

:تعريف1. 1. 4
از اعداد حقيقي   (x,y)در صفحه مختصات يك زوج مرتب) جبري(هر بردار 

.مي ناميم(x,y)مولفه هاي بردارراyو x.است
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)هندسي(در صفحه مختصات يك بردار P(x,y)روشن است كه متناظر با هر نقطه ر ر ن ررو ر ير

.مي ناميمPاين بردار را بردار موضع يا بردار مكاني نقطه  .وجود دارد 
y

P(x,y)

x

( ,y)

x

a,a(a(فرض مي كنيم                بردار مكاني نقطه           باشد ، به آساني ديده 21
)a,a(A 21

و                            به ترتيب P(x,y)مي شودكه هر بردار     كه درآن


PQ)ay,ax(Q 21 

.مبدا  و انتهاي آن هستند با بردار     مساوي است


a
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ل:مثال4.1.3
باتوجه به تعريف جمع .فرض كنيم               و                دو بردار باشند  )a,a(a 21



)b,b(b 21


كه ده نشان هند هاي baba(ba(دا 


ba,ba(ba(بردار هاي هندسي ،نشان مي دهيم كه 2211 

باتوجه به تعريف جمع بردار هاي هندسي ،

 OPba
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y

A
P(x,y)

A

B K x

Ho

x

.نشان مي دهدكه                           BPKوOAHتساوي دو مثلث  1aOHBK 

.درنتيجه                 به همين ترتيب مي توان نشان دادكه                   11 bax 
22 bay  www*pnueb*com



:قضيه5. 4.1 ي
جمع برداري روي.مجمو عه بردار هاي واقع بريك صفحه باشد Vفرض كنيم

به ازاي هر سه بردار    ،     و. داراي ويژگي هاي زيراستVمجموعه 


c


b


a

داريم

)الف

 abba
 )ب

درآن)پ که



 c)ba()cb(a


 a0a)00(0
 که درآن                      )پ

.                       )ت

 a0a)0,0(0 

0)a(a 


()(
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قضيه4.1.6

و      و     دو اسكالر باشند، آنگاه Vاگر     و      در


b


a ر و بر ر و و و

)الف





 ba)ba(

)ب

)(



 aaa)(

)a(a)()پ




)ت

 aa1

 .                           )ث 

 0a0a0www*pnueb*com



ل:مثال4.1.9

اندازه بردار         را.فرض مي كنيم               و               دو نقطه باشند )y,x(P 11)y,x(Q 22


PQ ب و و يم ي ررض ر بر ز
.تعيين كنيد 

)y( 11)y( 22PQ

:حل
يعنيآن از مبدا »بردار نمايشگر«روشن است كه اندازه بردار           بااندازه



PQ
پس.برابراست                      



)yy,xx( 1212 

كن يف ت زي ت ص به ا دا ب د

2
12

2
12 )yy()xx(PQ 





i


jدو بردار     و     را به صورت زيرتعريف مي كنيمij

)0,1(i 


)1,0(j 


و ),(),(j و
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ه قض به با418باتوجه است اب هاب دا ب اين اندازه كه است 1jiوشن 
 روشن است كه اندازه اين بردار هابرابراست با4.1.8باتوجه به قضيه

با استفاده از جمع ومضرب اسكالرها بردار ها،.يعني     و   دو بردار واحد هستند 

i


j

1ji 

و ر ر و و ري ر ر ر و ع ز

 jو iهر بردار                را مي توان به صورت تركيــبي از بردار هاي واحد  

j

)a,a(a 21


در واقع، مي نويسيم. نوشت

)1,0(a)0,1(a)a,0()0,a()a,a(a 212121 


jaia 21
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.عبارت طرف راست تساوي فوق را يك تركيب خطي از      و      مي ناميم 

i


jيم ي و ز ي يب ر ي ر وق وي ر ر ر ب

با توجه به اين نمادگذاري ،اعمال جمع ،تفريق ،مضرب اسكالر و اندازه بردار ها

ij

. به صورت زير محاسبه مي شوند

j)ba(i)ba()jbib()jaia( 22112121




j)ba(i)ba()jbib()jaia( 22112121




)ja(i)a()jaia( 2121




2
2

2
121 aajaia 
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:تعريف10. 1. 4

مي گوئيم اگراسكالر    وجود داشته باشد موازيدو بردار ناصفر     و      را  

b


a

.به طوري كه                 ab





:مثال11. 1. 4

.نشان دهيد كه دو بردار                و                   موازي هستند j2i6a





ji3b





:حل 
چونچون



a
2
1)j2i6(

2
1ji3b






.پس    و    موازيند 

ab
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:قضيه4.1.12 ي
aاگر   يك بردار ناصفر باشد،آنگاه                    بردار واحد هم جهت با

a
1u 







a


a
a.  است

:مثال4.1.13

.بردار واحد هم جهت با بردار                را پيدا كنيد

ل
ji4




:حل
17116ji4چون 



پس بردار واحد مورد نظر برابر است با
j1i4)ji4(1  .j

17
i

17
)ji4(

17
u 
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تعريف4.2.1
حاصل ضرب عددي.فرض كنيم                   و                   دو بردار باشند،

ف ا ا ا ا قط ا اخل

)a,a,a(a 321


)b,b,b(b 321



b


ab
داخلي يا نقطه اي    و     رابا          نشان مي دهيـــم وبه صورت زيرتعــريف

كنيم م

b ab.a


مي كنيم
332211 bababab.a 



فاضل خلاف ا ض ل ا ك ا ذك لازم به تذكراست كه حاصل ضرب عددي دو بردار، برخلاف مجـــموع ،تفاضللا

نيست بردار و است عدد يك ها، بردار اسكالر مثال،ومضرب عنوان به به عنوان مثال،.ومضرب اسكالر بردار ها، يك عدد است و بردار نيست
2013)2)(0()1)(1()1)(3()2,1,1).(0,1,3( 

)3)(3()3)(1()4)(2()k2j3i4).(k3ji2( 


1638 
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قضيه4.2.4
اگر     زاويه بين دو بردار     و     باشند،آنگاه



b 


a

 cosbab.a


:نتيجه4.2.5


a      برهم هستند اگرو فقط اگر عموددو بردار ناصفر     و


b

0b.a 
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:مثال4.2.6
)134(

)221(b
 ل

.كسينوس زاويه بين دو بردار                     و                       رابيابيد )1,3,4(a 
)2,2,1(b 

:حل
:داريم4.2.4باتوجه به قضيه ي ب وج ريمب

2644264b.acos 




.
782634411916ba

cos 


 

48 :تعريف4.2.8
ا ا ا ا ا 0



j


k زاويه هاي     و     و      دربازه        ،به ترتيب بين بردارهاي    و    و

را ناصفر بردار و ، مختصات محورها هاديروي ناميمزاويه م

 ,0ijk



a


a .مي ناميم     زاويه هاديروي محورها مختصات ، و بردار ناصفر     را aa

www*pnueb*com



z


y



kajaiaaاگر                                ،آنگاه 321




x


jر 321

a
i
i.acos 1





 aj.acos 2



aia


a
k
k.acos 3





aja
cos  

aka


بنابراين

).kcosjcosi(cosaa
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:تعريف9. 2. 4
اگر     ،       و   زاويه هاي هادي      باشند،آنگاه              ،             و

           




acoscos cos

. مي ناميم       كسينوس هاي هادي را              

a

تصوير يك بردار برروي يك بردار ديگر

ميگذردRوPبرخطي كه از Qتصوير قائم نقطه Sاگر     و      دو بردار و نقطه  

PQ


PR

.درجهت      مي ناميم)        يا تصويرعددي(مولفهباشد،آنگاه                    را


PQ


cosPQ


PR

.به شكل اسلايد بعدي توجه كنيد
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o
o

s QP QP


PQ
s P




cosPQ

داريم4. 2. 4باتوجه به قضيه 

RPRPQP 



 

.
RP
RP.QP

RP
RP.QPcosQP 













 




 www*pnueb*com



چون             بردار هم جهت با       است،پس مولفه      درجهت      برابر 





 RP






PR

PQ


PRبر بر رجه و پس ب جه م ر بر چون

تعريف.است با حاصل ضرب داخلي       در بردار واحد هم جهت با         




 RP

PQ



PR


PQ

.زير رادررابطه با بردار       داريم  

PS

:تعريف4.2.11 :تعريف4.2.11
در جهت      برابر   تصوير برداري. فرض كنيم      يك بردار ناصفر باشد 

b


a


a م
است با

aa

b


a
a

b.abpr 2a
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ي43 دا ض ضرب برداري 4.3

دراين بخش نوع دوم ضرب دو بردار ،به نام ضرب بردار ي رامورد مطالعه قرار  

بر خلاف ضرب عددي ، حاصل ضرب برداري دو بردار ،خوديك بردار .مي دهيم

اا ا ا ا نخست تعريف جبري اين ضرب را ارائه مي دهيم وسپس تعبـير هندسي.است

يم آو م ا www*pnueb*com.آن را مي آوريم آن



ف431 :ت :تعريف4.3.1
باشند بردار دو و كنيم برداريفرض ضرب حاصل )aaa(a 


)bbb(b 321حاصل ضرب برداريفرض كنيم                    و                    دو بردار باشند

        
.در      برداري است به نمايش           كه به صـــورت زير تعريف مـي شود    

)a,a,a(a 321)b,b,b(b 321

b
 

aba


و ي ر ر ز ور ش ر ر baر


 122131132332 baba,baba,bababa 



 راه ساده تري نيز براي به خاطر سپردن 2با استفاده از دترميــــــنان مرتبه
 

.فرمول           وجود دارد ba
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م:رابه صورت زير تعريف مي كنيم2در نتيجه دترمينان مرتبه ي

bcad
dc
ba



درآن dكه ,c ,b ,aهستند حقيقي مثال.اعداد عنوان به

dc

به عنوان مثال.اعداد حقيقي هستندd ,c ,b ,aكه درآن 

134)1)(3()2)(2(
32



بنويسيم زير صورت به توانيم رامي فرمول براين baبنا




134)1)(3()2)(2(
21




بنا براين فرمول         رامي توانيم به صورت زير بنويسيم

.k
bb
aa

j
bb
aa

i
bb
aa

ba
21

21

31

31

32

32
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به صورت زير نمايش 3اين عبارت رامي توان با استفاده از نماد دترمينان مرتبه
.داد

kji


:مثال2. 3. 4
321

321

bbb
aaa

به ازاي بردار هاي                  و                     ،بردار هاي          و         را 3,1,2a 
 4,2,1b 



ba


ab 


.مشخص كنيد
ل:حل

بنابه تعريف،داريم  
kji


k
21
12

j
41
32

i
42
31

421
312
kji

ba
















421
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k5j11i2k)14(j)38(i)64(




k
12
21

j
32
41

i
31
42

421
kji

ab




 








123231
312




k5j11i2k)41(j)83(i)46(




اين مطلب اتفاقي  .توجه كنيد كه درمثال فوق           و           قرينه يكديگرند ba


ab




.نبوده ودرحالت كلي درست است
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:قضيه4. 3. 4
bاگر     و     دو بردارو       يك اسكالر باشد، آنگاه


a

ab(ba()الف 


0aa)ب 


)پ
)b(a)ba(b)a(




)ت     cabacba




)ث     cbcacba
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:قضيه4.3.6 ي
bاگر      و      دو بردار ناصفرباشند، آنگاه


a


،            )                        الف   0ba.a 
  0ba.b 



ت ا د ع دا د ه آنگا اگ جه نت د

 

0ba 
ba


b


aدرنتيجه اگر            آنگاه         برهر دو بردار     و    عمود است. b a

bاگر    زاويه بين    و    باشد                   آنگاه )ب


a


 0

 sinbaba
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:نتيجه4.3.7
abدو بردار نا صفر     و     موازيند اگر و تنها اگر


0ba 



:مثال4.3.8

برداري پيداكنيد كه برهردو بردار.فرض كنيم                   و                     )3,1,4(a 


)1,3,2(b 



.   و     عمودباشد     

:حل
a
b



:حل
:،           چنين برداري است 6. 3. 4باتوجه به قضيه 



ba




k
32
14

j
12

34
i

13
31

132
314
kji

ba
 










132 
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k)212(j)64(i)91(




k14j10i8:تذكر4.3.9

k)212(j)64(i)91(






ر
برابراست باOAFBشكل زير نشان مي دهد كه مساحت متوازي الاضلاع 

sinba


Fsinba z F

Ba
b


sinb

x
y

o

،مساحت اين متوازي الاضلاع برابر5. 3. 4ازقضيه)ب(درنتيجه باتوجه به حكم 
با است بااست

 sinbaba
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:مساله نمونه اي11. 3. 4

cb.(a(نشان دهيدكه                برابر با حجم متوازي السطوحي است كه     ،     ، 
ab



c

سپس حجم متوازي السطوح را به ازاي.سه ضلع مجاور آن باشند    
.و                  حساب كنيد               

 0,1,1a 


 1,3,2b 
 2,0,1c 

 و  1,3,2b ,,

:حل
آ

cb 


اگر     زاويه بين دو بردار     و         باشد،آنگاه ارتفاع متوازي السطوح برابر

ا ت cosaا

a


.است با                  cosa

cb



a


b
c
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cbچون مساحت قاعده متوازي السطوح برابر با         است،پس


پس ر ر وح ز و چون

حجم متوازي السطوح= )cosa(cb 


طوح وازي ا جم م )(

ازطرفي                                          ،پس coscba)cb.(a 

حجم متوازي السطوح=  )cb.(a



به ازاي بردار هاي داده شده     ،      ،        داريمa


b


c


bbbbbb 2132


.
cc
bb

a
cc
bb

a
cc
bb

a)cb.(a
21

21
3

31

31
2

21

32
1 



321213
9

01
32

0
21
12

)1(
20
13

1 











.است 9پس حجم اين متوازي السطوح برابر
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رخط در فضا4. 4

توسط دو نقطه يا يك نقطه و برداري موازي)يادر صفحه (در فضا lهرخط در 

 P و بردار lدرشكل زير نقطه                      برخط.مشخص مي شود lبا

ا تlاز ا نقطهشد ه نت P(xد y z)خطlت ا

 0000 z,y,xP

)a,a,a(a 321


است lبرخط P(x,y,z)درنتيجه نقطه.رسم شده است lموازي با                

وجود داشته باشد به طوري كهtاگر و تنها اگر اسكالر

),,( 321

ر ر ه و ورير ب ب وجو

atPP0
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zz
P(x,y,z)

 P

y

a
 )a,a,a(A 321 0000 z,y,xP

y
o

x

گا آ اگ ا .حال اگر                و                      آنگاه                                 

پ

POP 00 POP atPPPP 00




پس
.atPP 0
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اين معادله بردار ي معادل .مي ناميمlمعادله  برداري اي خط  اين معادله را

است با سه معادله عددي زير كه ازمســــاوي قراردادن مولفه هاي دو طرف 

:   تساوي فوق به دست  آمده است
taxx 

20

10

tayy

taxx





30

20

tazz

tayy





         معادلات  پارامتري خط اين معادلات را .كه درآنl  مي ناميم وt را
30 tazz 

Rt

.  يك پارامتر مي گوئيم
www*pnueb*com



:مثال2. 4. 4
خط تقا لات تlا گذ نقط ا P1)5,6,4(اك )032(P  راكه از دو نقطه             و             مي گذردتعيينlمعادلات متقارن خط

.                كنيد
),,(1)0,3,2(P2

:حل
1P2P21PP





ل
lموازي با      هستند، پس بردار    lچون    و    دو نقطه متمايز بردار خط 

)5,3,2()50,63,42(PP 21 
 چون.است

0Pبه عنوان نقطه     عبارتند از (5 ,6-,4)،با انتخا ب  lپس معادلات متقارن خط 

32 

نقطه ا 2)اگ 3 ك(0 لاتانتخا ا
5

z
3

3y
2
2x










Pمعادلات.انتخاب كنيم(0 ,3-,2)اگر    را نقطه

5
5z

3
6y

2
4x











0P

.هستند lخط  روشن است كه هر دو دسته معادلات ، مشخص كننده يك.به دست مي آيند
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:تذكر4. 4. 4
123،فرض براين است كه                       مخالف صفر lدر معادلات متقارن خط  a,a,a

دراينجا حالت هايي را بررسي مي كنيم كه يك يا دوتا از اين مقــادير . هستند
.صفر باشند

:حالت اول
          
موازي با صفحه  lدر اين صورت خط . ولي             مخالف صفر باشند          0a1 23 a,a

yzاست و معادلات متقارن آن عبارت اند از

3

0

2

0

a
zz

a
yy 




0xx  ,
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:حالت دوم
.استzموازي با محورlدر اين صورت خط.ولي                                 

lگذ نقط ا ك ا قائ آخط ا ا لا ا

0aa 21 0a 3 

)zyx( معادلات پارامتري آن .خط قائمي است كه از نقطه              مي گذردlيعني

از عبارتند

)z,y,x( 000

xx yy  tazz , عبارتند از

و درنتيجه معادلات متقارن آن عبارتند از
0xx  0yy  30 tazz , ,

ز ر ب ن رن يج ر و

0xx  0yy ,

تند ه حالت دو اين به ه ش ديگ هاي www*pnueb*com.حالت هاي ديگر شبيه به اين دو حالت هستندحالت



ل:مثال4.4.5

a)3,0,2(مي گذرد و با بردار(1,2-,8)را كه از نقطهlمعادلات متقارن خط  زرن )ر , , ر( بر ب و ر ي

.موازي است،را  بيابيد 

)3,0,2(a

ل:حل
به   lدرنتيجه معادلات زير براي.دراين جا             ،              و                

:دست مي آيند
2a1 0a 2 3a 3 

3
2z

2
8x, 


y=-1
32www*pnueb*com



فاصله نقطه ازخط 6. 4. 4
فرض كنيم .از نقطه      مي گذرد و با بردار      موازي است lفرض كنيم خط  0Pa

.قرار ندارد lنقطه       بر
z d

1P
1P

z L

H

d

P


y
o

0P

a

ا
x

0 در اين صورت

 sinPPd 10



 sinPPaPPa
PPa

d 10


 ن چ sinPPaPPa 1010

a
d  چون                                            ، پس
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رصفحه در فضا ۴.5

يا( lمي گذرد وبر خط Pروشن است كه تنها يك صفحه وجود دارد كه از نقطه 

هر صفحه توسط يك نقطه ويك بردار درنتيجـه .عموداست)  بر برداري چون     N


نقطه ويــك    فرض كنيـــم              . عمـــود بردار آن مشخص مـــي شود  )z,y,x(P0

.يك بردار ناصفر باشد                  )c,b,a(N 
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اينبر P(x,y,z)آنگاه نقطه ،بر        عمود باشداز       بگذرد وlاگر صفحه

اگ ا ااف اگ

0PN


اگر بردارتنهاصفحه است اگر و

 0000 zz,yy,xxPP 


نتيجه              ،يعنيدر.باشدبردار     عمودبر

 0000 ,yy,

0PP.N 0 


N


  0zz(c)yy(b)xxa 000   0zz(c)yy(b)xxa 000 

اين معادله به صورت  0z(c)y(b)xa 

آ ك ش شت ن ان ت ن

 ()y()

czbyaxd. 00  y00نيز مي تواند نوشته شود كه درآن
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N


z

P

P

0P

y
o

x

0PNكه از      مي گذرد و بر بردار     معادله  صفحه ايرا هريك از معادلات بالا


.بردار صفحه مي خوانيم)يا نرمال(بردار     را بردار قائم .عمود است، مي ناميم N
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:مثال4. 5. 4
ا ا ط ا ا ا ل معادله  صفحه اي را بنويسيد كه از سه نقطه    ،      و     غير واقع بردار يك PPا

.خط، بگذرد
0P2P 1P

:حلل
.روشن است كه بردار                      نرمال بردار اين صفحه است 

 2010 PPPPN


z
N


0P

2P

1P

yo

0 1

بنا براين اگر                   ، معادله اين صفحه عبارت است از
x

 0000 z,y,xP

  0zz,yy,xx.N 000 
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:مثال 9. 5. 4
به  ax+by+cz+d=0فرمولي براي فاصله نقطه                     از صفحه 

يد آو دست
 0000 z,y,xP

.دست آوريد
:حل

.بردار                   قائم بردار صفحه است   c,b,aN 


0P

N


h

0P

 zyxP



ا

 1111 z,y,xP

روشن است كه
 cosPPh 10
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چون                                            ،پس cosPPNPP.N 1010



PP.N
h 10






N

از آن جا كه                                          و      بردار صفحه واقع است،
پس

 01010110 zz,yy,xxPP 


 zz(c)yy(b)xxaPPN 


1P

 01010110 zz(c)yy(b)xxaPP.N 

000000111 czbyaxdczbyaxczbyax 

درنتيجه
222

000

cba

dczbyax
h






cba 
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آشنايي با جبرخطي

   مقدمه وهدف كلي

تعميم مي دهيم و برخي از ويژگيهاي جبري  در اين فصل مفهوم بردار را
  

.آن را مرور مي كنيم 
  

همچنين ماتريس  و تبديلهاي خطي را معــرفي كرده و ويژگيهاي آنها را 
   

ا .مورد مطالعه قرار مي دهيمطال
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هدفهاي دقيق آموزشي                  

:پس از مطالعه و يادگيري مطالب اين فصل بتواند  از خواننده انتظار مي رود

.را بشنا سد واعمال روي آنها را انجام دهد  nبردارهاي با بعد دلخواه ١.

.اندازة بردارها را محاسبه كند ٢.

آ٣ .اعمال روي ماتريسها را انجام دهد و ويژگيهاي آنها را بيان كند٣.

كند۴ ه حا ا هاي ات نان دت .دترمينان ماتريسهاي مربعي را محاسبه كند۴.

.ويژگيهاي دترمينان را بيان كند ۵. ن بي ر ن ي ر ي يه ويژ

.وارون ماتريسها را به روشهاي داده شده محاسبه كند ۶.

.دستگاه معادلات خطي را به روشهاي حذفي گاوس حل كند ٧.
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مجهولي را به روشهاي كرامر و با استفاده از وارونnمعادلة خطي nدستگاه.8
.ماتريسها حل كند

است9 خط استقلال اي دا شده داده هاي دا ب از اي عه ج كه كند ن تع تعيين كند كه مجموعه اي از بردارهاي داده شده داراي استقلال خطي است.9
.يا وابستگي دارد  

تعيين كند كه مجموعه اي از بردارهاي  داده شده پايـــه اي  براي  فضاي  .10
مفروض است يا نيست 

ماتريس نمايشگر يك تبديل خطي را نسبت به پايه هاي داده شده محاسبه .11
.كند كند

.مقادير ويژه ، بردارهاي ويژه ، و فضاي ويژة يك تبديل خطي يا يك ماتريس راتعيين كند .12 يين ر ريس ي ي ي يل ب ي ويژ ي و ويژ ي ر بر ويژ www*pnueb*comير



بردار و ماتريس5.1
 
:تعريف5.1.1  ري5

    
ixو هر    را يك مولفة آن)سطري(بردارتايي                        را يك -nهر )x,,x,x( n21 

.مي ناميم

ف ط ا ا ا ف ا ل ل

n21

هيچ دليلي براي صرفه جويي براي نمايش بردار به صورت سطري فوق وجود 

صورت.ندارد به را بردار اگريك


اگريك بردار را به صورت.ندارد











2

1

x
x



ك ا آ ااا







 nx


.مي ناميم بردار ستونينمايش دهيم ، آن را يك
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رتعريف5.1.2

موءلفه اي nفرض كنيم                           و                               دو بردار )a,,a,a(u n21 )b,,b,b(v n21  م

.باشد ) عدد حقيقي(و   يك اسكالر )   nمرتبة ( 

: بردارها به صورت زير تعريف مي شوند  اسكالر مضربو  مجموع

)ba,,ba,ba(vu nn2211  

به عنوان مثال 
)a,,a,a(u n21  

 31






 






 


 32,23,

2
3,33,2,

2
1,2)2,3,2,1(

)23,9,6,3()2,3,2,1(3  )()(
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:تعريف5.1.5 ري

a,,a,a(u(بردار                         برابر است با)اندازه(ياطول n21 

222 aaau   n21 aaau  

)1,1,2,1(71141 به عنوان مثال 

241111)1,1,1,1( 

.00000)0,0,0,0( 
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ثال516 :مثال5.1.6
u =(1,-3, 7, 5  ،v =(2, 1, 1, -1)  (فرض كنيم

را مي يابيم ، 2u-3v )الف

،       و         را محا سبه مي كنيم ،     )ب

ن) كهwدا ق ه 2uا 2w =3v

uvvu 

2u-2w =3vمي يابيم به قسمي كهwبرداري چون)پ

:حل
2v3u2)5,7,3,1(3)1,1,1,2()الف 

:حل

)3,3,3,6()10,14,6,2( 

).13,11,9,4()310,314,36,62( 
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(

71114)1112(

212254991)5,7,3,1(u  )ب

93166449)4,3,2,3(vu

71114)1,1,1,2(v





93166449)4,3,2,3(vu 

721293 كه د كن ه انت ت اق د  721293                       در واقع مي توان.يعني                               توجه كنيد كه

نشان داد كه در حالت كلي

vuvu 

ي ت ر ا ن

.vuvu  www*pnueb*com



ا) ل ا ا ا ا كال ا ض ا ژگ ت ا با توجه به ويژگيهايي جمع و مضرب اسكالر بردارها ، اين معادله را )پ

:مي توانيم مانند معادلات معمولي حل كنيم يم ل ي مو لا يم و ي

322332 v3u2w2v3w3u2 

).13,11,9,4( 

در نتيجه 

   .
2

13,
2
11,

2
9,2)13,11,9,4(

2
1w 






 


www*pnueb*com



ماتريس5.2
ماتريسي است كه هر يك از عناصرش صفر باشد  ماتريس صفر.

س ر

                          مربعي ماتريس قطري عناصررا        عناصر             
نا

1122nn a,a,,a 
nnij )a(A 

ا ك ك ا اك ا آ قط گ1ا ا

.مي ناميم
  
و عناصرديگرش  1عناصرقطري  آن برابر بايك ماتريس        كه هريك از

دهيمnمرتبههمانماتريسصفرباشندرا م نمايش با را وآن ناميم م

nn

nI .مي ناميم وآن را با      نمايش مي دهيمnمرتبههمانيماتريسصفرباشندرا
پس

n

 001 












010
001

In













 100 
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ريسجمع ومضرب اسكالر ماتريس ها ر رب و ع ج

ف523 :تعريف5.2.3
ك ا ان ا ك ض ف A bفرض كنيم                    و                      دوبردار هم اندازه و       يك

باشدعدد و.حقيقي مجموع صورت صورتدراين به ها ماتريس اسكالر مضرب

 
nmijaA


 

qpijbB




مضرب اسكالر ماتريس ها به صورتدراين صورت مجموع و.حقيقي باشدعدد

:زير تعريف مي شوند
 

nmijij baBA




 
nmijaA
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:قضيه5.2.5

دراين.سه ماتريس          و                دواسكالر باشندCوBو Aفرض  كنيم , nm
:صورت

ABBA)الف  )  الف

)ب

ABBA 

    CBACBA 

)پ

    CBACBA 

  BABA 

)                                           .ت  AAA 
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:مثال5.2.6
ماتريس هاي







 


010
211

B 









031
123

A

بگيريد نظر كهDماتريس.رادر كنيد پيدا قسمي .2A+3D=Bرابه

 010  031

2Aرابه قسمي پيدا كنيد كهDماتريس.رادر نظر بگيريد 3D B.

:حل
:باتوجه به ويژگي هاي جمع ومضرب اسكالر در ماتريس ها،داريم

A
3
2B

3
1D  A2BD3 

بنابراين







 







  0

3
5

3
5

3
2

3
2

3
4

3
12

3
1











  12322111D























0

3
5

3
2

33
002

3
1

3
20

33333













03130103

D
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:تعريف5.2.8
 ijaA  bBحاصلضرب.فرض كنيم                    و                      دو ماتريس باشند

AدBازاي ه كه ي ط ه ت ا ات

 
nmij  

qpijbB




nm cCAB  AدرB ماتريس         و                               است به طوري كه به ازاي

،j=1, 2, ..., nوi=1, 2, ..., mهر

nm 
nmijcCAB




,ر , jو, , , ,





p

1k
kjikij bac

.ba...baba pjipj22ij11i 
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:مثال5.2.9

فرض كنيم
 321  21

كنيدABماتريس .راپيدا











211
321

B 









32
21

A

.راپيدا كنيدABماتريس


:حل




















211
321

32
21

AB













)2)(3()3)(2()1)(3()2)(2()1)(3()1)(2(
)2)(2()3)(1()1)(2()2)(1()1)(2()1)(1(

.
1271
741












1271 
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:قضيه5.2.11

دراين صورتفرض كنيم                       يك ماتريس          باشد  
nmijaA


nm ب ريس ي يم وررض ين ر  

nmij 

.AIAAI nn 

 :قضيه 12. 2. 5
دراين . فرض كنيم                     ،                      و                     

صورت
 

nmijaA


 
qpijbB


 

nqijcC




     .CABBCA 
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:مثال5214 :مثال5.2.14
فرض كنيم 












04
87

C 









04
76

B 









00
10

A

.       AB =ACنشان دهيدكه
:حل
داريم



























00
04

04
76

00
10

AB
 000400




























00
04

04
87

00
10

AC 















 000400

نمي توان نتيجه گرفت كه AB = ACبنابراين ،اين مثال نشان مي دهد كه از  ز ي ن ل ين ين بر رب يج ن و ي
B=C                                         
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:تعريف5.2.15 ر

يك ماتريس        بهAترانهادهفرض كنيم                     دراين صورت  ijaA nm ور ين ر يم هرض بر ريس ي

, i)نمايش       است كه عنصر j)   آن برابر با عنصر(j,i) ام ماتريسAاست.

 
nmij 

TA

،  i ،jبه عبارت ديگر                 ،كه درآن به ازاي هر   ij
T bA 

jiij ab 
به عنوان مثال










2111

T aa
aa

A 







 131211 aaa

A










2313

2212

aa
aaA 



 232221 aaawww*pnueb*com



:قضيه  16. 2. 5
دراين صورت.دو ماتريس         و     يك اسكالر باشد Bو  Aفرض كنيم  nm

ترانهادة ترانهاده يك ماتريس مســاوي است با خود:                     )الف      
ي مات آن

  AA TT 
.آن ماتريس

        
ترانهاده مضرب اسكالر يك ماتريس مساوي است با:                      )ب        TT AA  بب وي ريس ي ر رب ه ر

.مضرب اسكالر ترانهاده آن ماتريس 

 

ترانهاده مجموع دو ماتريس برابراســت با:                               )پ          TTT BABA 

 .مجموع ترانهاده آن ماتريس ها  
www*pnueb*com



:قضيه5.2.17 ي
:دو ماتريس مربعي باشند، آنگاهBوAاگر

  TTT ABAB  

يف5218 :تع :تعريف5.2.18
مربعي اگرمتقارنراAماتريس گوييم مي مي گوييم اگرمتقارنراAماتريس مربعي

TAA TAAwww*pnueb*com



:مثال5.2.19

.، ماتريس                متقارن است Aنشان دهيد كه براي هر ماتريس مربعي  TAA

:حل

،داريم16. 2. 5با توجه به قضيه    TTTTT AAAA    

.AAAA TT 

ت ا ن تقا جه نت .در نتيجه            متقارن است TAAد AAwww*pnueb*com



دترمينان 3. 5

:مثال5.3.3
اگر
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13آنگاه
.8)1)(1()3)(3(
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13

Adet 
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:تعريف5.3.4

برابراست با عدد      همســـازهبراي هر      در ماتريس                    ،  
nnijaA


 ija

ija

.M)1(A ij
ji

ij


:مثال5.3.5

33ماتريس         فوق باشد، آنگاهAاگر

,12M)1(A 11
11

11   0M)1(A 31
13

31  

4)106(
65
21

M)1(A 32
23

32  

آخ 65ال .والي آخر
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ل:مثال5.3.7
.دترمينان ماتريس زيررابيابيد
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:حل
:دترمينان اين ماتريس را با استفاده از سطر اول حساب مي كنيم

022

131312121111 AaAaAa
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110A 
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12 2111 





 

230302
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2064)30(0)30(2)20(2  .2064)30(0)30(2)20(2 

:بااستفاده ازستون سوم محاسبه مي كنيم” حال همين دترمينان رامثلا

022

333323231313 AaAaAa
023
110

022
A 

023

A0A)1(A0  332313 A0A)1(A0 

2)64)(1(0
23
22

)1(0 32  
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نويژگي هاي دترمينان ي ر ي ي ويژ

محاسبه دترمينان بااستفاده از سطر ياستوني كه بيشترين تعدادصفررادارد 

ا ا اآ ا ا ا ا گ ا ف لا ا دراسلايد بعدي فهرستي ازويژگي هاي دترمينان رابدون اثبات .آسانتراست

صورت رابه يس مات يك مينان دت ها، ويژگ ازاين اده وبااستف آوريم مي آوريم وبااستفــاده ازاين ويژگي ها، دترمينان يك ماتريس رابه صورتي  م

م.ساده تر محاسبه مي كنيم ي ر
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:قضيه  9. 3. 5

0Aصفرباشد،آنگاه ) ياستون(شامل يك سطر Aگر ماتريس ا)1     
  

درعددي ضرب شود، مقدار Aماتريس ) ياستون(اگر تمام عناصر يك سطر)2     
.دترمينان اين ماتريس درآن عدد ضرب مي شود و ي رب ن ر ريس ين ن ي ر

    
با هم عوض كنيم، علامت مقـــــداريك ماتريس را)ستونيا(اگر دو سطر)3    

.مي كنددترمينان تغيير
    

ط)4 د نا(اگ اشند)ت ان ك اتات آن نان دت قدا مقدار دترمينان آن ماتريسماتريسي يكسان باشند،)ستونيا(اگر دو سطر)4   
.صفراست

   
ديگري جمع) ستونيا(با سطررا) ستونيا(اگر مضرب اسكالر ي ازيك سطر)5    

.مقدار دترمينان تغيير نمي كندكنيم ،
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گاABگا آ ا BAABا .دو ماتريس         باشند،آنگاه                             BوAگرا)6         nnBAAB 

برابربا حاصلضرب عناصر  Aيك ماتريس قطري باشد،دترمينان  Aاگر  )7          
ت ا آن .قطري آن است    قط

          8(                     . TAA 

   
        9(                     . 1I 
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:مثال5.3.10
   

چون يك سطر ماتريس صفراست ،پس)الف    

0000
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3521



2151 
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1231
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2541
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 .

0103
0102
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2103
0102 www*pnueb*com



(

.
65
21

2
65
42


)پ

6565

)ت)ت
.0)0(2

12
12

4
12
48



161161)ث )ث
.

511
090
161

R2R
511
232
161

12 
511511

شود كم دوم سطر از اول برابرسطر دو يعني .نماد 12 R2R  نماد                 يعني دو برابرسطر اول از سطر دوم كم شود. 12
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بااستفاده ازاين قواعد مي توانيم مقداردترمينان ها رانسبتا آسانتر محاسبه كنيم.

ديگر جمـع مي كنيم تا اين كه) ياستون(را با سطر)ياستون(مضاربي از يك سطر

ي ن(ط ت الا)ا احت جز ه آن عنا ه ه كه آ ت د عن”ه ك يك عنصر ،به دست آوريم كه همه عناصر آن ، به جز احتمالا) ياستوني(سطري

بسط) ياستون(سپس دترمينان  را برحسب همســازه هاي  آن سطر.صفر باشند ب رر ن ي ز ب بر ر ن ي ر ونپس بي

.اين روند را ادامه مي دهيم تا دترمينان هاي        به دست آوريم.مي دهيم 22
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وارون ماتريس5.4

اي ب هاي وش و م كن م يف اتع بع م هاي ي مات ون وا بخش اين دراين بخش وارون ماتريـــس هاي مربعي راتعريف مي كنيم وروش هايي برايد

يم.محاسبه آن ارائه مي دهيم ي ر ن ب

:تعريف5.4.1
 Bمي گوييـــم اگر ماتريسي مانند  )يا نا منفرد(وارونپذير را  Aماتريس مربعــي 

:وجود داشته باشد به طوري كه
AB I BAAB=I=BA .www*pnueb*com



اگر ماتريسAوارونپذير باشد ،آنگاه وارون آن يكتا ست.

باشند ،دراين صورت  Aهردو وارون Cو  Bزيرا اگر 

AC=I                                               (B=BI=B(AC)زيرا(         
=(BA)C

BA=I                                                    (=IC=Cزيرا (      

باتوجه به اين مطلب ،وارونAرادر صورت وجود با نماد      نشان مي دهيم. 1A
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:قضيه5.4.2 ي

باشند،آنگاهBوAاگر وارونپذير ماتريس nnدو دو ماتريس        وارونپذير باشند،آنگاهBوAاگر

.وارونپذير است و                                ABماتريس)الف   111 ABAB  

.                      )ب   AA 11 


. ماتريس        وارونپذير است و                                 )پ TA   T11T AA 
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:مثال5.4.4
.تعيين كنيد)درصورت وجود(وارون ماتريس زيررا
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:حل
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ل
وارون اين ماتريس ،درصورت وجود ،ماتريسي به صورت











t
yx

B
يعني.AB=I=BAاست به طوري كه
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1xپس  پس

0zx2
0y




1ty2 
پس. x = 1  ،y =0 ،z = -2 ،t = 1درنتيجه 





















12
01

12
01 1



ملاحظه مي كنيم كه مســـاله پيداكردن وارون يك ماتريس با مساله حل يك 

دراين بخش روش هايي را براي پيداكردن وارون.دستگاه معادلات دررابطه است

دستــــگاه معادلات رامورد بررسي قرار 6دربخش .يك ماتريس ارائه مي دهيم

.مي دهيم
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مقدماتي5.4.6 سطري اعمال اعمال سطري مقدماتي5.4.6

نام م مقدمات سط ل ع يك ا زي ال ازاع يك .هريك ازاعمال زيررا يك عمل سطر مقدماتي مي ناميمه

.تعويض دو سطر يك ماتريس)الف ريس) ي ر و ويض

.ضرب كردن يك سطر ماتريس در يك عدد ناصفر)ب

.افزودن مضربي از يك سطر ماتريس برسطر ديگر )پ

ت د ا ات ك ن ا ي ط ال اع ن ازا تفاده ا ا اه خ  مي خواهيم با استفاده ازاين اعمال سطري وارون يك ماتريس را، درصورت

.نخست به مثال زير توجه كنيد.وجود تعيين كنيم يم يين يوجو وج زير ل ب
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ريمحاسبه وارون ماتريس به روش تحويل سطري5.4.9 ل و روش س ر رون و

ابتدا ماتريس مركبnاز مرتبهAبراي محاسبه وارون ماتريس مربع 

 IAA

سپس باانجام اعـــــمال سطري مقدماتي سعي مي كنيم.راتشكيل مي دهيم

 nM IAA 

يم ي يل يمر ي ي ي ري ل م ج ب پس

ماتريس مركب رابه صورت               دربياوريم ،دراين صورت BI

BA 1 BA  www*pnueb*com



ل:مثال5.4.10
.وارون ماتريس زيرراتعيين كنيد 
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:تعريف5.4.14
ماتريس مربعي                      را با           نشان مي دهيم ماتريس الحاقي
ت ا آ

Aad j  
nnijaA




وآن را به صورت

 TAAad 

Aبه عبارت ديگر             ترانهاده ماتريس همـسازه هاي .تعريف مي كنيم

 ijj AAad 

Aad j

.است

:مثال5415 :مثال5.4.15
.ماتريس الحاقي ماتريس زير را بيابيد

 111
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A
 512
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:حل
تنداز ا ات ا ا :همسازه هاي اين ماتريس عبارتندازاز

01 005
51
01

M)1(A 11
11

11   0
52
00

)1(A 21
12  

2
12
10

)1(A 31
13   4

51
11

)1(A 12
21  

برابراست باAدرنتيجه ماتريس همسازه هاي.والي آخر ر ي يو ز ريس يج بر بر بر
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:مثال5.4.19
. رابه روش الحاقي تعيين كنيد4.15. 5وارون ماتريس داده شده درمثال 

:حل
ا 03A1Aچون.چون                    ،پس          وجود دارد 03A A

 145






















112
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145

Aad j

پس 112

 145
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 112
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 دستگاه معادلات خطي 5. 5

:تعريف5.4. 5
مجموعه اي از معادله خطي  چون

1nn1212111 bxa...xaxa  1nn1212111

2nn2222121 bxa...xaxa 

دستگاه خطmايك ناممجهولnمعادله تايn–هم
mnmn22m11m bxa...xaxa 

تايي n–هر.مي ناميممجهوليnمعادله خطي mرايك دستگاه

اين دستگاهجواباز اعداد حقيقي كه در هريك از اين معادلات صدق كند، يك
 n21 x,...x,x

ق ن ز ر ر ي نوز
. ناميده مي شود
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م.حال روش هايي براي حل يك دستگاه معادله خطي  ارائه مي دهيم ي ي ي

گاوس555 حذف وش روش حذفي گاوس5.5.5

آن ها ا تگا د ك ادلات ز ال اع كه د ش د د ان آ به آساني ديده مي شود كه اعمال زير روي معادلات يك دستگاه ،جواب هاي آنه
:را تغيير نمي دهند

.ضرب يك عدد غير صفر در يك معادله ١.

.عوض كردن ترتيب معادلات٢.٢

گ٣ د ادله ه ادله ك از ض دن افز .افزودن مضربي ازيك معادله به معادله ديگر٣.

يم.        بااستفاده ازاعمال فوق دستگاه معادلات را مطابق مثال هاي زيرحل مي كنيم ي ل زير ي ل بق ر وق ل ز ب
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:مثال 7. 5. 5
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ملاحظه مي كنيم كه از سطـــــر سوم نمي توانيم براي پاك كردن ستون سوم  


بنابراين پاك سازي ستون ها تا جائيكه ممكن است انجام گرفته . استفاده كنيم 

. به اين ترتيب دستگاه داده شده به صورت زير تحويل يافته است.است 
42
3

x
3

x 31 

7x2x 

مي گو ئيم، زيرا با دادن مقادير مختلف به آنآزادمجهولدراين صورت     را يك
3

x
3

x 32 

3x

.كليه جواب هاي اين دستگاه به دست مي آيند
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ل:به عنوان مثال ن و ب

47x 0x 
3
4x13

x20x3

1x  3
2x1


5x 

,,

,,

ت تگا ا ا ت ا ن ا كلا ط

1x3 31

3
x2,

به طور كلي،هر.دوجواب از بي نهايت جواب اين دستگاه هستند

72 42
ax3 3

7a
3
2x2  3

4a
3
2x1 

Ra

,,

.كه درآن           ،يك جواب دستگاه داده شده است Rawww*pnueb*com



دستوركرامر10. 5. 5
1nn1212111مجهوليnمعادله خطي   nدستگاه  bxa...xaxa 

nnnn22n11n bxa...xaxa 

.فرض كنيم                     ماتريس ضرايب اين دستگاه باشد.رادرنظر بگيريد   
nnijaA




iBفرض كنيد         ما تريس حاصل از جايگزين كردن i=1, 2, ..., nبه ازاي هر 

توسط ستون Aام ماتريس iستون 








2

1

b
b

ا









 n

2

b
:

.باشد
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B B B
0Aاگر          آنگاه دستگاه فوق داراي جواب منحصر به فرد زيراست 

گا ك ل قا خطا ل االا اك
A
B

x 1
1 A

B
x 2

2 A
B

x n
n

.مي ناميم كرامررادستورمجهوليnمعادله خطي nاين قاعده حل يك دستگاه
:مثال5.5.11

5x3x2.دستگاه زيررابه روش كرامر حل كنيد 21 

0x2x:حل  21 

چون
7

2
3

1
2

A 


 10
2

3
0
5

B1 


 5
0
5

1
2

B2 

پس جواب منحصر به فرد اين دستگاه عبارت است از
21 20 01

7
10

A
B

x 1
1 

7
5

A
B

x 2
2 
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 نمايش ماتريسي يك دستگاه15. 5. 5

خط معادلات دستگاه كه شود م ديده آسان به آساني ديده مي شود كه دستگاه معادلات خطيبه

b 1nn1212111 bxa...xaxa 

mnmn22m11m bxa...xaxa 

نمايش داد، كه درآنAX= Bرامي توان به صورت معادله ماتريسي    

                        ،  
nmijaA
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 nx


nnيك ماتريس       وارون پذير باشد،آنگاهAاگر رر پ رون و س ر
BAX 1

.به اين ترتيب جواب منحصر به فرد دستگاه داده شده به دست مي آيد

به مثال اسلايد بعدي توجه كنيد.
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وپايه وبعد5.6                     پ

nRفرض كنيم     مجموعـــه همه–n1. 5در بخش.تاي هاي اعـــدادحقيقي باشد

كه دي ك يف تع عه مج عناص اي ب ا اسكال ب مض ع ج ل ع nRد

R

دو عمل جمع ومضرب اسكالر را براي عناصر مجـــــموعه      تعريف كرديم كه

نيز ملاحظه5.2دربخش.هستند5.1.3داراي ويژگــي هاي مـذكوردر قضيه 

R

ي ر ور ي ي ويژ ي شر يزرب

nmكرديم كه مجموعه همه ماتريس هاي          با عناصر حقيقي همراه با جمع و

.است 3. 1. 5مضرب اسكالر آنها داراي ويژگي هاي قضيه 
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قصد.اين ساختارهاي رياضي مثال هايي ازمفهوم مجرد فضاي برداري هستند

ا خ لك ك ف ا ا فضا ف ك ن ا ما اين نيست كه مفهوم مجرد فضاي برداري را تعريف كنيم ، بلكه مي خواهيما

،به برداري فضاهاي براي را برداري فضاهاي مورد در كلي ازمفاهيم برخي ازمفاهيم كلي در مورد فضاهاي برداري را براي فضاهاي برداري       ،بهnRبرخي

.ويژه         ،          مورد مطالعه قرارمي دهيم 2R3R

R
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:تعريف6. 1. 5
استقلال خطيمي گوئيم كه مجموعه                  ازاعضاي فضا برداري    داراي   k21 u,...,u,unR

12kاست اگر هيچ مجموعه اي از اعداد                         بجز a,a,...,a
0aa...a 12k 

وجود نداشته باشد به طوري كه

 00uauaua 

ا ا تن اگ ت ا خط تقلال ا ا دا ه گ د ت ا ه

 .0,...,0ua...uaua kK2211 

 k21 u,...,u,u
به عبارت ديگر، مجموعه                    داراي استقلال خطي است اگرتنها جواب

.معادله                                               برابر با                              باشد  0,...,0ux...uxux kK2211 0xx...x 12k ب ب بر بر

.در غير اين صورت مي گوئيم مجموعه                    داراي وابستگي خطي است

 kK2211

 k21 u,...,u,u
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:مثال5.6.2
. آيا مجموعه                                                داراي وابستگي خطي است  )}1,00(),00,1(),00,2{(

:حل
بله،زيرا

)0,0,0()1,0,0)(2()00,1)(2()2,0,2)(1( 

:مثال5.6.3
نشان دهيد كه مجموعه                                         داراي استقلال خطي

.است
      1,1,0,1,0,1,0,1,1A 

:حل
:فرض كنيد       000110101011 ي رض       0,0,01,1,0x1,0,1x0,1,1x 321 
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نشان مي دهيم كه تنها جواب اين معادله                         است. 0xxx 123 

.از معادله فوق دستگاه زير به دست مي آيد


م ي










0xx
0xx

31

21


  0xx 32

روشن است كه اگر دترمينان ماتريس ضرايب اين دستگاه مخالف صفرباشد،اين
.دستگاه تنها داراي جواب است 

02
10
11

11
10

101
011


1011

110

تAه ا خط تقلال ا ا دا .داراي استقلال خطي استAپس مجموعه
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:مثال5.6.4
نشان  دهيدكه مجموعه                                            داراي وابستگي

ا خط
      0,0,1,0,1,0,0,2,1A 

.خطي است

ل:حل
.معادله                                                              رادرنظر مي گيريم        0,0,00,0,1x0,1,0x0,2,1x 321 

.ازاين معادله دستگاه زيربه دست مي آيد








0xx2
0xx

21

31

به عنوان مثال           و           و  . اين دستگاه بي نهايت جواب دارد
ت ا آن ا نك



1x1 2x2 1x3 
يعني.يك جواب آن است

       0,0,00,0,10,0120,2,1 

.داراي وابستگي خطي است  Aپس مجموعه 
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:مثال 9. 6. 5
.را نسبت به پايه مرتب                      تعيين كنيد(5,4)مختصات بردار

ل
 )3,2(),2,1(

:حل
فرض كنيم  )3,2(x)2,1(x4,5 21 

دراين صورت


 

432
5x2x 21

.پس ازحل كردن اين دستگاه جواب               و           به دست مي آيد

  4x3x2 21

6x2  7x1 
يعني

  )3,2(6)2,1(74,5 

نسبت به پايه مرتب داده شده عبارتنداز (5,4)پس مختصات بردار
  ),(),(,

67x1  6x2 
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رماتريس تغيير مختصات5.6.11 س ر
در پايه متعارفPفرض كنيم                مختصات نقطه   321 x,x,x )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(

.باشد و مي خواهيم مختصات آن را نسبت به پايه جديد زير به دست آوريم

      332313322212312111 a,a,a,a,a,a,a,a,aB        332313322212312111 ,,,,,,,,

ط ا گاPاگ آ ا اگر                    مختصات جديد نقطهPباشند،آنگاه 123 x,x,x 

     32222123121111321 a,a,axa,a,axx,x,x 

.

     
 3323133

32222123121111321

a,a,ax
,,,,,,
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.ازاين معادله دستگاه زير به دست مي آيد

xaxaxax  3132121111 xaxaxax 

3232221212 xaxaxax 

3332321313 xaxaxax 

اگر               ،آنگاه دستگاه فوق به صورت ماتريسي 
33ijaA





















 11

x
x

Ax
x









 










 3

2

3

2

x
xA

x
x

.استPاست كه رابطه بين مختصات قديم وجديد نقطه
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 ماتريسA ستون .را ماتريس تغيير مختصات مي ناميمi ام اين ماتريس برابر

.است  Bام پايه iبا بردار

  xx



































 

2

1
1

2

1

x
x
x

A
x
x
x

 33 xx

 نكته جالب توجه اين است كه ماتريس تغيير مختصات همواره وارون پذير

w. ازرابطه زير به دست مي آيندPاست بنابراين مختصات جديد نقطه 
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:مثال5.6.14
فرض كنيد دستگاه مختصات متعارف در صفحه را به اندازه زاويه     درجهت

ا ا ا ت ا ا ق كت نقطخلاف ات خت


مختصات جديد هر نقطه .خلاف حركت  عقربه هاي ساعت  دوران داده ايم
.دلخواه              را به دست آوريد )x,x(P 21

y:حل

y xy x

j




xj
 i




i
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به آساني ديده مي شودكه                        و                            بنابراين  cos,sinj
   sin,cosi



ماتريس تغيير مختصات نسبت به پايه جديد              برابراست با

  cos,sj

 j,i















i

sincos
A 



  cossin

درنتيجه
  sincos1












cossin
A 1

نقطه قد ات خت ا د د ات خت طه ا ن ا ازPنا ت ا ت ا ع عبارت است ازPبنابراين رابطه مختصات جديد با مختصات قديم نقطه










 





  11 xsincosx










 



  22 xcossinx

.يعني                                    ،                                         sinxcosxx 211  cosxsinxx 212
ي ي  sinxcosxx 211  cosxsinxx 212
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تبديل خطي و بردار ويژه 5.7
تعريف5.7.1

تابع. باشند) و       ”       مثلا(دو فضاي برداري   WوVفرض كنيم  nRmR

است اگر تبديل خطييك                     WV:T 
  

   
،Vدر وuبه ازاي هردو بردار)1    )(T)u(T)u(T 

 

ا)2 ا كالuVا T)(T)(ا .و هراسكالر      ،                               Vدرuبه ازاي هربردار)2   )u(T)u(T 

دراين بخش بردارهاي      رابه طور ستوني نمايش مي دهيم. nR
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:مثال 2. 7. 5
.بررسي كنيدكه تابع                    باتعريف زير يك تبديل خطي است 23 RR:T ي يل ب ي زير ري ب بع ي ي برر


















x
y
x

T 











y
z
y

:حل
 





  2121 xxxx





































































21

21

21

2

2

2

1

1

1

zz
yyT

z
y

z
yT






























 21
21

21

y
x

y
x

yy
xx






































2

2

1

1

y
x

Ty
x

T






  21

21

yy
zz 



 











 





 21 zz

  xx  x



































































y
x

z
y
x

T
z
y
x

T 


























y
x

z
y
x

T

  
.يك تبديل خطي استTپس 
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:قضيه5.7.4 ي
وجود دارد Aبراي هر تبديل خطي                     يك ماتريــس        چون  mn RR:T nm

  ستون هاي اين ماتريس.در      ،                 Xبه طوري كه به ازاي هر بردار
به ترتيب عبارتنداز

  AXXT  nR

  



 



  00




















0
1

T
 












































0

0

T,,0
1
0

T




,


















0











 



















 









 1

0T,,

0

0T


AنمايشگرماتريسرايكT)مي ناميم)نسبت به پايه هاي متعارف.
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مقادير ويژه وبردارهاي ويژه 7. 7. 5

مساله پيدا .از     به روي خودش تعريف شده باشدTفرض كنيم تبديل خطي nR

nRدر      به طوري كهXكردن اسكالرهايي چون       وبردارهايي چون  

  XXT 

وجودXاگر براي اسكالر چون       بردار ناصفر .معروف است ويژه مقاديربه مساله  

 داشته به طوري كه در معادله فوق صدق كند،آنگاه     را يك مقدارويژهTوXرا

ژه دا ناTك ژه قدا ا تناظ



.متناظر بامقدار ويژه      مي ناميمTيك بردار ويژه www*pnueb*com



داری بر ریتوابع بع بر  و
يمقدمه وهدف كلي و

دراين فصل حد،مشتق ،انتگرال وكاربردهاي توابعي را مورد بحث قرارمي دهيـم
كه دامنه آنها مجموعه اي از اعدادحقيقي است ولي برد آنهابه جاي اعدادحقيقي 

ت ا دا از ا .مجموعه اي ازبردارهاسته
بـــه.اين نوع توابع، كه توابع برداري ناميده مي شوندكاربرد هاي بسياري دارند

حركت يك”عنوان نمونه،براي توصيف ويژگي هاي ابتدايي حركت هرجسم، مثلا
لحظه د اش ه ونگا اززمان اي بازه اش دامنه كه ي دا ب تابع ه،ازيك tماهواره،ازيك تابع برداري كه دامنه اش بازه اي اززمان ونگاره اش در لحظه   tماهوا

. بردار موضع آن جسم است ، استفاده مي شود
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هدف هاي دقيق آموزشي
:ازخواننده انتظارمي رود كه پس از مطالعه ويادگيري مطالب اين فصل بتواند

كند١ يف اتع ي دا ب تابع .تابع برداري راتعريف كند١.
.مشتق وانتگرال توابع برداري راتعريف كند٢.
.ويژگي هاي مشتق وانتگرال توابع برداري رابيان كند٣.
ربردارهاي موضع سرعت ، وشتاب راتعريف كند وآنهارابراي يك جسم متحرك۴. م ج ي ي بر ر ه و ري ر ب و ر ع و ي ر بر

.محاسبه كند 
بردارهاي مماس وقائم بريك منحني راتعيين كند۵.
.مولفه هاي مماسي وقائم شتاب را محاسبه كند۶.
.خميدگي منحني راتعريف كند٧.
كا٨ ا ك گ ا ا .روش هاي متفاوت تعيين خميدگي يك منحني رابه كارببرد٨.
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حد،مشتق وانتگرال1. 6

-نمايش مي دهيم ،زيرا اغلب كاربرد tباxمتغير مستقل توابع برداري را به جاي  مع ي
.هاي دامنه اين توابع بازه اي از زمان است

ا لف نا ق ق ا ا ا ا اظ fffمتناظر با هر تابع برداري     سه تابع حقيقي     ،     ،      ، به نام مولفه هاي

دارند هروجود ازاي به واقع ترتيبtدر به ، ، ، دامنه در

FF


1f2f3f

F


)t(f1)t(f2)t(f3 در دامنه     ،         ،         ،         به ترتيبtدر واقع به ازاي هر.وجود دارند

.مولفه هاي اول ،دوم و سوم         هستند

)(1)(2

)t(F


 
k)t(fj)t(fi)t(f

)t(f,)t(f,)t(f)t(F

321

321








Hبه عنوان مثال ، مولفه هاي تابع برداري       فوق الذكر عبارتند از


k)t(fj)t(fi)t(f 321 

0)t(f3  tcos)t(f2  tsin)t(f1 
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را نقطه انتهايي بردار                                    درt،P(x,y,z)اگر به ازاي هر )t(f,)t(f,)t(f)t(F 321


Fدر دامنه      تغيير مي كند،اين نقطه برروي يك tفضا در نظر بگيريم،آنگاه وقتي 


»معادلات  پارامتري«منحني با 
)t(fx 1,)t(fy 2,)t(fz 3 )(1,)(y 2,)(3

z

.حركت مي كند
)t(F



y

x
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مثال6.1.3

jtsinitcos)t(Fنشان دهيدكه نمودار نگاره تابع برداري                                  دايره اي




.استxyدر صفحه oو به مركز  1به شعاع 

:حل
صفحه د تابع اين ه نگا ودا استxyن صف آن سوم مولفه ا زي بهاست چون چون به.است، زيرا مولفه سوم آن صفر است xyنمودار نگاره اين تابع در صفحه

t(F(،اندازه بردار      برابر است باtازاي هر


ر ي رز ر ر ر ز

1tsintcos)t(F 22 


.قرارداردxyدر صفحه  1و شعاع oپس هر نقطه نمودار نگاره       بردايره به مركز  )t(F


  .مقادير متعلق به           را اختيار مي كند،اين دايره به دست مي آيدtوقتي  2,0

www*pnueb*com



)t(F


t

تعريف4. 1. 6

در اين صورت.فرض كنيم                                     يك تابع برداري باشد  )t(f,)t(f,)t(f)t(F 321
r

 )t(flim,)t(flim,)t(flim)t(Flim 3at2at1atat 




ميل مي كند وجودداشتهaبهtمشروط بر اينكه حدهاي    ،      ،       وقتي

atatatat 

1f2f3fي و ي ي بر وجوبرو ي يل
.باشد
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لمثال6.1.5

:حد زير را بيابيد بي بي ر زير

ل
.ktj

t
tsinitcos2lim 2

0t






 





:حل
چون

2 tsin 2t2li

پس

0tlim 2

0t



1

t
tsinlim

0t



2tcos2lim

0t




پس

.ji2ktj
t

tsinitcos2lim 2

0









 

قضيه هاي زير،كه مشابه با قضيه هاي حدي توابع حقيقي هستند،درمورد توابع 

jj
t0t 

.برداري صادق هستند
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تعريف9. 1. 6
 مي گوئيم اگرپيوستهaتابع برداري      را در)1

باشد)الف معين

F


)a(F


معين باشد          )الف   

.وجود داشته باشد                     )ب   

)a(F

)t(Flim


 
)(

at

)a(F)t(Flim
rr

.                                )پ  

بازه)2 در را برداري پيوستهپيوستهIتابع هر در اگر گوئيم م

)a(F)t(Flim
at




F


Ia مي گوئيم اگر در هر           پيوستهپيوسته  Iتابع برداري      را در بازه)2
.باشد

FIa

تابع برداري                                        در 6.1.4با توجه به تعريف،a

ق ق ا ت اگ ا ت اگ ت ا اشaت ت

 )t(f,)t(f,)t(f)t(F 321


f ffپيوسته است اگر وتنها اگر توابع حقيقي       ،        ،      درaپيوسته باشند. 1f 2f3f
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تعريف 10. 1. 6

در اين صورت مشتق    .يك عدد حقيقي باشدaفرض كنيم     يك تابع برداري و  F


    
برابر است باaدر       F


)(F)h(F)(Fd


h
)a(F)ha(Flim)a(F

dt
)t(Fd

0h
at

 



 

قضيه زيرروشي براي محاسبه              به دست مي دهد.
dt

)t(Fd


قضيه6.1.11
 )(f)(f)(f)(F



اگر                                   ،آنگاه )t(f,)t(f,)t(f)t(F 321

  )(f)(f)(f)t(Fd







  )t(f,)t(f,)t(f

dt
)t(Fd

321
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لمثال6.1.12

.فرض كنيم                                                   )et1t(ln)t(F t3
 يم رض

.بازه اي را كه درآن     پيوسته است، بيابيد) الف    

)e,t1,t(ln)t(F 

F


    
د)ب كن ن ت ا 2 )t(Fd


)t(Fd


.و              را تعيين كنيد          )ب   

:حل
2dt

)(
dt

)(

:حل
      

t(f2(t1چون توابع حقيقي                        ،.است [0.1)دامنه اين تابع بازه)الف       ز) ب بع )ين ي[ ي بع و چون

.پيوسته است[0.1)در اين بازه پيوسته هستند ، پس     در                    F


)(2

t3
3 e)t(f 
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بنا برقضيه قبل ، داريم) ب







   t32/1 e3,)t1(

2
1,

t
1

dt
)t(Fd









  k3j)t1(1i1 t32/1








  ke3j)t1(

2
i

t
t32/1







   t32/3

22

2

e9,)t1(
4
1,

t
1

dt
)t(Fd



 11






   ke9j)t1(

4
1i

t
1 t32/3

2
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مثال 15. 1. 6
kjeie)t(Fفرض كنيم كه                                         ، tt


 

d

.رابيا بيد
  ktjt6it2)t(G.)t(G)t(F

dt
d 2




ر

:حل
يكي اينكه مي توانيم                  .دو روش براي اين حل اين مثال داريم

 
 )t(G)t(F




.رابيابيم و سپس از آن مشتق بگيريم

.ما روش دوم را به مي بريم.را به كار ببريم)ث(6.1.14دوم اين كه قضيه

ji)( tt


                                   پس .چون                                و jeie)t(F tt  kt2j6i2)t(G
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kji


  kte8jetiet
tt6t2
0ee)t(G)t(F tt2t2

2

tt


 

 
kji


  ke8j)2te2(i)6te2(
t262

1ee)t(G)t(F ttttt


 

در نتيجه

  
ke8j)2te2(

i)6te2(kte8jetiet)t(G)t(F
tt

ttt2t2













ke8j)2te2( 

k)1t(e8j)2te2et(i)6te2et( ttt2tt2


  k)1t(e8j)2te2et(i)6te2et( 
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 تعريف6.1.18

k)t(fj)t(fi)t(f)t(Fاگر                                        آنگاه   321




kd)(fj)(fid)(fd)(
bbbb 

  kdt)t(fj)t(fidt)t(fdt)t(F
a 3a 2a 1a


















 

Fبه آساني ديده مي شود كه اگر      يك پاد مشتق      باشد،يعني                   ،


R


)t(F)t(R



آنگاه

b

)a(R)b(R)t(Rdt)t(F
b

a

b

a
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لمثال6.1.19
انتگرال                    را.فرض كنيد                                                  k)1t(je3it2)t(F 1t23




1

0
dt)t(F



. محاسبه كنيد

ل

0

:حل
:با پيدا كردن پاد مشتق هر مولفه داريم

1

0

1t241

0
k)1tln(je

2
3it

2
1)t(F




0





 



  k0j3i0k2lnje3i1 2














 k0j
2

i0k2lnje
2

i
2

  k2lnj1e3i1 2


   .k2lnj1e
2

i
2
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رتعريف6.1.22
انتگرال نامعين تابع برداري                                     به صورت زير تعريف  )t(f,)t(f,)t(f)t(F 321



.مي شود

 Ckdt)t(fj)t(fidt)t(fdt)t(F 321




















 

است دلخواه عضو هر درآن گيري.(كه انتگرال ثابت بردار يك را C
3RC

 را يك بردار ثابت انتگرال گيري.(     كه درآن     هر عضو دلخواه        است

.)مي گوييم

CRC
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سرعت وشتاب6.2
دراين صورت . فرض كنيم مشتق هاي اول و دوم      ،    و      وجود داشته باشند 1f2f3f

و بردار شتاب به صورت زيرتعريف  )ياتندي( بردارموضع ، بردارسرعت، اندازه سرعت

.مي شود
 تعريف6.2.1

):يا بردارسرعت(سرعت .                                     :بردار موضع kzjyix)t(R




k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx)t(R)t(V




dtdtdt

.kzjyix

 .kzjyix 
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اندازه سرعت     222 zyx)t(V)t( 


ر ز     y)()(

t(R)t(V)t(A(kzjyix.):يا بردارشتاب(شتاب



مثال6.2.2
فرض كنيم بردار موضع ذره متحركي به صورت

k)ctz(j)bty(i)atx()t(R 000




.بردارهاي سرعت و شتاب،و اندازه سرعت اين ذره را تعيين كنيد.باشد
)(j)y()()( 000 www*pnueb*com



:حل
دا از گ شتق t(R(ا
Rd 


با مشتق گيري از         ،داريم

و درنتيجه

)t(Rkcjbia
dt
Rd)t(V 

0Vd)(A 


 يج ر 0.و
dt

)t(A 


همچنين اندازه سرعت اين ذره برابراست با

222 b)(V)(


222 cba)t(V)t( 

ا ا لا ا ا ط ك الا در مثال بالا ،ذره برروي يك خط با معادلات پارامتريال

atxx 0  btyy 0  ctzz 

.باسرعت ثابت و شتاب صفرحركت مي كند

atxx 0  btyy 0  ctzz 0 

ي ر ر و ر
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مماس وقائم برمنحني6.3

k)t(fj)t(fi)t(f)t(Rكه توسطCفرض مي كنيم  منحني 321




1fداده شده است يك منحني هموار باشد،يعني مشتق هاي     ،     ،     توابعي  2f 3f 

.پيوسته باشند و                       0)t(R 


تعريف6.3.1
را با            نمايش مي دهيم و به صورت زيرCبردار مماس بر منحني هموار

:تعريف مي كنيم 
)t(T



dt/Rd
dt/Rd

)t(R
)t(R)t(T 













dt/Rd)t(R
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t(T(،        يك بردار واحد در جهت           و در نتيجهtروشى است كه به ازاي هر


)t(R 


ر ز ى ررو و ر و ر ر

نيــز  مماس)يا يكه( بردارواحداز اين رو               را . استCمماس بر منحني 
گ

)t(T


.مي گوييم
z

)t(T


)t(R 
 y)t(R

x
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 تعريف6.3.2

t(N(را با           نمايش مي دهيم و به صورت زير Cبردار قائم برمنحني هموار


.تعريف مي كنيم
dt/Td)t(T




dt/Td
dt/Td

)t(T
)t(T)t(N 







t(N(1چون                 و                        پس             يك بردار واحد و عمود 


0)t(T).t(N 


)t(N


نيز  )يا نرمال(واحد قائم از اين رو         را بردار .بر بردارمماس          است 
گ

)(

)t(T


)t(N
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لمثال6.3.3
jtsinaitcosa)t(Rبردارهاي مماس و قائم بر دايره




.،تعيين كنيد tرا به ازاي هر 

:حل
ي :داريم:دا

jtcositsin
tcosatsina

jasostitsina
)t(R
)t(R)t(T

2222



















tcosatsina)t(R 

)t(R1jtsinitcosjtsinitcos)t(T)t(N



 

آ ا ش ك ا ال ن ا ك ك ظ لا

.)t(R
a

jtsinitcos
tsintcos
j

)t(T
)()t(N

22
 







)t(R
 ملاحظه مي كنيم كه جهت بردار نرمال بر دايره عكس جهت شعاع آن         ،

.و درنتيجه به سمت مركز دايره است
)t(R
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مولفه هاي مماسي وقائم شتاب6.3.6

)t(N)t(A)t(T)t(A)t(A


 )t(N)t(A)t(T)t(A)t(A NT 

كه در آن

d )t(V
dt
d)t(AT


,)t(T)t(V)t(AN 



www*pnueb*com.ناميده مي شوند مولفه هاي مماسي وقائمبه ترتيب 



d c
dt
dv )s(T c

)(N

)t(r 



2v
)s(N

برابر با يك        وچون     بر       عمود است ، يعني               ،و اندازه       
ت ا

T


N


T


N


0N.T 


است پس

)NATA).(NATA(A.AA NTNT

2




NATA
22

N

22
T 



.AA 2
N

2
T 

www*pnueb*com



:بنابراين مقدار       را مي توان برحسب         و         به دست آورد NATAA
ور و ر ن و ي ر ر ن ر

2
.AAA 2

T

2

N 


مثال 7. 3. 6

.مولفه هاي مماسي و قائم شتاب را تعيين كنيد.فرض كنيم                          ktjtit)t(R 22




kt2jit2)t(R)t(V:حل



چون

222 t81t41t4)t(V)t( 
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پس
t8d)t(d

2

2
T

t81
t8t81

dt
d

dt
)t(d)t(A







k2i2)t(V)t(A




بنابراين

)()(

2
22 t64

2
2

T

2

N t81
t648)t(A)t(A)t(A




2t81
22
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)انحنا(خميدگي6.4 ي ي
 تعريف 1. 4. 6

را باP(s)منحني در نقطه خميدگي .دريك صفحه باشدCفرض كنيم منحني 

kنمايش مي دهيم و به صورت زير تعريف مي كنيم:
dk 


ds

k 

yy

s

x
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تعريف6.4.2
نمايش طول قوس باشد، sو Pدر نقطه  Cاگر       بردار واحد مماس بر منحني  )t(T



:توسط فرمول زير تعريف مي شودPدر C خميدگيآنگاه 


ds
Tdk 

بنابر قاعده زنجيره اي، داريم.توسط        داده شده باشدCفرض كنيم منحني  )t(R


dt
ds

ds
Td

dt
Td





در نتيجه. چون                    پس                             
dt
Rd

dt
ds



dt
Rd

ds
Td

dt
Td




dtdt
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)(Td 


.
)t(R

)t(T

dt
Rd

dt
Td

ds
Tdk




 



dt

لمثال6.4.3

1k.    برابراست با          aنشان دهيد كه خميدگي يك دايره به شعاع ع ب ير ي ي ي ي بن بر بر

:حل
a

ل
اين دايره توسط.مركز دايره باشد(0,0)براي سادگي امر فرض مي كنيم كه نقطه

تابع برداري

د ش داشخ ت ا د
jtsinaitcosa)t(R



:در اين صورت داريم.مشخص مي شود
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jtcosaitsina)t(R


 j)(

atcosatsina)t(R 2222 


atcosatsina)t(R 

)t(R



jtcositsin
)t(R
)t(R)t(T










jtsinitcos)t(T




در نتيجه
1tsintcos)t(T 22 



1)t(T
k 






a)t(R
k 
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 اين مثا ل نشان مي دهد كه هر چه شعـــاع دايره بزرگتر باشد ،خميدگي آن

از اين رو از اينكه زماني تصور مي شد كه زمين مسطح است نبايد. كوچكتر است 

.تعجب كنيم

توجه

از آنجا كه خميدگي يك دايره عكس شعاع آن است ،     با تعريف 

1


.مي ناميمPدر نقطهCمنحنيشعاع خميدگيرا
k



ير ي يمريع ي
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يفرمول هاي ديگري براي خميدگي6.4.4 ي ي بر ري ي ي ول ر

، فرمول ساده ايقائم آنtبا استفاده از تجزيه بردار شتاب به مولفه هاي مماسي ي ي مم ب ب مو  ار  جزي بر ه از  ه ايم آنtب ا رمول   ،

t(R(توسط       داده شدهCفرض كنيم جسمي بر منحني.به دست مي آيد kبراي


.است حركت مي كند

ازا ه كه ك آ tا ،tياد آوري مي كنيم كه به ازاي هر
NATAA NT


 TVV,




ريم:بنابراين ، داريم ين بر ب
)NATA(TVAV NT




)NATV()TATV( NT
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)NT(AV0 N


 )N(V0 N

.)NT(AV N


 .)NT(AV N

با اب ب دا ب دو اين از يك ه اندازه و است ود ع ب پ1چون است T


N


است ،پس 1چون      بر       عمود است و اندازه هر يك از اين دو بردار برابر با

i 

TN

1
2

sinNTNT 






dtبنابر،اين مطلب و چون                          ،نتيجه مي گيريم كه
TdVA N




TdVAV
2




 .
dt

VAV 
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:از طرفي ،داريم
TdTd
 م ي

V
dt

Td

dt
Rd

dt
Td

k  

محاسبه براي زير فرمول ، آيدkبنابراين مي دست به

dt

به دست مي آيدkبنابراين ، فرمول زير براي محاسبه 

AV



3

V
k 

مثال6.4.5

خميدگي سهمي  با بردار موضع

ك ا ف ل ف ا ا ا ا ا
0t,jtit)t(R 2 



.رابا استفاده از فرمول فوق محاسبه كنيد

www*pnueb*com



ل:حل
jt2i)t(R)t(Vچون




2t41)t(V 


j2)t(A




k20t21
kji

AV





2AV 


 k2

020
0t21AV 2AV 

و در نتيجه
.

)t41(
2

V

AV
k 2/323 




 



)t41(V 
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مسئله نمونه اي 8. 4. 6
C( ) با استفاده. داده شده باشدy = g(x)توسط معادله دكارتيCفرض كنيد منحني

از مثال بالا نشان دهيد كه 
y 

2/32 ])y(1[
y

k




ا اا f(t)ق t(t)     x = f(t) = t  y =g(t)قرار دهيد:راهنمايي
:حل

به  y =g(t)و x =f(t) = tرا مي توان با انتخابy = g(x)معادله دكارتي 

د ك ل د ت ي ت ا ا داادلات ت ن ا :د :در اين صورت داريم.معادلات پارامتري تبديل كرد
)t(gy1)t(f 

)t(gy0)t(f 

در نتيجه 
y0)t(g)t(g1 

2/322/322 ])y(1[
y

]))t(g(1[
0).t(g)t(g.1

k
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مثال 10. 4. 6
8. 4. 6خميدگي دايره                      را با استفاده از فرمول مساله نمونه اي 222 ayx 

:حل

ي و ول ر ز ب ر ير ي ي
.به دست آوريد

:حل
داريم. از معادله داده شده به طور ضمني مشتق مي گيريم

022x  ا 0yy2x2
y

y  يا
2xyپس 

3

2

3

22

22 y
a

y
xy

y
y

y

y
yxyy 










در نتيجه خميدگي دايره برابر است با
aa 22

a
1

y
a

y
a

x1

y
a

])y(1[
y

k
3

3

3

2/3

2

2

3

2/32 















.است 3. 4. 6كه همان جواب به دست آمده در مثال
y

y 2 
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متغيره چند يرتوابع بع چ  و
يمقدمه وهدف كلي و

توابع تقلتاكنون م متغ يك اي دا تنها كه ا اي ي دا ب وتوابع ق حق حقيقي وتوابع برداري اي را كه تنها داراي يك متغير مـــســتقلتاكنون توابع
اگرچه بسيــاري از پديده هاي جهان فيزيكـي در.بودند مورد مطالعه قرارداديم

به عنوان مثال ،حجم يك مكعـــــب.واقع به بيش از يك متغير وابسته هستند ب و ير ي ز بيش ب ع بو ي م ل ن و ب
مستطيل به طول ،عرض وارتفاع آن و دماي نقطه اي ازيك جسم به مختصــات

  چندمتغـــير به كه كميتي هر با متناظر.دارد بستگي )زمان”واحتمالا( نقطه آن
هدف اصلي ما دراين فصل تعميم.وابسته باشد،يك تابع با چند متغير وجوددارد

مفهوم انتگرال اين توابع.مفهوم مشتق وكاربردهاي آن به توابع چندمتغيره است
فصل ده8اد ا ق بحث د .مورد بحث قرارمي دهيم8رادر فصل
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هدف هاي دقيق آموزشي
:ازخواننده انتظارمي رود كه پس از مطالعه ويادگيري مطالب اين فصل بتواند

.توابع چندمتغيره را تعريف كندومثال هايي ازآن ارائه دهد١.

.منحني هاي تراز توابع دومتغيره رارسم كند٢.

كند٣ ا د تاندا ا تغ د ا ت دا ن .نمودارتوابع دومتغير ه استاندارد رارسم كند٣.

.سطوح تراز توابع سه متغير ه رامشخص كند۴. ص ر ير بع و ز ر وح

حدوپيوستگي توابع چندمتغيره رادرسطح مثال هاوتمرين هاي اين فصل ۵.
.محاسبه كند

كند۶ ه حا ا ه تغ چند ع ا ت جزئ هاي شتق .مشتق هاي جزئي توابع چندمتغيره رامحاسبه كند۶.
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.ديفرانسيل كل توابع چندمتغيره را تعريف كند٧.
.مقدارتقريبي نموتوابع چندمتغيره را محاسبه كند٨.

.قاعده زنجيره اي رابه كارببرد٩.٩

كند٠١ ه حا ا ه تغ ه تغ د ا ت شتق ن ا اد گراديا ن ومشتق سويي توابع دومتغير وسه متغير ه را محاسبه كند٠١.گ

.معادله صفحه مماس بر سطوح را بنويسد١١. وي ب ر وح بر س

نقاط ماكسيمم ومينيمم نسبي ونقاط زين اسبي توابع دومتغير ه را تعيين٢١.

.كند

..روش مضرب لاگرانژراتوضيح دهدوآن رابه كار ببرد٣١.
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ععتوابع چندمتغيره7.1
.دراين بخش تعريف توابع چندمتغيره ونمودار توابع دومتغير ه را بررسي مي كنيم

ف711 ت تعريف7.1.1

fآ nRآ كه دامنه آن زير مجموعه اي از     وبرد آن زيرمجموعه اي از اعدادحقيقيfتابع

ايك ق(تابعباشد هn)حق گويمتغ م

R

.مي گوييم متغير هn)حقيقي(تابعباشد رايك
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22اگر  yx4)y,x(f 

است به طوري كهxyدر صفحه  (x,y)مجموعه نقاط  fآنگاه دامنه 
04 22 

 xyناحيه محدود به دايره                    در صفحه  fبه عبارت ديگر ،دامنه 
0yx4 22 

4yx 22 
اگر.است

222 z4y2x)z,y,x(f 

،(x,y,z)مجموعه همه نقاط فضا ست، زيرا به ازاي هر  gآنگاه دامنه 

اگر
0z4y2x 222 

ا فfا ل ا ا ا ا ا ش خ

0y,0x,xy)y,x(f 

. xyمشخص شده است و برابراست با ربع اول صفحه fدر اين صورت دامنه
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نمودار توابع دومتغير ه7.1.4
در فـضا است به  (x,y,f(x,y))مجموعه نقاط  fنموداريك تابع دومتغير همچون 

اگر، مطابق معمول توابع يك متغيره ،بنويسيم. باشد fدر دامنه (x ,y)طوري كه 

f( ا( ا )اطfا ط( ا z = f(x ,y)دراين صورت نمودار تابع،fمجموعه نقاط(x, y, z)است به طـوري
كه

z = f(x y)z  f(x,y)                                                   .
براي رسـم اين.سطح يا رويه اي در فضاست”نمودار يك تابع دومتغير ه معمولا

، يعني صفحه هاي مـوازي با z = cنمودارها آگاهي ازمقاطع آنها با صفحـه هاي  
.،مفيد است xyصفحه 

 z = cدر صــفحه  fبه عبارت ديگر اثر . مي گوييم fنمودار  مقاطع را اثرهاياين 

.f(x,y) = cدر فضاست به طوري كه  (x,y,z)مجموعه همه نقاط 
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y

(x,y,f(x,y))f

z

f(x,y)

(x,y)
x f

(x,y)
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نمـودارz =1در صفحه  fبه عنوان مثال اگر                                   آنگاه اثر  22 yx4)y,x(fz 

يا                     است كه دايره اي به شعاع       ومــــــركز                     1yx4 22 3yx 22 3

.است(1 ,0 ,0)

نمودار توصـيف وبراي دارد ه دومتغير توابع بااثر نزديكي رابطه كه ديگري مفهوم ديگري كه رابطه نزديكي بااثر توابع دومتغير ه دارد وبراي توصـيف نمودارمفهوم
 

مجموعه همه نقاط .است»منـــــــحني تراز«اين توابع به كار مي رود ،مفهوم
 

(x,y,0)  در صفحهxy  رابه طوري كهf (x ,y) = c  يك منحني ترازf مي گويــيم.

 روشن است كه هر منحني ترازf  تصوير قائم يك اثرf  بر صفحهxy است.

با استفاده ازمنحني هاي تراز،مي توان نمودارهاي سه بعدي راتوسط نمودارهاي
 

.دو بعدي توصيف كرد
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(-(x^2+y^2),x=-10..10,y=-10..10)( ( y ), ,y )
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(sqrt(x^2+y^2),x=-5..5,y=-5..5)
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22 xry  xry

2x4y 

circle
parabola

21

2x1y 

2x1y 

hyperbolichyperbolic
elipse
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مثال 5. 1. 7
ك ض اف اfن آ ا ت 224)(f                                نمودار.فرض كنيمf وچند منحني تراز آن را رسم

.مي كنيم
22 yx4)y,x(f 

حل
توسط معادلهf (x ,y) = c،آنگاه منحني تراز c <4اگر زر ر )ي ,y)و

c4yx 22 

4 fبنابراين اثر.و شعاع           است(0,0)مشخص مي شودكه دايره اي به مركز

ه ف zد = cكز اع ش ه ا دا ز 0)ن 0 c)ت نا ن

c4

c4 منحني. است(c,0,0)نيز دايره اي به شعاع               ، ومركزz = cدر صفحه

،f (x,y)=cآنگاه منحني تراز c >4اگر.است(c,0 ,0)نقطهf (x ,y) =4تراز

c4

ز )ر ,y)( , , زر( ر )ي ,y)

.را قطع نمي كندf،نمودارc >4باz = cيعني صفحه.شامل هيچ نقطه اي نيست
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به ترتيب سهمي هاي y = 0وx = 0مقطع اين نمودار ها با صفحه هاي 

تند ه

22 y4z,x4z 

.هستند

22x4y 
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2x4y 

22 yx4z  yx4z 
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سطوح يا رويه هاي درجه دوم 9. 1. 7

ا ل ا ا هر سطح درجه دوم نمودار معادله اي به صورتط

0JIzHyGxfyzExzDxyCzByAx 222 

.دسته اصلي تقسيم مي شوند9سطوح درجه دوم به.است

0JIzHyGxfyzExzDxyCzByAx 

حالت هاي مختلفي را مي توان به صورت زير در نظر گرفت :
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1zyx 222

 1بيضيوار
cb

y
a 222  يوار بي

22 yx1z 
22 yx1z 
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1yxاستوانه بيضوي 22

 وي بي وا 1ا
b
y

a 22 

2x1y 
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0zyx
2

2

2

2

2

2

 بيضوي)دومتغير پارچه(مخروط
cba 222 رچ(رو پ ير وي)و بي
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c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

 cbaسهميوار بيضوي وي بي ر هميو
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2axz  )يا استوانه سهموي(ورق سهموي
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zxy 22
هذلول وا سه

cba
y

22  سهميوار هذلولي
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1zyxورق هذلوليوار يك پارچه
2

2

2

2

2

2

 رچ پ ي يوار و ورق
cba 222

122 1yxz 22  1yxz 22 
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1هذلوليوار دو پارچه
b
x

a
y

2

2

2

2


ba

2x1y  x1y 
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حد و پيوستگي 7.2
تعريف7.2.1

ي و پ و

،(a ,b)در ”، بجز احتمالا(a, b)در درون دايره اي به مركزfفرض كنيم تابع

f(aاLاا b)اظ اگ گ مي گوييم اگر متناظـر(a ,b)درfحد، راLدر اين صورت عدد .معين است

ر00با هر        يك         وجود داشته باشد به طوري كه اگر ا وري ب ب ا وجو ي ر ب

 L)yx(f)by()ax(0 22

ك ا نشا ا نLت ا ف

 L)y,x(f)by()ax(0

، در صورت وجود منحصر بفرد است ودر نتيجهLمي توان نشان دادكه عدد

L)yx(flimآن را به صورت ور ب ر ن

.نشان مي دهيم
L)y,x(flim

)b,a()y,x(
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لمثال7.2.2
، نشان دهيد كه   g (x ,y) = yو  f (x ,y) =xفرض كنيم 

,bylim
)b,a()y,x(




axlim
)b,a()y,x(




:حلل
0222فرض كنيم          ، چون )by()ax()ax( 

پس اگر قرار دهيم         ، نتيجه مي گيريم كه اگر                                  ، 22 )by()ax(0 ر م ر ي م ر ر ر پس
آنگاه

 2)ax(axa)y,x(f

حكم دوم نيز به همين .اين مطلب نشان  مي دهد كه                            
شود م اثبات تيب ت

axlim
)b,a()y,x(


 .ترتيب اثبات مي شود
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مثال 5. 2. 7

22فرض كنيد                             

22

yx
yx)y,x(f






.نشان دهيد كه                           وجودندارد
ل

)y,x(flim
)0,0()y,x( 

:حل
0x 2  1داريم
0x
0xlim)0,x(flim 2)0,0()0,x()0,0()0,x(







1
y0
y0lim)y,0(flim 2

2

)0,0()y,0()0,0()y,0(








.،حد وجودندارد7.2.4چون اين دو حد يكسان نيستند، پس بنا به قضيه
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وقتي fبيان مي كند كه اگر                                ، آنگاه حد 7.2.4قضيه L)y,x(flim
)b()(




ر ي ين و

ميل مي كند برابربا  (a ,b)به نقطه   x = aيا  y = bدر مسير هاي  (x ,y)نقطه 
)b,a()y,x( 

Lاست.

.قضيه كليتر زيررا بدون اثبات مي آوريم. عكس اين قضيه درست نيست 
ه726 قض قضيه7.2.6

f( )( b) نزديك (a ,b)بر روي دومتغير منحني متمايز به (x ,y)وقتيfاگر حد تابع

د ندا د ج آنگاه باشد ت تفا د .ميشودمتفاوت باشد ،آنگاه                               وجود نداردy,x(flim(ش )y,x(flim
)b,a()y,x( www*pnueb*com



مثال 13. 2. 7

0:                                    .نشان دهيد كه
yx

xlim 22

3

)0,0()y,x(




:حل
y

ل
نمي توان حل كرد، زيرا 11. 2. 7اين مساله را بااستفاده ازقضيه 

0)yx(lim 22 

اگ كه ي ط ه ا ن چ عددي د ا كن ض 00ف

.0)yx(lim
)0,0()y,x(




فرض كنيم           ،بايد عددي چون           بيابيم به طوري كه اگر

آنگاه                     

00

 22 yx0
 22

3

yx
x

 yx0 yx

222چون                                    ،پس222 yxxx 
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  yxyxx 22
2/3223




 .yx
yxyx 2222 






:باانتخاب           ،نتيجه مي گيريم كه

آنگا اگ



 22 yx0 22
3

yxx                                                    اگر                            ، آنگاه.  yx0
 22 yx

yx

قضيه7.2.15

پيوسته  Lدر  gفرض كنيم                                          وتابع يك متغير ه  L)y,x(flim
)b,a()y,x(




دراين صورت.باشد

   Lg)yx(fglim    Lg)y,x(fglim
)b,a()y,x(
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لمثال72.16
.رابيابيد                                 

y
xlnlim

)1,e()y,x( 

:حل
y),()y,(

ل
tln)t(gفرض مي كنيم 

y
x)y,x(f 

:،داريم)ت(7.2.11بنابرقضيه حدي

exlim
.e

1
e

ylim
)y,x(flim

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(

)1,e()y,x(








پيوسته  است ،پسeدرgچون تابع

  1l)()(flixlli   1eln)e(g)y,x(fglim
y

lnlim
)1,e()y,x()1,e()y,x(
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تعريف  18. 2. 7

است اگر هرسه شرط زير برقرار پيوسته(a,b)در  fمي گوييم تابع دومتغير ه 
:باشند

.وجودداشته باشد f (a,b))الف

.وجود داشته باشد                                   )ب )y,x(flim
)b,a()y,x( 

b,a(f)y,x(flim()پ  )پ

توجه داشته باشيد كه اگر يكي از شرايط تعريف فوق برقرار نباشد ،آنگاه تابع

)b,a(f)y,x(flim
)b,a()y,x( 

f  در نقطه(a,b) پيوسته  نيست.
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مثال7.2.19
33 yx  ،(1,2-)با تعريف                                     درfنشان دهيد كه تابع

.پيوسته است
22 yx

yx)y,x(f





:حل
م ده م انشان وستگ پ ط ش سه ست .درستي سه شرط پيوستگي رانشان مي دهيمد

f)2,1(781)الف 



541

)2,1(f


y,x(flim(7yxlim)ب 22

33





5yx

)y,( 22)2,1()y,x()2,1()y,x( 

.محاسبه شد7.2.12اين حد درمثال ل ر ن

)2,1(f
5
7)y,x(flim

)2,1()y,x(




)پ

.پيوسته است(1,2-)درfبنابراين
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73 مشتق جزئي   7.3

اگر همه متغير هابجز يكي ازآنها راثابت.متغير ه باشد–nتابعي  fفرض كنيم 

دراين بخش مشـــتق اين . درنظر بگيريم،تابعي با يك متغير به دست مي آيد

.توابع يك متغيره رامورد بحث قرارمي دهيم
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تعريف7.3.1
اگر.باشدyو xتابعي از دومتغير fفرض  كنيم 

   y,xfy,hxfli 

باشد كه.وجودداشته گوييم جزئيمي بهfمشتق اول(xنسبت وجود)متغير

   
h

y,y,lim
0h

وجود)متغير اول(xنسبت بهf مشتق جزئيمي گوييم كه .وجودداشته باشد

مي ناميم وآن(x,y)در نقطهxنسبت به fمقداراين حد را مشتق جزئي .دارد

.را بانمادهاي                     يا                       نمايش مي دهيم )y,x(fxx
)y,x(f




         به همين نحو ،مشتق جزئيf  نسبت بهy  در نقطه(x,y)برابراست با
x

   
h

y,xfy,hxflim)y,x(f
y

)y,x(f
0hy









.به شرطي كه اين حد وجودداشته باشد
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مثال7.3.7
فرض  كنيد











)0,0()y,x(,

yx
xyyx

)y,x(f 22

33

رابيابيد و .مقادير




 )0,0()y,x(,0

y)y,(

)0,a(f y )b,0(fxمقادير            و          رابيابيد. ),(y ),(x

:حل
فرض  كنيم         و. داريم                                      5. 3. 7بنابرمثال  0)0,0(f)0,0(f xy 0a 

درنتيجه ، بنابر فرمول هاي فوق داريم.             0b 

   
0x

b,0fb,xflim)b,0(f
0xx 
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0xbbx 33 

bbbx
x

0
bxlim

332

22

0x






b
b
b

bx
bbxlim 2220x








   
0y

0,afy,aflim)0,a(f
byy 






0
ya
ayya

22

33





aaya
y
yalim

333

0x




a
a
a

ya
ayalim 2220x








www*pnueb*com



تعبير هندسي7.3.8
شبيه به  (a ,b)در z = f (x ,y)تعبير هندسي مشتق هاي جزئي تابع دومتغيره 

در  z = f (x ,y)نمودار معادله   . تعبير هندسي مشتق توابع يك متغير ه است

بنابراين . است y = bدر صفحه  z = f (x ,y)واقع اثر سطح 

x x
f)b,a(f





منحني زاويه zضريب = f (x ,b)نقطه a)در ,b, f(a ,b))است.

)b,a()y,x(x 

.است(a ,b,  f(a ,b))در نقطه z  f (x ,b)ضريب زاويه منحني

.)راببينيد)الف(شكل(
www*pnueb*com



zz

(a,b)

z=f(x,b)z

z=f(x,b)

(a,b,f(a,b))

y


y

xx

)()الف(



www*pnueb*com)ب(



عبارت است ازy = bبراين منحني در صفحه  lدر نتيجه معادله خط مماس 

اين خط مماس عبارت اند از) يا متقارن(به عبارت ديگر معادلات  دكارتي 
.)ax)(b,a(f)b,a(fz x 

)b,a(fz)ax(by 


شكل كا)(ا لا قا(ا ا)ا خط

.
)b,a(f

)ax(,by
x



خط مماس)يامتقارن(معادلات دكارتي)ب(به همين ترتيب ، با توجه به شكل

zبرمنحن = f(a y))سطح اثر zيعن = f(x y)فحه ص xدر =a(نقطه در در نقطه)  x aدر صــفحه z  f(x,y)يعني اثر سطح( z  f(a,y)برمنحني 

(a, b,f (a,b))  عبارتند از

.)b,a(fz)by(,ax 
 .

)b,a(f
)by(,ax

y
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مثال9. 3. 7
ا ط اط ل ا ط ا لا معادلات  دكارتي خط مماس برمنحني محل تقاطع سطح سهميوارا

22 y16x)y,x(fz 
.را تعيين كنيد (25 ,1 ,3-)در نقطه  y =1و صفحه 

y6)y,(

:حل
چون  216z)(f 2 



ا ا ظ ا ط لا ا ا ا

  .x2y16x
xx

)y,x(f 2
x 







6)13(f :بنابراين ، معادلات خط مماس مورد نظرعبارتند از.پس                    6)1,3(fx 

25z)3x(1y 


6
)3x(,1y



43x6z1y  .43x6z,1y 
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آهنگ تغيير 11. 3. 7

b,a(fx(به عبارت ديگر               آهنگ تغيير.تعبيرديگر مشتق آهنگ تغيير است 

f (x ,y)  در(a ,b) نسبت بهx ) وقتيy است) ثابت در نظر گرفته شود.

مثال7.3.12

22برابراست با(x ,y)دماي يك صفحه فلزي در هر نقطه  y4x
3
254T 

،y=3روي خط هاي   (2,3)آهنـــگ تغييردماي اين صفحه فلزي رادر نقطه 
3

x=2بيابيد ، .
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:حل
برابراست باy =3روي خط (2,3)در  Tأهنگ تغيير 

3
8x

3
4

x
T

)3,2()3,2(





برابر است باx =2روي خط (2,3)در  Tبه همين ترتيب ،آهنگ تغيير

),(),(

24y8
y
T

)3,2(
)3,2(
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ال7314
مشتق هاي جزئي مرتبه هاي بالاتر  13. 3. 7

مثال7.3.14
 

ك ض ئف ا كfش ات 2xysin)yx(f                             همه مشتق هاي جزئي دوم. فرض  كنيمfراتعيين كنيد.

:حل

xysin)y,x(f 

:حل

ل ا ئ ا اfشتق ت ا : عبارتند ازfمشتق هاي جزئي اول

222 xycosy)yx(fxycosxy2)yx(f  xy xycosy)y,x(f,xycosxy2)y,x(f 

ئ اfا ا برابرند با fدرنتيجه مشتق هاي جزئي دوم

  2422   .xysinyxycosy
x

f
x

f 2422
xxx 
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    .xysinxy2xycosy2xycosy
y

f
y

f 23222
xxy 










   .xysinxy2xycosy2xycosxy2
x

f
x

f 2322
yyx 










  .xysinyx4xycosx2xycosxy2
y

f
y

f 22222
yyy 









yy

www*pnueb*com



نموتابع دومتغير ه7.4

ه741 قض قضيه7.4.1

f ( )( ) ff = zفرض  كنيم  f (x ,y) و      و       در همسايگي نقطه(x ,y)پيوسته باشند.
فرض  كنيم 

xfyf

)(f)(f 

در اين صورت.به ازاي       و       باشدzنمو

)y,x(f)yy,xx(fz 

xy وو ورز ن ر

yxyfxfz 21 







آن د كه

yxy
y

x
x

z 21 







0lim0lim  .0lim,0limكه درآن 1)0,0()y,x(2)0,0()y,x(
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براي تابع. همتاي اين قضيه براي توابع با بيش از دومتغير نيز صادق است

اگر. ، فرمول قضيه بالا به صورت زير استw = f(x,y,z)باسه متغير  

)zyx(f)zzyyxx(fw 

آ

)z,y,x(f)zz,yy,xx(fw 

آنگاه

fff  .zyx
z
fy

y
fx

x
fw 321 
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مثال 3. 4. 7

xyx3)y,x(f،نشان دهيد كه تابع  1. 4. 7با استفاده از قضيه  2 

.در هر نقطه مشتقپذير  است
:حل

.پس در هر نقطه پيوسته اند. توابع       و       توابع چندجمله اي هستند xfyf

.،در هر نقطه  مشتقپذير  است7.4.1درنتيجه ، بنا به قضيه

قض744 قضيه7.4.4

,a)درfاگر تابع دومتغير ه b)مشتقپذير  باشد،آنگاهfدر(a, b)پيوسته است.
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ديفرانسيل كل 7. 4. 7
.،مشتقپذير  باشد(x,y)در  fفرض  كنيم 

yx

y)y,x(fx)y,x(f)y,x(f)yy,xx(f

21

yx





yx 21 

كه درآن                                                                     
0lim,0lim. 1)0,0()y,x(2)0,0()y,x(




رآن

:درنتيجه
y)y,x(fx)y,x(f)y,x(f)yy,xx(f yx  y)y()y()y()yy( yx

ا لقا ا اف d ، يفرانسيلدمقادير              و               را به ترتيبxوyمي ناميم. xdx ydy 
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دراين صورت

dy
y
fdx

x
fdy)y,x(fdx)y,x(fdf yx 









ور ين ر

yx 

بنابراين ،. مي خوانيم  fراديفرانسيل كل 

df)y,x(f)yy,xx(ff 

.ديفرانسيل كل توابع با بيش از دومتغير نيز به همين صورت تعريف مي شود

ا ا گااگ آ ا باشد ،آنگاهzو x ،yيعني ، اگر تابعي با سه متغير

d)(fd)(fd)(fdf

dzfdyfdxf

dz)z,y,x(fdy)z,y,x(fdx)z,y,x(fdf zyx












dz
z

dy
y

dx
x 
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قاعده زنجيره اي7.5

y =g(u)وu = f(x)يا دآوري مي كنيم كه اگر  = g(f(x)) دوتابع با يك متغير

كهب كند م ان ب اي ه زنج قاعده آنگاه اشند ،آنگاه قاعده زنجيره اي بيان مي كند كهباشند
dudydy


dxdudx

متغير) يابيش ازدو(دراين بخش صورت هاي اين قاعده را براي توابع با دومتغير

م ده م ا ق ث بح د ظمو ن د ذي تق مش ا زي احكام د مذكو توابع توابع مذكور در احكام زير را مشـــتقپذير  درنـظر.مورد بحـــث قرار مي دهيم

يريم. مي گيريم ي
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صورت هاي قاعده زنجيره اي براي تابع با دومتغير  1. 5. 7

كنيم)الف zفرض =f(x,y)و صورت.، دراين )t(gx 1)t(gy 2 دراين صورت.،               و                 z f(x,y)فرض  كنيم)الف          

و                      

)t(gx 1)t(gy 2

 )t(g),t(gfz 21
dyzdxzdz 
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz










در.،                     و                       z =f(x,y)فرض  كنيم   )ب              ),u(gx 1 ),u(gy 2 

اين صورت                                 و ),u(g),,u(gfz 21 
















 yzxzz



















yzxzz
uyuxu

 yx
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مثال 5. 5. 7

عبارت هاي.،                      ،                         z = xlnyفرض كنيد  22ux 22uy z



.و    بنويسيد uو       را برحسب  
y
z



u

:حل

y

ل
داريم

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z


















y

xu2ylnu2)u2(x)u2)(y(ln 






y

ylnu2)u2(
y

)u2)(y(ln 







22
22 )u(u2 

22
22

u
)u(u2)uln(u2
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 y

y
zx

x
zz

)2(
y
x)2)(y(ln 









y 

22
22 )u(2)uln(2 
 22u

)uln(2
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مشتق گيري ضمني 8. 5. 7

مثال7.5.9

.در معادله                                         صدق كندy = f(x)فرض كنيد تابع 01x5x4y3y 24 
       

.را پيدا كنيد         y

:حل

1x5x4y3y)y,x(Fاگر قرار دهيم 24 

آنگاه
3y4
5x12

)yx(F
)y,x(F

dx
dyy 3

2
x





3y4)y,x(Fdx y 
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مشتق سوئي وگراديان7.6
تعريف  1. 6. 7

.و                    بردارهاي واحد باشد  yو xتابعي از دومتغير  fفرض  كنيم  jaiau 21




y,x(fDx(را با                 نمايش مي دهيم  uودر جهت  (x,y)در نقطه  fمشتق سوئي 

و به صورت

h
)y,x(f)hay,hax(f

lim)y,x(fD 21

0hx






ك اش(ف اش ا ك ا )ط .)مشروط براينكه اين حد وجوددداشته باشد(تعريف مي كنيم
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iuتوجه مي كنيم كه اگر             ،آنگاه




)(f)y,x(f)y,hx(fli)(f  )y,x(f
h

)y,x(f)y,hx(flim)y,x(fD x0hu 





juواگر              ، آنگاه




)y,x(f
h

)y,x(f)hy,x(flim)y,x(fD y0hu 





 بنابراين مشتق هاي جزئي مرتبه اولf  در جهت(حالت هاي خاص مشتق سوئي
.هستند)محورها

h0h

.هستند)محورها

قضيه زير فرمولي برا ي محاسبه مشتق سوئي فراهم مي آوورد.
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قضيه7.6.2

jaiauمشتقپذير  و                       برداري واحد باشد، آنگاه(x ,y)درfاگر


 )رر ,y)ب و ري بر و ير jaiauپ 21 

2y1xu a)y,x(fa)y,x(f)y,x(fD  2y1xu )y()y()y(

مثال7.3.6
22 yx36)yx(fj)2/1(i)2/1(u




فرض كنيد                                 و                                   مقدار
.را بيابيد

yx36)y,x(f j)2/1(i)2/1(u 

:حل
است واحد بردار يك كه كنيم مي چون.توجه uچون.توجه مي كنيم كه     يك بردار واحد است
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)1()yx(f1)yx(f)yx(fD  )
2

()y,x(f
2

)y,x(f)y,x(fD yxu 

11 )
2

1)(y2(
2

1)x6( 

درنتيجه
2)

2
1()4(

2
1)6()2,1(fDu 

در جهت بردارfمشتق سوئي.،      برداري واحداست      در تعريف  )y,x(fDuu ري ور ري يبر و رق بر جه ر
 
aدلخواه و ناصفر       برابراست با                  ،كه در آن 

)y,x(fDu

.
a
au 





a
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يرمشتق سوئي تابع سه متغيره بع ي و ق

ه متغير سه تابع سوئي نقطهfمشتق x)در ,y ,z)واحد بردار جهت ودر ودر جهت بردار واحد(x ,y ,z)در نقطه  fمشتق سوئي تابع سه متغير ه 
                                        

عبارت است از                               kajaiau 321


 j 321

)z,y,x(f)haz,hay,hax(f
lim)zyx(fD 321 

.
h

lim)z,y,x(fD
0hu 



مشتقپذير باشد، آنگاه (x, y, z)در  fهمچنين اگر 

3z2y1xu a)z,y,x(fa)z,y,x(fa)z,y,x(f)z,y,x(fD www*pnueb*com



مثال7.6.6
را در جهت(0 ,1 ,2)در نقطه  fفرض كنيد                          مشتق سوئي  zy2

xe)z,y,x(f 

.بردار                          بيابيد k2jia




:حل 
24211aچون 

 چون

پس

24211a 

k2j1i1a 
 پس

.k
2

j
2

i
2a

u 




عبارتند ازfمشتق هاي جزئي ي جز ي زق ر ب
zy2

z

2

exy)z,y,x(f 

2zy
y

2

xyze2)z,y,x(f 
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zy
x

2

e)z,y,x(f  اين ب بنا براين ،بنا

)2()012(f)1()012(f)1()012(f)012(fD  )
2

()0,1,2(f)
2

()0,1,2(f)
2

()0,1,2(f)0,1,2(fD zyxu 

21)2(2)1(0)1(1 2
2

)
2

(2)
2

(0)
2

(1 

  تعريف7.6.8

مي ناميم ومي  (x,y)در نقطه  fبردار                          را گراديان تابع دومتغير ه 
ن

j)y,x(fi)y,x(f yx




نويسيم
j)y,x(fi)y,x(f)y,x(f)y,x(fgrad yx




.مي خوانيم» fدل «نماد        را  f
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مثال13. 6. 7

تعيين كنيد كه در چه جهتي آهنگ. فرض كنيد                                    22 yx36)y,x(f 

.ماكسيمم است (1,2)در نقطه  fافزايش 

:حل
x6)y,x(f,y2)y,x(fچون xy 

j)2,1(fi)2,1(f)2,1(fپس yx




ش افزا آهنگ اك ه نت نقطهfد 1)د ت(2 ا ز دا ت د

.j4i6




.در جهت بردار زير است(1,2)در نقطه fدرنتيجه ،ماكسيمم آهنگ افزايش 

j2i3j4i6u



 




 .j
13

i
13j4i6

u  
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صفحه مماس7.7

قض771 قضيه7.7.1

در نقطه Fاگر .باشد F (x ,y)=0نمودار معادلهCفرض  كنيم منحني هموار

ق اCا آنگا اش ذ شتق )yx(P0)y,x(f 00  مشتقــــپذير  باشدو                     آنگاه بردار Cوا قع بر منحني         

.بر منحني عموداستPدر نقطه           

)y,x(P 00
)y( 00

)y,x(f 00تر ا مو ي بر )y,( 00
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مثال7.7.2
53 22

ل
به (1-,1)يك بردار واحد قائم بر منحني                            در نقطه 

.دست آوريد
ل

5y3xyx 22 

:حل
بنا برقضيه بالا ،. فرض مي كنيم                                         5y3xyx)y,x(F 22 )1,1(F 

چون. يك بردار عمود بر اين منحني است
j)(Fi)(F)(F




j)y6x(i)yx2(

j)y,x(Fi)y,x(F)y,x(F yx






درنتيجه
.j7i3)1,1(F




بنابراين ، بردار واحد قائم بر اين منحني برابر است با 

)j7i3(1j7i3 


 .)j7i3(
58499

j
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تعريف7.7.4
F(x,y,z) =0به معادلهSدر نقطه                    واقع برسطحfفرض  كنيم تابع

اش ذ اق اPنقطSف ك ا ا گذPف

)z,y,x(P 000

ميگذردPصفحه اي است كه از Pدر نقطه Sبرصفحه مماس.مشتقپذير باشد

است آن نرمال بردار .و )z,y,x(f 000و                       بردار نرمال آن است.


چون

k)z,y,x(f

j)z,y,x(fi)z,y,x(f)z,y,x(f

000z

000y000x000






نرمال است، پس معادله   Sو                   در نقطه                 بر صفحه مماس بر
اين صفحه عبارت است از

)z,y,x(f 000)z,y,x( 000

)yy)(z,y,x(f)xx)(z,y,x(f 0000y0000x 

0)zz)(z,y,x(f 0000z 
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مثال7.7.5
222  معادله صفحه مماس بر كره                               رادر نقطه

بنويسيد
4zyx 222  2,1,1

:حل
چون.فرض مي كنيم                                               

4zyx)z,y,x(F 222 

جه نت د
x2)z,y,x(F,y2)z,y,x(F,z2)z,y,x(F xyz 

درنتيجه
2)2,1,1(F,2)2,1,1(F,22)2,1,1(F xyz 

بنابراين معادله صفحه مماس براين كره در نقطه                عبارت است از 2,1,1

يا
0)2z(22)1y(2)1x(2 

يا
4z2yx 
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ماكسيمم ومينيمم توابع  دومتغير ه 8. 7

 تعريف 1. 8. 7
كن ض تغfف د از نهxyRتا دا از ا ه داشدfز در.باشد fزيرمجموعه اي از دامنه R، وyو  xتابعي از دومتغيرfفرض  كنيم

اين صورت
)(f y,x(f( (x,y)است اگر به ازاي هر  Rدر  f )مطلق(ماكسيمم مقدار                 )الف     00

)(f)(f  .                                     Rدر
    

هرRدرf)مطلق(مينيمممقدار)ب ازاي به اگر (x,y)است )y,x(f 00

)y,x(f)y,x(f 00

(x,y)است اگر به ازاي هر Rدرf)مطلق(مينيمم مقدار                )ب     

.                                     Rدر

)y,x(f 00

)y,x(f)y,x(f 00

را به ) ب(و) الف(باشد، آنگاه               مذكور در  fبرابربا دامنه  Rاگر  )پ        
قدا اك ت گfت

)y,x(f 00
.مينيمم گوييمfترتيب ماكسيمم و مقدار مينيمم
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 تعريف7.8.2

در اين صورت.اشدب  yو xتابعي از دو متغير  fفرض  كنيم 

به مركزCاست اگر دايره  ماكسيمم نسبيدر            داراي  f )الف     )y,x( 00)y,x( 00

، Cدر درون (x,y)وجودداشته باشد به طوري كه به ازاي هر  fدردامنه 

)(f)(f 

(fا دا ند دان اگ ت كزCا ه

)y,x(f)y,x(f 00

)y,x( 00)yx( به مركز Cاست اگر دايرهمينيمم نسبيدر              داراي f)ب  

،Cدر درون  (x,y)وجودداشته باشد به طوري كه به ازاي هرfدردامنه

)y,x( 00)y,x( 00

رر ي ز ب وري ب ب )وجو ,y)رون ر

)y,x(f)y,x(f 00 )y,()y,( 00

www*pnueb*com



www*pnueb*com



www*pnueb*com



قضيه زيررابراي ماكسيمم يا مينيمم نسبي توابع با دومتغير داريم.

قضيه7.8.3

اگر مشتق هاي جزئي.در            ماكسيمم يا مينيمم نسبي داردfفرض  كنيم )y,x( 00 يم ررض بي م ي ي ي م ي ير جز ي ق ر

f در             وجودداشته باشند ، آنگاه)y,x( 00

0)y,x(f,0)y,x(f 00x00y 
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 اين قضيه بيان مي كند كه  اگرf ،در          ماكسيمم يا مينيمم نسبي باشد)y,x( 00

)y,x(آنگاه           يك جواب دستگاه دو معادله دو مجهولي 00

0)y,x(f

0)y,x(f

x

y





مانند توابع يك متغيره،.مي گوييمfهر جواباين دستگاه را نقطه بحراني.است

)y,(x

ي من عي

در            داراي  fباشد ولي  fنقطه            ممكن است يك نقطه بحراني  )y,x( 00)y,x( 00

.ماكسيمم يا مينيمم نسيي نباشد
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مثال 4. 8. 7

)در صورت وجود(را  fمقدا ماكسيمم يا مينيمم . فرض كنيد                        
د ا

22 yx)y,x(f 

.بيابيد

ل:حل
دستگاه

0y2)y,x(fy 

ك ل گاا ا ا 0)ا f(0لذاا(0 0) ا0 ا

0x2)y,x(fx

y



تنها مقدار  f(0, 0)=0لذا.است(0 ,0)تنها جواب اين دستگاه.را حل مي كنيم
چون. است fماكسيمم يا مينيمم نسبي احتمالي 

0)0,0(fyx)y,x(f 22 

.است f(0,0)=0داراي مينيمم نسبي(0,0)درfپس

www*pnueb*com



zxy 22  zxy 

اسبي زين نقطه زين اسبينقطه
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آزمون مشتق دوم7.8.6
y,x(f0)y,x(f(باشد و  yو xتابعي با دومتغير  fفرض  كنيم  00x00y 

)y,x(درون دايرهاي به مركز           پيوسته باشندو fفرض  كنيم مشتق هاي جزئي  00

دراين صورت
  .)y,x(f)y,x(f)y,x(f)y,x(D 2

xyyyxx 

.در          ماكسيمم نسبي داردfاگر                   و                      آنگاه)الف 0)y,x(D 00 )y,x( 00
0)y,x(f 00xx 

.در           مينيمم نسبي دارد fاگر                     و                      آنگاه  )ب )y,x( 00 0)y,x(D 00 0)y,x(f 00xx 

.در            يك نقطه زين اسبي دارد fاگر                    آنگاه  )پ 0)y,x(D 00 )y,x( 00

.اگر                     ، نتيجه اي از اين آزمون به دست نمي آيد) ت 0)y,x(D 00 
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مضرب لاگرانژ 9. 7
روش مضرب لاگرانژ  براي توابع با دومتغير 

g(x,y)=0را با شرط   fتابع با دومتغير ) يا مينيمم (مي خواهيم ماكسيمم 
با معرفي يك متغير چون       تابع جديدي ، به نام تابع لاگرانژ .تعيين كنيم م عن م ع ن چ ي

به صورت


)y,x(g)y,x(f),y,x(F 

در   fدر اين صورت ، اگر . مي ناميم مضرب لاگرانژرا .     تعريف مي كنيم  

داشته باشد، آنگاه              وجود دارد به طوري كه ) يا مينيمم (ماكسيمم 
                  

0

يك جواب دستگاه سه معادله سه مجهولي                 

كا ك

),y,x( 000 

)(F .)توجه كنيد كه                        . (است )y,x(gF 
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مثال 1.  9. 7

را تحت  شرط fماكسيمم و مينيمم . فرض كنيد                               32 y4x)y,x(f 

.تعيين كنيد                          01y2x 22 

:حل
1y2x(y4x),y,x(f(را به صورت  fتابع لاگرانژ  2232 

عبارتند ازFمشتق هاي جزئي مرتبه اول.تعريف مي كنيم

y4y12),y,x(F 2
y  x2x2),y,x(F, x 

1y2x),y,x(F 22 
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0x2x2دستگاه سه معادله سه مجهولي 

01y2x
0y4y12

22

2





كنيم م كهراحل دهد م نتيجه اول xمعادله يا0=

01y2x 

1 . يا                 x 0معادله اول نتيجه مي دهد كه  . راحل مي كنيم

آنگاه               x =0اگر

1

2
2y 

ك گا آ ا0اگ

2

10412 21 .يا           y =0اگر                آنگاه                       كه نتيجه مي دهد  10y4y12 2 3
y 

1x01)0(2x0y 22 

.7x01)1(2x1y

1x01)0(2x0y

22 



3
)

3
(

3
y
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احتمالاً در نقاط                                               f) و مينيمم (بنابراين ، ماكسيمم 

                                                     
)

3
1,)

3
1,

3
7(,)0,1(,)0,1(,)

2
2,0(,)

2
2.0(

3
7(- يا

چون.رخ مي دهد
33322 3

)0,1(f1)0,1(f  2)
2
2,0(f, 

2 172517,2)
2
2,0(f  )

3
1,

3
7(f

27
25)

3
1,

3
7(f 

01y2x 22  01y2xبه شرط                     به ترتيب برابرند باfپس ماكسيمم و مينيمم 

2)20(f  2)20(f2)
2

,0(f  2)
2

,0(f, 
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گانه چند ھای ی چ انتگرال ل  ر
يمقدمه وهدف كلي و

.مورد بحث قرارداديم 7مشتق توابع با چند متغير وكاربرد هاي آن را در فصل 

در اين فصل انتگرال توابع با دو يا سه متغير ،و برخي ازكاربردهاي هـــندسي و

اثبات قضيه هايي را كه دراين فصل. فيزيكي آن ،رامورد مطالعه قرارمي دهيم

دانشجويان علاقـــــه مند مي توانند به كتاب هاي.بيان مي شوند نمي آوريم

ك ال گ ا ل ا ف ا . پيشرفته تر حساب ديفرانسيل و انتگرال  رجوع كنندف
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هدف هاي دقيق آموزشي
:ازخواننده انتظارمي رود كه پس از مطالعه ويادگيري مطالب اين فصل بتواند

ك١ ف ات گان گان ا ال گ ان .انتگرال هاي دو گانه وسه گانه راتعريف كند١.

كند٢. محاسبه را گانه وسه گانه دو هاي .انتگرال .انتگرال هاي  دو گانه وسه گانه را محاسبه كند.

.انتگرال هاي دو گانه رابراي محاسبه حجم وسطح به كارببرد٣.

.انتگرال هاي دو گانه رادر مختنصات قطبي محاسبه كند۴.

.انتگرال هاي سه گانه رابراي محاسبه حجم به كار ببرد۵.

.انتگرال هاي سه گانه رادر مختصات استوانه اي وكرهاي محاسبه كند۶.

انتگرال هاي  دو گانه رابراي محاسبه برخي كميت هاي فيزيكي چون جرم و٧.
.گشتاور به كار ببرد
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 انتگرال  دو گانه8.1

تابعي  پيوسته و نامنفي رويf،  وxyناحيه بسته اي در صفحهRفرض  كنيم

R  فرض  كنيم جسم . باشدD  ازبالا به نمودارf واز پايين بهR  محدود  باشد.

در اينجا مي خواهيم حجم . مي خوانيم Rوروي  fراناحيه زير نمودار Dدر اين  

Dرا  به دست آوريم .z

D
y

x
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به ترتيب مقاديرMو   xy،mمستطيلي در صفحه  Rابتدا فرض مي كنيم كه 

 Rو روي  f، كه زير نمودار Dپس ناحيه . ، باشند Rدر  fمينيمم و ماكسيمم  

محيط ، و بر مكعــب mو ارتفاع  Rواقع است ، در مكعب مستطيل به قاعده 
 

RMA مساحتAدراين صورت ،اگر.محاط ، استMوارتفاعRمستطيل به قاعده

RوVحجمDآنگاه MAVmAباشد،  RوVحجمDباشد، آنگاه
زير مستطيل nرا به   Rحال  ، بارسم خطوط موازي با محورها ،مستطيل  

MAVmA. 

فرض  كنيم ، به ازاي هر. تقسيم مي كنيم                           12n R,R,...,Rni1 
       
روي      و       مساحت fو       به ترتيب مقادير مينيمم وماكسيمم         imiMiRiA

AMVA
nn

  دراين صورت ،داريم.باشد      iR.AMVAm
1i

ii
1i

ii 
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رتعريف8.1.1
برابر ا ست با Rو روي   z = f(x,y)حجم زير سطح 




n

1i
iii0d

A),(flimV
1i

عرض و طول اگر كه شويم م متذكر ، كل حالت بررس از ترتيبRقبل به به ترتيب Rقبل از بررسي حالت كلي ، متذكر مي شويم كه اگر طول و عرض

به زير بازه هاي     xxxxxx     p1p2110 x,x...,,x,x,x,x 

شود .تقسيم
     q1q2110 y,y...,,y,y,y,y 

.تقسيم شود
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مستطيل د اي نقطه و و 1iiiو، xxx 1iii yyy ),( ii و،                        و                        و                نقطه اي در مستطيل

، به طول                   و عرض                   قرار داشته باشد ،آنگاه         ijR 1ii xx  1ii yy 

q p

ض

داريم

 1ii 

i
1j 1i

iii0d
yx),(flimV  

 


 Rدر اين  صورت . ناحيه ا ي بسته و دلخواه باشد  Rحال فرض  كنيد كه 
 

ا ا ا ل ط ك اPكا ا ك Rفرض  كنيم.مي توان در درون يك مستطيل مانند      قرار دادPيك افراز

باشد ها مستطيل زير به زيرمستطيل 12اگر RRR

R

Rاگر                                زير .مستطيل         به زير مستطيل ها باشد
 

قرار دارند ، آنگاه مي توان نشان Rمستطيل هايي باشند كه كاملاً در درون

12n R,R,...,R R

ن ني ن ي
.نيز برقراراست Dداد كه فرمول فوق براي حجم جسم 

www*pnueb*com



z

f

y
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محاسبه انتگرال  دو گانه  7. 1. 8

لمثال8.1.8
y4x)y,x(fفرض  كنيم                         و 3  2y1,4x1)y,x(R 

.را محاسبه كنيد Rو روي  fحجم زير نمودار 

:حل
، داريمxبه ازاي هر مقدار ثابت 

 


2

1

3d

c
dy)y4x(dy)y,x(f)x(A
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2y23 2


   

1y

23 y2yx




   
6x3

)1(2)1(x)2(2)2(x
3

2323





در نتيجه ،حجم ناحيه مورد نظر برابر است با

dx)6x3(dx)x(AV
44

4

1

3d

c
 

x6
4
x3

4

1

4



4
1209
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محاسبه انتگرال  دو گانه درحالت كلي

)y(h1 )y(h2

)x(g2d

1R
2R

)x(g1c

a b

)ب()الف(
www*pnueb*com



R 1Rروي      پيوسته و نامنفي باشد ،آنگاهfاگر)الف   

dd)(fdA)(fV
b )x(g2

   .dxdy)y,x(fdA)y,x(fV
a )x(g

R
1

1

  





2Rروي       پيوسته و نامنفي باشد ،آنگاه fاگر  )ب

.dydx)y,x(fdA)y,x(fV
d )x(h

)(h

2

  





c )x(h
R

1
2

  www*pnueb*com



لمثال8.1.18
.حجم جسم محدود به سطوح                   و                  را محاسبه كنيد

ل
9yx 22 9zy 22 

:حل
،سطوح داده شده دو متغير استوانه مدور1. 7با توجه به مطالب مذكور در بخش 

يك قسمت از هشت قسمت اين دو متغير استوانه در شكل زير نـشان.هستند 

:داده شده است

جسم مورد نظر از بالا به سطح                   واز پايين به دايره

اا ا ا ا ا ا

9yx 22  2y9z 

www*pnueb*comبنابراين ،حجم اين جسم برابر است با.محدود است



z

9yx 22 

yy

x
9zy 22 www*pnueb*com



بنابراين ،حجم اين جسم برابر است با

 
3 y9 2 d d

2



  

3 y9
2

0

y

0

2

d98

dxdyy98V
2



 

3
3

32

0 0

2

1

dyy9x8

 
3

0
0

32 .144)y
3
1y9(8dy)y9(8

 البته براي محاسبه اين انتگرال  دو گانه مي توانيم ابتدا نسبت بهy وسپس

.ولي ، روش دوم مشكل تر از روش بالاست . بگيريمانتگرال  xنسبت به  
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تغيير ترتيب انتگرال گيري 19. 1. 8
ملاحظه كرديم كه انتگرال  دو گانه                          را مي توان با استفاده از

هريك از دو انتگرال  مكرر 

R

dA)y,x(f
رر ل ر و ز ري

 
b )x(g1 dydx)y,x(f 

d )x(h1 dxdy)y,x(f يا

ك تاا كا ا ك ال انتگ ا ك ك الfا انتگ

 a )x(g2

dydx)y,x(f c )x(h2

dxdy)y,x(f يا

،حدود انتگرالfاينكه كدام انتگرال مكرر را به كار مي بريم به تابع.محاسبه كرد

گاهي محاسبه يكي از اين دو انتگرال مكرر مشكل.گيري وسليقه ما بستگي دارد ر ي ب ي و ليري رر ل ر و ين ز ي ي ب ي

درحالي كه انتگرال مكرر دوم را به آسـاني مي توان محاسبه.يا غيرممكن است

»تغييرترتيب انتــــــگرال گيري«تعويض يك انتگرال مكرر به ديگري را  . كرد

.، به ديگري تغيير مي يابدdx dyو  dy dxمي گوييم زيرا يكي از 
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مثال8.1.20
.انتگرال مكرر زير را با تغيير ترتيب انتگرال گيري محاسبه كنيد

 
3 3

  
3

0

3

y

3dxdyxsin
ل:حل

با توجه به حدود . توجه مي كنيم كه محاسبه                         آسان نيست   dxxsin 3

،كه بايد انتگرال  دو گانه روي آن محاسبه شود ،Rانتگرال مكرر فوق ،ناحيه

هاي دا ن ه د حد ه ناحيه محدود به نمودارهايناح
3x,yx,9y0 

،x=3را مي توانيم ناحيه محدود به نمــــودارهاي   Rروشن است كه . است 
.نيز در نظر بگيريمxو محور          2 2xy 
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yy

ا ا ا

x

بنابراين داريم

dAxsindxdyxsin 33

0

3 3    y
R

0 y  

dydxxsin
3 x 3

2

  

dx
0
x

xsiny

y
23

0

3

0 0



 


0

y
0
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  dxxsinx
3 32






 
2xcos1

dxxsinx
3

3

0




 3
xcos

3 0

مساله نمونه اي 21. 1. 8

.انتگرال مكرر زير را با تغيير ترتيب انتگرال گيري محاسبه كنيد

 
1

0

1

y

)x( dxdye
2
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:حل


باتوجه به حدود انتگرال گيري،.توجه كنيد كه محاسبه                 ساده نيست2

اRنا ا ن ش ا آ ال گ ان xك y

 dxe
2x

، x =yكه انتگرال  روي آن محاسبه مي شود محدود به نمودارها ي  Rناحيه 

y =1 , y =0, x ست1= .ا y 1 , y 0,  x 1ا ست.

yy

xwww*pnueb*com



را به صورتRاگر ر ورا ب را

در نظر بگيريم ،داريم
 xy0,1x0)y,x(R 

1 x )(1 1 )( 22

   dydxedxdye
x1 )(

0 0

)x(

0 y

)x(

2

22





  

d

dxye

1 )x(

0

1

0

)x(

2

2







1e1

dxxe
1

)(

0

)x(

2

 

.
2
1

2
ee

2
1

0

)x( 2
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انتگرال  دو گانه در مختصات قطبي   2. 8

گاهي محاسبه يك انتگرال  دو گانه در مختصات قطبي آسانتر از محاسبه آن در

ناحيه اي بين دو متغير دايره با شعاع هاي Rفرض  كنيم  . مختصات دكارتي است 
         

اگر اندازه زاويه بين دو شعاع برابر با      راديان.مي باشد) الف(مانند شكل            1r,r2

برابراست باRباشد و                       آنگاه مساحت 12 rrr 

r
2
1r

2
1A 2

1
2
2 

.)rr)(rr(
2
1)rr(

2
1

1212
2

1
2
2 
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)الف(

گا آ ا ا ا ا ش گ ا rr(1(اگ
rاگر ميانگين دو شعاع يعني                    را با     نمايش دهيم، آنگاه)rr(

2 12 r

 rrA
)( gr)(در مختصات قطبي بين دو نمودار هموار               و Rحال فرض  كنيم ناحيه  1 

)(gr 2 

.افراز مي كنيم)ب(اين ناحيه را به صورت شكل.محدود شده باشد            

www*pnueb*com
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قرار  Rفرض  كنيم كه زير ناحيه هاي                                كاملادًردرون  12n R,R,...,R م

مساحت هر       برابرا سـت با. اندازه بزرگترين      ها باشد dداشتــــه و  iRiR
iiii rrA 

دراين صورت اگر            .كه در آن     ميانگين شعاع هاي     است                      iR ir

و     باشد ،آنگاه  rتابعي از متغير هاي قطبي  fنقطه اي در      و              
مي توان نشان داد كه

),r( ii iR

)r(frrlimrdrd)r(f
n

  .),r(frrlimrdrd),r(f ii
1i

iii0d
R

 




:اين انتگرال را مي توان توسط انتگرال مكرر زير محاسبه كرد ر ب زير رر ل ر و ن و ي ر ل ر ين

 
 


)(g2 rdrd)r(f  


)(g1

rdrd),r(f
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مثال8.2.2
i2 و درون نمودار               باشد،كه درr=aناحيه بيرون نمودارRفرض كنيد

اaآ كثا ا ا گان ال گ ان

 sina2r

.انتگرال  دو گانه زير را محاسبه كنيد.عددي ثابت است aآن

 dr1

R

dr
r

:حل
و                  ، دستگاهr =aبراي تعيين محل تلاقي دو نمودار  sina2r

 ar

.راحل مي كنيم sina2r

پس اين دو نمودار در نقاط          و           يكديگر . پس            يا          
6



6

5
)

6
,a( )

6
5,a( 

.را قطع مي كنند
6666
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i2

y

 sina2r

6




6
5



x

6

x

r =a

rبنابراين ،با توجه به                    ،داريم
1),r(f ريم ب وج ب ين بر rب

 







 6

5 sina2r
rdrd)1(dA),r(f   

 
6

ar
R

)
r

()(
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sina255 

drdrd1
a

6
5

6

6
5

6

sina2

a












 

d)asina2(6
5






)acosa2( 6
5

6






32)5()3(2

)(
6





 



2

6
a

2
a2)

6
(a)

3
(a2











.a
3

2a32 
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رتذكر8.2.8

پيوسته  و مثبت باشد ،آنگاه حجم جسم محدود بهRاگر           روي ناحيه ),r(f ي روي بر و م ج جم ب ب و پيو

برابر است با Rو ناحيه   fنمودار 

 
R

dA),r(fV

در هر ازاي به اگر ناحيهRهمچنين مساحت آنگاه ،R

R

),r( 1),r(f  R،                 آنگاه مساحت ناحيه Rهمچنين اگر به ازاي هر           در 

برابر است با

),r( 1),r(f 


R

dAAwww*pnueb*com



مثال 9. 2. 8
آ ت ك ا ل .فرمولي براي حجم كره به دست آوريدف

:حلل
باشد ه ك اين معادله كنيم ض هف ك اين اول يا هشت

2222 azyx هشت يا اول اين كره.فرض  كنيم                          معادله اين كره باشد

.قراردارد) در مختصات قطبي r =aيا(روي ربع اول دايره                      222 ayx  ر ول ع ر يروي رر ر ر
چون

y

با است اب ب ه ك حجم پ

22222 ra)yx(a)y,x(fz 

پس حجم كره برابر است با

 


 2
0

a

0

2/122 rdrd)ra(8V  0 0
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2
a

2/322 d)(18 


 2
0

0

2/322 d)ra(
3

8 





3
2

0

3
2

0

3

a
3
4

3
a8d

3
a8





0

مثال8.2.10
، خط            و مارپيچr =2 , r =1مساحت ناحيه محدود به دايره هاي 

ك ا ا 1
0

.را محاسبه كنيد           

:حل
1r 

.2dr)1(rdrrrdrdA
3r

1
33

r
1

  


)
r

(
1011 0   
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مساحت رويه8.3
f 0)y,x(f،              و مشتق هاي جــزئي  Rدر ناحيه (x ,y)فرض  كنيم به ازاي هر  

واقع Rكه روي z = f(x ,y)پيوسته باشند در زير فرمول محاسبه مساحت رويه  

.است را بدون اثبات مي آوريم

فرمول مساحت رويه 8.3.1

كن ض هSف از ت ق ت zا = f(x y)د د ه نا كه ت ا است كه روي ناحيه محدودz = f(x,y)مساحت قسمتي از رويهSفرض  كنيم

پيوسته باشند ،آنگاهRاگر      و       در.واقع است Rو بسته xfyf ب عو رو و بر پيو

     2
y

2
x .dA)y,x(f)y,x(f1S

y

   
R

yx .d)y,()y,(S
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مثال2. 3. 8

باشد و y =0,   y =0  , x =3, x =0مستطيل محدود به خطوط  Rفرض  كنيم 

واقع است محاسبه Rرا كه روي  fمساحت قسمتي از نمودار .                       2/3x
3
2)y,x(f 

z
.كنيد

z

2/3x
3
2)y,x(f 



y

R
2

x

R3www*pnueb*com



:حل
عبارتند ازRدر (x ,y)به ازايfمشتق هاي جزئي

2/1)(f

روي ها مشتق اين كه كنيم مي اندRملاحظه رويه.پيوسته مساحت بنابراين

2/1
x x)y,x(f ,0)y,x(fy 

بنابراين مساحت رويه.پيوسته اندRملاحظه مي كنيم كه اين مشتق ها روي
موردنظر برابر است با 

 
R

2/1 dA10)x(S

dxy1xdydx1x
2

0

3

0

3

0

2

0
  

3
28)1x(

3
4dx1x2

3
2/33

0

0

  33 0
0
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لمثال8.3.3
واقع است xyمساحت قسمتي از نمودار                           را كه روي صفحه

22 yx4)y,x(f 

.محاسبه كنيد

:حل
.ربع اين رويه در زير رسم شده است 

y2)y,x(fy 

x2)yx(f  x2)y,x(fx  www*pnueb*com



r =a
z

2
22 yx4z 

y

2 x

R
2 x
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پس ، مساحت رويه  مورد نظر برابر است با 

 
R

22 dAy4x41S

محاسبه اين انتگرال. ناحيه محدود به دايره                     است  Rكه درآن  4yx 22 

.داريم.در مختصات قطبي آسانتر است

1 2

d)r41(
12
1rdrdr41

2

0

2

0

2/322

0

2

0

2   


.)117(
6
1d)117(

12
1 2/32

0

2/3  
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رمساحت رويه دوار8.3.8 و روي

ط خ كCاگ ا ف اق خط اCل ا اق آ در آن واقع است دورانCحول خطي واقع در صفحه اي كهCاگر خم مسطحه

شود مي توليد دوار رويه يك ، قطرش.كند حول دايره يك ،اگر مثال عنوان به به عنوان مثال ،اگر يك دايره حول قطرش. كند ، يك رويه دوار توليد مي شود
 

دوران كند ،يك كره ، وا گر يك ضلع مستطيل حول ضلع مقابلش دوران كند ،

در اين جا ، مي خواهيم فرمولي براي. قسمتي از يك ا ستوانه ،به دست مي آيد

 [a,b]در  y = f(x)فرض  كنيم . محاسبه مساحت رويه هاي دوار ارائه مي دهيم

www*pnueb*com. دوران كند xنامنفي باشد و نمودار آن حول محور 
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برابراست باSمساحت رويه روي بSت ت برابرا

  
b 2  

a

2 dx1)x(f)x(f2S

مثال8.3.9
وشــعاع hفرمولي براي محا سبه مساحت سطح جانبي يك مخروط به ارتفاع 

.به دست آوريد rقاعده 

:حل
ح ي ا آن ح ات خت دا د ا ط خ ن ا دهxا ا ق .قرار مي دهيمxراس اين مخروط را در مبدا مختصات و محور آن را روي محور

در اين صورت ، اين مخروط از دوران خط
hx0xry  hx0,x

h
y 
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z

yy

x

،مساحت مخروط  8. 3. 8در نتيجه ،بنابر فرمول . به دست مي آيد xحول محور 

برابر است با
dx1)

h
r(x

h
r2S

h

0

2  

hdhr2 22h22
 .hrrdxxhr

h
22

0

22
2  
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انتگرال سه گانه8.4
اين تعريف . انتگرال سه گانه درمورد توابع سه متغير ه حقيقي تعريف مي شود 

ناحيه Rفرض  كنيم . مشابه با تعريف انتگرال  دو گانه  توابع دو متغير ه است

و xyبسته و محدودي در صفحه 
 )yx(Fz)yx(FR)yx()zyx(D 

وي و هاي مشتق كه ي طو به باشد فضا د اي ه وستهRناح پ

 )y,x(Fz)y,x(F,R)y,x()z,y,x(D 21 

FFناحيه اي در فضا باشد ،به طوري كه مشتق هاي       و       رويR  پيوسته

بين دو رويه                       و                      ،Dبه طور هندسي ،.باشند

1F2F

)y,x(Fz 1)y,x(Fz 2 يب ور وب روي و بين

را مشا هـــده  Dدر شكل زير نمونه اي از ناحيه  . ، واقع است  Rبالا و پايين 

)y,(1)y,(2

.مي كنيم

www*pnueb*com



z

y

D

x

توسط صفحه هاي موازي با صفحه هاي مختصات تقسيم بندي Dفرض  كنيم 

D 12nشود و                            مكعب مستطيل هايي باشند كه كاملاً در درون  D,D,...,D

.قرار دارند
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:اگر         نمايش حجم      و                    نقطه اي در        باشد ، آنگاه  iViD)w,,u( iii 
iD

i

n

iii V)w,,u(f  i
1i

iii ),,(


ريماني مجموع يك ناميمfرا ،dاگر.مي باشد ها قطر بزرگترين Dنمايش نمايش بزرگترين قطر     ها باشد ،dاگر . مي ناميم fرا يك مجموع ريماني

برابر است با Dرويfآنگاه انتگرال سه گانه
iD

   iiii V)w,,u(flimdV)z,y,x(f 
D i

iiii0d
),,(),y,(

روي fمي توان نشان داد كه اگر تابع .به شرطي كه اين حد وجود داشته باشد 

DآfD Dپيوسته باشد،آنگاه انتگرال سه گانهfرويDوجود دارد.
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پيوسته باشد ، آنگاهDرويfهمچنين  ، اگر ر ن وروچ پ

dAdz)z,y,x(fdV)z,y,x(f
)y,x(F2

   



 ),y,(),y,(

D R
)y,x(F1

   

باشد ،آنگاه16نا حيه اي به صورت شكل هاي اسلايد شماره Rبه ويژه اگر
:به ترتيب داريم

dzdydx)z,y,x(fdV)z,y,x(f
bx

ax

)x(gy

)x(gy

)y,x(Fz

)yx(Fz

2

1

2

1
   














D
ax )x(gy )y,x(Fz1 1

     

dzdxdy)z,y,x(fdV)z,y,x(f
dy

cy

)y(hx

)y(hx

)y,x(Fz

)y,x(Fz

2

1

2

1
   














D
y )y( )y,(1 1
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مثال 8. 4. 8
بين دو رويه                         و                         به ازاي  Dفرض كنيد 

22 yx3z 22 yx5z 

انتگرال سه گانه                را به صورت . و          ،قرار داشته باشد             0x 0y 
D

ydV

.بنويسيد) سه گانه(يك انتگرال مكرر

:حل
بين دو رويه داده شده و در بالا يا پايينDكه xyدر صفحهRبراي تعيين ناحيه

Rكن دا ا ه د ن ا تلاق ل تدا ا د دا ا x)نقطهق y z)ل Rنقطه.قراردارد،ابتدا محل تلاقي اين دو رويه راپيدا مي كنيم(x,y,z)بر محل

.اگر                                     يا               .تلاقي اين دو رويه واقع است
2222 yx5yx3 

4yx 22  ع و روي و ين يي yر
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.است xyناحيه محدود به دايره                 در ربع اول صفحه Rبنابراين ، 4yx 22 

:،                                                  پس Rدر  (x,y)چون به ازاي  2222 yx5yx3 

2 y4 yx32 22

   
 

dzdxdyyydV
D

2

0

y4

0

yx3

yx5 22    


تذكر8.4.10
1F2Fجسم محدود به نمودارهاي توابع پيوسته دو متغير ه      و      رويDاگر رور و ر و و پ ع و ر و و م

برابر است با Rباشد، آنگاه حجم  xyدر صفحه  Rناحيه 


D

dV1V
D
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مثال8.4.11
2xyو استوانه           را در هشت يك   y+z= 4محدود به صفحه  Dحجم جسم  

.محاسبه كنيد xyzاول دستگاه مختصات 

:حل
در شكل اسلايد بعدي نشان داده  xyو سطح مقطع آن در صفحه  Dجسم 

.شده اند

برابر است با Dبنابراين حجم جسم 

dzdydxdV1V
2

0

4

x

y4

02   



D

0 x 0   
www*pnueb*com



zy

x+y=2
2xy 

2xy 

y

xy 

yx

x
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y
4

2 22 4

  dx)
2
yy4(dydx)y4(

x
00 x

2
2

  

.128)xx4x8(dx)xx48(
25

32 4
2   .

15
)

10
x

3
x8(dx)

2
x48(

0
0



مختصات  استوانه اي8.5.1
)r,(اگر          مختصات .در فضا باشدPمختصات دكارتي نقطه  (x,y,z)فرض  كنيم  

.مي ناميم  Pباشد ،آنگاه                را مختصات استوانه اي  (x,y)قطبي نقطه  )z,,r( 
www*pnueb*com



)z,,r(P z

y

z
x

z

r
)0,,r(P 

باشد ،آنگاهPبه عنوان مثال ، اگر                  مختصات دكارتي نقطه  )7,32,2(

.مختصات استوانه اي اين نقطه است                )7,
3

,4( www*pnueb*com



به مختصات استوانه اي ، از فرمول هاي(x,y,z)براي تبديل مختصات دكارتي 
y .و                          استفاده مي كنيم                222

ت دكا ات خت ه اي انه ت ا ات خت ل د ت اي )zr(عك 

x
ytg)0x(  222 ryx 

بر عكس ، براي تبديل مختصات استوانه اي                به مختصات دكارتي ،

معادلات استوانه اي.فرمول هاي               و                 را به كار مي بريم

)z,,r( 

 cosrx sinryبريم ي ر ب ر و ي ول ير و

.برخي از رويه هاي متداول را در جدول اسلايد بعدي ذكر مي كنيم
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معادله استوانه اي معادله دكارتيرويه

222استوانه ayx ar 

2222كره azyx 222 azr 

مخروط

ا ا

2222 zayx 

azyx 22 azr2

azrgcot.rz  يا

azyxسهميوار دوار azr 
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zz

yy

x
x

222 ayx 
ar )(ك

2222 azyx 
222 azr 

استوانه)الف(
كره)ب(
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azyx 22 

2222 zayx 

azrgcot.rz  يا

azr2 

سهميوار) ت( g

)دوپارچه(مخروط ) پ(
ر يو ه
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انتگرال سه گانه در مختصات استوانه اي8.5.2

ناحيه شكل زير در مختصات قطبي باشد وRفرض  كنيم  م ورض ي ر ر ز ل
 ),r(Fz),r(F,R),r()z,,r(D 21 

در اين صورت اگر تابع.پيوسته هستند  Rكه در آن مشتق هاي       و     در  1F2F

:پيوسته باشد،آنگاه  داريم Dدر  fسه متغير ه 

  


 



 

D R

),r(F

),r(F

2

1

dAdz)z,,r(fdV)z,,r(f

  
  


)(g ),r(F2 2 rdzdrd)zr(f    


)(g ),r(F1 1

rdzdrd)z,,r(f
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مثال8.5.3
استوانه اي   y+z=4   ،z =0ناحيه محدود به صفحه هايDفرض كنيد

اتاش خت ا گان ال انتگ 16yx 22   22 dVyx انتگرال سه گانه                           را در مختصات.باشد                    

كنيد محاسبه اي .استوانه

16yx  
D

dVyx

z.                        استوانه اي محاسبه كنيد

y+z=2

D
16yx 22 

yo
4

x

R
4

4

x
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:حل
،در بازه  r =4  , r =0در مختصات قطبي بين نمودارهايRناحيه 20 يي ر و بين بي ز,ر ب ر

r =4در مختصات استوانه اي از پايين به دايره Dبنابراين ،ناحيه.واقع است

درنتــــــيجه. و از بالا به نمودار                                    محدود است   sinr4y4z

ryxچون ،                         پس  22 

    
  

drdzrrdzdrd.rdVyx
2

0

sinr4

0

4

0

22

0

4

0

sinr4

0
D

22

D

d)sin
4
rr

3
4(drd)sinrr4(

4
2

0

4
32

0

4

0

32 


 

512256256

43

2
2

0
















 .
3

512cos64
3

256dsin64
3

256

0

2

0
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دستگاه مختصات كروي 1. 6. 8

، به جز مبدا مختصات ، توسط يك سه تاييPدراين دستگاه مختصات هر نقطه ر ن ير و ز

كه در آن                   و       زاويه قطبي متناظر با تصوير قائـم                 ),,( PC




P بر صفحهxy  مــبدا . و      زاويه بين       و      است ، نمايش داده مي شود Po


zo 

معمولاً. مختصات را توسط هر سه تايي                 نمايش مي دهيم  ),,0( 0

 200                                       به »كروي «اصطلاح.در نظر گرفته مي شود

ك ك گا ا ك ا ا ا ا kاا

 20,0 

kو شعاع oاين جهت اختيار داده شده است كه در اين دستگاه ،كره به مركز

شود م مشخص ساده معادله .توسط معادله ساده         مشخص مي شودkتوسط 

www*pnueb*com



),,(P 





دكارتي مختصات بين رابطه كه ديد توان مي آساني مختصات(x,y,z)به ،

P

، مختصات (x,y,z)به آساني مي توان ديد كه رابطه بين مختصات دكارتي

),,(استوانه اي                 و مختصات كروي                 توسط فرمول هاي   )z,,r( 

. زير داده مي شود
www*pnueb*com



cossincosrx  (*)

cos
sinsinsinry
cossincosrx



 (*)

2222 zyx
cosz





)8,/3,/6(به عنوان مثال ، اگر                          مختصات كروي يك نقطه باشد، 

:مختصات دكارتي آن عبارتند از
6338 










6
22

8x 











418z 



و

32138y 












4
2

8z 





22
y 
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مثال8.6.2

.معادله                             رادر مختصات دكارتي بنويسيد  cossin2

ل:حل

را به كار (*)دو طرف اين معادله را در      ضرب مي كنيم و فرمول هاي ي ول ر و يم ي رب ر ر ين ر )و ر( ب ر

مي بريم در نتيجه، داريم

1zy)1x( 222  يا x2zyx 222 

.در مختصات دكارتي است  (1,0,0)و مركز1كه معادله كره اي به شعاع ع ب ي زر ر )و , , ي( ر ر
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مثال 6. 6. 8

amرا كه از بالا به كره           و از پايين به مخروط             با Dحجم ناحيه 

.محدود است ، محاسبه كنيد                   2/m0 

a

m
www*pnueb*com



:حل
),,(مجموعه نقاط                است به طوري كهDناحيه ور و

ا ا

 20,m0 ,a0 

   



2 m a 2 dddid1 بنابراين    

D
0 0 0

2 dddsindV1V

a3




  


ddsin
3 0

2

0

m

0

3

  


ddsin
3
a2

0

m

0

3

m

dcos
3
a

m

0

2

0

3

 


)mcos1(a2d)mcos1(a 32 3 



.)mcos1(

3
d)mcos1(

30
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كاربردهاي فيزيكي8.7

مسطحه8.7.1 ورق يك جرم جرم يك ورق مسطحه8.7.1
به صورت Rفرض  كنيم يك صفحه نازك ،به نام ورق مسطحه ،توسط ناحيه

به مستطيل ها ،        Rاگر      يك افراز . محدود شده باشد 16شكل اسلايد   iRiA

iRاندازه قطر بزرگترين      ها باشــد ،  dبه ترتيب مساحت وجرم      و          im
iR

iRآنگاه چگالي هر نقطه             در     برابراست با )y,x( ii

im

i

i

0dii A
mlim)y,x(







.به شرطي كه اين حد وجود داشته باشد
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iRiiiiاگر قطر       كوچك باشد ، آنگاه                             و درنتيجه جرم ورق  A)y,x(m 

R برابراست با
A)(li  i

i
ii0d

A)y,x(limm  

.به شرطي كه اين حد وجود داشته باشد

در اين صورت.توزيع شده استRدر پايان فرض  كنيم جرم جسم در سراسر

د د ش ف ت ط ت كه چگال ع ت(تهRتا ت)ث ا )y,x(تابع چگالي كه توسط               تعريف مي شود درRپيوسته)است) ومثبت

و در نتيجه

)y,x(

يج ر و

.dA)y,x(A)y,x(limm i
i

ii0d  


(**)
Ri0d
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مثال 6. 7. 8
فرض كنيد چگالي هر نقطه از يك جسم محدود به مكعب مستطيل برابر است

.جرم آن را پيدا كنيد. با                                      xyz1)z,y,x( 
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:حل
d)( dV)z,y,x(m

1 1 1
D



  



1

dzdydx)xyz1(

1
1

1 2

0 0 0


 

  

1

dxdy)xyz
2
1z(

1 1

0
0

0

2



  

dydxxy
2
11

1

1

0

1

0









   

dxx
4
11dx)xy

4
1y(

1

0

1

0

1

0

2 





  

.
8
9x

8
1x

1
2 





 

88 0
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ومركز جرم ورق مسطحه )اول(گشتاور  9. 7. 8
دقيقتر(افراز كنيم ،آنگاه گشتاور 8.7.1را مانند بخش Rاگر ورق مسطحه

ل ا گشتا ت)گ ن اxنقط ت ا ا )yx( برابر اســــــت با      xنقطه               نسبت به محور) بگوييم ،گشتاور اول

برابر است باxنسبت به محورRبنابراين گشتاور                         

)y,x( ii

iiii A)y,x(y ور ين بر ورب ب بب بر بر

.dA)y,x(yA)y,x(ylimM iiii  

iiii )y,(y 

.dA)y,x(yA)y,x(ylimM
R

i
i

iii0dx  


برابر است باyنسبت به محورRبه همين ترتيب گشتاور ور يب ر ين ورب ب بyب بر بر

.dA)y,x(xA)y,x(xlimM i
i

iii0dy  


Ri0d

، نقطه              است ،كه mبه جرم  Rدر نتيجه ،مركز جرم ورق مسطحه 
آ د

)y,x(
:درآن

m
M

x,
m

My yx 
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لمثال8.7.11
اگر. به مثلث قائم الزاويه شكل زير محدود است Rفرض كنيد ورق مسطحه 
22 yx)yx(  برابر با                          باشد،مركز جرم آن را تعيينRچگالي هر نقطه

ك

yx)y,x( 

.كنيد
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:حل
داريم 




a

0

xa

0

22

R

dxdy)yx(dA)y,x(m

 
xa

a 32 dx)y1yx(









 



a 4
32

0
0

adx)xa(1)xa(x

dx)y
3

yx(

 


0 6
dx)xa(

3
)xa(x

وو

.
15
adxdy)yx(xdA)y,x(xM

5a

0

xa

0

22
y   



150 0
R

 

ت ت ه aMه
5

.به همين ترتيب ،                      
15

M x 
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:عبارتند از Rبنابراين مختصات مركز جرم 

.
5
a2

6/
15/aM

x,
5
a2

6/
15/aMy 4

5
y

4

5
x 

56/am56/am
y 44

ورق مسطحه)يا ماند(گشتاور دوم8.7.13

yو xحول محورهاي Rگشتاورهاي دوم يا گشتاور هاي ماند ورق مسطحه

ببه ترتيب برابرند با بر بر ب ر ب
dA)y,x(yA)y,x(ylimI

R

2
i

i
ii

2
i0dx  



dA)yx(xA)yx(xlimI 2
iii

2
i   .dA)y,x(xA)y,x(xlimI

R
i

i
iii0dy  
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ي Rنسبت به مبدا مختصات يا گشتاور قطبي Rبه همين ترتيب ، گشتاور

برابراست با
dA)()(I 22 .dA)y,x()yx(I

R

22
o  

                         توجه كنيــد كه چون     و       .ملاحظه مي كنيم كه yxo III 2y يم وي چون ي وج

.مثبت هستند،پس گشتاور هاي دوم يك جسم همواره مثبت اند          

yxoy

)y,x(

.در حالي كه اين مطلب در مورد گشتاورهاي اول صادق نيست
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مثال 14. 7. 8
اگر چگالي هر نقطه .به شكل يك نيمدايره باشد  Rفرض كنيد ورق مسطحه 

R  برابر با                       باشد ، گشتاور دومR  را نسبت به محورx  حساب y4)y,x( 

y.كنيد

x
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:حل ل
داريم

dxdy)y4(ydA)y,x(yI
a xa 22

x

22

  


y)y(y)y,(y

xaa 4

a 0
R

x

22





 




16

dxy

5
0

a

a

4 

.
15

a16dx)xa(
5a

a

222  
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ومركز جرم يك جسم فضايي) اول (گشتاور  16. 7. 8
مثال8.7.17

اگر. فرض كنيد جسمي توسط ناحيه استوانه اي شكل زير محدود شده است

اشد آ نقطه ه 2z20)zyx(MMMگال چگالي هر نقطه آن                               باشد،                                 

.ومركز جرم آن راتعيين كنيد

z20)z,y,x( xyxzyz M,M,M

ي يين ر ن جرم ز ر و
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:حل
بنا به تعريف داريم

.dV)z20(ydV)z,y,x(yM 2
xz  

كه دليل اين به ،يا انتگرال اين محاسبه صفحهDبا به وxzنسبت متقارن

)(y),y,(y
DD

xz  

متقارن وxzنسبت به صفحهDبا محاسبه اين انتگرال ،يا به اين دليل كه

به دست 0تابع زير علامت انتگرال يك تابع فرد است، مقدار         برابر با xzM

.به همين ترتيب                  . مي آيد  0Myz 

:داريم. محاسبه        در دستگاه مختصات استوانه اي آسانتر است xyM

 
D

2

D
xy dV)z20(zdV)z,y,x(zM

DD
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ddd)20(
2 2 4 3   


z

ddrdzr)zz20(

2 2
44

2

0 0 0

3 

 

  


drdr)
4
zz10(

2 2

2

0

2

0
0

2 

 

 




drdr96

222 2

2 2

0




 




.384d192dr48
2

00

2

0

2  


كن دا ف ت ط ت ا تدا ا كز ه ا داا داريم. براي محاسبه مركز جرم، ابتدا جرم جسم را توسط  تعريف پيدا مي كنيم

 dV)zyx(m

  








2 2 4 2

D

rdzdrd)z20(

dV)z,y,x(m

   
0 0 0

rdzdrd)z20(
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dd)z20(
2

4
2 3




 
176

ddrr)
3

z20(

2 2

0
0
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70435235288

drdr
3

176

22

2

0

2
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.
3

704
3

352d
3

352dr
3
88

0

2

0
0

2

0
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از عبارتند جسم اين مركز ،مختصات :بنابراين ،مختصات مركز اين جسم عبارتند از:بنابراين

MM18384M  0
m

M
x,0

m
My,

11
18

3/704
384

m
M

z yzxzxy 
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فضايي8.7.19 جسم يك ماند گشتاور گشتاور ماند يك جسم فضايي8.7.19

فضايي ناحيه به محدود جسم يك دوم هايDگشتاورهاي محور yوxحول  yو xحول محور هاي Dگشتاورهاي دوم يك جسم محدود به ناحيه فضايي

:به ترتيب برابرند باzو
 

D

22
x dV)z,y,x()zy(I

  22
y dV)z,y,x()zx(I 

D
y

 
D

22
z dV)z,y,x()yx(I
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برداری آناليز در ریمباحثی يز بر ر  ی  ب
مقدمه وهدف كلي

در اين فصل پاياني حساب ديفرانسيل و انتگرال نوع ديگري از توابع را به نام 

ميدان برداري، كه بردارهايي به نقاط فضا نسبت مي دهند ، مورد مطالعه قرار  

. ميدان گرانش و ميدان الكتريكي مثالهايي از ميدان برداري هستند. مي د هيم 

مباحث مورد بحث ما انتگرال منحني الخط، انتگرال رويه اي و قضيه هاي مهم

ال انتگ و ل ان ديف اب ح اساس ه قض تعم كه تند ه اي واگ و استوك ين گرين ، استوكس و واگرايي هستند، كه تعميم قضيه اساسي حساب ديفرانسيل و انتگرال گ
. هستند
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هدفهاي دقيق آموزشي
    

: از خواننده انتظار مي رود پس از مطالعه و يادگيري مطالب اين فصل بتواند  و ل ن ر و ز پس رو ي ر و ز

.چرخه و واگرايي ميدانهاي برداري را پيدا كند١.

. انتگرال خط را در سطح مثالها و تمرينهاي اين فصل محاسبه كند٢.

.قضيه گرين را بيان كند و آن را در حد مثالهاي اين فصل به كار ببرد٣.

.انتگرال سطح را در حد مثالها و تمرينهاي اين فصل محاسبه كند۴.
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رتعريف9.1.1
Dبا دامنه ميدان بردارياگر              ، آنگاه هر تابع                     را يك

3
RD:F 

 3
RD 

 .مي گوييم

از آنجا كه هر بردار را ميتوان توسط سه مولفه اش نمايش داد، يك ميدان برداري

را به صورت      F



k)z,y,x(Pj)z,y,x(Ni)z,y,x(M)z,y,x(F




به طورساده

kPjNiMF


 kPjNiMF 
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.توابعي حقيقي روي دامنه      هستند P,N,Mنمايش مي دهيم، كه در آن  F


و در غير اين  ميدان برداري ايستاسه تابع ثابت باشند،     رايك P,N,Mاگر  F


.         ميدان برداري گوييم) يا ديناميك( ميدان برداري پوياصورت آن را يك 

kji2)z,y,x(Fبه عنوان مثال،                                 يك ميدان برداري ايستا و   





.يك ميدان برداري پوياست  
kxjiz)z,y,x(F 

Fهستند،      را توسط بردارهايي  xyدر حالت خاصي كه دامنه و برد     در صفحه


F


.نمايش ميدهيمxyدر صفحه 
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گراديان به عنوان يك ميدان برداري9.1.2

، f گراديان.يك تابع سه متغيره با مشتـــقات جزئي پيوسته است f فرض كنيم

يعني

k)z,y,x(
z
fj)z,y,x(

y
fi)z,y,x(

x
f)z,y,x(f
















اگر               .يا به طور ساده                                يك ميدان برداري است kfjfiff zyx


fF 



بسياري از. مي ناميم    تابع پتانسيلرا  fو آنگاه    را يك ميدان برداري پايستار  F


F


. ميدانهاي برداري در فيزيك پايستار هستند 
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واگرايي يك ميدان برداري  
مثال 7. 1. 9

Fو      به ترتيب توابعي حقيقي و برداري باشند، به طوري كه مشتقهاي جزئي  آنها وجودfاگر 


داشته باشند، نشان مي دهيم كه
   

    FfFf

Ff.Ffdiv








    F.fF.f 
kPjNiMFاگر                          ، آنگاه




.kPfjNfiMfFf


 .jN

       Pf
z

Nf
y

Mf
x

Ff.














بنابراين، 

PfPfNfNfMfMf

zyx





 








 








 








fffPNM

P
zz
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fM
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f
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f
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y
N

x
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چرخه يك ميدان برداري

ريتعريف9.1.8
 

kPjNiMFفرض كنيم                                يك ميدان برداري است به طوري كه 


ور ر ر ن م رض

       چرخهدر اين صورت، . وجود دارند  Pو Mو  Nمشتقهاي جزئي اول

j

F


: ،به نمايش           يا              ،  يك ميدان برداري با تعريف زير است Fcurl


F




)z,y,x(F)z,y,x(Fcurl




k
y
M

x
Nj

x
P

z
Mi

z
N

y
P 
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Fcurlبراي آسانتر به خاطر سپردن            آن را به صورت نماد دترميناني زير 


kji:نمايش ميدهيم




PNM
zyx

F












ثال918 مثال9.1.8
اله م ي دا ب دان م خه د916چ كن دا پ :ا :را پيدا كنيد6. 9.1چرخه ميدان برداري مساله

:حلل

     k)xyz2xy4(jzxy4i)1zy3(z,y,xF 43222
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f2f2f2يك فرمول مهم ديگر به صورت
)gradf(div 








. است

2z2y2x
)gradf(div










f2است واگرايي معمولاًبا       يا  fلاپلاسين عبارت طرف راست اين فرمول 

0flapfتابعي را كه در معادله  . نمايش داده مي شود      2  lapf

اين نوع. مي گوييم)هارمونيك(، صدق كند همساز  معادله لاپلاسبه نام 

.توابع در فيزيك داراي اهميت بسياري هستند

تاهاNوf،Mاگ ه آنگا اشند تغ د ا jNiMFت


 توابع دو متغيره باشند و                      ، آنگاه همتاهايNو f،Mاگر

:دو بعدي گراديان،واگرايي ، چرخه و لاپلاسين عبارت اند از

jNiMF 

ز ر ب ين پ و چر يي ر و ن ي ر ي ب و
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j
y
fi

x
ffgrad

y
N

x
MFdiv




















MNff

yxyx

22
2






 



k
y
M

x
NFcurl

y
f

x
ff 22

2



























مثال 11. 1. 9
را پيدا مي كنيم به طوري كه  fتابع دو متغيره 

jxy3iy)yx(fgrad 23


 jxy3iy)y,x(fgrad 

:حل 
چون   

jxy3iy)y,x(fgradjfif 23










yx 
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پس
32 ff  (*)32 y

x
f,xy3

y
f









به ت ن ل ا ادله از ي الگ انتگ ي،xبا دا داريم،xبا انتگرالگيري از معادله اول نسبت به
)y(gxy)y,x(f 3 

مشتق جزئي اول اين عبارت نسبت به .ثابت استxبهنسبتg(y)كه در آن

yا ت ا dgxy3fا 2 


yبرابراست با.
dy

xy3
y




دوم معادله و عبارت اين مقايسه ،(*)با ،(*)با مقايسه اين عبارت و معادله دوم 

c)y(gداريم  و در نتيجه 0
dy
dg


dy

بنابراين. يك مقدار ثابت استcكه در آن 
.cxy)y,x(f 3 
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 قضيه 14. 1. 9

يعني اگر تابع .(اگر                             يك ميدان برداري پايستار باشد kPjNiMF




f                با مشتق هاي جزئي پيوسته وجود داشته باشد به طوري كه( gradfF 


آنگاه

PM  NP 

y
M

x
N






 ,

x
P

z
M,








z
N

y
P






 (*)


.اگر دامنه     تمام فضا باشد، عكس اين حكم نيز صادق است Fwww*pnueb*com



    انتگرال خط  2. 9
Cفرض  كنيم جسمي تحت اثرنيروي                           روي منحني هموار  kPjNiMF




k)(hj)(i)(f)(


اگر اين جسم.به معادله برداري                                      حركت مي كند  k)t(hj)t(gi)t(f)t(r




را به پيمايد،اين قسمت ازمنحني تقريباً يك خطCقسمت  كوچكي از منحني

ض ل ا ا ا ا اً ق ش ا ا كا ا ق ا راست است ودرنتيجه مقدار كار انجام شده تقريبا برابراست با حاصلــــــضرب                  ا

روي جسم حركت باعث روي شودC،زيرامولفه بنابراينم rFW


F


r


 بنابراين.مي شودC،زيرامولفه   روي      باعث حركت جسم روي                 

رادر نقاط                   به كمان هاي كوچك افراز كنيمCاگر منحني محدود

r.FW Fr

12n P,P,...,P

،آنگاه مقدار كارانجام شده تقريباً برابراست با 
nnn2n1 r).P(F...r).P(Fr).P(F
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در نتيجه مقدار كار انجام شده توسط نيروي     برابراست با حد اين مجموع 

ق

F


nوقتي              ودر نتيجه

 rdFW


n

  انتگرال خط )باوجودي كه روي يك منحني محاسبه مي شود(انتگرال بالارا
 C

rd.FW

.مي گوييمCروي 
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محاسبه انتگرال خط9.2.2
،Aبه Bاز Cبه آساني ديده مي شود كه اگر جهت حركت جسم روي منحني 

باشد ، آنگاه Cمخالف با جهت C–يا به طور كلي ،اگر جهت منحني 

.rd.Frd.F
CC  





ثال923 مثال9.2.3
چ ا ي ي ن اث تحت Cج kyxjxziyz)z,y,x(F


 جسمي تحت اثر نيروي                                           روي مارپيــچC 

به معادله                                                                 به سمت بالا  2t0,ktjtsinitcos)t(r


.كار انجام شده توسط اين نيرو را محاسبه كنيد.حركت مي كند 

 2t0,ktjtsinitcos)t(rwww*pnueb*com



:حل
چون

tsin)t(f
dt
dx,tcos)t(fx 

tcos)t(g
dt
dy,tsin)t(gy 

1)t(h
dt
dz,t)t(hz 

پس كار انجام شده برابراست با
 2




 

dt)tcostsint(

dttcostsintcos)tcost()tsin)(tsint(rd.FW
2

0C











.2tsin1t1

dt)tcostsint(

2
2

22

0





 






.2tsin
2

t
2 0
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رتذكر9.2.7
هموار نباشد ولي مركب از منحني هاي هموار Cفرض  كـــــنيم منحني 

آ

12n C,C,...,C

به طور قطعه اي هموار باشد،آنگاهCبه عبارت ديگر،اگر.باشد               

n





n

1i
CC i

rd.Frd.F 

مثال928 مثال9.2.8

ا ا ت ا شكل ا د ك ض 0123ف C,C,C,Cفرض كنيد                      منحني هاي شكل زير با جهــت هاي داده
 

باشند كهCاگر.شده دهيد باشد،نشان كيب تر

0123 C,C,C,C

123 C,C,C 123تر كيب                باشد،نشان دهيد كهCاگر.شده باشند

   dzxydyxzdxyzdzxydyxzdxyz  
C C0

dzxydyxzdxyzdzxydyxzdxyz
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0C

1C
3C

:حل
:معادلات  پارامتري منحني هاي داده شده عبارتند از

2C

از ر ب ا ي ي ري را پ لا





  1dzdydx1t0,ktjtit)t(r:C 00








 1
dtdtdt

1t0,ktjtit)t(r:C 00





 1dy0dzdx1t0jti)t(C








  1

dt
y,0

dtdt
1t0,jti)t(r:C 22





 dzdydx







  1

dt
dz,0

dt
dy

dt
dx1t0,ktjti)t(r:C 33
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بنابراين
 dt0)0.t(0)0.t(1)0.0(dzxydyxzdxyz

C C
 

 dt0)t1(1)01(0)0t(

C C1



 

 dt0)t.1(1)0.1(0)0.t(
C2

 

 dt1)1.1(0)t.1(0)t.1(
C3

 

1dt1dt0dt0
1

0

1

0

1

0
   00 0  

و
1

   

1dtt3

dt1)t.t(1)t.t(1)t.t(dzxydyxzdxyz
1 2

C

1

00





 
1dtt3

0

2   در نتيجه حكم مساله اثبات شده است
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قضيه اساسي انتگرال خط9.3

خط931 ال انتگ ا ا ه قض قضيه اساسي انتگرال خط9.3.1

كن ض واCف ه دا جهت منحن وا(يك ه اي قطعه ابتداي)يا نقطه با با نقطه ابتدايي)يا قطعه اي هموار(يك منحني جهت دار هموارCفرض  كنيم

)C )z,y,xفرض  كنيم ميدان برداري      روي .واننهايي                 باشد             000)z,y,x( 111F
 ي ه رويو ري ر ن م رض

مشتقپذير  است دراين صورت             Cروي  fپيوسته و                      ،كه درآن 

),y,( 111

fgradfF 


)zyx(f)zyx(frdfrdF  


.)z,y,x(f)z,y,x(frd.frd.F 000111
C

C
  www*pnueb*com



لمثال9.3.2

(از                تا            توسط Cفرض كنيد منحني
2
1,1,1( )

2
1,1,1( ي ي ورض (2ز
2

(

1t1,k
1t

tjtitcos)t(r 2
3/54 






داده شده باشد و
1t2 

.k)zcosxz2(jxi)zxy2()z,y,x(F 22




.انتگرال خط                    را پيدا كنيد C rd.F


Cwww*pnueb*com



ل:حل
fF،             ،كه در آن12. 1. 9بنابر مثال  



.zsinxzx)z,y,x(F 22 


ريمدر نتيجه ،با توجه به قضيه اساسي انتگرال خط ، داريم ل ر ي ي ب وج ب يج ر

111f111frdF 
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تذكر5. 3. 9

باشدبه طوري كه براي هر دومتغير  Dاگر   يك ميدان برداري پيوسته با دامنه  F


،با ابتدا وانتهاي يكسان ، Dمنحني جهت دار            در  12 C,C

 
21 CC

rdFrd.F


بنابراين ،قضيه اساسي. است  مستقل از مسيرآنگاه مي گوييم كه                C rd.F


Fانتگــرال خط بيان مي كند كه اگر     پايستار باشد آنگاه               مستقل


C rd.F


www*pnueb*com.از مسير است



يك منحني بسته باشد،Cاگر.فرض  كنيم              مستقل از مسير باشد C rd.F


ر ز م يررض

را مي توان تركيب دومتغير منحني جهت دار Cآنگاه                   زيرا 

C
0rd.F

C




.در نظر گرفت كه در آن انتهاي     و ابتداي      انتهاي     است           12 C,C1C1C2C

1C 2C
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چون ابتدا وانتهاي دم منحني        و     يكسانند،پس
1C2Cپس و ي م و چون

 
 21 CCC

rdFrd.Frd.F


1


21 CCC

.0rdFrd.F
CC

  



11 CC  

D ،                ،0rd.Fدر  Cهمچنين ،اگر براي هر منحني جهت دار وبسته 
C




:بنابراين احكام زير معادل اند.آنگاه     پايستار است ،يعني              F


fF 


.،يعني     پايستار است                 .1

ا2 ا ل

F


 dF


gradfF 


.مستقل از مسير است                .2

ته3 وب دا جهت منحن ه اي دامنهCب Fد


C rd.F

0rd.F 


.در دامنه    ،                   Cبراي هر منحني جهت دار وبسته.3 0rd.F
C
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قضيه گرين9.4.1

توسط منحني جهت دار قـــطعه اي هموار ، xyدر صفحهRفرض  كنيم ناحيه

دومتغير تابع دومتغير ه با مشتقات جزئي Nو  Mمحدود شده و  Cساده وبسته 

در اين صورت . پيوسته باشند 

dAMNdyNdxM  



 




 .dA
yx

dyNdxM
C

R
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لمثال9.4.2

دايره                 Cفرض كنيد                                                و yx)y,x(M,x)y,x(N 23 
4yx 22  و ي يررض

.مقدار انتگرال                         را محاسبه كنيد. است

y

 
C

dyNdxM

:حل

C

:حل
محاسبه  اين انتگرال به طور مستقيم چندان مشكل نيست ،ولي استفاده از

چون.قضيه گرين ساده تر است ر ن چونر

.dAMNdyNdxM  
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y
C

R
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R

22 dA)xx3(
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  dAx4 2

  


drdd)cosr(4
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drddcosr4
2 2 23
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