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  Chi-Tsong chenتمرینات فصل سوم کتاب 

 ( 13،  11،  11،  18،  11، 8،  5) تمرینات 

 

 مرتبه و پوچی ماتریس های زیر را به دست آورید :  -5

𝐴1 =  
0 1 0
0 0 0
0 0 1

                     𝐴1 =  
3 −1 1
1 1 0
1 1 0

                      𝐴1 =  
1 1 1 3
0 −1 −1 1
0 0 0 1

              

 

 حل :

Rank ( A1 ) = 1   ( تعداد ستون های مستقل ( 

N ( A1 ) = n A1 - Rank ( A1 ) = 0  

Rank ( A1 ) = 1   ( تعداد ستون های مستقل ( 

N ( A1 ) = n A1 - Rank ( A1 ) = 0  

Rank ( A1 ) = 1   ( تعداد ستون های مستقل ( 

N ( A1 ) = n A1 - Rank ( A1 ) = 1 

یافته و تعیین نمایید که چند پارامتر موجود است . جواب عمومی معادله ی زیر را  -8  

               
1 1 1 3
0 −1 −1 1
0 0 0 1

    X =   
1
1
1

 

 حل :  

N ( A ) = n - Rank ( A ) = 3- 1 = 1 (  پارامتر بیشتر نخواهیم داشت 1) بنابراین ما   

 ماتریس افزوده ی معادله ی فوق به صورت زیر می باشد : 

1 1 1 3 1
0 −1 −1 1 1
0 0 0 1 1

                 
1 1 1 0 −1
0 −1 −1 0 0
0 0 0 1 1

                               

 

1 0 −1 0 −1
0 −1 −1 0 0
0 0 0 1 1

               𝑥3 = 1    ،   𝑥1 = 𝑐1     



1 
 

𝑥1  + 1𝑥1  = 0                        𝑥1 = −1𝑐1 

𝑥1 − 𝑥1  = −1                        𝑥1 = 𝑐1 − 1 

 

𝑥1

𝑥1

𝑥1

𝑥3

  = 𝑐1  

1
−1
1
0

    +   

−1
0
0
1

 

قابل  3Aماتریس های زیر را به فرم جردن بنویسید ) توجه : همه ی ماتریس ها به جز ماتریس  -11

 تبدیل به فرم قطری می باشند ( 

𝐴1 =  
1 3 10
0 1 0
0 0 1

            𝐴1 =  
0 1 0
0 0 1

−1 −3 −1

               𝐴1 =  
1 0 −1
0 1 0
0 0 1

          

 

𝐴3 =  
0 3 1
0 10 11
0 −15 −10

 

 حل : 

𝜆𝐼 − 𝐴1 =  
𝜆 − 1 −3 −10

0 𝜆 − 1 0
0 0 𝜆 − 1

          det ( 𝜆𝐼 − 𝐴1 ) = (𝜆 − 1) (𝜆 − 1) (𝜆 − 1 ) 

= 0  

𝜆1 = 1                                𝜆1 = 1                             𝜆1 = 1 

 چون در این مورد ما ریشه ی تکراری نداریم در اصل همان فرم قطری بدست می آید . 

𝐴1̂ =  
1 0 0
0 1 0

0 0 1

 

 

det ( 𝜆𝐼 − 𝐴1 ) = (𝜆 + 1) (𝜆1 + 1𝜆 + 1) = 0 

𝜆1 = −1                                      𝜆1 = −1 ± 𝑗 

 بلوکی داریم .  –در اینجا فرم جردن نداشته و فرم قطری 
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𝐴1̂ =  
−1 1 0
−1 −1 0
0 0 −1

 

 

det ( 𝜆𝐼 − 𝐴1 ) = (𝜆 − 1)1(𝜆 − 1) = 0  

𝜆1 = 𝜆1                              ( 1 تکرار ) 1 = 1 

α =  nA1  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆𝐼 − 𝐴1 ) = 1 – 1 = 1  

𝐴1̂ =  
1 1 0
0 1 0
0 0 1

𝐴1̂             یا                         =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

                

 

 det ( 𝜆𝐼 − 𝐴3 ) = 𝜆 (𝜆1 − 300) + 300𝜆 = 0              𝜆1 = 0  

𝜆1 =   ( 1 تکرار ) 0

α =  nA3  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆𝐼 − 𝐴3 ) = 1 – 1 = 1  

𝐴3̂ =  
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 

 

 چند جمله ای های مشخصه و چند جمله ای های مینیمال ماتریس های زیر را پیدا نمایید . -18

 

𝐴1 =   

𝜆1 1 0 0

0 𝜆1 1 0

0 0 𝜆1 0

0 0 0 𝜆1

                                  𝐴1 =   

𝜆1 1 0 0

0 𝜆1 1 0

0 0 𝜆1 0

0 0 0 𝜆1

    

𝐴1 =   

𝜆1 1 0 0

0 𝜆1 0 0

0 0 𝜆1 0

0 0 0 𝜆1

                                  𝐴3 =   

𝜆1 0 0 0

0 𝜆1 0 0

0 0 𝜆1 0

0 0 0 𝜆1

   

 حل : 
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ψ(𝜆) =  ∏(𝜆 − 𝜆𝑖)𝑛𝑖̅̅ ̅ 

 می باشد .  𝜆𝑖درجه ی بزرگترین بلوک جردن متناظر با  𝑛𝑖̅که در فرمول فوق 

 1Aبرای 

Δ1(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴1) = (𝜆 − 𝜆1)1(𝜆 − 𝜆1) 

α =  nA1  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆1𝐼 − 𝐴1) = 3 – 1 = 1 (𝜆1 اتعداد بلوک های جردن متناظر ب  ) 

 می باشد . بنابراین داریم :  1برابر  𝜆1درجه ی بزرگترین بلوک جردن متناظر با 

ψ1(𝜆) =  (𝜆 − 𝜆1)1(𝜆 − 𝜆1) 

 1Aبرای 

Δ1(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴1) = (𝜆 − 𝜆1)3 

α =  nA1  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆1𝐼 − 𝐴1) = 3 – 1 = 1 (𝜆1 اتعداد بلوک های جردن متناظر ب  ) 

 می باشد . بنابراین داریم :  1برابر  𝜆1درجه ی بزرگترین بلوک جردن متناظر با 

ψ1(𝜆) =  (𝜆 − 𝜆1)1 

 1Aبرای 

Δ1(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴1) = (𝜆 − 𝜆1)3 

α =  nA1  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆1𝐼 − 𝐴1) = 3 – 1 = 1 (𝜆1 اتعداد بلوک های جردن متناظر ب  ) 

 می باشد . بنابراین داریم :  1برابر  𝜆1درجه ی بزرگترین بلوک جردن متناظر با 

ψ1(𝜆) =  (𝜆 − 𝜆1)1 

 3Aبرای 

Δ3(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴3) = (𝜆 − 𝜆1)3 

α =  nA1  − 𝑅𝑎𝑛𝑘 (𝜆1𝐼 − 𝐴1) = 3 – 0 = 3 (𝜆1 اتعداد بلوک های جردن متناظر ب  ) 

 می باشد . بنابراین داریم :  1برابر  𝜆1درجه ی بزرگترین بلوک جردن متناظر با 

ψ3(𝜆) =  (𝜆 − 𝜆1) 

نکته : منظور از بزرگترین بلوک جردن ، بزرگترین بلوک جردن با توجه به تعداد بلوک های جردن در 

 فرم جردن ماتریس می باشد . 
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 به صورت زیر داده شده است . عبارات زیر را به دست آورید .  Aماتریس  -11

𝐴10 = ?                 𝐴101 =?                  𝑒𝐴𝑡 = ?  

𝐴 =   
1 1 0
0 0 1
0 0 1

       

 حل : 

𝑓(𝜆) =  𝜆10          ،             𝑓(𝜆) =  𝜆101                ،              𝑓(𝜆) = 𝑒𝜆𝑡 

 

Δ(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆 (𝜆 − 1)1  

ℎ(𝜆) =  𝛽0 +  𝛽1𝜆 + 𝛽1𝜆1 

𝑓(𝜆)برای  =  𝜆10  : داریم 

𝑓(1) = ℎ(1)            𝛽0 + 𝛽1 + 𝛽1 = 1 

𝑓(1)́ = ℎ(1)́            𝛽1 + 1𝛽1 = 10                        𝛽1 = −8        𝛽1 = 9 

𝑓(0) = ℎ(0)         𝛽0 = 0 

ℎ(𝜆) = 9𝜆1 −  8𝜆      

 به صورت زیر به دست می آید :  ℎ(𝜆)  ،𝐴10در  Aماتریس با جایگذاری 

𝐴10 =  
1 1 9
0 0 1
0 0 1

  

𝑓(𝜆)برای  =  𝜆101  : داریم 

𝑓(1) = ℎ(1)            𝛽0 + 𝛽1 + 𝛽1 = 1 

𝑓(1)́ = ℎ(1)́            𝛽1 + 1𝛽1 = 101                        𝛽1 = −101        𝛽1 = 101 

𝑓(0) = ℎ(0)         𝛽0 = 0 

ℎ(𝜆) = 101𝜆1 −  101𝜆      

 به صورت زیر به دست می آید :  ℎ(𝜆)  ،𝐴101در  Aبا جایگذاری ماتریس 
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𝐴101 =  
1 1 101
0 0 1
0 0 1

  

𝑓(𝜆)برای  = 𝑒𝜆𝑡  : داریم 

𝛽0 + 𝛽1 + 𝛽1 = 𝑒𝑡 

𝛽1 + 1𝛽1 = 𝑒𝑡                        𝛽1 = 𝑒𝑡 − 1        𝛽1 = 1 

𝛽0 = 1  

ℎ(𝜆) = 𝜆1 + (𝑒𝑡 − 1 ) 𝜆 + 1  

  به صورت زیر به دست می آید : ℎ(𝜆) ، 𝑒𝐴𝑡در  Aبا جایگذاری ماتریس  

𝑒𝐴𝑡 =  
𝑒𝑡 𝑒𝑡 − 1 1
0 1 𝑒𝑡 − 1
0 0 𝑒𝑡

 

 .را طوری بیابید که معادله ی لیانپونف را ارضا نماید  Mدر مثال زیر  -11

𝐴 =  
0 1

−1 −1
              𝐵 = 1                   𝐶 =  

1
1

            

 حل : 

𝐴𝑀 + 𝑀𝐵 = 𝐶    ⇒        
0 1

−1 −1
    

𝑚1

𝑚1
 +  

𝑚1

𝑚1
 1 =   

1
1

       ⇒      
𝑚1 + 1𝑚1

𝑚1 − 1𝑚1
 =  

1
1

     

 در نهایت داریم : 

𝑚1 = 0       ،       𝑚1 = 1          ⟹         𝑀 =  
0
1

 

 

 سوال ( آیا معادله ی لیاپونف تکین می باشد ؟ 

det( 𝜆𝐼 − 𝐴) =  𝜆1 + 1𝜆 + 1 = 0       ⇒          𝜆 =  −1 ± 𝑗  

 det( 𝜇𝐼 − 𝐵) =  𝜇 − 1 = 0                 ⇒          𝜇 = 1  

𝜂𝑘 =  𝜆𝑖 + 𝜇𝑗   (𝒜(𝑀)  مقادیر ویژه ماتریس ) 

ای یافت  jو  iدر این مساله معادله ی لیانپوف تکین نمی باشد زیرا همانطور که ملاحظه می شود هیچ 

𝜆𝑖 نمی شود که  + 𝜇𝑗 =  شود .  0
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 مقادیر تکین ماتریس های زیر را پیدا نمایید .  -13

𝐴 =
−1 0 1
1 −1 0

                       𝐵 =  
−1 1
1 3

          

 داریم  Aبرای حل : 

𝑀1 = 𝐴𝑇𝐴 =  
−1 1
0 −1
1 0

   
−1 0 1
1 −1 0

 =  
5 −1 −1

−1 1 0
−1 0 1

  

 

Δ(𝜆) = (𝜆 − 5)(𝜆 − 1)1 − (𝜆 − 1) − 3(𝜆 − 1) = 0     ⇒      𝜆(𝜆 − 1)(𝜆 − 1) = 0  

𝜆1 = 0            𝜆1 = 1             𝜆1 = 1   

 برابر است با :  Aمقادیر تکین ماتریس 

𝑠1 = 0            𝑠1 = 1             𝑠1 = √1   

 داریم :  Bبرای 

𝑀1 = 𝐵𝑇𝐵 =  
5 1
1 10

     

Δ(𝜆) =  𝜆1 − 15𝜆 + 13 = 0          ⇒      𝜆1 = 1/8951            𝜆1 = 11/1037        

 

 برابر است با :  Bمقادیر تکین ماتریس 

𝑠1 = 1/701            𝑠1 = 3/701              
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 Chi-Tsong chenتمرینات فصل چهارم کتاب 

 ( 1،1مسائل ) 

 

 یک نوسان می تواند توسط معادله ی زیر تولید شود :  -1

𝑋̇ =  
0 1

−1 0
  𝑋  

 نشان دهید که پاسخ آن به صورت زیر می باشد : 

𝑋(𝑡) =  
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡
   𝑋(0) 

 حل : 

 فرض نماییم . داریم :  Aچنانچه ما ماتریس معادله ی نوسان را 

Δ(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆1 + 1 = 0               ⟹      𝜆 1 = 𝑗          ،         𝜆 1 = −𝑗         

ℎ(𝜆) =  𝛽0 + 𝛽1𝜆             &               𝑓(𝜆) =  𝑒𝜆𝑡   

 

𝛽0 + 𝛽1𝑗 =  𝑒𝑗𝑡                                        𝛽0 =  
𝑒𝑗𝑡+ 𝑒−𝑗𝑡

1
 = cos 𝑡 

𝛽0 − 𝛽1𝑗 =  𝑒−𝑗𝑡                                      𝛽1 =  sin 𝑡  

 

ℎ(𝜆)را در معادله ی  Aحال اگر ماتریس  =  𝛽0 + 𝛽1𝜆  قرار دهیم ماتریس انتقال حالت بدست می آید

: 

φ(𝑡) =  
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡
     

𝑋(𝑡)چنانچه ماتریس انتقال حالت را در معادله ی  = φ(𝑡)𝑋(0)  قرار دهیم معادله ی مورد نظر

 بدست می آید . 

 معادله ی زیر از دو روش استفاده کنید .  پله واحد بدست آوردن پاسخبرای  -1

𝑋̇ =  
0 1

−1 −1
  𝑋 + 

1
1

  𝑢   

𝑌 =  1 1  𝑋 
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 حل : 

  1روش 

Δ(𝜆) = det( 𝜆𝐼 − 𝐴) = 0        ⇒   (𝜆 + 1)1 + 1 = 0        

𝜆1 = −1 − 𝑗       ،     𝜆1 = −1 + 𝑗    

ℎ(𝜆) =  𝛽0 + 𝛽1𝜆             &               𝑓(𝜆) =  𝑒𝜆𝑡 

𝛽0 − 𝛽1 − 𝛽1𝑗 = 𝑒−𝑡  𝑒−𝑗𝑡 = (𝑒−𝑡 cos 𝑡) − 𝑗(𝑒−𝑡 sin 𝑡) 

𝛽0 − 𝛽1 + 𝛽1𝑗 = 𝑒−𝑡  𝑒𝑗𝑡 = (𝑒−𝑡 cos 𝑡) + 𝑗(𝑒−𝑡 sin 𝑡)  

𝛽0 =  𝑒−𝑡( sin 𝑡 + cos 𝑡 )                  𝛽1 =  𝑒−𝑡 sin 𝑡         

 

φ(𝑡) =   
𝑒−𝑡( sin 𝑡 + cos 𝑡 )  𝑒−𝑡 sin 𝑡 

−1𝑒−𝑡 sin 𝑡  𝑒−𝑡(cos 𝑡  – sin 𝑡  )
    

 

X(𝑡) =  ∫ φ(𝑡 − 𝜏) ×

𝑡

0

 
1
1

  𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 =  

1

1
− 

𝑒−𝑡

1
( 1 cos 𝑡 + sin 𝑡 )

−1 + 𝑒−𝑡( cos 𝑡 + 1 sin 𝑡 )

 

 

 : تبدیل لاپلاس  1روش 

𝑠 𝑋 (𝑠) − 𝑋(0) = 𝐴 𝑋(𝑠) + 𝐵 𝑢(𝑠) 

[𝑠𝐼 − 𝐴] 𝑋(𝑠) = 𝐵 𝑢(𝑠) 

 

𝑠 −1
1 𝑠 + 1

  𝑋(𝑠) =  
1
1

   
1

𝑠
 =  

1

𝑠

 
1

𝑠

             ⇒       𝑋(𝑠) =  
𝑠+1 1

−1 𝑠
(𝑠+1)1+1

=   

1

𝑠

 
1

𝑠
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𝑋(𝑠) =  

1

(𝑠 + 1)1 + 1
+

1

𝑠( (𝑠 + 1)1 + 1 )
1

(𝑠 + 1)1 + 1
− 

1

𝑠( (𝑠 + 1)1 + 1 )

     

 

𝑋(𝑡) =  ℒ−1(𝑋(𝑠)) =  

 𝑒−𝑡 sin 𝑡 + 1 ∫ 𝑒−𝑡 sin 𝑡  𝑑𝑡
𝑡

0

 𝑒−𝑡 sin 𝑡 − 1 ∫ 𝑒−𝑡 sin 𝑡  𝑑𝑡
𝑡

0

 

 

𝑋(𝑡) =

1

1
− 

𝑒−𝑡

1
( 1 cos 𝑡 + sin 𝑡 )

−1 + 𝑒−𝑡( cos 𝑡 + 1 sin 𝑡 )

 


