
 

 

  مقدمه
  . جزوه حاضر به منظور دوره کلی و مرور جامع مطالب اصلی درس معادلات دیفرانسیل آماده شده است

باشد، پیشنهاد  این درس میسوالات مطرح شده در آزمون % 80از آنجاکه هدف این مجموعه ایجاد توانایی براي پاسخگویی به بیش از 
  :شود می

  .سلط باشیددر درس معادلات به مباحث زیر کاملاً م
  
 بازنویسی کردن یک معادله دیفرانسیل با یک تغییر متغیر یا یک تغییر در تابع داده شده .1
 
 )از کل سوالات% 30به طور متوسط  (در بحث معادلات مرتبه دوم و مراتب بالاتر .2

  هاي جواب معادلات همگن با ضرایب ثابت و کوشی  یافتن پایه ـالف
   نامعین و اپراتورهاي معکوسیرهمگن با روش ضرایبصوصی معادلات غ یافتن جواب خـب 
   یافتن یک پایه جواب از روي پایه جواب دیگر ـج
  هاي کاهش مرتبه   روش ـد

  
 )از کل سوالات% 30به طور متوسط  (در بحث تبدیل لاپلاس .3

   لاپلاس تبدیلهاي ناسره با استفاده از تعریف  محاسبه انتگرال ـالف
  :طرف ثانی یکی از موارد زیر وجود دارددر  غیر همگن که  حل معادلات دیفرانسیلـب 

)، توابع شامل دلتاي دیراك، تابع مجهول)ه واحدشامل تابع پل(اي  توابع چند ضابطه )f t  
  تجزیه کسرها و احتمالاً استفاده از فرم معکوس قضایاي اول و دوم انتقال  محاسبه لاپلاس معکوس توابع کسري با تأکید بر روش  ـج

)  لاپلاس توابعی به فرم تبدیل محاسبه ـد ) ( ) ( ) ( ) ( )at
a

1u t f t , e f t , f t , tf t
t

)  لاپلاس تبدیل وقتی )f t معلوم است.  

  لی قضیه تبدیل لاپلاس پیچش دو تابع به خصوص در حل معادلات انتگرا ـهـ
   متناوب  نیمهابعـ تبدیل لاپلاس توو

  
 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (در بحث معادلات مرتبه اول .4

 پذیر  معادلات قابل تبدیل به معادلات جدایی  ـالف

  ساز معادلات کامل و بحث عامل انتگرال -ب
  رنولیـ معادله مرتبه اول خطی و ب ج
  قطبی یافتن مسیرهاي قائم در فرم دکارتی و د ـ
  )پوش جواب عمومی( یافتن جواب غیرعادي معادله کلرو هـ ـ
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 )از کل سوالات% 20به طور متوسط  (هاي توانی در حل معادلات دیفرانسیل با روش سري .5
  عادي منظم و نامنظم  ـ غیر نظر عادياز تعیین نوع یک نقطه  ـالف
   شعاع همگرایی جواب تعیینـب 
  عادي  نقطه ب حول  یافتن ضرایب بسط تیلور جوا ـج
  هاي معادله مشخصه حول نقطه غیر عادي منظم وس و یافتن ریشهی روش فروبین ـد
  هاي شامل توابع لژاندر و بسل  انتگرال ـهـ
  

 ارادتمند شما
 محمدصادق معتقدي



  معادلات ديفرانسيل

 

۱  

   : قضيه
1چنانچه  2 nc , c , ... , c1هايي اختياري و   ثابت 2 ny , y , ... , y و نيز fتوابعي معلوم از x باشند، معادله ديفرانسيل حاصل از حذف 

1هاي  ثابت 2 nc , c ,...., c 1  : در دسته توابع 1 2 2 n ny c y c y ... c y f= + + + +  

  :از بسط دترمينان زير قابل حصول است

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

n

n
1 1 1

n
2 2 2

n
n n n

y f y f y f

y y y

0y y y

y y y

′− − −

′

=′

′







  



  

  

A  هاي حذف ثابت ازمعادله ديفرانسيل حاصل  : مثال , B بيابيد  زير را توابع در دسته. 

  4 x xy A e Be 4 cos x−= + +  

    : حل
  :مطابق قضيه گفته شده

  4 x x
1 2y e y e f 4 cos x−= = =  

  :حاصل مي شودلذا معادله مورد نظر چنين 

  → 4 x x
y 4cos x y 4 sin x y 4 cos x

e e 1 4 16 0
1 1 1

−
′ ′′− + +

=
−

    →    4 x 4 x 4 x

x x x

y 4 cos x y 4 sin x y 4 cos x

e 4 e 16 e 0

e e e− − −

′ ′′− + +

=

−

  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y 4cos x 4 16 y 4sin x 1 16 y 4 cos x 1 4 0 y 3y 4y 12sin x 20cos x 0′ ′′ ′′ ′− + − + − + + − − = → − − − + =  

  چند نكته اوليه

  : ه فرملاتي ب به خصوص در معاد،گيري متوالي خواهد بود گاهي براي حل يك معادله ديفرانسيل تنها نياز به انتگرال) ۱
  ( ) ( )A x dx B y dy=  

  . عمومي معادله را نشان خواهد دادگيري از طرفين معادله جواب انتگرال

) يمعادله انتگرالدر   : مثال ) ( )x 2
0

t f t dt
f x e

− ) مطلوبست محاسبه  =∫ )f 2.  

  :گيري از طرفين معادله بدست مي آوريم  lnبا   : حل
  گيريم مشتق مي

→  
( ) ( )

x
2

0
ln f x t f t dt= − ∫   

  ( )
( ) ( )

( ) ( )
3

2 2
2

f x df 1 xx f x x dx c
f x f x 3f x

′ −
= − → = → = +∫  
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 معادلات ديفرانسيل

 

۲  

xبه فرض مسئله در اگر    :بدست مي آيد ،  كنيم  نگاه =0

  ( )
0
0

...... 0f 0 e e 1
− ∫= = =  

  :آيد دست مي  به در جواب معادله شرط اينبا اعمال

  
( )
1

f 0

3

1

0 c c 1
3

= + → =  

  :پس داريم

  ( ) ( )3
1 3f x f 2

11x 1
3

= → =

+

   

  
المان هاي توان از   مورد نظر را ميخواستهبسياري مواقع براي پاسخ به سوال يك معادله ديفرانسيل نيازي به حل معادله نيست و ) ۲

  . پيدا كردمسئله موجود در

3معادله ديفرانسيل   : مثال 5
dy x
dx 3x y 4 y

=
+

x  دربدانيماگر .  مفروض است yداريم =0    :مطلوبست محاسبه، =0
2

2x 0

xI lim
y→

=  

xمطابق فرض مسئله براي   : حل y: داريم =0   :لذا انتظار داريم، =0
  x 0 : y 0→   وقتي →

  :س داريمپ

  
x 0
y 0

2
HOP

2
x 0I lim

0y→
→

= = →   

  
x 0 x 0 x 0
y 0 y 0 y 0

3 4

3 5

2 x xI lim lim lim 3x 4 y 0
dy x2 y . y
dx 3x y 4 y

→ → →
→ → →

= = = + =

+

  

براي اين منظور بايد مشتقات موجود در .  تابع بازنويسي كنيم تغييرشود يك معادله ديفرانسيل را با تغيير متغير يا  گاهي لازم مي)۳

  .  را بازنويسي كرده و در داخل معادله اصلي قرار دهيممعادله

)ديفرانسيل معادله   : مثال ) 22x y y x y y′′ ′= ) اگر اين معادله را با فرض . مفروض است+ ) ( )u x dxy x e به ، بازنويسي كنيم =∫
  رسيم؟ مياي  معادلهچه 

   : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x dx u x dx u x dx u x dxy e y u x . e y u x e u x . u x e∫ ∫ ∫ ∫′ ′′ ′= → = → = +  

  :قرار مي دهيم ت را در معادله اصلي ااين عبار

  ( ) ( ) ( ) ( )
2u u u u u 22 2 2 2x . e u e u e x u e e x u u x u 1∫ ∫ ∫ ∫ ∫′ ′+ = + → + = + →  

  2 2 2x u x u′ + 2 2x u= 22 x u 1 x u 2 x u 1′+ + → = +  

 



  معادلات ديفرانسيل

 

۳  

3معادله ديفرانسيل   : مثال 42 x y x y y 0′ ′′+ − 1xاگر اين معادله را با فرض .  مفروض است=
t

  معادله ايبه چه،  بازنويسي كنيم  =

 رسيم؟ مي

    : حل

  2
dy dy dt 1 dyy
dx dt dx dtx

−′ = = =  

  2 2 2 3 2
d 1 dy d 1 dy 1 d dy 2 dy 1 d dy dty .

dx dt dx dt dx dt dt dt dt dxx x x x x
− −       ′′ = − = − ⋅ + ⋅ = +      

      
  

  :گذاريم ي مي را در معادله اصلباراتاين ع

  
2 2

3 4
2 3 4 2 2

1 dy 2 dy 1 d y d y2 x x y 0 y 0
dt dtx x x dt dt

  
− ⋅ + + − = → − =       

  

  



 معادلات ديفرانسيل

 

۴  

  تعريف تبديل لاپلاس

sبا شرط ( 0>(  ( )( ) ( ) ( )s t

0
L f t F s e . f t dt

∞
−= = ∫  

  : عددي ثابت باشد داریمaهرگاه 

  
( )

( ) ( )

a t a

2 2 2 2 2 2 2 2 a 1

f t a e sin a t cos a t sin h a t cos h a t t
a 1a 1 a s a sF s

s s a s a s a s a s a s +

Γ +
− + + − −

  

( ) ( )( ) ( ) ( )L f t g t F s G sα + β = α + β  

  : يادآوري تابع گاما
1
2

 Γ = π 
 

  

aبا شرط ( 0> (( ) x a 1

0
a e . x dx

∞
− −Γ = ∫  

 

( )1 !Γ α + = α  
αاگر  ∈   

→  ( ) ( )1Γ α + = α Γ α  

  

)هايي در فرم  محاسبه انتگرال )۱ )s t

0
e f t dt

∞
  : و تابع گاماديل لاپلاس با استفاده از فرمول تعريف تب∫−

  : هاي زیر مطلوبست محاسبه انتگرال  : مثال

  4t 2

0
I e cos t dt

∞
−= ∫) 1  

  :لاپلاسل يطبق فرمول تبد: حل 

  ( )( ) ( ) ( )s t

0
L f t F s e . f t dt

∞
−= = ∫  

  ( ){ }2
2

1 cos 2 t 1 1 s 1 1 4I L cos t L
s 4 s 4 s 42 2 s 2 4 20s 4

  +    = = = + = +      = = =   +   
  

 
  



  معادلات ديفرانسيل

 

۵  

  4 t2

0
I t e dt

∞
−= ∫) 2  

tبا تغییر متغیر : حل  u=داریم:  
  2t u dt 2u du→ = → =  

  ( ) ( )
22 4 u

0

t 0 u 0
I u e 2 u d u

t u

∞
−= → =

→ = = ∞ → ∞ = ∫  

  ( )( )5 4 u 5
6 6

0

5! 5!2 u e du 2 L u 2 2
s 4 s 4s 4

∞
−  

= = = = = = ∫  

   :مطلوبست حاصل انتکرال  : مثال

2

0

tI t e dt
∞

−= ∫  

2tبا تغییر متغیر   : حل u=داریم :  

  1
2

du du2 t dt du dt
2 t

2 u

= → = =  

  
  توان نوشت می

  
t 0 u 0
t u

= → =
 = ∞ → ∞ =

  

  

1
12 11

u u 4 42 1
0 02

du 1 1I e e u du L uu s 12 2
2 u

∞ ∞ − −− −
        = = =      =     

∫ ∫    

  1 31
4 4

1 3 31
1 14 4 4

s 12 2 2
s 1

− +

     Γ − + Γ Γ     
     = = =

=
  

)لاپلاس معکوس تابع   : مثال )

3
22

9
7 4s sF s

s
−

      . را بیابید=

  :داريم  : حل

  ( ) ( )
1

13
L 62

15 7 15 7
2 2

15
7 4 1 1 6! 7 42F s 7 4 f t t t

15 156! 6!s s
s s2 2

−

 Γ 
 = − = − × → = −

   Γ Γ   
   

  

  :و البته 

  15 13 13 13 13 11 9 7 5 3 1 11 ......
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

       Γ = Γ + = Γ = = Γ       
       

π

  



 معادلات ديفرانسيل

 

۶  

  معكوس توابع كسري استفاده از روش تفكيك كسرها براي محاسبه لاپلاس ) ۲

  :ابع زيرمطلوبست محاسبه لاپلاس معكوس ت  : مثال

  ( )
( ) ( )

2

2
3 7

1 4

sF s
s s

+
=

− +
   

  :از روش تجزيه كسرها داريم  : حل

  
  مخرج مشترك

→  ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
3s 7 A Bs C

s 1s 1 s 4 s 4

+ +
= +

−− + +
  

 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

A s 4 Bs C s 1 A B s B C s 4 A C

s 1 s 4 s 1 s 4

+ + + − + + − + + −
= =

− + − +
  

  : صورت کسرها داریمنبا متحد قرار داد

  
A B 3 A 2

B C 0 B 1
4 A C 7 C 1

+ = = 
 → − + = → = 
 − = = 

 

  

  ( ) ( ) 1t
2 2 2

2 s 1 2 s 1 1F s f t 2 e cos 2 t sin 2 t
s 1 s 1 2s 4 s 4 s 4

+
→ = + = + + → = + +

− −+ + +
  

)در لاپلاس معکوس تابع   : مثال ) ( ) ( ) ( )
2s 4s 9F s

s 3 s 1 s 2
+ +

=
− + −

2  ضریب جمله  teچه خواهد شد .  

  :مطابق روش تجزیه کسرها داریم  : حل

  
( ) ( ) ( )

2s 4s 9 A B C
s 3 s 1 s 2 s 3 s 1 s 2

+ +
= + +

− + − − + −
 

  

( )
1L 3t t 2 tf t A e B e C e

− −→ = + +    
    ↓    

     استC محاسبه هدف ما
 

sطرفین رابطه فوق را در اگر  s و به حاصل کار در م ضرب کنی−2   :م، بدست می آوریم  تماشا کنی=2

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

22 4 2 9 21A 0 B 0 C C 7
2 3 2 1 3

+ +
= + + → = = −

− + −
  



  معادلات ديفرانسيل

 

۷  

  :احديادآوري تابع پله و) الف

  

( ) ( )a
0 t a

u t u t a
1 t a

<
= − =  >

  

  ( )( )
a s

a
eL u t

s

−
=*  

  : برحسب پله واحدخطينوشتن توابع با رفتار تغييرات 

هایی نیز داریم با  کند و احتمالاً در نقاطی خاص پرش ها تغییر می که در هر قسمت شیب در توابعی که رفتار تغییرات خطی دارند به طوري
 .توان رفتار این توابع را برحسب تابع پله نوشته و سپس لاپلاسشان را پیدا کرد مله زیر میاستفاده از دو ج

t هرگاه در )1 c= پرشی به اندازه k واحد داشتیم جمله ( )Ck u tکنیم  اضافه می.  
t هرگاه در )2 c= شیب نسبت به حالت قبل به اندازه m واحد اضافه شد جمله  ( ) ( )cm t c u t−کنیم   اضافه می:  

  :البته بدیهی است که

( )( ) ( ) ( )( )
cs cs

c c 2
e eL u t , L t c u t

s s

− −
= − =  

  .تبدیل لاپلاس نشان داده شده در شکل زیر را پیدا کنید  : مثال

  
  :توان نوشت می

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1s 2s 3s 4s

1 2 3 4
e e e ef t 4u t 7 u t 3 u t 4 u t F s 4 7 3 4

s s s s

− − − −
= − + + → = − + +  

)لاپلاس معکوس   : مثال ) ( )s
1F s

s 1 e −
=

+
  چگونه تابعی است؟

  یک موج مربعی بالا و پایین محور زمان ) 2  یک موج مربعی بالاي محور زمان) 1
  یک موج مثلثی) 4    یک موج پلکانی) 3

  ( ) { }
0s 1s 2s 3s

s 2s 3s
s

1 1 1 e e e eF s . 1 e e e ... ...
s s s s s s1 e

− − − −
− − −

−
= = − + − + = − + − +

+
  

  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1L

0 1 2 3f t u t u t u t u t ...
−

→ = − + − +  

 



 معادلات ديفرانسيل

 

۸  

 . لاپلاس توابع زير را پيدا كنيدتبديل  : مثال

)1
 

  :توان نوشت با توجه به شکل می  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 10 10
3 1f t 1 t 3 u t t 4 u t t 10 u t 3u t
2 2

= − − − + − +  

 :و با لاپلاس گیري از رابطه مذکور بدست می آوریم 

  ( )
3s 4s 10s 10s

2 2 2
e 3 e 1 e 3eF s 1

2 2 ss s s

− − − −
= − + +  

  ( )
0 2
4 9 2 3

1 3

t
f t t t

t t

<
 − < <
 − + >

 )2  

  :نویسیم ها می براي مشخص کردن پرش.باشد   میtشیب هر قسمت ضریب   : حل
  ( ) ( ) ( )f 2 0 , f 2 4 2 9 1− += = − = −  

  ( ) ( ) ( )f 3 4 3 9 3 , f 3 3 1 2− += − = = − + = −  

  :توان نوشت پس می
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3f t 4 t 2 u t u t 5 t 3 u t 5 u t= − − − − −  

  :و با لاپلاس گیري از رابطه مذکور بدست می آوریم 

  ( )
2s 2s 3s 3s

2 2
4 e e 5 e 5 eF s

s ss s

− − − −
= − − −  

)هرگاه    : مثال )
2s 3s 3s 4s

2
e e 2 e 4 eF s

s s ss

− − − −
= + + )نمودار .  باشد− )f tچگونه است؟   

  :داریم  : حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 4f t u t t 3 u t 2u t 4u t= + − + −  

      :توان دید می
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  معادلات ديفرانسيل

 

۹  

  :يادآوري تابع دلتاي ديراك) ب

  ( ) ( )( ) ( ) ( )a a b a
b 0

0 t a1lim u t u t t t a
t ab +

→

≠
− = δ = δ − =  ∞ =

  

  ( ) ( ) ( )a t f t dt f aδ = 
tدر هر بازة شامل  a=∫ :خاصیت غربالی تابع دلتا  

  :يافتن تبديل لاپلاس توابعي كه داراي تابع دلتاي ديراك هستند
( ) ( )( ) ( )a s

aL t f t e f a−δ =  

  :دست آورید تبدیل لاپلاس تابع زیر را به  : مثال
  ( ) ( ) ( )2

2f t t t 3 t= δ +  

  :طبق فرمول داریم  : حل

  ( ) ( ) ( ){ }22s 2 sF s e 2 3 2 10 e− −= + =  

ü قضايائي در تبديل لاپلاس  

)رض آن که لاپلاس با ف )f t را ( )F sبنامیم .  

  قضيه مقدار اوليه و مقدار نهايي
  :هاي سمت چپ در صورت موجود بودن حد

( ) ( )
t 0 s
lim f t lim s F s
→ → ∞

   مقدار اولیه:=

( ) ( )
t s 0
lim f t lim s F s
→ ∞ →

  یی مقدار نها:=

  :د کنيفرض   : مثال

  ( ) ( )
5s

2
e 4 7F s , G s ln 1

s ss s 20

−  = + = − 
 + +

  

)  محاسبه مطلوبست )
t
lim f t
→ ∞

) و  )
t 0
lim g t
→

 : 

  :طبق قضیه مقدار نهایی  : حل

  ( ) ( )
5 s

2t s 0 s 0

se 4 slim f t lim s F s lim 0 4 4
ss s 20

−

→ ∞ → →
= = + = + =

+ +
  

  :طبق قضیه مقدار اولیه داریم

)   )مبهم(   ) ( )
t 0 s s 0

7lim g t lim s G s lim s ln 1 0
s→ → ∞ →

 = = − = ∞ × 
 

   



 معادلات ديفرانسيل

 

۱۰  

  

2

HOP

s s s
2

7
s

7 7ln 1 10 7s slim lim lim 7
1 1 70 1
s ss

→ ∞ → ∞ → ∞

 − −  − = = → = = = −
− −

  

  قضيه تبديل لاپلاس مشتقات يك تابع) ۲
( )( ) ( ) ( )L f t s F s f 0′ = −  

( )( ) ( ) ( ) ( )2L f t s F s sf 0 f 0′′ ′= − −  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2L f t s F s s f 0 s f 0 f 0′′′ ′ ′′= − − −  
  :توان نشان داد از اینجا می

( ) ( )
s

f 0 lim sF s
→ ∞

=  

( ) ( ) ( )2
s

f 0 lim s F s s f 0
→ ∞

′ = −  

( ) ( ) ( ) ( )3 2
s

f 0 lim s F s s f 0 s f 0
→ ∞

′′ ′= − −  

)اگر   : مثال )
2

x
t

0

2f x e dt−=
π )گاه تبديل لاپلاس   باشد ، آن∫ )f x را بيابيد .  

   : حل

  ( ) ( )2
x x2 1 1f x e e

2 x x
− −′ = ⋅ =

π π
  

  :ازآنجاكه

  ( )( )
1

x2
1 s s 1
2

1
1 1 1 12L L x L f x L e
x s x s s 1

s

− −

→ +

 Γ     π π      ′= = = → = = =       π π +      
  

)و چون  )
2

0
t

0

2f 0 e dt 0−= =
π   :توان نوشت  مي∫

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1L f x s L f x f 0 s F s 0 F s
s 1 s s 1

′ = − → = − → =
+ +

  

 

 .تبدیل لاپلاس جواب معادله دیفرانسیل همراه با شرایط اولیه زیر را پیدا کنید  : مثال

  
( ) ( )

0 t 1
y 3 y 2 y 4 1 t 2

3 t 2
y 0 0 , y 0 3

 <
 ′′ ′+ + = < <

  >
 ′= =
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۱۱  

) ابتدا با ترسیم شکل معادله   : حل )f tداریم  :  
  ( ) ( ) ( )1 2f t 4u t u t= −  
)  اگر ( )( ) ( )L y t Y s=بنامیم(  

  
  :گیریم  لاپلاس میاز طرفین معادله

  ( ) ( ) ( ) ( )( )L y L 3y L 2 y L f t′′ ′+ + = →  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1s 2s

2 4 e 1 es Y s sy 0 y 0 3 sY s y 0 2Y s
s s

− −
′− − + − + = − →  

  ( ) ( )( ) ( )
s 2s s 2s

2
2

4 e e 4e e 1s 3s 2 Y s 3 Y s 3
s s s s s 3s 2

− − − − 
+ + − = − → = − +   + + 

  

) فرض کنید   : مثال ) 2
2s 1F s

s s 7
−

=
− +

) باشد مطلوبست  )f 0′. 

      : حل

  ( ) ( )
2

2s s

2s sf 0 lim s F s lim 2
s s 7→ ∞ → ∞

−
= = =

− +
  

  ( ) ( ) ( )
33 2

2
2s s s

2 s2s sf 0 lim s F s s f 0 lim 2s lim
s s 7→ ∞ → ∞ → ∞

−′ = − = − =
− +

2 3s 2 s− − 2

2

2s 14s
1

s s 7

+ −
=

− +
  

)سل رابطه بين توابع ب  : مثال )( ) ( )1
d t J t t J t
dt

− α − α
α α += ) برقرار است چنانچه بدانيم − )( )0L J t برابر 

2

1

s 1+
 بوده 

)و  )0J 0 ) لاپلاس ،باشد  مي=1 )1J t  را بيابيد.    

)  :حل  )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0
0 1 0 1

d dt J t t J t J t J t
dt dt

α = − −→ = − → = −  

  :نویسیم حالا می

  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ){ }1 0 0 0 0 2

1L J t L J t L J t s L J t J 0 s 1
s 1

 
 ′ ′= − = − = − − = − −
 + 

  

  هاي يك تابع قضيه تبديل لاپلاس انتگرال) ۳

( ) ( ) ( ) ( )
t t

1

0 0

1 1L f t dt F s L F s f t dt
s s

−
     = → =     ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
t t t t

1
2 2

0 0 0 0

1 1L f t dt dt F s L F s f t dt dt
s s

−
   
  = → =      ∫ ∫ ∫ ∫ 
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۱۲  

  . تبدیل معکوس لاپلاس تابع زیر را بیابید  : مثال

  ( ) ( )2 2
3F s

s s 9
=

+
  

    : حل

  
t t t

1 1
2 2

0 0 0

t3 1 3 1L sin 3t L . sin 3t dt dt cos 3t dt
0s 9 3s s 9

− −   
= → = = −    + +    ∫ ∫ ∫  

  
t

0

t1 1 1 1 1 1cos 3t dt sin 3t t sin 3t t
03 3 9 3 9 3

   = − + = − + = − +   
   ∫  

  

  انتقالاول قضيه ) ۴
( )( ) ( ) ( )( ) ( )a t 1 a tL e f t F s a L F s a e f t−= − → − =  

)اگر   : مثال )( ) ( )L f t F s=باشد لاپلاس تابع زیر را بیابید :  

  ( ) ( )
t

4t 3u

0
y t e e f u du−= ∫  

)  : حل )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

3u 3u

0

1L e f u F s F s 3 L e f u du F s 3
s s 3 s

− −
  = = + → = + → +   ∫  

  ( ) ( ) ( )
t

4 t 3u

0

1 1L e e f u du F s 3 F s 1
s s 4s s 4

−
    → = + = −    → − −   ∫  

 . لاپلاس تابع زیر را بیابید  : مثال

  ( ) 4 3f t t cosh t=  

)  : حل ) ( ) ( )
( ) ( )

L4 3t 4 3t
5 5 5 5

1 1 4! 4! 12 12f t t e t e F s
s s 3 s s 32 2 s s s 3 s 3

−  = + → = + = + → − → +  − +   

 . لاپلاس معکوس توابع زیر را بیابید  : مثال

  ( ) 2
4 1

2 17
sF s

s s
−

=
+ +

)1  

∆0باشد  از آنجایی که مخرج کسر قابل تجزیه به عوامل درجه اول حقیقی نمی  : حل   :نویسیم با ایجاد مربع کامل در مخرج می >

  ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1L
2 2 2 2

4 s 1 5 s 14s 1 1 4F s 4 5
4s 1 16 s 1 16 s 1 16 s 1 16

−+ − +−
= = = − →

+ + + + + + + +
  

  ( ) 1t 1t5f t 4 . e . cos 4 t e . sin 4 t
4

− −= −  
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۱۳  

    ( ) 1F s
9s 1

=
−

)2  

)  : حل ) ( )
1

1 1t
L 3 2

1 1
2 2

1
1 1 1 1 1 12F s f t . e . t

1 13 3 3
1 12 2s s
9 3

− −
 Γ 
 = = → =

   Γ Γ         − −   
   

  

( ) 3 2
2F s

s 2s 2s
=

+ +
)3  

)  : حل ) ( ) ( )22
2 2 1F s

ss s 2s 2 s 1 1
= =

+ + + +
    

  :ازآنجاكه

  
( )

( )
( )

t
1 t 1 t

2
0

1 2 1L e sin t f t L 2 e sin tdt
ss 1 1 s 1 1

− − − −
2

   
   = → = =
   + + + +    ∫  

  مشتق    انتگرال

sin t    te−  
 +

    

cos t−   te−−  
  −

  
  

sin t− te−  
  

+→∫  
  

  ( )t t t t t te sin tdt e cos t e sin t e sin tdt 2 e sin tdt e cos t sin t− − − − − −= − − − → = − +∫ ∫ ∫  

  :اريمپس د

  ( ) ( )( ) ( )t tf t e cos t sin t 1 1 e cos t sin t− −= − + − = − +  

  :راه ديگر

  ( ) ( )
( ) ( )

( )
2

22 2

A B s 2A C s 2A2 A Bs CF s
s s 2s 2s s 2s 2 s s 2s 2

+ + + ++
= = + = →

+ ++ + + +
  

  
A B 0
2A C 0 A 1,B 1,C 2
2A 2

+ = 
+ = → = = − = −
= 

  

  ( ) ( )
( )2 2

s 1 11 s 2 1F s
s ss 2s 2 s 1 1

+ ++
= − = − →

+ + + +
  

  ( ) ( )t t tf t 1 e cos t e sin t 1 e cos t sin t− − −= − − = − +  
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۱۴  

  قضيه دوم انتقال) ۵
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )cs 1 cs

c cL u t f t c e F s L e F s u t f t c− − −− = → = −  

( ) ( )( ) ( )( )cs
cL u t f t e . L f t c−= +  

 . ير را پيدا كنيدتبديل لاپلاس توابع ز  : مثال

  ( ) ( )
3

4
2

f t u t sin tπ
π = − 

 
) 1  

    : حل

 

( )
s S3 3

Ss 33
2 2

5F s e L sin 4 t e .L sin 4 t
3 2 6

35 5 4 1 se . L sin 4 t cos cos 4 t . sin e .
6 6 2 2s 16 s 16

π π
− −

ππ −−

  π π   π    = + − = +       
       

 π π   = + = − +  
  + +  

  

  ( ) ( ) ( )2 2
3 3tf t u t e t t−= +) 2  

    : حل

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ){ }
( ){ }

( ) ( ) ( )

22 t 33s 3s 2 t 6 2

3s 6 2 3s 6
3 2s s 2

3s 6
3 2

F s e . L e t 3 3 t 3 e . L e . e t 9 t 18

2 9 18e e . L t 9 t 18 e e
s s 2ss s

2 9 18e e
s 2s 2 s 2

− +− − − −

− − − −

→ +

− −

= + + + = + +

 
= + + = + +  → + 

 
 = + +
 ++ + 

  

  ( ) ( ) ( )2 1 tf t u t t e sin t− π
π= +)3  

  :بنابر  قضیۀ دوم انتقال داریم  : حل

( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ){ }s t s tF s e . L 2 t 1 e sin t e . L 2 t 2 1 e sin t− π + π − π − π= + π + + π = + π + −  

  :دست می آوریم و بنابر قضیه اول انتقال ب

( ) ( )( ){ } ( )s t s
2 2

s s 1

1 1F s e . L e 2 t sin t 2 1 sin t e 2 2 1
s 1 s 1

− π − π

→ −

 ′  = − + π + = − − + π +   + +   
  

  
( )

s
2 22

s s 1

2s 2 1e 2 ....
s 1s 1

− π

→ −

 
 − π +

= − − + = 
+ +
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 .لاپلاس معکوس تابع زیر را بیابید  : مثال

  ( )
( )

4

2 3

seF s
s s

−
=

−
  

  :دانیم می  : حل

  

t t t
1 3 t 3 t

2
0 0 0
t

3 t 3 t 3t

0

t1 1 1L . e dt . dt e dt
0s 3 3s

t1 1 1 1 1 1 1e dt e t e t
03 3 9 3 9 3 9

−    = =   −   

   = − = − = − −   
   

∫ ∫ ∫
∫

  

  :گوییم پس می

  
( )

( ) ( ) ( )3 t 41 4s
42

1 1 1 1L e u t e t 4
9 3 9s s 3

−− −
    → = − − −    − 

  

)  : جواب معادله ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال ) ( )
( ) ( )

2
3y 2y y t t 4t

y 0 y 0 0

 ′′ ′− + = δ +


′ = =
    

  :گیریم از طرفین معادله لاپلاس می  : حل

  ( ) ( )2s Y s s y 0− ( )
0

y 0′− ( ) ( )
0

2 s Y s y 0
 
  − −
 
 

( ) ( ) ( ){ }23s

0
Y s e 3 4 3−

 
  + = +
 
 

  

  ( ) ( ) ( )
( )

3s
2 3s

2
21es 2s 1 Y s 21 e Y s
s 1

−
−→ − + = → =

−
  

  :بنابراین

  ( )
( )

( ) ( ) ( ){ }3s
1 t 31

32
21 ey t L 21 . u t e . t 3
s 1

−
−−

 
 = = −
 − 

    

  گيري از تبديل لاپلاس قضيه مشتق) ۶
( )( ) ( ) ( )( ) ( )1L t f t F s L F s t f t−′ ′= − → = −  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 1 2L t f t F s L F s t f t−′′ ′′= + → =  

)یل لاپلاس تابع تبد  : مثال ) 2f t t sin 3 t=را بیابید  . 

  :دانیم می  : حل

  ( ) 2
3L sin 3t

s 9
= →

+
  

  ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

22 22
2

2 2 2 42 2

6 s 9 2 s 9 2s 6sd 3 d 6sL t sin 3t
dsds s 9 s 9 s 9

 
− + − + −   −

= = =    +    + +
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 .را بیابیدزیر حاصل انتگرال   : مثال

  4

0
2tI e t cos t dt

∞
−= ∫  

  :مطابق فرمول تعریف تبدیل لاپلاس داریم  : حل

  ( ){ }I L t cos 2 t
s 4

=
=

  

  :دانیم می

  ( ) ( )
( ) ( )
2 2 2

2 2 2 22 2

s d s s 4 2 s s 4L cos 2 t L t cos 2 t
dss 4 s 4 s 4 s 4

  + − −
= → = − = − =  + +  + +

  

  :حال داریم

  
( )

2

22

s 4 12I
s 4 400s 4

 
 −

= =  = +
 

  

 .لاپلاس معکوس توابع زیر را بیابید  : مثال

  ( ) 3
1

sF s ln
s

 +
=  + 

) 1  

  :داریم  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1F s ln s 3 ln s 1 F s
s 3 s 1

′= + − + → = −
+ +

  

)از آنجا که  )( ) ( )1L F s t f t− ′ =   : داریم−

  ( ) ( )
3t t

3 t t e ee e t f t f t
t

− −
− − −

− = − → =
−

  

  ( )F s Arccot s=) 2  

  :داریم  : حل

  ( ) 2
1F s

1 s
−′ =

+
  

)حال از آنجا که  )( ) ( )1L F s t f t− ′ =   :پس داریم،  −

  ( ) ( ) sin tsin t t f t f t
t

− = − → =  
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۱۷  

  ( )F s s s 4= − +) 3  

  :داریم  : حل

  ( )
( )

1 1
2 2

1 1
1 1 1 1 2 2F s

122 s 2 s 4
s 4s2

    Γ Γ        ′ = − = × −
  + Γ   +   

  

  :گوییم حالا می

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1
4 t2 2

1 11
4 t2 2

t e t
1L F s t f t t f t f tt e t1 12 2 . t

2 2

− −
−

− − −
−

 
 

−  
  ′ = − → = − → =−    Γ − Γ    

   

  

 اي حاکم است؟ بر تبدیل لاپلاس جواب معادله دیفرانسیل زیر چه معادله  : مثال

  ( )
( ) ( )

2t 1 y 3y t y 1
y 0 1 , y 0 2

 ′′ ′+ − + =


′= =
  

  :با لاپلاس گیري از معادله بدست می آوریم   : حل

( ) ( )2d s Y s s y 0
ds
−

− ( )
1

y 0′− ( ) ( )2

2
s Y s s y 0

 
  + −
 
 

( )
1

y 0′− ( ) ( )
2

3 sY s y 0
 
  ′− −
 
 

( )
2

2
1

d 1Y s
sds

 
  + = →
 
 

  

  ( ) ( ) ( )2 2 12 s Y s Y 1 s Y s 2 3 s Y 1 Y
s

′ ′′− + − + − − − − + =   

  .تبديل لاپلاس جواب معادله ديفرانسيل زير را بيابيد  : مثال
  ( ) ( ) ( )xy 1 x y y 0 , y 0 1 , y 0 1′′ ′ ′+ − + = = = −  

   : حل
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L xy L y L xy L y L 0′′ ′ ′+ − + =  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2d ds Y s sy 0 y 0 sY s y 0 sY s y 0 Y s 0
ds ds

′→ − − − + − + − + =  

  ( )( ) ( )( ) ( )22sY s Y y 0 sY y 0 Y sY Y 0′ ′→ − + − + − + + + =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 dY dY s 2s s Y s 2 Y 0 s s s 2 Y ds

ds Y s s 1
− +′− + + − + = → − = − + → =

−
  

  ( ) ( ) ( )
2

k s 1dY 1 2 ds ln Y ln s 1 2ln s ln k Y s
Y s 1 s s

−  →→ = − = − − + → = −  ∫  

  :و چون داريم

  ( ) ( ) ( )
2s s

k s s 1
y 0 lim sY s 1 lim k 1

s→∞ →∞

−
= → = → =  
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  گيري از تبديل لاپلاس قضيه انتگرال) ۷

( ) ( )
s

1L f t F s ds
t

+ ∞ 
= 

  ∫  

 .تبدیل لاپلاس تابع را پیدا کنید  : مثال

  ( )
2te 1 sin tf t

t
− +

=  

  :دانیم می  : حل

  ( )2 t
2

1 1 1L e 1 sin t
s 2 s s 1

− + = − + →
− +

  

  ( ) ( )( )2 t 1
2

s

1 1 1 1L e 1 sin t ds ln s 2 ln s tan s
st s 2 s s 1

+ ∞
−  + ∞ − + = − + = − − +    −  + ∫  

  ( )1s 2ln tan s ln 1
ss

− + ∞ −  = + =  
  

1

0

s 2ln tan s
2 s

−
  π  −    + − +          

  

 . حاصل انتگرال زیر را بیابید  : مثال

  
t 2t

0

e eI dt
t

∞ − −−
= ∫  

  : داریممطابق فرمول تبدیل لاپلاس  : حل

  
t 2t t 2 t

0t

0

e e e eI e dt L
s 0t t

∞ − − − −
−     − − = =        =     ∫  

)  :دانیم می )t 2 t 1 1L e e
s 1 s 2

− −− = −
+ +

  

  ( )t 2 t

s

1 1 1 s 1L e e ds ln ln 1
st s 1 s 2 s 2

+ ∞
− −   ∞   + − = − = =       + + +      ∫ 0

s 1ln
s 2

 +
−  + 

  

  :لذا 

  s 1 1I ln ln ln 2
s 0s 2 2

 +  = − = − =   =+   
  

  قضيه تبديل لاپلاس پيچش دوتابع) ۸

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t

t
0
t

0

f * g f g t d

f t g d

= λ − λ λ

= − λ λ λ

∫
∫

 
  تعریف پیچش دو تابع: 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

t tL f *g F s G s L F s G s f *g−= → =  
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۱۹  

)و تابع پیچش د  : مثال ) ( )f t t , g t sin t=  . را پیدا کنید=

  :راه مستقیم  : حل

  ( )( ) ( ) ( ) ( )
t t

0 0
f *g t f t g d t sin d= − λ λ λ = − λ λ λ∫ ∫  

  :به جزء داریم از روش جزء 
  مشتق    انتگرال
sin λ    t − λ  

      
cos− λ    1−  
      
sin− λ    0  

  
  

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
t

f * g t t cos sin 0 sin t t 0 t sin t
0

λ =
= − − λ λ − λ = − − − − = −

λ =
  

  :راه دوم

  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
1 1L f * g t F s G s

s s 1
= =

+
  

  :گویم حال می

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t
1

2 2
0 0

t t

0 0

1 1f * g t L . sin t dt dt
s s 1

t t
cos t dt cos t 1 dt sin t t sin t t

0 0

−  
= =  + 

= − = − + = − + = − +

∫ ∫
∫ ∫

  

)تبدیل لاپلاس تابع   : مثال ) ( )
t

2

0
f t sin 3 t e d− λ= − λ λ∫را پیدا کنید . 

  :مطابق تعریف پیچش  : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2 t 2 t
2

3 1f t sin 3t e F s L sin 3t . L e .* s 2s 9
− −= → = =

++
  

 .معادلۀ انتگرالی زیر را حل کنید  : مثال

  ( ) ( )
0

t
tf t t e f t e dλ= + λ − λ λ∫ 

 
 
  

+

−



 معادلات ديفرانسيل

 

۲۰  

  :توان نوشت می  : حل

  
( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

Lt t

2 2 2 2

f t t e t e * f t

1 1 1 1F s . F s F s 1
s 1 s 1 s 1 s 1

= + →

  = + → − = 
− − − −  

  

  ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2 2 2
s 2s 1 1 1 1 1F s F s

s s 2s 2ss 1 s 1

 − + − → = → = =
  −−− − 

  

  ( ) ( )1
t

L 2 t 2 t 2 t

0

t1 1f t e dt e e 1
02 2

−

→ = = = −∫  

 .ید با استفاده از تبدیل لاپلاس جواب مسئله زیر را در یک بیان انتگرالی بنویس  : مثال

  ( )
( ) ( )

y" 9y f t
y 0 y 0 0

 + =
 ′= =

  

)از طرفین معادله لاپلاس گرفته و شرایط   : حل ) ( )y 0 y 0 0′=   .کنیم  را نیز اعمال می=
  ( ) ( ) ( )2s Y s 9 Y s F s+ =  

  ( ) ( ) ( )
t

0

1y t sin 3 t . f d
3

= − λ λ λ∫ یا ( ) ( ) ( ) ( )
1 tL

2
0

1 1Y s F s y t sin 3 . f t d
3s 9

−

→ = → = λ − λ λ
+ ∫  

  

  قضيه تبديل لاپلاس توابع نيمه متناوب) ۹
  :هاي مثبت داشته باشیمtآن که براي با فرض 

( ) ( )f t p f t+ =  
t براي fیعنی    : باشد، داریم p تابعی متناوب با دوره تناوب <0

( )( ) ( )
p

s t
ps

0

1L f t e . f t dt
1 e

−
−

=
− ∫  

 :دست آورید  لاپلاس تابع زیر را بهتبدیل  : مثال

  ( ) ( ) ( )
3te 0 t 1f t , f t 5 f t

0 1 t 5

 < <= + =
< <

  

)  : حل )f t تابعی متناوب با دوه متناوب P   :لذا طبق فرمول داریم.  است=5

  ( ) ( )
5 1 5

s t s t 3 t
5s 5s

0 0 1

1 1F s e f t dt e e dt 0 dt
1 e 1 e

− −
− −

  = = + 
− −   ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( )3 s t 3 s
5s 5s

11 1 1 1e . e 1
03 s 3 s1 e 1 e

− −
− −

 
= = − 

− −− − 
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  معادلات ديفرانسيل

 

۲۱  

  قضيه مقياس) ۱۰

( )tL f a F a s
a

   =  
  

  

)فرض کنید   : مثال )( ) sL f t e )لاپلاس تابع .  باشد=− )f 4 tرا بیابید . 

  :در این مساله داریم  : حل

  ( )( )
1 1 ss4 21 1L f 4 t e e

4 4

− −
= =  
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  ۲۲ معادلات ديفرانسيل

  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول
)فرم كلي يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول به صورت  )F x , y , y 0′   .هايي خاص قابل حل است باشد، كه در وضعيت  مي=

  .كنيم برخي مواردي كه ممكن است به عنوان يك تست مورد سؤال قرار گيرد را مرور مي

  پذير ئيمعادلات ديفرانسيل مرتبه اول جدا) ۱
)هرگاه بتوانيم يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول را در قالب  ) ( )A x dx B y dy=پذير گفته و با   بنويسيم، معادله را از نوع جدايي

  .آيد دست مي گيري از طرفين اين رابطه جواب عمومي به انتگرال
)در معادلات ديفرانسيلي به فرم  :توجه )y f ax by c′ = + )جانشيني  با + )u x ax by c= + uدهد   كه نتيجه مي+ a by′ ′= ، به +

)پذير براي تابع  يك معادله جدايي )u xخواهيم رسيد .  

 : جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  y 4 x 4y x y′ = + + + )۱  

  ( ) ( ) ( )dyy 4 x y 4 x 4 x 1 y
dx

′ = + + + ⇒ = + +  

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 3
2 2 2 22dy . 1 y 4 x dx 2 1 y 4 x C

3
−

+ = + ⇒ → + = + +∫  

  ( ) 2 1x y y′+ = )۲  
): مطابق توجه گفته شده با فرض )u x x y=   :دهد  كه نتيجه مي+

  u 1 y′ ′= +  
  :توان نوشت مي

  ( )2
2

1u u 1 1 u 1
u

′ ′− = → − =  

  
2 2

2 2 2 2
1 du 1 du 1 u u 1 1u 1 1 du dx

dx dxu u u 1 u
+ + −′ − = → = + → = → = →

+
  

( ) ( )u x y1 1
2

11 du dx u tan u x c x y tan x y x c
1 u

= +− − 
− = → − = + → + − + = +  +  ∫ 

  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول با توابع همگن) ۲
  : يادآوري

)دانيم تابع  كه مي طوري همان )f x , y را همگن از درجه αگويند هرگاه   مي( ) ( )f x , y f x , yαλ λ = λ   
)در معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+  همگن بادرجه همگني يكسان باشند، معادله را از يع توابQ و P هرگاه توابع  =

)نوع مرتبه اول با توابع همگن گفته و با جانشيني  )y x u x=دهد   كه نتيجه مي( ) ( )y u x x u x′ ′= پذير  عادله جدايي، به يك م+
)براي تابع  )u xخواهيم رسيد .  



  ۲۳  معادلات ديفرانسيل

axل يدر معادلات ديفرانس :توجه by cy
mx ny k

+ +′ =
+ +

mx اگر دو خط  ny k 0+ + ax و = by c 0+ +  موازي باشند با تغيير تابع =

( )u x a x b y c= + )شود و اگر دو خط مذكور همديگر را در نقطه  پذير تبديل مي ييجداه نوع ب معادله + )0 0x , y قطع كنند با 

0yهاي  جانشيني Y y= 0x و + X x=  .شود  معادله به فرم توابع همگن تبديل مي+

 .جواب عمومي معادله ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  ( )2 22 x y dx x y dy 0+ + =  

    : حل
2 22 x y+ و x y 2 هر دو همگن از درجهα   : هستند لذا با فرض=

  ( )y x u x y u x u′ ′= → = +  

)و نوشتن معادله اصلي به صورت  )2 2 dy2 x y xy 0
dx

+ +   :  داريم=

  →( ) ( )( )2 2 22 x x u x x u u x u 0′+ + + =  

  
( )

( )

2 2 2

2
2

du2 u u x u u 0 x u 2 1 u
dx

u du dx 12 ln 1 u 2 ln x C
x 21 u

′+ + + = → = − + →

= − → + = − +
+ ∫

  

              ( )
y 2uln K C 2 2 x

2 2 2 2
K K y Kln 1 u ln 1 u 1
x x x x

==→ + = → + = → + =  

  معادلات ديفرانسيل كامل) ۳

)معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ Pگويند هرگاه   را كامل مي= Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
واب عمومي در چنين شرايطي ج.  باشد

)معادله به صورت  )u x , y c= خواهد بود كه تابع u را بايد از حل دستگاه 
( )

( )

u P x , y
x
u Q x , y
y

∂ = ∂
 ∂ =
 ∂

  .دست آورد  به

1جواب عمومي معادله ديفرانسيل   : مثال 2 x 3yy
4 y 3x
− −′ =

+
 دهد؟ ياي از مقاطع مخروطي را نشان م  چه خانواده

  ها سهمي) ۲    ها دايره) ۱
  ها هذلولي) ۴    ها بيضي) ۳

  :داريم  : حل

  ( ) ( )
QP

2 x 3y 1 dx 4 y 3x dy 0+ − + + =
 

  
 



  ۲۴ معادلات ديفرانسيل

  :شود ملاحظه مي

  P Q 3
y x

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

  .پس معادله از نوع كامل است
   :نويسيم  ميuبراي يافتن 

  
u 2x 3y 1
x

∂ →= + −
∂ ∫ ( )2u x 3xy x A y

u 4y 3x
y

= + − +

∂ →= +
∂ ∫ ( )

2 2
2

u x 3xy x 2y
u 2y 3xy B y


 → = + − +
 = + +


  

  :ب عمومي چنين استدر نهايت جوا

  ( ) 2 2u x , y k x 3x y x 2 y k= → + − + =  
  : زيرايك خانواده هذلولي استكه 

  A 1 , B 3 , C 2= = =  
  2B 4A C 9 8 0∆ = − = − >  

 ساز عامل انتگرال

)اگر معادله ديفرانسيل  ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ ) كامل نباشد، ممكن است بتوانيم تابعي مانند = )x , yµاي بيابيم كه  گونه  به
Pبا ضرب آن در معادله فوق، حاصل يك معادله كامل باشد يعني  dx Q dy 0µ + µ طلبد كه  اين مي. ( كامل باشد=

( ) ( )P Q
y x

∂ µ ∂ µ
=

∂ ∂
  . باشد

)در اين شرايط  )x , yµباشد اين تابع يكتا نمي(گوئيم  نسيل مورد نظر ميساز معادله ديفرا  را يك عامل انتگرال.(  
  :هاي زير مفيد باشد ساز ممكن است يكي از بحث براي يافتن عامل انتگرال

شود، در اين وضعيت كافي است فرم كلي اين ساختار مشترك را  هاي پيشنهادي يك ساختار مشترك ديده مي  گاهي در گزينه)الف

  . را معلوم كنيمµيل مورد نظر، شرط كامل شدن معادله حاصله را نوشته و تكليف سعادله ديفراندر نظر گرفته و با ضرب آن در م

)اگر ) ب )1 P Q h x
Q y x

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

) آنگاه  ) ( )h x dxx e ∫µ =  

)اگر  )1 P Q h y
P y x

 ∂ ∂
− = ∂ ∂ 

) آنگاه  ) ( )h y dyy e − ∫µ =  

)ساز، براي معادله ديفرانسيل  نتگراليك عامل ا  : مثال )6ydx xLny y dy 0+ +   . پيدا كنيد=

  : حل
( )

( ) ( )
( )

6

PP x, y y 1
1 P Q 1 Lny 1 Lnyy h y
P y x y y yQQ x, y xLny y Lny

x

∂ = ⇒ =   ∂ ∂ −∂  ⇒ − = = − =  ∂ ∂∂  = + ⇒ = ∂ 

 

  :توان گفت پس مي

( ) ( )
( )

( )
( )

2

2

Lny Lny
Lnyy 2

Lny
1 dy 2h y dy y ey e e e y

y

 
−  − + −  

∫∫µ = = = ⇒ µ =  



  ۲۵  معادلات ديفرانسيل

)ساز، براي  معادله  يك عامل انتگرال   : مثال ) ( )2 11 x dy tg x y dx 0−+ − −   . پيدا كنيد=

    : حل

( )

( )
( ) ( )

1

2
2

PP x, y y tg x 1
1 P Q 1 2xy h x h x
Q y x 1 xQQ x, y 1 x 2x

x

− ∂ = − ⇒ =   ∂ ∂ −∂  ⇒ − = ⇒ =  ∂ ∂ +∂  = + ⇒ = ∂ 

 

( ) ( ) 2 22
1 2x1 2x dxdxh x dx 1 x 1 x1 xx e e e

 
  
 

− −
+ ++ ∫∫∫⇒ µ = = =  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 21

2

tg xtg x Ln 1 x Ln 1 xtg x ex e e .e x
1 x

−
− −− + − +

⇒ µ = = ⇒ µ =
+

 

)سازي براي معادله ديفرانسيل  تواند عامل انتگرال يك از توابع زير مي كدام  : مثال )22 y x y dx 3 x dy 0+ +   باشد؟=

۱ (
3x

y
  ۲ (2

1
x y

  ۳ (4y x  ۴ ("1
xy

  

x مشترك فرمهاي پيشنهادي يك  شود تمام گزينه مشاهده مي  : حل yα βµ  بايد ساز شود د اگر بخواهيم اين عبارت عامل انتگرالر دا=
  .با ضرب اين عامل در معادله، به معادله ديفرانسيل كامل برسيم

  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 1

2

2 x y x y 3x y
y x

2 1 x y 1 x y 3 1 x y

α β + α + β + α + β

α β α + β α β

∂ ∂
+ = →

∂ ∂

β + + β + = α + →

  

( ) ( )2 1 3 1
1 1

1 0
β + = α +

⇒ β = − α = −
β + =

  

  1 1 1x y
x y

− −µ = =  

  معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي) ۴
  :جواب عمومي يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي مانند

  ( ) ( )1 y P x y Q x′ + =  
  :شود به صورت زير نوشته مي

  ( ) ( ) ( ) ( )P x dx P x dxy x e Q x e dx c−  ∫ ∫= + 
 ∫  

 يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول به صورت :توجه

  ( ) ( )1 x P y x Q y′ + =  
 .باشد  ميy به عنوان تابعي از xاز نوع مرتبه اول خطي براي 

 
 
  



  ۲۶ معادلات ديفرانسيل

yجواب عمومي   : مثال y tan x cos x′ +  . را پيدا كنيد=

  :معادله از نوع مرتبه اول خطي است با  : حل
  ( ) ( )P x tan x , Q x cos x= =  

  :پس داريمباشد،  مي

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

tan x dx tan x dx

ln cos x ln cos x

y x e cos x e dx C

e cos x . e dx C

1cos x cos x dx C
cos x

cos x x C y x x cos x C cos x

−

−

 ∫ ∫= + 
 

 
= + 

 
 

= + 
 

= + → = +

∫
∫

∫
  

  معادله ديفرانسيل مرتبه اول برنولي) ۵
)معادله ديفرانسيل مرتبه اولي به صورت  ) ( ) ny P x y Q x y′ + را از نوع ) باشد  عددي ثابت مخالف صفر و يك ميnكه در آن  (=

  .گويند برنولي مي

)با جانشيني  ) 1 nu x y )دهد   كه نتيجه مي=− ) ( ) nu x 1 n y y−′ ′=  nyطرفين معادله برنولي مورد نظر را بر ابتدا  چنانچه −
)تقسيم كرده و حاصل را برحسب  )u xبازنويسي كنيم يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي براي   ( )u xشود كه قابل حل   ايجاد مي

  .با روال مربوطه خواهد بود
 يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول به صورت  :توجه

  ( ) ( ) nx P y x Q y x′ + =  
  .باشد  ميy به عنوان تابعي از xاز نوع برنولي براي 

xyومي معادله ديفرانسيل جواب عم  : مثال y
y

′ +  .  را بيابيد=

1nمعادله برنولي به ازاء   : حل
2

=   : است لذا با فرض−

  ( ) ( )
3 111
2 22 3u x y y u x y y

2

 − − 
  ′ ′= = ⇒ =   

yو نوشتن معادله اصلي به صورت  y y y x′ +   : داريم=
  

  
→  ( )

3 3x x
2 23xu x e . e dx c

2

−   = + 
  
∫  

  

2 3 3xu u x u u
3 2 2

′ ′+ = → + =  
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  ۲۷  معادلات ديفرانسيل

    :با اعمال روش جزء به جزء داريم
    مشتق    انتگرال

3x
2e  

  3 x
2

  ( )
3x 3x3 x
2 22 2u x e x e e C

3

−   = − + 
  

  

        
3 x
22 e

3
  

  3
2

  
3 3 x
2 22y x C e

3

−
= − +  

        
3x
24 e

9
  

  
0  

  

 . جواب عمومي معادله ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  ( )2y dx x x y dy 0+ − =  

2dxy  :اگر بنويسيم  : حل x x y
dy

+ =    

x با تبديلات، به تعبيري  استy به عنوان تابعي از xكه از نوع برنولي است براي  yرسيم  به برنولي استاندارد زير مي:  
  2x y y x y′ + =  

  :با جانشينيلذا 
  ( ) ( )1 2 1 2u x y y u x y y− − −′ ′= = ⇒ = −  

  :داريم

  بازنويسي

→    
  فرمول مرتبه

→  
  اول خطي

( ) 1x u u x u u 1
x

′ ′− + = → − = −  
  

2 2
x y y x
y y

′
+ =  

  ( ) ( )ln x ln x 11u x e 1 e dx C x dx C y x ln x C
x

− −   
= − + = − + → = − +   

   ∫ ∫  

)  :و البته جواب مساله اصلي چنين است )1x y ln y C− = − +    
  nمعادله ديفرانسيل مرتبه اول درجة ) ۶

  . زير را در نظر بگيريدnانسيل مرتبه اول درجة معادله ديفر
  ( ) ( ) ( )n n 1P x , y y Q x , y y .... R x , y 0−′ ′+ + + =  

 را يك بار  بيان كنيم، كافي است تك تك عوامل مذكور′y عامل درجه اول از nضرب  چنانچه بتوانيم معادله فوق را به صورت حاصل
)مساوي صفر قرار داده و جواب عمومي هر كدام را به صورت  )i x , y , c 0ϕ  پيدا كنيم، در نهايت جواب عمومي معادله مرتبه اول =

  : مورد بحث به صورت زير خواهد بودnدرجه 

  ( )
n

i
i 1

x , y , c 0
=

ϕ =∏  

+

−



  ۲۸ معادلات ديفرانسيل

)نسيل جواب عمومي معادله ديفرا  : مثال )2y cos x y y y cos x 0′ ′− + +   . را بيابيد=

  :توان معادله را به صورت زير نوشت با كمي دقت مي  : حل
  ( ) ( )y cos x y y 0′ ′− − =  

  :توان نوشت لذا مي

  y cos x 0 y cos x y sin x C sin x y C 0′ ′− = ⇒ = → = + ⇒ − + =∫  

  dyy y 0 y y dx ln y x k x ln y k 0
y

′ ′− = ⇒ = ⇒ = → = + ⇒ − + =∫  

  :در كل جواب عمومي چنين است
  ( ) ( )sin x y C x ln y k 0− + − + =  

  عادله ديفرانسيل مرتبه اول كلروم) ۷
)يك معادله ديفرانسيل كلرو به صورت  )y xy F y′ ′= توان نشان داد جواب عمومي آن به صورت  شود و مي  نوشته مي+

( )y cx F c=   .شود  بيان مي+

5yجواب عمومي معادله ديفرانسيل   : مثال x y 1 y′ ′= +  . را بيابيد+

  :ادله مذكور از نوع كلرو است و جواب عمومي آن چنين استمع  : حل

  5y C x 1 C= + +  

  دو بحث هندسي در معادلات ديفرانسيل

  مسيرهاي قائم يك دسته منحني) ۱

 ديگر، عمود هاي دسته هاي يك دسته، بر هر كدام از منحني گوئيم هرگاه هر كدام از منحني دو دسته منحني را مسيرهاي قائم يكديگر مي
  .باشند
)اگر معادله يك دسته منحني در مختصات دكارتي با رابطه ) الف )x , y , c 0ϕ گيري از اين رابطه نسبت به   بيان شده باشد، با مشتق=

dyآيد، با تبديل  دست مي ل مسيرهاي اصلي به بين روابط موجود، معادله ديفرانسيc و سپس حذف xمتغير 
dx

dx به 
dy

 معادله −

  .گردد هاي اوليه مشخص مي گردد كه از حل آن مسيرهاي قائم دسته منحني ديفرانسيل مسيرهاي قائم حاصل مي
)اگر معادله يك دسته منحني در مختصات قطبي با رابطه ) ب )r , , c 0ϕ θ گيري از اين رابطه نسبت به   بيان شده باشد، با مشتق=

drآيد، با تبديل  دست مي  بين روابط موجود، معادله ديفرانسيل مسيرهاي  اصلي بهc و سپس حذف θمتغير 
dθ

2 به  dr
dr
θ

 معادله −

  .گردد هاي اوليه مشخص مي گردد كه از حل آن مسيرهاي قائم دسته منحني ديفرانسيل مسيرهاي قائم حاصل مي



  ۲۹  معادلات ديفرانسيل

 . هاي زير را پيدا كنيد مسيرهاي قائم دسته منحني  : مثال

  Cxy e=  

ln  )معادله ديفرانسيل مسيرهاي اصلي(  : حل y x y ln y x y
y
y

′= →  تقسيم دو رابطه ′=
ln y C x
y C
y

= 
′ = 

Ï مشتق نسبت به x  

dyبا تبديل  dx
dx dy

→   :شود  معادله ديفرانسيل مسيرهاي قائم چنين مي−

  
dxy ln y x y ln y dy x dx y ln y dy x d x
dy

I y ln ydy

 
= − → = − → = − 

 

=

∫ ∫∫
∫

  

  
2

ln y u dy du
y

y vy dy dv 2

=  =  → 
  = = 

   جزء به جزء

  
2 2 2 2y y dy y yI ln y ln y

2 2 y 2 4
= − = −∫  

  :بنابراين

معادله مسيرهاي قائم  
2 2 2x y yln y k

2 2 4
− = − +  

  :هاي زير را پيدا كنيد معادله مسيرهاي قائم دسته منحني  : مثال

2r    : حل c ln= θ  

  تقسيم كنيم

→  

  

r ln
dr2
d

= θ θ

θ

  

  

2r c ln
dr 12 r c
d

= θ

=
θ θ

Ïبه  مشتق نسبت θ  

drبا تبديل 
dθ

2 به  dr
d r

θ
  :شود  معادله ديفرانسيل مسيرهاي قائم چنين مي−

  
2

r ln
d2 r
d r

= θ θ
 θ

− 
 

  

  مسيرهاي قائم
2 2d r 2 ln d ln r 2 ln k

r 2 4

 θ θ = − θ θ θ → = − θ − + 
  ∫  



  ۳۰ معادلات ديفرانسيل

   معادله ديفرانسيل مرتبه اولپوش يك دسته منحني و جواب غيرعادي يك) ۲

  .باشد هاي دسته مذكور، مماس مي اي است كه بر هر كدام از منحني پوش يك دسته منحني، منحني) الف
)اگر دسته منحني )  ب )x , y , c 0ϕ  cين روابط موجود،  مشتق گرفته و بc داراي پوش باشد، كافي است از معادله مذكور نسبت به =

  .گردد ترتيب معادله پوش دسته منحني مورد نظر حاصل مي را حذف كنيم، بدين
)اگر معادله ديفرانسيل مرتبه اول ) ج )F x , y , y 0′ ) داراي جواب عمومي = )x , y , c 0ϕ هاي جواب   باشد، پوش دسته منحني=

  .گويند نيز، جوابي از معادله ديفرانسيل مذكور خواهد بود كه اصطلاحاً به آن جواب غيرعادي اين معادله ديفرانسيل ميعمومي 
جواب غيرعادي يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول، جوابي از آن معادله ديفرانسيل است كه به ازاء هيچ ثابت اختياري از جواب عمومي ) د

  .ودمعادله قابل حصول نخواهد ب

yجواب غيرعادي معادله ديفرانسيل   : مثال x y y ln y′ ′ ′=   . را پيدا كنيد+

  y x y y ln y′ ′ ′= +  

yمعادله مذكور از نوع كلرو است و جواب عمومي آن   : حل C x C ln C=   .نويسيم براي يافتن پوش جواب عمومي مي. باشد  مي+

  ( )
( )

y C x Cln C I
0 x ln C 1 IIC

= +∂
= + +∂

Ï  

  ):جواب غيرعادي معادله ديفرانسيل( جواب عمومي پوش

  ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )

Ix 1

x 1 x 1 x 1

II ln C x 1 C e

y e . x e x 1 y e

− +

− + − + − +

→ = − + ⇒ = →

= + − + → = −
  

  



  ۳۱  معادلات ديفرانسيل

  هاي جواب آن معادلات ديفرانسيل خطي همگن مرتبه دو و مراتب بالاتر و بحث پايه) ۱
  :ام خطي همگن زير را در نظر بگيريدnمعادله ديفرانسيل مرتبه 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 1a x y b x y ... c x y 0−+ + + =  
)چنانچه توابع  ) ( ) ( )1 2 ny x , y x , ... , y xهاي جواب  پايه(هايي از اين معادله ديفرانسيل باشند كه استقلال خطي نيز دارند   جواب

، آنگاه هر تركيب خطي اين توابع نيز جوابي از معادله ديفرانسيل مذكور خواهد بود و به تعبيري جواب عمومي به )اين معادله ديفرانسيل
  :ورت ص

  1 1 2 2 n ny C y C y ... C y= + + +  

1خواهد بود كه در آن  2 nC , C , ... , Cباشند مي) پارامتر آزاد(هايي اختياري   ثابت.  

  :یادآوري
)توابع  ) ( ) ( )1 2 nf x , f x , ... , f x1هاي  گوئيم، هرگاه بتوان ثابت  را داراي وابستگي خطي مي 2 nK , K , ... , Kاي يافت  نهگو  را به

  :كه
  ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nK f x K f x ... K f x 0+ + + =  

)1 2 nK , K , ... , Kتوانند همگي همزمان صفر باشند  نمي(  
 

  :و براي اين منظور بايد داشته باشيم

  ( )

( ) ( ) ( )

1 2 n

1 2 n

n 1 n 1 n 1
n1 2

f f ............ f

f f ............ f
: W x 0

f f ............ f− − −

′ ′ ′
= =  

  
1ين توابع ك رونس nf , .... , f  

  فرانسيل خطي همگنهاي جواب معادلات دي هايي در تعيين پايه روش
  معادله ديفرانسيل مرتبه دو همگن با ضرايب ثابت) الف

aمعادله ديفرانسيل  y b y cy 0′′ ′+ + a كه در آن = , b , c2معادله . اند را در نظر بگيريد  اعداد ثابت حقيقيa b c 0λ + λ +  را =
  .گويند سيل ميمعادله مشخصه اين معادله ديفران

1اگر معادله مشخصه داراي دو ريشه حقيقي ) ۱ 2,λ λهاي جواب عبارتند از  باشد، پايه:  

  1 2x xe , eλ λ  

  :هاي جواب عبارتند از  باشد، پايه1λ اگر معادله مشخصه داراي يك ريشه مضاعف )۲

  1 1x xe , x eλ λ  
pاگر معادله مشخصه داراي دو ريشه مختلط ) ۳ i q±هاي جواب عبارتند از  باشد، پايه:  

  p x p xe sin q x , e cos q x  
  



  ۳۲ معادلات ديفرانسيل

  :توجه

2در معادلات ديفرانسيل با ضرايب ثابت داراي مراتب بالاتر نيز كافي است با تبديلات 

3

y 1
y

y

y

→
 ′ → λ
 ′′ → λ


′′′ → λ
 

دله مشخصه را تشكيل داده و پس از  معا

  .كنيم هاي جواب معادله ديفرانسيل را مشخص مي ، پايه)كه دقيقاً بايد به تعداد مرتبه معادله ديفرانسيل باشد(هاي آن  يافتن تمام ريشه
دست  هاي معادله مشخصه را به صورت زير به  ريشه10به عنوان مثال فرض كنيد براي يك معادله ديفرانسيل با ضرايب ثابت همگن مرتبه 

  :آورده باشيم

  1 3i , 1 3i , 1 3i , 2 , 2 , 2 , 2± ± − ±  
  :هاي جواب معادله عبارتند از در اين حالت پايه

2 x

2 x

2 2 x

3 2 x

e

x e

x e

x e









  

1x

1x

e sin 3x

e cos 3x

−

−





  
1 x

1 x

1 x

1 x

e sin 3x

e cos 3x

x e sin 3x

x e cos 3x









  

 
 
 

  ضرايب ثابت بديهي استدر يك معادله ديفرانسيل مرتبه دو با :توجه
هاي معادله مشخصه به صورت  كند زيرا براي ريشه هاي جواب طبيعت نوساني پيدا مي هاي معادله مشخصه مختلط باشد، پايه اگر ريشه) ۱

p i q±هاي جواب   پايهp xe cos q x و p xe sin q xخواهد شد .  
pي است اگر طبيع x باشد دامنه نوسانات براي <0 → + pگرايد و اگر  نهايت مي  به بي∞ x باشد دامنه نوسانات براي >0 → +  به ∞

  .گرايد صفر مي
pدر حالتي كه  cosمعادله ديفرانسيل مرتبه دوم هاي جواب  شد پايه با=0 q x و sin q xباشند  خواهد شد كه توابعي متناوب مي.  

xهاي جواب در  اگر بخواهيم پايه) ۲ → + 2a به صفر بگرايند بايد در معادله مشخصه يعني ∞ b c 0λ + λ +   : داشته باشيم=

  b0 0
a

< ⇒ −    مجموع دو ريشه>

  c0 0
a

> ⇒    حاصلضرب دو ريشه<

 . جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را بيابيد  : مثال

   ( )4 4 0y y+ =) ۱  

4   :معادله مشخصه  : حل 4 0λ + =  
  ( )( ) ( )( )2 22 2 2 2 0→ λ + − λ λ + + λ ) اتحاد مزدوج= ) 22 22 4 0λ + − λ = 

  
2

2

2 2 0 1 1 2 1 i

2 2 0 1 1 2 1 i

 λ − λ + = ⇒ λ = ± − = ±→ 
λ + λ + = ⇒ λ = − ± − = − ±

  

  1 x 1 x 1x 1xy A e sin 1x B e cos 1x C e sin 1x D e cos 1x− −= + + +  



  ۳۳  معادلات ديفرانسيل

  2 7 4 0y y y y′′′ ′′ ′+ + − = )۲  

3  :معادله مشخصه  : حل 22 7 4 0λ + λ + λ − =  
1λها   يكي از ريشههاي فرد پس هاي زوج برابر جمع ضرايب با توان جمع ضرايب با توان =     : است و داريم−

  

3 2
2

3 2

2

2

12 7 4
2 5 42 2

5 4

5 5
4 4

4 4
0

λ +λ + λ + λ −
λ + λ −λ + λ

λ + λ −

λ + λ
− λ −

λ +

  

  :پس دو ريشه ديگر چنين است

  2 5 25 32 5 57
2 5 4 0

4 4
− ± + − ±

λ + λ − = ⇒ λ = =  

  :پس جواب عمومي چنين است

  
5 57 5 57

x x1x 4 4y A e B e C e
− + − −

−= + +  

yمعادله ديفرانسيل   : مثال 8y 0′′′ +  :  اين معادله ديفرانسيلهاي نوساني هاي جواب پايه.  مفروض است=

  .متناوب هستند) ۱
xوقتي ) ۲ → +   .گرايد نهايت مي  دامنه نوساناتشان به بي∞
xوقتي ) ۳ → +   .گرايد  دامنه نوساناتشان به صفر مي∞
  .اساساً جواب نوساني ندارد) ۴

  :معادله مشخصه  : حل
  3 8 0λ + =  

  ( ) ( )2
2

2 0
2 2 4 0

2 4 0 1 1 4 1 3 i

λ + =λ + λ − λ + = ⇒ 
λ − λ + = ⇒ λ = ± − = ±

  

  :هاي جواب عبارتند از بنابراين پايه
  پايه جواب غيرنوساني  

  2 x 1x 1 xe , e sin 3 x , e cos 3 x−


  

  هاي جواب نوساني پايه  
  :جا كه بديهي است از آن

  x
x

lim e
→ + ∞

= + ∞  

xهاي جواب نوساني معادله براي  لذا پايه → +  لذا .هاي جواب طبيعت متناوب ندارند گرايد و البته اين پايه  مي∞امنه نوساناتشان به  د∞
  . صحيح است۲گزينه 



  ۳۴ معادلات ديفرانسيل

  :معادله ديفرانسيل همراه با شرايط كمكي زير را در نظر بگيريد  : مثال

  ( ) ( )
3 10 0

0 4 0
y y y
y , y

′′ ′+ − =
 ′= = α

  

xاگر بخواهيم حد جواب مسئله در  → +    را بيابيد؟α به صفر بگرايد ثابت ∞

  :معادله مشخصه  : حل

  2 3 9 40
3 10 0 2 , 5

2
− ± +

λ + λ − = → λ = = −  

  :هاي جواب عبارتند از بنابراين پايه
  2 x 5xe , e+ −  

  :دانيم ما مي
  2 x 5 x

x x
lim e , lim e 0−

→ +∞ → + ∞
= + ∞ =  

پس اگر بخواهيم 
x

lim y 0
→ + ∞

  : باشد، حتماً بايد جواب را به صورت زير بنويسيم=

  5xy C e −=  
)با اعمال شرط  )y 0   .آيد دست مي  به=4

  ( )5x 5xy 4e y 20 e y 0 20 20− −′ ′= → = − → = − → α = −  

Aمعادله ديفرانسيل حاصل از حذف   : مثال , B , C , Dدست آوريد  در رابطه زير را به.  
  3 2x x x xy A e B e C x e D x e− − −= + + +  

هاي معادله مشخصه  باشد كه ريشه  با ضرايب ثابت مي4 مرتبهشود معادله نوشته شده يك معادله ديفرانسيل  ملاحظه مي  : مثال
( )3 , 1 , 1 , 1− −   :پس معادله مشخصه چنين است.  است−

  ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 4 23 1 0 3 3 3 1 0 6 8 3 0λ − λ + = → λ − λ + λ + λ + = → λ − λ − λ − =  

  :ه ديفرانسيل مورد نظر چنين استپس معادل
  ( )4y 6 y 8 y 3y 0′′ ′− − − =  

2معادله ديفرانسيل مرتبه چهارمي با ضرايب ثابتي تشكيل دهيد كه يك پايه جواب آن   : مثال xx e cos x−باشد .  

  :صورت بهسه پايه جواب ديگر وجود طبيعتاً داشتن يك پايه جواب به صورت گفته شده   : حل

  

2 x

2 x

2 x

x e sin x

e sin x

e cos x

−

−

−







  

2هاي معادله مشخصه كند و به تعبيري ريشه قطعي ميرا  1i− 2 و ± 1 i−   . بوده است±
2معادله درجه دومي كه ريشه هايش  i−   : باشد چنين است±

  
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) 2 2

2 i 2 i 0

2 i 2 i 0 2 1 0 4 5 0

λ − − + λ − − − = →

λ + − λ + + = → λ + + = → λ + λ + =
  

  



  ۳۵  معادلات ديفرانسيل

  :دله ديفرانسيل ما چنين بوده استپس معادله مشخصه معا

  ( ) 22 4 2 3 24 5 0 16 25 8 10 40 0λ + λ + = → λ + λ + + λ + λ + λ =  

)  :پس معادله چنين بوده است ) ( )4 3y 8 y 26 y 40 y 25 y 0′′ ′+ + + + =  

  معادله ديفرانسيل مرتبه دو همگن كوشي ـ اويلر 
2aمعادله ديفرانسيل  x y b x y c y 0′′ ′+ + a كه در آن = , b , cتوان نشان داد با تغيير  مي. اند را در نظر بگيريد ي اعداد ثابت حقيق

)متغير  )tx e t ln x= ، معادله كوشي مذكور به يك معادله ديفرانسيل با ضرايب ثابت به صورت =

( )
2

2
d y d ya b a c y 0

d td t
+ − + )شود كه داراي معادله مشخصه   تبديل مي= )2a b a c 0λ + − λ + ن آن را به توا باشد كه مي  مي=

)صورت  )a 1 b c 0λ λ − + λ +   .ناميم  بيان نمود و ما همين معادله را معادله مشخصه معادله كوشي نيز مي=
1اگر معادله مشخصه داراي دو ريشه حقيقي ) ۱ 2,λ λهاي جواب معادله كوشي عبارتند از  باشد، پايه :  

  1 2x , xλ λ  
  : هاي جواب معادله كوشي عبارتند از  باشد، پايه1λاگر معادله مشخصه داراي يك ريشه مضاعف ) ۲

  1 1x , x ln xλ λ  
pاگر معادله مشخصه داراي دور ريشه مختلط ) ۳ i q±هاي جواب معادله كوشي عبارتند از  باشد، پايه :  

  ( ) ( )p px sin q ln x , x cos q ln x  
   :توجه

 را تشكيل داده و پس از يافتن تمام مشخصهمعادله زير، در معادلات ديفرانسيل كوشي داراي مراتب بالاتر نيز كافي است با تبديلات 
  .كنيم  ميهاي جواب معادله ديفرانسيل را مشخص ، پايه)كه دقيقاً بايد به تعداد مرتبه معادله ديفرانسيل باشد(هاي آن  ريشه

  ( )
( ) ( )

2

3

y 1
x y

x y 1

x y 1 2

→
 ′ → λ
 ′′ → λ λ −


′′′ → λ λ − λ −
 

  

هاي معادله مشخصه را به صورت   ريشه10به عنوان مثال فرض كنيد براي يك معادله ديفرانسيل كوشي همگن مرتبه 
1 3i , 1 3i , 1 3i , 2 , 2 , 2 , 2± ± −     :هاي جواب معادله عبارتند از دست آورده باشيم، در اين حالت پايه  به±

  

( )
( )

2

2

22

32

x

x ln x

x ln x

x ln x









  

( )
( )

1

1

x sin 3 ln x

x cos 3 ln x

−

−





  ( )
( )

( )
( )

1

1

1

1

x sin 3 ln x

x cos 3 ln x

x ln x sin 3 ln x

x ln x cos 3 ln x









  

  



  ۳۶ معادلات ديفرانسيل

 :در يك معادله ديفرانسيل مرتبه دو كوشي بديهي است  :توجه
ورت هاي معادله مشخصه به ص زيرا براي ريشه. كند هاي جواب طبيعت نوساني پيدا مي هاي معادله مشخصه مختلط باشد، پايه اگر ريشه) ۱

p i q±هاي جواب   پايه( )px cos q ln x و ( )px sin q ln xخواهد شد .  
pطبيعي است اگر  x باشد دامنه نوسانات براي <0 → + pگرايد و اگر  نهايت مي  به بي∞ x باشد دامنه نوسانات براي >0 → +  به ∞

  .گرايد صفر مي
pدر حالتي كه  )هاي جواب   باشد پايه=0 )cos q ln x و ( )sin q ln x در بازه ( خواهد شد كه دامنه نوساناتشان محدود[ ]1 , 1− 

  . باشند ولي متناوب نمي) است
xهاي جواب در  اگر بخواهيم پايه) ۲ → + ) به صفر بگرايند بايد در معادله مشخصه يعني ∞ )2a b a c 0λ + − λ +   : داشته باشيم=

  وع دو ريشه مجم>0 حاصلضرب دو ريشه و <0

xهاي جواب در  اگر بخواهيم پايه) ۳ 0 ) به صفر بگرايند بايد در معادله مشخصه يعني →+ )2a b a c 0λ + − λ +   : داشته باشيم=

   مجموع دو ريشه<0 حاصلضرب دو ريشه و <0

 . لات ديفرانسيل زير را پيدا كنيدجواب عمومي معاد  : مثال

  23 2 0x y x y y′′ ′− + = )۱  
  :معادله مشخصه

  ( ) 2 2 4 6 2 2 i
3 1 2 0 3 4 2 0

3 3
± − ±

λ λ − − λ + = → λ − λ + = → λ = =  

  :پس

  
2 2
3 32 2

y Ax sin ln x Bx cos ln x
3 3

   
= +      

   
  

3 2 4 0x y x y y′′′ ′+ − = )۲  

  :معادله مشخصه
  ( ) ( )1 2 2 4 0λ λ − λ − + λ − =  

  

( ) ( )( )

( ) ( )2

2 1 2 0

2
2 2 0 1 1 8 1 7 i

2 2

λ − λ λ − + = ⇒

λ =
λ − λ − λ + = →  ± − ±

λ = =


  

  :پس

  
1 1

2 2 27 7
y A x B x sin ln x C x cos ln x

2 2

   
= + +      

   
  

  
  
  



  ۳۷  معادلات ديفرانسيل

4معادله ديفرانسيل مرتبه دومي تشكيل دهيد كه جواب عمومي آن   : مثال 4y Ax Bx Lnx=  . باشد+

,4اش هاي معادله مشخصه اشد كه ريشهب  مرتبه دو همگن مي كوشيعبارت داده شده جواب عمومي يك معادله  : حل  بوده، لذا معادله 4
 :چنين بوده استن مشخصه آ

( ) 2 24 0 8 16 0λ − = → λ − λ + =  

2x مورد بحث ياگر معادله كوش y a x y b y 0′′ ′+ +   : باشد، داراي معادله مشخصه زير خواهد بود=

( ) ( )21 a b 0 a 1 b 0λ λ − + λ + = → λ + − λ + =  

  : پس بايد

a 1 8 a 7
b 16

− = − → = −
 =

 

2xيعني معادله ديفرانسيل مورد نظر  y 7 x y 16 y 0′′ ′− +  .باشد  مي=

2xمعادله ديفرانسيل   : مثال y a x y 3y 0′′ ′+ +  : تا چگونه باشدaثابت .  مفروض است=

  . طبيعت نوساني داشته باشند،هاي جواب پايه: اولاً
xهاي جواب طبعيت نوساني داشته باشند طوري كه براي  پايه: ثانياً → +   .به صفر بگرايد ∞
  .هاي جواب طبعيت نوساني داشته باشند و متناوب نيز باشند پايه: ثالثاً

  :معادله مشخصه  : حل
  ( )1 a 3 0λ λ − → λ + =  

  ( )
( ) ( ) 2

2 a 1 a 1 12
a 1 3 0

2
− − ± − −

λ + − λ + = → λ =  

  

  :طلبيد كه  مختلط باشند و اين مي،هاي معادله مشخصه هاي جواب نوساني بايد ريشه  براي داشتن پايه:اولاً

  ( ) 20 a 1 12 0 12 a 1 12 1 12 a 1 12∆ < → − − < → − < − < ⇒ − < < +  
pهاي معادله مشخصه مختلط به صورت   اگر ريشه:ثانياً i q±باشند :  

)   :هاي جواب به صورت زير خواهند بود پايه ) ( )p px sin q ln x x cos q ln x    
xاند و براي آن كه وقتي  كه البته نوساني → p بگرايند بايد ها به صفر  اين∞ 0<  

1لذا در اين قسمت علاوه بر شرط  12 a 1 12− < <   : بايد+
( )a 1

0 a 1 0 a 1
2

− −
< ⇒ − > → >  

1پس در كل  a 1 12< < +  



  ۳۸ معادلات ديفرانسيل

ي معادله مشخصه موهومي محض باشند ها كند حتي اگر ريشه هاي جواب معادله كوشي مذكور هرگز طبيعت متناوب پيدا نمي  پايه:ثالثاً

( )p )  : داريم=0 ) ( )sin q ln x , cos q ln x    
]باشند و اين توابع نوساني، با دامنه نوسانات محدود بين  كه البته توابعي متناوب نمي ]1 ,   . هستند−1

2xمعادله ديفرانسيل   : مثال y a x y b y 0′′ ′+ +  . مفروض است =

bهاي  ثابت , a را طوري پيدا كنيد كه وقتي x 0   .هاي جواب به صفر بگرايد  پايه→+

  :معادله مشخصه  : حل
  ( )1 a b 0λ λ − + λ + =  
  ( )2 a 1 b 0λ + − λ + =  

1هاي معادله مشخصه  اگر فرض كنيم كه ريشه 2,λ λ1هاي جواب   باشد پايه 2x , xλ λها براي  كه اين  و براي آنx 0  به صفر →+
1بگرايند بايد  2, 0λ λ   . باشند<

  :طلبد كه و اين مي

  
( )

1 2

1 2

b0 0 , b 0
1

a 1
0 0 a 1 0 a 1

1

 λ λ > → > → >
 − − λ + λ > → > → − < → <

  

3معادله ديفرانسيل   : مثال 2x y x y 3y x ln x′′′ ′′+ − t را با تغيير متغير = ln x=رسيم؟ اي مي  بازنويسي كنيم به چه معادله 

tدانيم معادله كوشي با تغيير متغير  سمت چپ معادله داده شده از جنس كوشي است و ما مي  : حل ln x= به يك معادله با ضرايب 
  .شان يكي است شخصهها معادله م شود كه اين ثابت تبديل مي

)  :معادله مشخصه ) ( ) ( )1 2 1 3 0λ λ − λ − + λ λ − − =    
  :معادله با ضرايب ثابت حاصله

  3 22 3 0λ − λ + λ − =  
  :رسيم پس در كل به معادله زير مي

  
3 2

t
3 2

d y d y d y2 3y e . t
d td t d t

− + − =  

smart
Typewriter
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  ۳۹  معادلات ديفرانسيل

  معادلات ديفرانسيل خطي غيرهمگن و بحث جواب خصوصي) ۲
  :ام خطي غيرهمگن زير را در نظر بگيريدnمعادله ديفرانسيل مرتبه 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 1y P x y ... Q x y R x−+ + + =  
1چنانچه  2 ny , y , ... , yهاي جواب معادله همگن نظير معادله ديفرانسيل فوق بوده و   پايهpy ،جوابي از معادله غيرهمگن اصلي باشد 

  :ي اين معادله ديفرانسيل غيرهمگن به فرم زير خواهد بودجواب عموم
  h p 1 1 2 2 n n py y y C y C y ... C y y= + = + + + +  

h: yجواب عمومي معادله همگن متناظر   

p: yجواب خصوصي معادله غيرهمگن   
   :توجه

)اگر در معادله غيرهمگن فوق  ) 1 2R x R R=  جواب خصوصي مربوط به حالتي باشد كه در سمت راست معادله فوق 1py  باشد و+

است، جواب  موجود 2R جواب خصوصي مربوط به حالتي باشد كه در سمت راست معادله فقط تابع 2py  موجود است و 1Rتابع 
pخصوصي كلي به صورت  1p 2py y y=   . خواهد بود+

  هايي در تعيين جواب خصوصي روش
  :روش ضرايب نامعين) الف

  .معادله ديفرانسيل با ضرايب ثابت از نوع غيرهمگن زير را در نظر بگيريد

  ( ) ( ) ( )n n 1a y b y ... c y R x−+ + + =  
  

)} x از mاي درجة  چند جمله{  اگر * ) p xR x e=شود گاه ساختار كلي جواب خصوصي چنين پيشنهاد مي  باشد، آن:  

{ }t p x m m 1x . e . A x B x ... C−+ + +


  

    mاي كامل از درجة  چند جمله

A شده و pهاي معادله مشخصه است كه برابر عدد   ريشه تعدادtكه در آن  , B , ... , C ضرايب نامعيني هستند كه وقتي اين جواب 
  .آيد دست مي خصوصي را در معادله غيرهمگن صدق دهيم، مقاديرشان به

  

) اگر ** ) ( ) ( ){ }p xR x e . H x sin q x K x cos q x= ) باشد، كه در آن + ) ( )H x , K xاي از   دو چند جملهx هستند كه درجه 
  :شود گاه جواب خصوصي چنين پيشنهاد مي ايم، آن  ناميدهm  راتر اي قوي چند جمله

  ( ) ( ){ }t p xx . e . u x sin q x v x cos q x+  
pهاي معادله مشخصه است كه برابر عدد   ريشه تعدادtكه در آن  i q+ شده و ( )v x و ( )u xاي كامل از درجه   دو چند جملهm 

  .باشند مي
  



  ۴۰ معادلات ديفرانسيل

  ؟كنيد جواب خصوصي معادلات ديفرانسيل زير را چگونه پيشنهاد مي  : مثال

  2 xy 3y 4y x e−′′ ′+ − = )۱  

  :معادله مشخصه  : حل
  2 3 4 0 1 , 4λ + λ − = → λ = −  

p ، به ازاء *مطابق  1= pهاي معادله مشخصه عدد   و چون صفر تا از ريشه− 1=   : شده داريم−
  ( )0 x 2

py x e A x B x C−= + +  

  y 4y 2x 1 cos h 4x′′′ ′′− = + +) ۲  

      : حل

  ( ) 0x 4x 4x1 1y 4y 2x 1 e e e
2 2

−′′′ ′′− = + +  

  :معادله مشخصه
  ( )3 2 24 0 4 0 0 , 0 , 4λ − λ = → λ λ − = → λ =  

  :بايد بگوييم

  

( ) ( )

( )

( )

p 0 , *0 x 2 0 x
1p

p 4 , *4 x 1 4 x
2 p

p 4 , *4 x 0 4 x
3p

y 4 y 2 x 1 e y x e . A x B

1 e y x . e . C
2
1 e y x . e D
2

=

=

= −− −

′′′ ′′− = + → = +

= → =

= → =

  

  :و در كل
  p 1p 2p 3py y y y= + +  

  ( )xy 2y 5y e . x sin 2 x 4 cos 2x′′ ′+ + = − )۳  

  :معادله مشخصه  : حل
  2 2 5 0 1 2iλ + λ + = → λ = − ±  

*مطابق  p، به ازاء * 1 , q 2= pهاي معادله مشخصه برابر   و چون صفر تا از ريشه= iq 1 2i+ =   : شده است+
)پس  )t   : لذا=0

  ( ) ( )( )0 x
py x . e A x B sin 2 x C x D cos 2 x= + + +  

  ( )4 2 2y y y x cos x sin x′′+ + = + )۴  

  :معادله مشخصه  : حل

  ( ) 24 22 1 0 1 0 i , iλ + λ + = → λ + = → λ = ± ±  

  



  ۴۱  معادلات ديفرانسيل

  :بايد بگويم
( ) ( ) ( )( )p 0 , q 2 , **4 0 0 x

1py 2 y y x cos 2 x y x e A x B cos 2 x C x D sin 2 x= =′′+ + = → = + + +  

  ( ) ( )p 0 , q 1 , **4 2 0 x
2py 2 y y sin x y x e E cos x F sin x= =′′+ + = → = +  

  :و در كل
  p 1p 2py y y= +  

  ( ) ( )4 2xy 16y e 3x cos 2x− = +)۵  

  :معادله مشخصه  : حل

  ( ) ( )4 2 2 2
16 0 4 4 0

2i
λ = ±

λ − = → λ − λ + = →  λ = ±
  

  :بايد بگوييم
  ( ) ( )p 2,*4 2 x 1 2 x

1py 16 y 3 x e y x . e A x B=− = → = +  

  ( ) ( )p 2 , q 2 , **4 2 x 0 2 x
2py 16 y e cos 2x y x . e C sin 2 x D cos 2 x= =− = → = +  

p  :در كل 1p 2py y y= +    

  :روش اپراتورهاي معكوس براي يافتن جواب خصوصي) ب

با تعريف اپراتورهاي 
2 n

2 n
2 n

d d dD , D , ... , D
dx dx dx

= = ) معادله ديفرانسيل با ضرايب ثابت = ) ( ) ( ) ( )n n 1 n 2y a y b y ... c y R x− −+ + + + = 

  .گردد  ميبه فرم زير بازنويسي و حل

  ( ) ( ) ( )( )n n 1 n 2
p n n 1 n 2

1D a D b D ... c y R x y R x
D a D b D ... c

− −
− −

+ + + + = ⇒ =
+ + + +

  

 بار متوالي مشتق تابع مذكور گرفته شود و به تبع آن nكند، يعني قرار است   بر تابعي اثر ميnDباتوجه به تعاريف صورت گرفته، وقتي 

nوقتي 
1

D
 بار متوالي انتگرال تابع مورد نظر محاسبه شود، اما مشكلي كه وجود دارد عملكرد تأثير nكند، يعني قرار است  ثر مي بر تابعي ا

( )
1

F D
  . بر يك تابع است

P چند خاصيت اصلي اپراتور معكوس 
( )
1

F D
   

  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1c R x kS x c R x k S x

F D F D F D
+ = +1  

)با شرط (    )F p 0≠ (
( ) ( ) ( )

p x p x1 1e e
F D F P

=2  

)با شرط (    )E P 0≠ (
( ) ( )

( ) ( )
k

p x p x
k

1 x 1e e
k! E PD P E D

=
−

3  

  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )p x p x1 1e . R x e R x

F D F D P
=

+
4  

  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )2

F D1 1x R x x R x R x
F D F D F D

′
= −5  



  ۴۲ معادلات ديفرانسيل

  .يابيدجواب خصوصي معادلات زير را ب  : مثال

  xy 3y y 5 e′′ ′+ − =) ۱  

    : حل

  ( )
( ) ( )

x x x
p p2 2

1 1 1y 5 e y e e
3D 3D 1 1 3 1 1

= → = =
+ − + × −

2  

  xy 3y 3y y e −′′′ ′′ ′+ + + = )۲  

    : حل

( )x
p 3 2

1y e
D 3D 3D 1

−= →
+ + +

2  

 )با مخرج صفر مواجهيم(
( ) ( ) ( )

x x
p 3 2

1 1y e e
01 3 1 3 1 1

− −= =
− + − + − +

  

  :داريم

  
( )

( )
3

x x
p p3

1 xy e y e
3!D 1

− −= → =
+

3  

  2 x xy y 12y e e′′′ ′′+ − = +) ۳  

    : حل

  ( ) ( ) ( ) ( )22 x x 2 x x
p 3 2 3 2 3 2

1 1 1y e e e e
D D 12 D D 12 D D 12

= + = + →
+ − + − + −

  

  2 x x1 1e e
0 10

 = +  − 
  

2ضريب  (1Pyبراي پيدا كردن  xe (نويسيم مي:  

  2

D 23 2
D 3D 6

D D 12 −

+ +
 + − 
  
 

  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
32 x 2 x 2 x

1P 2 2
1 x 1 xy e e e

1! 16D 2 D 3D 6 2 3 2 6
= → =

− + + + +
  

  :پس در كل

  2 x x
p 1p 2p

x 1y y y e e
16 10

−
= + = +  

  
  
  



  ۴۳  معادلات ديفرانسيل

P چند نكته در رابطه با عملكرد اپراتور معكوس 
( )
1

F D
  

cos q x  
  يا

 در )الف
  محاسبه 







  
sin q x  







  ( )
1

F D
)ها را در 2D نخست همه  )F D 2 بهq−كنيم، اگر با انجام اين كار   تبديل مي  

 صورت و مخرج حاصله را در مزدوج  باقي ماند ، Dكه حاصل كار يافته شده و اگر يك عبارت درجه اول ازدر مخرج باقي نماند،اي Dديگر
 داخل صورت توصيف عمل Dكه   تبديل نموده و باتوجه به اين−2q ايجاد شده در مخرج را به 2Dكنيم و مجدداً  مخرج ضرب مي

  .كنيم ل كار را محاسبه ميگيري است، حاص مشتق
  :پردازيم  با مخرج صفر مواجه شديم، به محاسبه عبارت كمكي زير مي−2q به 2Dدقت كنيد اگر در ابتداي كار با تبديل 

  
( ) ( )i q x1K e

F D
=  

)در محاسبه فوق خاصيت  )خورد و حتماً بايد از خاصيت   به مشكل برمي2(   . استفاده شود3(
iجا كه  در انتها از آن q xe cos q x i sin q x=   : داريم+

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1cos q x Re K sin q x I m K

F D F D
= =  

} x از mاي درجة  چند جمله{ در محاسبه )ب
( )
1

F D
) نخست  )F Dهاي صعودي مرتب كرده و عمل تقسيم   را برحسب توان

( )F D
يم، در انتها با تأثير  نرسmDهاي بعد از  دهيم كه در خارج قسمت، به عبارت تقسيم را تا جايي ادامه مي. دهيم   را انجام مي1

  .شود مورد نظر، حاصل كار يافته مي» x از mاي درجة  چند جمله«دست آمده بر  خارج قسمت به

y    )حالت الف y 3y 2y sin 2x′′′ ′′ ′− + + =) ۱  

  ( )
2D 4

p 3 2
1y sin 2 x

D D 3D 2
→ −= →

− + +
  

  ( ) ( )p
1 1 6 Dy sin 2 x sin 2 x

4 D 4 3 D 2 6 D 6 D
+

= = ×
− + + + − +

  

  ( ) ( ) ( )
2D 4

p2
6 D 6 D 1sin 2 x y sin 2 x 6 sin 2 x 2 cos 2 x

36 4 4036 D
→ −+ +

= → = = +
+−

  

)  ) حالت الف )4y y cos x− =) ۲  
)  )با مخرج صفر مواجهيم( )

( )
( ) ( )

2D 1
p 4 2

1 1 1y cos x cos x cos x
0D 1 1 1

→ −= → =
− − −

  

  :پردازيم به محاسبه عبارت كمكي مي

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

3i x i x i x
4 2 2 2

i x i x
2

1 1 1K e e e
D 1 D 1 D 1 D 1 D 1 D 1

x 1 x x x xe e i cos x i sin x i cos x sin x
1! 4i 4 4 4i 1 i i

= = = →
− − + − + −

= = + = −
−− +

  

  :در نهايت

  ( )p
xy Re K sin x
4

= = −  



  ۴۴ معادلات ديفرانسيل

2y  ) حالت ب y y x x 1′′′ ′′− + = + + )۳  

  ( )2
p 3 2

1y x x 1
D D 1

= + +
− +

  

  :نويسيم مي
2 3

22 3

2 3

2 4 5

3 4 5

1 D D1

1 D ...1 D D

D D

D D D

D D D

− +

+ +− +

−

− +

− + −

  

  :گوييم حال مي

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
py 1 D ... x x 1 x x 1 2 x x 3= + + + + = + + + = + +  

xy  قاعده شماره چهار y y 2y e cos x′′′ ′′ ′− + + =) ۴  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )4x x

p 3 2 3 2
1 1y e cos x e cos x

D D D 2 D 1 D 1 D 1 2
= →

− + + + − + + + +
  

  ( )
2D 1x

3 2
1e cos x

D 2D 2D 3
→ −= →

+ + +
  

  

( ) ( ) ( )x x
p

x
2

1 1 D 1y e cos x e . cos x
D 2 2D 3 D 1 D 1

D 1e
D

−
= =

− − + + + −

−
= ( ) ( )

x

1

ecos x sin x cos x
21

−

= − −
−−

  

)  عده شماره پنجقا ) ( )6 4y y y x sin 2x+ + =) ۵  

  ( ) ( )
( )

( )
25 3

D 4
p 6 4 6 4 26 4

1 1 6D 4Dy x sin 2 x x sin 2x sin 2 x
D D 1 D D 1 D D 1

→ −+
= = − →

+ + + + + +
  

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ }
( )

( )
( )

( )

( )
( )

2

p 3 2 23 2

2

2

6 4 D 16D1y x sin 2 x sin 2 x
4 4 1 4 4 1

x 80 Dsin 2 x sin 2 x
47 47
x 80sin 2 x 2 cos 2 x

47 47

− −
= −

− + − + − + − +

= −
− −

−
= −

  

  
  



  ۴۵  معادلات ديفرانسيل

  :روش لاگرانژ) ج
)چنانچه  ) ( )1 ny x , ... , y xهاي جواب معادله ديفرانسيل مرتبه   پايهn ام خطي همگن( ) ( ) ( )na x y ... c x y 0+ +  باشند، =

)جواب خصوصي معادله ديفرانسيل غيرهمگن  ) ( ) ( ) ( )na x y ... b x y R x+ + ) به صورت = ) ( )p 1 ny f x ... f x= +  قابل بيان +
1خواهد بود كه در آن توابع  nf , ... , fدست آيند  بايد به طريقي مناسب به.  

1اگر  2y , yدله ديفرانسيل خطي همگن هاي جواب معا  پايه( ) ( ) ( )a x y b x y c x y 0′′ ′+ +  باشند، جواب خصوصي معادله =
)ديفرانسيل خطي غيرهمگن  ) ( ) ( ) ( )a x y b x y c x y R x′′ ′+ +   : از رابطه =

  
( )
( )

( )

( )
( )

( )

2 1

p 1 2

R x R x
y . y .

a x a x
y y dx y dx

W x W x
= − +∫ ∫   

)آيد كه در آن  دست مي به ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

y x y x
W

y x y x
=

′ ′
  .باشد  ميهاي جواب معادله همگن نظير  رونسكين پايه

 :جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  2 3x y 4 x y 4y x′′ ′− + =) ۱  

 ):معادله مشخصه(معادله همگن متناظر   : حل

( ) 21 4 4 0 5 4 0 1 , 4λ λ − − λ + = → λ − λ + = ⇒ λ =  
  :هاي جواب همگن پايه

  1 4
1 2y x , y x= =  

  :هاي جواب رونسكين پايه

  
4

4
3

x x
w 3 x

1 4 x
= =  

  : فرمول لاگرانژ داريمطبق
3 3

4 1
2 4 3 3 32 21 4

p 4 4

x xx . x .
x x x 1 x x xx xy x dx x dx
3 2 3 x 6 3 23 x 3 x

   = − + = − + − = − − = −       ∫ ∫  

  :جواب عمومي

  
3

1 4
1 2

xy C x C x
2

= + −  

  y y sec x′′ + =) ۲  

  ):معادله مشخصه(معادله همگن متناظر   : حل
  2 1 0 iλ + = → λ = ±  

  :هاي جواب معادله همگن پايه
  1 2y cos x , y sin x= =  



  ۴۶ معادلات ديفرانسيل

  :هاي جواب رونكسين پايه

  cos x sin x
w 1

sin x cos x
= =

−
  

  :طبق فرمول لاگرانژ داريم

  ( ) ( ) ( ) ( )p
sin x . sec x cos x . sec xy cos x . dx sin x dx cos x ln cos x sin x x

1 1
= − + = − − +∫ ∫  

  :در نهايت داريم
  ( )1 2y C cos x C sin x cos x Ln cos x x sin x= + + +  

  هاي تعيين جواب خصوصي بندي در روش جمع

  : انسيل خطي غيرهمگني را پيدا كنند كهبرخلاف روش ضرايب نامعين و اپراتورهاي معكوس كه تنها قادرند جواب خصوصي معادلات ديفر

  . ضرايب معادله اعداد ثابت هستند:اولاً

sin طرف ثاني معادله ديفرانيسل از جنس جمع و يا ضرب توابع :ثانياً q x
cos q x





p و  xe و ( )m m 1A x B x ... C−+ +   .باشد  مي+

  .هاي جواب معادله همگن متناظر قابل محاسبه باشد وق را لازم ندارد، البته در روش لاگرانژ بايد پايهروش لاگرانژ دو محدوديت ف
، لذا محدوديت )و براي آن فرمولي در اختيار داريم(ايم  اما چون ما روش لاگرانژ را تنها براي معادلات ديفرانسيل مرتبه دو دنبال كرده

  .مرتبه دو بودن معادله را لازم داريم
باشد، بهترين روال براي يافتن جواب كلي، يافتن  به هر حال به خاطر داشته باشيد وقتي روش اپراتورهاي معكوس قابل استفاده مي

  .هاي جواب عمومي است هاي جواب، يافتن جواب خصوصي، بيان جواب عمومي معادله و احتمالاً اعمال شرايط كمكي براي يافتن ثابت پايه

  چند بحث خاص
  تن يك پايه جواب معادله ديفرانسيل مرتبه دو خطي همگن از روي پايه جواب ديگر ياف) ۱

)اگر  )1y x يك پايه جواب معادله ديفرانسيل ( ) ( ) ( )a x y b x y c x y 0′′ ′+ +  باشد، پايه جواب ديگر معادله به صورت =

( ) ( ) ( )2 1y x u x y x= خواهد بود كه در آن ( )
( )

( )
( )

b x
dx

a x
2
1

1u x e dx
y x

− ∫
=   .باشد  مي∫

)معادله ديفرانسيل   : مثال )21 x y 2 x y 2 y 0′′ ′+ + − 1yچنانچه بدانيم يك پايه جواب اين معادله ديفرانسيل .  مفروض است= x= 

 .است، پايه جواب ديگر را بيابيد

  
( ) ( )22

2 x dx ln 1 x1 x
2 2 2 2

1
2 2 2 2

1 1 1 1u x e . dx e dx . dx
x x x 1 x

1 1 1 1 1. dx dx tan x
xx 1 x x 1 x

− − ++

−

∫
= = =

+

   
= = − = − −      + +   

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  

  :بنابراين پايه جواب دوم چنين است

  1
2y 1 x tan x−= ) يا + ) 1 1

2 1
1y y . u x x tan x 1 x tan x
x

− − = = − − = − − 
 

  



  ۴۷  معادلات ديفرانسيل

  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوحل هاي كاهش مرتبه در  روش) ۲
) اگر معادله ديفرانسيل مرتبه دومي در قالب )الف )F x , y , y 0′ ′′ انشيني آنگاه با ج)  باشدyفاقد تابع يعني ( نوشته شود، =

( ) ( )y v x y v x′ ′′ ′= → ) معادله تبديل به يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول براي = )v xخواهد شد .  
) اگر معادله ديفرانسيل مرتبه دومي در قالب )ب )F y , y , y 0′ ′′  آنگاه با جانشيني  ) باشدxفاقد متغير يعني ( نوشته شود، =

( ) ( ) ( )y v y y v y v y′ ′′ ′= → ) معادله تبديل به يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول براي = )v yخواهد شد .  
   :توجه

)اگر معادله ديفرانسيل مرتبه دومي در قالب  )F y , y 0′ ′′ ال فوق قابل استفاده آنگاه هر دو رو) فاقد متغير و تابع باشد( نوشته شود، =
  .تر خواهد بود كه روال الف به كار برده شود است و ساده

 . جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  ( )2 31 x y 2x y x′′ ′+ + =)  ۱  

) است لذا با جانشيني yمعادله فاقد تابع   : حل ) ( )y v x y v x′ ′′ ′= →   :آيد دست مي  به=

  ( ) ( ) ( )
3

2 3
2 2

2 x x1 x v x 2 x v x x v v
1 x 1 x

′ ′+ + = ⇒ + = →
+ +

  

  :معادله از نوع مرتبه اول خطي است و داريم

  

( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 x 2 xdx 3 dx
1 x 1 x

2

3ln 1 x ln 1 x
2

3
2

2 2

xv x e . . e dx c
1 x

xe . . e dx c
1 x

1 x 1 x dx c
1 x 1 x

−
+ +

− + +

 ∫ ∫ = + 
+  

  = + 
+  

  = + + → 
+ +  

∫

∫
∫

  

  ( )
4 4

2 2 2
1 x 1 x cv x c

4 41 x 1 x 1 x

  = + = + 
+ + +  

  

  ( )
4

2
2 2 2 2

1 x 1 1 c 1 1 cy x x 1
4 41 x 1 x 1 x 1 x

 − +′ = + = − + + →  + + + +  ∫  

  ( )
3

1 11 xy x x tan x c tan x K
4 3

− − 
= − + + +  

 
  

  3 2y y y 0′′ ′+ =) ۲  

   است لذا با تغييراتxمعادله فاقد   : حل
  ( ) ( ) ( )y v y y v y v y′ ′′ ′= → =  

  :آيد دست مي به
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2v y v y v y y 0 v y v y y 0′ ′+ = → + = →  
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  ( )
( )

2 2 2
2

dv dvy v y y dy
dy v y

= − → = →
− ∫  

  
( )

3 3 41 y y yc dx c dy x c y k
v y 3 3 12

 
= + → = + → = + +  

  ∫  

  نوشتن دوجمله معادله ديفرانسيل در قالب مشتق يك حاصلضرب ) ۳
گيري از معادله بازنويسي شده،  ا به صورت مشتق حاصلضرب دو عبارت نوشته و با انتگرالتوان دوجمله يك معادله ديفرانسيل ر گاهي مي

  .مرتبه معادله را تقليل داده و حل را ادامه داد

 . جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد  : مثال

  ( ) ( )2x x y 2x 1 y 1′′ ′+ + + =) ۱  

  :توان ديد هاي كاهش مرتبه قابل حل است اما با كمي دقت مي  روش با لذا استyمعادله فاقد   : حل

  ( ){ } ( )2 2x x y 1 x x y x C
′′ ′+ = → + = +∫  

  

( )

2 2

x x 1

x c 1 1 1y y c
x 1 x x 1x x x x

+

 
′ ′= + → = + − → + ++ +   ∫  

  ( ) ( )( )y ln x 1 c ln x ln x 1 K= + + − + +  
  2 2y y 2y y x′′ ′+ =) ۲  

  :شود با كمي دقت ملاحظه مي  : حل

  ( )
2

2 2 xy y x y y c
2

′′ ′= → = +∫  

  
2 3

2 3x 1 xy d y c dx y c x K
2 3 6

 
= + → = + +  

  ∫  

  صدق كردن تفاضل دو جواب يك معادله ديفرانسيل خطي غيرهمگن در معادله همگن متناظر ) ۴
1چنانچه  2y , yدو جواب معادله ديفرانسيل خطي غيرهمگن زير باشند :  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 1a x y b x y ... c x y R x−+ + + =  
1آنگاه  2y y−كند گن زير صدق مي در معادله ديفرانسيل هم.  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 1a x y b x y ... c x y 0−+ + + =  
1ترين بيان  و به تعبيري كلي 2y y−همان جواب عمومي معادله ديفرانسيل همگن اخير خواهد بود ،.  



  ۴۹  معادلات ديفرانسيل

)معادله ديفرانسيل   : مثال )2 y y 3y R x′′ ′+ − 1 داراي دو جواب = 2y , y1طوري كه  به. باشد  مي 2
x
lim y , y 0
→ ∞

 است =

)ترين بيان كلي )1 2y y−چگونه است؟  

)ترين بيان  كلي  : حل )1 2y y−همان جواب عمومي معادله همگن متناظر است .  
  :معادله مشخصه

  2 32 3 0 1 ,
2

λ + λ − = ⇒ λ = −  

  :يعني

  
3 x

x 2
1 2y y Ce K e

−
− = +  

  :طبق فرضچون 
  ( )1 2 1 2

x x
lim y , y 0 lim y y 0
→ ∞ → ∞

= → − =  

Cطلبد كه  اين مي   : پس ،=0

  
3 x
2

1 2y y K e
−

− =  

smart
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۵۰  

  :تعريف
) عادي براي معادله ديفرانسيل نقطه را يك 0xنقطه  ) ( )y P x y Q x y 0′′ ′+ + گويند هرگاه توابع   مي=

( ) ( )P x , Q x 0 در نقطهxباشند و به تعبيري تقريباً متناظر هرگاه ي تحليل ( )Q x و ( )P x 0 در نقطهx داراي حد 
  . باشند

) يك نقطه غيرعادي معادله باشد ولي توابع 0xاگر  ) ( )
2

0x x Q x− و ( ) ( )0x x P x− 0 درxي حد باشند  دارا

  .گويند  را يك نقطه غيرعادي از نوع نامنظم مي0x را يك نقطه غيرعادي از نوع منظم گفته و در غير اين صورت 0xآنگاه 

)معادله ديفرانسيل   : مثال ) ( )3xe 1 y 4 x y cos x 1 y 0′′ ′− − + − xنقطه .  مفروض است= اي براي اين معادله   چگونه نقطه=0

 ديفرانسيل است؟

) را ′′yاگر ضريب   : حل   : كنيم داريم1(

  ( ) ( )3x 3x
4 x cos x 1P x Q x

e 1 e 1
−

= − =
− −

  

  HOP
3x 3xx 0 x 0

4 x 0 4 4lim lim
0 3e 1 3 e→ →

− − −
= → =

−
  

  H0P
3 x 3xx 0 x 0

cos x 1 0 sin xlim lim 0
0e 1 3 e→ →

− −
= → =

−
  

xپس    .استمذكور  براي معادله ديفرانسيل  نقطه عادي=0

  يك قضيه
 داراي بسط تيلور بوده و به فرم 0x يك نقطه عادي معادله مذكور باشد جواب معادله حول 0xاگر 

( ) n
n 0

n 0

y a x x
∞

=

= كه در آن شود   نوشته مي∑−
( ) ( )n

0
n

f x
a

n!
و شعاع همگرايي  ضرايب جملات سري فوريه بوده =

  .هاي معادله اعم از حقيقي و مختلط خواهد بود  تا تمامي تكين0x فاصله minاين جواب برابر 

معادله ديفرانسيل   : مثال
( ) ( )

xy e y 2 y 0
y 0 1 , y 0 2

 ′′ ′− + =


′= =
 . را بيابيد3xين معادله ضريب جمله در بسط مك لوران جواب ا.  مفروض است

nصورت   بهبسط مك لوران جواب  : حل
n

n 0

y a x
∞

=

=   :باشد كه در آن  مي∑

  ( )
0

y 0 1a 1
0! 0!

= = =  

  ( )
1

y 0 2a 2
1! 1!
′

= = =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 0 0
2

y 0
y 0 e y 0 2 y 0 0 y 0 0 a 0

2!
= ′′

′′ ′ ′′→ − + = → = → = =  
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۵۱  

xگيريم و در  از معادله مشتق مي   : داريم=0

( ) ( )x 0x x 0y e y e y 2 y 0 y 0 e y 0=′′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′− − + = → − ( )0

2
e y 0′′− ( )

0
2 y 0′+ ( )

2
0 y 0 2′′′= → = −  

  ( )
3

y 0 1a
3! 3

′′′ −
→ = =  

  :پس در حقيقت داريم

  2 31y 1 2 x 0 x x ...
3

= + + − +  

)معادله ديفرانسيل   : مثال )2
2

1 1x 1 y y y 0
x 2x 2 x 5

′′ ′+ + + =
++ +

چنانچه جواب اين معادله را به صورت سري . مفروض است 

)تواني و به فرم  ) n
n

n 0

y a x 2
∞

=

=   بنويسيم، شعاع همگرايي اين جواب چقدر است؟∑−

   : حل

  

2

2

x 1 0 x i

x 2 x 5 0 x 1 2i
x 2 0 x 2

 + = → = ±
 + + = → = − ±
 + = → = −

   نقاط تكين معادله

0xما بسط جواب را حول نقطه    .خواهيم  مي=2

5  تا نقاط تكين 0xفاصله  , 13 ,   .باشد  مي4

min   شعاع همگرايي=  اعداد فوق =5
  ) نشان داده شده×نقاط تكين با (

  

yمعادله ديفرانسيل   : مثال x y 0′′ − n مفروض است اگر جواب اين معادله ديفرانسيل را به صورت =
n

n 0

y a x
∞

=

=  بنويسيم، رابطه ∑

 . ها را بيابيدnaتي مربوط به بازگش

   : حل

  ( )n n 1 n 2
n n n

n 0 n 1 n 2

y a x y n a x y n n 1 a x
∞ ∞ ∞

− −

= = =

′ ′′= → = → = −∑ ∑ ∑  

  :با جايگذاري در معادله داريم

 ( ) ( )n 2 n n 2 n 1
n n n n

n 2 n 0 n 2 n 0

n n 1 a x x a x 0 n n 1 a x a x 0
∞ ∞ ∞ ∞

− − +

= = = =

− − = ⇒ − − =∑ ∑ ∑ ∑  

  .ها يكسان شود∑ در همه xكنيم كه توان  كاري مي

  ( ) n 2 N 2
n N 3

n 2 N 3

n n 1 a x a x 0
∞ ∞

− −
−

= =

→ − − =∑ ∑  
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۵۲  

  .نويسيم  مي∑شان يكسان شود و سپس همه را در يك  كنيم حد پايين همه ها كاري مي∑با بسط چند جمله اول از بعضي 

  
  متحد با صفر

→  
( ) ( ) ( )( )0 n 2

2 n n 3
n 3

2 1 a x n n 1 a a x 0
∞

−
−

=

+ − − =∑  

  2 22 a 0 a 0= → =  

  :رابطه بازگشتي

  ( ) ( )
n 3

n n 3 n
a

n 3 : n n 1 a a 0 a
n n 1

−
−∀ ≥ − − = → =

−
  

  :يعني

  20 1
3 4 5

aa a
a , a , a

6 12
= = =

0

3
6

a
, a , ...

20 30
=  

  :جواب عمومي
  2 3 4 5

0 1 2 3 4 5y a a x a x a x a x a x ...= + + + + + +  
  بسط مك لورن پايه جواب اول  

  3 6 4
0 1

1 1 1y a 1 x x ... a x x ...
6 180 12

   = + + + + + +   
   




    

  بسط مك لورن پايه جواب دوم  
  بينيوسروروش ف

   يك نقطه غيرعادي از نوع منظم معادله باشد، و0xاگر 

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
0 0

x x x x
lim x x P x A lim x x Q x B
→ →

− = − =  

)معادله مشخصه  )2r A 1 r B 0+ − + 1هاي    را حل و ريشه= 2r r>هاي جواب عبارتند از كنيم، در اين صورت پايه  آن را پيدا مي:  

  ( ) ( ) ( )1 2n r n r
1 n 0 2 1 0 n 0

n 0 n 0

y a x x , y K y ln x x b x x
∞ ∞

+ +

= =

= − = − + −∑ ∑  

1اگر  2r r− عددي صحيح نباشد K   .شود  مي=0

1اگر  2r r 0− = ،K   .شود  مي=1
1اگر  2r r− عددي صحيح باشد Kشود  در ضمن حل مساله پيدا مي.  

)دله ديفرانسيل معا  : مثال ) ( )2x y 3 x 4 y 2 x 1 y 0′′ ′+ + + − هاي جواب اين معادله ديفرانسيل به  ساختار پايه.  مفروض است=

xصورت سري حول نقطه    چگونه خواهد بود؟=0

    : حل

  ( ) ( )
23 x 4 2 x 1P x , Q x
x x

+ −
= =  

  



  معادلات ديفرانسيل

 

۵۳  

xبديهي است در    :از نوع منظم زيرا نقطه غيرعادي است البته =0

  ( ) ( )2
x 0 x 0
lim x P x lim 3 x 4 4 A
→ →

= + = =  

  ( ) ( )2
x 0 x 0
lim x Q x lim x 2 x 1 0 B
→ →

= − = =  

  .معادله مشخصه طبق روش فروبينيوس چنين است

  ( )2r A 1 r B 0+ − + =  

  2r 3r 0 r 0 , 3+ = → = −  
rو ريشه بزرگتر چون تفاضل دو ريشه عدد صحيح شده    : پس است=0

  n 0
1 n

n 0

y a x
∞

+

=

= ∑  

  n 3
2 1 n

n 0

y K y ln x b x
∞

−

=

= + ∑  

  معادله ديفرانسيل لژاندر
)يك معادله لژاندر به صورت  ) ( )21 x y 2 x y m m 1 y 0′′ ′− − + + xشود و نقطه   نوشته مي= .  آن يك نقطه عادي استي برا=0

)m ست انا منفي عدد ثابت(  

xچنانچه جواب معادله را به فرم يك سري تواني حول  n بنويسيم، =0
n

n 0

y a x
∞

=

= بوده، كه در  ساختار قابل قبول براي جواب ∑

  :چنين خواهد شد، جواب عمومي نهايت

   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 4
0

3 5
1

m m 1 m 2 m m 1 m 3
y C 1 x x ...

2! 4!

m 1 m 2 m 3 m 1 m 2 m 4
C x x x ...

3! 5!

+ − + + 
= − + − + + 

 
− + − − + + 

− + − + 
 

  

Rو شعاع همگرائي اين جواب    .باشد  مي=1
  :آنچه اهميت دارد اين است كه

شود كه   تبديل ميmاي درجه   زوج باشد، پايه جواب اول از فرم سري تواني نامتناهي خارج شده و به يك چند جملهmوقتي 
  . استxهاي زوج  فقط شامل توان

شود كه   تبديل ميmاي درجه   فرد باشد، پايه جواب دوم از فرم سري تواني نامتناهي خارج شده و به يك چند جملهmوقتي 
  . استxهاي فرد  فقط شامل توان

 خواهد شد و چنانچه mاي درجه  هاي جواب معادله لژاندر، يك چند جمله ، يكي از پايهmنفي لذا در كل براي هر عدد صحيح نام
xها را در اعداد ثابتي ضرب كنيم تا به ازاء  آن )هاي لژاندر گفته و با  اي ها چند جمله ند، به آن داشته باش1 حاصلي برابر =1 )mP x 

  .دهيم نمايش مي
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 معادلات ديفرانسيل

 

۵۴  

  :اند هاي لژاندر از رابطه زير قابل حصول اي چند جمله

  ( ) ( )
m m2

m m m
1 dP x x 1

2 m! dx
= −  

  :مثلاً داريم

  ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2

1P x 1 P x x P x 3x 1
2

= = = −  

)بديهي است،  )2KP x2ي زوج و  توابعK 1P   :توان نشان داد باشند مي  فرد ميي توابع+
  اگر

  اگر
( ) ( )

1

n m
1

0 m n
P x P x dx 2 m n

2m 1−

≠
=  = +

∫  

  .هاي لژاندر موسوم است اي كه به خاصيت تعامد چند جمله
    مثلاً معادله ديفرانسيل

  ( )21 x y 2 x y 72 y 0′′ ′− − + =  

mيک معادله لژندار است به ازاء  و .  استxهاي فرد   جواب يك سري تواني نامتناهي است كه فقط شامل توانهاي يكي از پايه لذا =8
)اي درجه هشتم  يك چند جملهديگر پايه جواب  )( )8P x هاي زوج  است كه فقط شامل توانxست ا.  

 هاي زير چيست؟ حاصل انتگرال  : مثال

  ( )
1
3 2

31
3

I sin x . P x dx
−

= ∫) ۱  

2sin  : حل xتابعي زوج است .  
( )3P xتابعي فرد است .  

( )2
3sin x . P x 1 تابعي فرد و انتگرال آن در بازه متقارن 1,

3 3
 −  

  . صفر خواهد بود

  ( )2
4

0
I P cos x sin x dx

π

= ∫) ۲  

cosبا تغيير متغير   : حل x t=داريم :  

  sin x dx dt− =  
  x 0 t 1= → =  

  x t 1= π → = −  
  :آيد دست مي به

  ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 2
4 4

1 1

2 2I P t d t P t dt
2 4 1 9

−

−
= − = = =

+∫ ∫  
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۵۵  

  معادله ديفرانسيل بسل
)رت يك معادله بسل به صو )2 2 2x y x y x y 0′′ ′+ + − ν xشود و نقطه   نوشته مي= .  براي آن يك نقطه غيرعادي منظم است=0

)ν استنا منفي عدد ثابت (  

xچنانچه جواب معادله را به فرم يك سري تواني حول  n بنويسيم، =0 r
n

n 0

y a x
∞

+

=

=  ساختار قابل قبول براي جواب بوده و ∑

r = ± νدست خواهد آمد  به.  
  :  بتواند به عنوان جواب عمومي مطرح شود به صورت زير خواهد بودνجوابي كه براي همه مقادير 

  ( ) ( )1 2y C J x C Y xν ν= +  
( )J xν تابع بسل نوع اول از مرتبه ν  
( )Y xν تابع بسل نوع دوم از مرتبه ν  

  ( ) ( )
( )

m
2m

2m
m 0

1
J x x x

2 m! m 1

∞
ν

ν + ν
=

−
=

Γ ν + +∑  

  ( ) ( ) ( )( )1Y x J x cos J x 0 , 1 , 2 , ...
sinν ν −ν= ν π − ν ≠

νπ
  

  
  n 0 , 1 , ) عبارت فوق =... )n

n
Y x lim

ν →
=  

  :به خاطر داشته باشيد
۱ (  

)  اگر ) ( ) ( )N J x 1 J xν
− ν νν ∈ = −  

( )J xν و ( )J x− νهاي جواب معادله بسل انتخاب شوند توانند به عنوان پايه  مستقل خطي بوده و مي.     Nν   اگر  ∌




  

۲ (  

  ( ) ( )1x J x dx x J x Cν ν
ν − ν= +∫  

  ( ) ( )1x J x dx x J x C− ν − ν
ν + ν= − +∫  

xنوع اول در توابع بسل  )۳ x كراندار و توابع بسل نوع دوم در =0 xكرانند و هر دو براي   بي=0 → + ني به صفر  به صورت نوسا∞
  .كنند ميل مي

) در معادله ديفرانسيل )۴ ) ( )2 2 2 r 2x y 2k 1 x y m x n y 0′′ ′+ + + + k كه در آن = , m , n , r اعداد ثابتي هستند با فرض 
2 2s k n=   : جواب عمومي چنين خواهد شد−

  
r r

k
1 s 2 s

r r

m x m xy x c J c Y
r r

−
    
 = +           

  

) معادله ديفرانسيل )۵ )2 2 2x y x y x 0′′ ′+ + − − ν گويند و جواب آن را به جاي   را معادله بسل اصلاح شده مي=
( ) ( )1 2y c J i x c Y i xν ν= ) به صورت + ) ( )1 2y c I x c K xν ν=   .دهند  نمايش مي+
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۵۶  

 . جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را بيابيد  : مثال
  ( )29 x y 27 x y x 4 y 0′′ ′+ + − =) ۱  

2  :نويسيم مي  : حل x 4x y 3x y y 0
9 9

 ′′ ′+ + − = 
 

  

  

2

2 2

2

2k 1 3 k 1
1 1m m
9 3 13

s k n1 32 r 1 r
2

4n
9

+ = → = 

= → =
 = − =

= → = 

= − 

  

  :لذا داريم

  

1 1
2 2

1
1 22 13 2 13

3 3

1 1x x
3 3y x C J C Y

1 1
2 2

−

    
    
    = +    
            

  

  x y y 9y′′ ′+ =) ۲  
2x  :نويسيم مي  : حل y x y 9 x y 0′′ ′+ − =  

  
2

2 2

2

2k 1 1 k 0

m 9 m 3i
s k n 012 r 1 r

2
n 0

+ = → = 


= − → =  = − =
= → = 


= 

  

  ( )
( )

( )
( )0 0

1 1
2 2

0
1 0 2 0 1 0 2 0

1 1
I 6 x K 6 x2 2

3 i x 3 i xy x C J C Y C J 6 i x C Y 6 i x
1 1
2 2

−

    
    
 = + = +   
            

 
  

     
  توابع بسل اصلاح شده  

  :اين نوع مسائلدر   :توجه
)Y , Jآيند با يك انديس و آرگومان  با هم مي(  
)K , Iآيند با يك انديس و آرگومان  با هم مي(  

  : زير مطلوب است محاسبه انتگرال  : مثال
  ( )4

1 1I x J x dx= ∫  

)  : حل ) ( )4 2 2
1 1

u dv

x J x dx x .x .J x .dx=∫ ∫  

   : خواهيم داشتبا اعمال روش جز به جز

( ) ( ) ( )

2

2 22
1 21

du 2xx u
v x J x dx v x J xx J x .dx dv

= = →  = → ==   ∫
 

( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3
1 2 2 1 2 3I u.v v.du x J x 2x J x I x J x 2x J x c= − = − → = − +∫ ∫  
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