
٣ ف��ص��ل

م��ت��غ��ی��ره چ��ن��د ت��واب��ع

ت��ش��ری��ح��ی ت��م��ری��ن��ات ٣-١

�ه �ت� �وس� �ی� پ� �دأٔ �ب� م� در f(x, y) =
{

xy
x۲+y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰)
۰ (x, y) = (۰, ۰)

�ع �اب� ت� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� .١

ن��ی��س��ت.

خ��ط��ی ه��ر ط��ول در f(x, y) =
{

x۲y
x۴+y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰)
۰ (x, y) = (۰, ۰)

ت��اب��ع ده��ی��د ن��ش��ان .٢

ن��ی��س��ت. ح��د دارای (۰, ۰) در ک��ل در ول��ی اس��ت ح��د دارای م��ب��دأٔ در

ب��اش��د. g(x, y, z) = f(xyz) ت��اب��ع و پ��ذی��ر م��ش��ت��ق ب��ار س��ه f ح��ق��ی��ق��ی ت��اب��ع ک��ن��ی��د ف��رض .٣
f ′(۱) = ۱ ک��ه ص��ورت��ی در gxz(۱, ۱, ۱) = ∂۲g

∂x∂z (۱, ۱, ۱) �ب��ۀ م��ح��اس� اس��ت �ل��وب م��ط� ال��ف)
.f ′′(۱) = −۱ و

�ت دس� �ه ب� (۱, ۱, ۱) �ۀ �ط� �ق� ن� در را g(x, y, z) = k �ۀ روی� �ر ب� �اس �م� م� �ۀ �ح� �ف� ص� �ۀ �ادل� �ع� م� ب)
آوری��د.

اس��ت، م��ف��روض f(x, y) =
{

y cosx y ≥ ۰
x+ y y < ۰

ت��اب��ع .۴

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأٔ در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
ک��ن��ی��د. ب��ررس��ی م��ب��دأٔ در را f پ��ذی��ری م��ش��ت��ق ب)

ک��ن��ی��د ف��رض .۵



٢٠

f(x, y) =

{
xy x۲−y۲

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)

.fxy(۰, ۰) م��ط��ل��وب��س��ت

�ردار ب� �ت �ه� ج� در و (۱, ۱) �ۀ �ط� �ق� ن� در را f(x, y) = esin(x−y) �ع �اب� ت� �ی �ت� �ه� ج� �ق �ت� �ش� م� .۶
اس��ت؟ ج��ه��ت��ی چ��ه در (۱, ۱) در ت��اب��ع اف��زای��ش م��ی��زان ک��ث��ر ح��دا ب��ی��ای��د. −→a = ۸−→i − ۵−→j

اس��ت: م��ف��روض زی��ر ض��اب��ط��ۀ ب��ا f ت��اب��ع .٧

f(x) =


sinx y ⩽ x۲

−y sinx y > x۲

ک��ن��ی��د. ب��ح��ث P = (۰, ۰) ن��ق��ط��ۀ در f پ��ذی��ری م��ش��ت��ق خ��ص��وص در

sin(x + z) + sin(y + z) = ۰ �ۀ �ادل� �ع� م� �ط �وس� ت� �ی �ن� �م� ض� �ور �ط� ب� z = f(x, y) �ع �اب� ت� .٨
: ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان اس��ت. ش��ده ت��ع��ری��ف

∂z

∂x
+

∂z

∂y
= −۱

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) = y۲ − x۲ ض��اب��ط��ۀ ب��ا f ت��اب��ع .٩
.f ن��م��ای��ش س��ط��ح ت��وص��ی��ف اس��ت م��ط��ل��وب ال��ف)

س��ط��ح ای��ن روی C :


x(t) = sin t

y(t) = cos t ۰ ≤ t ≤ ۲π
z(t) = cos ۲t

م��ن��ح��ن��ی ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب)

دارد. ق��رار
�اط �ق� ن� �ن ای� در �ی �ن� �ح� �ن� م� �ر ب� �اس �م� م� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ن �ی� �ی� �ع� ت� را C �ن��ی �ح� �ن� م� از �ی �اط� �ق� ن� �ا ی� �ه �ط� �ق� ن� ج)

ب��اش��د. ف��وق س��ط��ح روی ب��ر ت��م��ام��اً

اس��ت، م��ف��روض f(x, y) = x۲ + ۲y۲ − ۴y ت��اب��ع .١٠
�ه �ط� �ق� ن� در z = f(x, y) �ط �وس� ت� �ده ش� �ص �خ� �ش� م� �ۀ روی� �ر ب� �اس �م� م� �ۀ �ح� �ف� ص� �ۀ �ادل� �ع� م� �ف) ال�

ب��ن��وی��س��ی��د. را آن ب��ر واق��ع (۱, ۱,−۱)
دس��ت ب��ه D = {x۲ + y۲ ≤ ۴} ن��اح��ی��ۀ روی را f ت��اب��ع م��ط��ل��ق م��ی��ن��ی��م��م و ک��زی��م��م م��ا ب)



٢١ م��ت��غ��ی��ره چ��ن��د ت��واب��ع

ی��د. آور
آورده، دس��ت ب��ه را f(x, y) = ۳x۳ + y۲ − ۹x+ ۴y ت��اب��ع ن��س��ب��ی ک��س��ت��رم��م�ه��ای ا ج)

ک��ن��ی��د. م��ع��ی��ن را آن��ه��ا ن��وع دوم م��ش��ت��ق آزم��ون از اس��ت��ف��اده ب��ا

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

۱
x sin(xy) x ̸= ۰

y x = ۰
ت��اب��ع .١١

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأٔ در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
.∂f∂y ,

∂f
∂x م��ح��اس��ب��ه م��ط��ل��وب��س��ت ب)

ک��ن��ی��د. ب��ررس��ی م��ب��دأٔ در را f م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ج)

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

x sin(xy)
x۲+y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰)
۰ (x, y) = (۰, ۰)

ت��اب��ع .١٢

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأٔ در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
�ۀ �ک� ی� �ردار ب� �ت �ه� ج� در �دأ �ب� م� در f �ی �زئ� ج� �ق �ت� �ش� م� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ت اس� �وب �ل� �ط� م� ب)

.(a۲ + b۲ = ۱) v = a
−→
i + b

−→
j

م��ی�گ��ی��ری��د؟ ن��ت��ی��ج��ه�ای چ��ه .∇f(۰, ۰) · v ت��ع��ی��ی��ن اس��ت م��ط��ل��وب ج)
ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق م��ب��دأٔ در f ده��ی��د ن��ش��ان ت��ع��ری��ف از اس��ت��ف��اده ب��ا د)

ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض .١٣

f(x, y) =

{
x۲y+xy۲

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ت��اب��ع ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
ب��ی��اب��ی��د. را ∂f

∂y (۰, ۰) و
∂f
∂x (۰, ۰) وج��ود ص��ورت در ب)

ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق م��ب��دأٔ در f ت��اب��ع ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ج)

۲x۲ + ۳y۲ + z۲ = ۱ �ی��د ق� �ا ب� را f(x, y, z) = x۲ + y۲ + z۲ �اب��ع ت� �ای ه� �م �رم� �ت� ک��س� ا .١۴
ب��ی��اب��ی��د.

ت��ع��ری��ف ب��ا D ن��اح��ی��ۀ روی را f(x, y) =
√

x۲ + y۲ − ۱ ت��اب��ع م��ط��ل��ق ک��س��ت��رم��م��ه��ای ا .١۵

D = {(x, y) ∈ R۲ : x۲ + y۲ − ۴x+ ۳ ⩽ ۰}

ک��ن��ی��د. پ��ی��دا



٢٢

در f(x, y, z) = x۲ − ۲x+ y۲ − ۲ �ع �اب� ت� �م �رم� �ت� �س� ک� ا �ر �ادی� �ق� م� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ت اس� �وب �ل� �ط� م� .١۶
D = {(x, y);x۲ + y۲ ≤ ۴} ن��اح��ی��ۀ

x۲+y۲+z۲ = ۳a۲, a > ش��رط۰ ب��ا را f(x, y, z) = x+y+z ت��اب��ع م��ق��دار ک��زی��م��م م��ا .١٧
ب��گ��ی��ری��د: ن��ت��ی��ج��ه آن از اس��ت��ف��اه ب��ا و ی��د آور دس��ت ب��ه

x+ y + z ≤
√

۳(x۲ + y۲ + z۲)

ب��ر ک��ام��لا و م��ی�گ��ذرن��د P = (۲, ۰, ۰) ن��ق��ط��ۀ از ک��ه ک��ن��ی��د م��ش��خ��ص را خ��ط��وط��ی ک��ل��ی��ۀ م��ع��ادل��ۀ .١٨
م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار ۹x۲ + ۴y۲ − ۳۶z۲ = ۳۶ روی��ۀ

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

(x+ y) sin(x
۲−y۲

x۲+y۲
) (x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
ت��اب��ع .١٩

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
ن��ی��س��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ق��ط��ه ای��ن در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب)

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

x sin( x۲+y۲

۱+x۲+y۲
) |x| < |y|

y |y| ≤ |x|
ت��اب��ع .٢٠

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) ن��ق��ط��ۀ در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
آوری��د. ب��دس��ت را fy(۰, ۰) و fx(۰, ۰) ب)

چ��را؟ اس��ت؟ پ��ذی��ر م��ش��ت��ق (۰, ۰) در f آی��ا ج)

x۲ + y۲ + z۲ = ۱ ک��رۀ روی ب��ر را detA ک��زی��م��م م��ا A =

(
x y

y z

)
م��ات��ری��س ب��رای .٢١

آوری��د. دس��ت ب��ه

ک��س��ت��رم��م��ه��ای ا ث��اب��ت). a > ۰) D = {(x, y) ∈ R۲ | x
۲
۳ + y

۲
۳ ≤ a

۲
۳ } ک��ن��ی��د ف��رض .٢٢

آوری��د. ب��دس��ت D ک��ران��دار و ب��س��ت��ه ن��اح��ی��ۀ روی ب��ر را f(x, y) = a
۱
۳ (xy)

۲
۳ ت��اب��ع م��ط��ل��ق

و z �ور �ح� م� �ول ح� x۲ − z۲ = ۱ �ی �ول� �ذل� ه� دوران از �ل �اص� ح� �ۀ روی� S �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢٣
�ای �رداره� ب� �ا ب� P از �ده �ذرن� گ� �وط �ط� خ� l۱, l۲ �ر گ� ا �د. �اش� ب� S روی �ه�ای �ط� �ق� ن� P = (۱, ۱, ۱)

م��ی�ب��اش��ن��د.) ی��ک��ه v۱, v۲ ) v۱.v۲ م��ق��دار اس��ت م��ط��ل��وب ب��اش��ن��د، v۱, v۲ ه��ادی

۴ ث��اب��ت ع��دد آن��ه��ا م��رب��ع��ات م��ج��م��وع ک��ه ک��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن چ��ن��ان را z و y ،x م��ث��ب��ت ع��دد س��ه .٢۴
ش��ود. م��ی��ن��ی��م��م ۲x+ y + ۲z ع��ب��ارت م��ق��دار آن��ه��ا ب��رای و ب��اش��د



٢٣ م��ت��غ��ی��ره چ��ن��د ت��واب��ع

ک��ه ک��ن��ی��د ف��رض .٢۵

f(x, y) =

{
sinπxy
x۲+y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰)
۰ (x, y) = (۰, ۰)

اس��ت؟ م��وج��ود ج��ه��ات��ی چ��ه در م��ب��دأ در f س��وی��ی م��ش��ت��ق��ات ال��ف)
ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق م��ب��دأٔ در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ب)

�ر ب� �ع واق� P = (۱, ۱, ۰) �ۀ �ط� �ق� ن� در را z = f(x, y) �ۀ روی� �ر ب� �اس �م� م� �ۀ �ح� �ف� ص� �ۀ �ادل� �ع� م� ج)
ک��ن��ی��د. پ��ی��دا روی��ه ای��ن

اس��ت. م��ف��روض y = e−x۲ م��ع��ادل��ۀ ب��ه C خ��م .٢۶
آوری��د. دس��ت ب��ه p۰ = (۰, ۱) ن��ق��ط��ۀ در را C ب��ر ق��ائ��م و ی��ک��ان��ی م��م��اس ب��رداره��ای ال��ف)

ن��م��ائ��ی��د. م��ش��خ��ص p۰ در را ف��وق خ��م ب��وس��ان دای��رۀ م��ع��ادل��ۀ ب)
ک��ن��ی��د. رس��م را y = e−(x۲+z۲) م��ع��ادل��ۀ ب��ه S روی��ۀ ج)

آوری��د. دس��ت ب��ه را (۰, ۱, ۰) ن��ق��ط��ۀ در S ب��ر م��م��اس ص��ف��ح��ۀ م��ع��ادل��ۀ د)

ک��ن��ی��د ف��رض .٢٧

f(x, y) =


۴− x۲ − y۲ x > ۰

۴− ۲x− ۲y x ⩽ ۰

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
ک��ن��ی��د. ب��ررس��ی را fy(۰, ۰) و fx(۰, ۰) وج��ود ب)

اس��ت؟ پ��ذی��ر م��ش��ت��ق (۰, ۰) در f آی��ا ج)
چ��را؟ دارد؟ وج��ود υ =

√
۲
۲ (

−→
i ,

−→
j ) س��وی در (۰, ۰) در f س��وئ��ی م��ش��ت��ق آی��ا د)

اس��ت. م��ف��روض y = x۲+z۲

۱+x۲+z۲
م��ع��ادل��ۀ ب��ه S روی��ۀ .٢٨

روی (ب��ر y = k ص��ف��ح��ۀ ب��ا S روی��ۀ ب��رخ��ورد از ح��اص��ل م��ن��ح��ن��ی ت��ع��ی��ی��ن م��ط��ل��وب��س��ت ال��ف)
ک��ن��ی��د.) ب��ح��ث k م��خ��ت��ل��ف م��ق��ادی��ر

�د �ول� م� �ای �ی�ه� �ن� �ح� �ن� م� از �ی �ک� ی� و دوران �ور �ح� م� �وده، ب� دوار �ۀ روی� ی��ک S �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �اب��ت ث� ب)
ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن آن��را

اس��ت: زی��ر ض��اب��ط��ۀ ب��ا ت��اب��ع��ی f ک��ن��ی��د ف��رض .٢٩



٢۴

f(x, y) =


xy sin( ۱

x۲+y۲
) x+ y > ۰

x۲ x+ y ⩽ ۰

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأ در f ک��ن��ی��د ث��اب��ت ال��ف)
ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن وج��ود ص��ورت در را ∂f

∂y (۰, ۰) و
∂f
∂x (۰, ۰) م��ق��ادی��ر ب)

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

x۳+y۳

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
ت��اب��ع .٣٠

ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأٔ در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
را −→ν = α

−→
i + β

−→
j ی��ک��ۀ ب��ردار س��وی در و �ت��ص��ات م��خ� �ب��دأٔ م� در f س��وئ��ی �ت��ق م��ش� ب)

ث��اب��ت) α, β ∈ R).ن��م��ای��ی��د ت��ع��ی��ی��ن

آن س��وی در و م��ب��دأٔ در f س��وئ��ی م��ش��ت��ق ک��ه ک��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن گ��ون��ه�ای ب��ه را −→ν ی��ک��ۀ ب��ردار ج)
ب��اش��د. داش��ت��ه را م��م��ک��ن م��ق��دار ب��ی��ش��ت��ری��ن

�ر ب� �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� z و �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� f : R۲ → R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣١
�د. �اش� ب� �ده ش� داده f( xy

x۲+y۲
, z) = ۰ �ۀ �ادل� �ع� م� �ط �وس� ت� �ی �ن� �م� ض� �ورت ص� �ه ب� y و x �ب �س� ح�

ک��ن��د: م��ی ص��دق زی��ر م��ع��ادل��ۀ در z ک��ه ک��ن��ی��د ث��اب��ت

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= ۰.

اس��ت. م��ف��روض xoz ص��ف��حۀ در x۲ − z۲ = ۱ ه��ذل��ول��ی .٣٢
xه��ا. م��ج��ور ح��ول ف��وق م��ن��ح��ن��ی دوران از ح��اص��ل رویۀ م��ع��ادلۀ اس��ت م��ط��ل��وب ال��ف)

وج��ود راس��ت خ��ط دو دق��ی��ق��ا ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ف��وق رویۀ ب��ر واق��ع (۱, ۱, ۱) ن��ق��طۀ ب��رای ب)
ان��د. گ��رف��ت��ه ق��رار ف��وق رویۀ ب��ر ک��ام��لا و گ��ذش��ت��ه ن��ق��ط��ه ای��ن از ک��ه داش��ت��ه

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

x
y sin y y ̸= ۰
x y = ۰

ت��اب��ع .٣٣

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
ص��ف��ح��ه. ن��ق��اط ت��م��ام در f ج��زئ��ی م��ش��ت��ق��ات ض��اب��ط��ۀ ت��ع��ی��ی��ن اس��ت م��ط��ل��وب ب)

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) =
{

x۳+y۳

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
ت��اب��ع .٣۴



٢۵ م��ت��غ��ی��ره چ��ن��د ت��واب��ع

ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق م��ب��دأ در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن −→u ی��ک��ۀ ب��ردار س��وی در و م��ب��دأ در را f س��وئ��ی م��ش��ت��ق ب)

ب��ا ت��اب��ع م��ق��دار م��خ��ت��ص��ات، م��ب��دأ از ج��ه��ت آن در ح��رک��ت ب��ا ک��ه ن��م��ای��ی��د ت��ع��ی��ی��ن را ج��ه��ت��ی ج)
ن��م��ای��د. اف��زای��ش ب��ه ش��روع س��رع��ت ب��ی��ش��ت��ری��ن

x ه��ر ب��رای ی��ک��ه ط��ور ب��ه ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه دوم م��رت��ب��ه ج��زئ��ی م��ش��ت��ق��ات ب��ا ت��اب��ع��ی f ک��ن��ی��د ف��رض .٣۵
آن��گ��اه g(u, v) = f(uv, ۱

۲(u
۲ − v۲)) گ��ر ا .(∂f∂x )۲ + (∂f∂y )

۲ = ۲ ب��اش��ی��م داش��ت��ه y و
ک��ه ب��ی��اب��ی��د گ��ون��ه�ای ب��ه را α ث��اب��ت ال��ف)

α

(
(
∂g

∂u
)۲ + (

∂g

∂v
)۲
)

= u۲ + v۲.

.f دوم و اول م��رت��ب��ه ج��زئ��ی م��ش��ت��ق��ات ح��س��ب ب��ر ∂۲g
∂u∂v م��ح��اس��بۀ اس��ت م��ط��ل��وب ب)

�وط �ط� خ� �د. �ن� �روض� �ف� م� xoy �حۀ �ف� ص� در x۲ + y۲ = ۴ �رۀ دای� و P۰ = (۰, ۰,۴) �طۀ �ق� ن� .٣۶
�ن ای� �ادلۀ �ع� م� �د. �ن� ده� �ی م� �روط �خ� م� �ک ی� �ل �ی� �ک� �ش� ت� P۰ �طۀ �ق� ن� و �وق ف� �رۀ دای� �اط �ق� ن� �ر ب� �ده �ذرن� گ�

ی��د. آور دس��ت ب��ه را م��خ��روط

م��ف��روض��ن��د. ث��اب��ت) ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ی��ک m) z = my ص��ف��حۀ و x۲ + y۲ = ۱ اس��ت��وانۀ .٣٧
ب��ی��اب��ی��د. را ص��ف��ح��ه و اس��ت��وان��ه ب��رخ��ورد از ح��اص��ل C خ��م پ��ارام��ت��ری م��ع��ادلات ال��ف)

ی��د آور دس��ت ب��ه ق��س��م��ی ب��ه را m و ک��ن��ی��د ت��ع��ی��ی��ن (۱, ۰, ۰) ن��ق��طۀ در را C خ��م ان��ح��ن��ای ب)
ب��اش��د. داش��ت��ه را م��ق��دار ب��ی��ش��ت��ری��ن C م��ن��ح��ن��ی ان��ح��ن��ای ک��ه

اس��ت. م��ف��روض f(x, y) = xyexy ت��اب��ع .٣٨
اس��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق (۰, ۰) در f ده��ی��د ن��ش��ان ت��ع��ری��ف، از اس��ت��ف��اده ب��ا ال��ف)
آوری��د: دس��ت ب��ه زی��ر ک��ران��دار و ب��س��ت��ه ن��اح��یۀ روی را f ک��س��ت��رم��م�ه��ای ا ب)

{(x, y) | x۲ + y۲ ⩽ ۲}.

م��ع��ادلۀ در ک��ه y و x از پ��ذی��ر م��ش��ت��ق ت��اب��ع��ی z و اس��ت پ��ذی��ر م��ش��ت��ق ت��اب��ع��ی f ک��ن��ی��د ف��رض .٣٩
ه��س��ت��ن��د). ث��اب��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد c و b و a) ک��ن��د م��ی ص��دق f(cx− az, cy− bz) = ۰

ک��ن��ی��د: ث��اب��ت

a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= c



٢۶

�ول ح� xoy �حۀ �ف� ص� در y۲ − x۲ = ۱ �ی �ول� �ذل� ه� دوران از �ل �اص� ح� �ۀ روی� S �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴٠
ب��اش��د. yه��ا م��ح��ور

ک��ن��ی��د. رس��م آن��را و ب��ی��اب��ی��د را S م��ع��ادلۀ ال��ف)
�حۀ �ف� ص� �ا ب� S �رک �ت� �ش� م� �ل �ص� ف� �ه ک� �د �ی� �اب� �ی� ب� �وری ط� را m �رات �ی� �ی� �غ� ت� �دودۀ �ح� م� ب)

ب��اش��د. ب��ی��ض��ی ی��ک x+my = ۱

اس��ت: م��ف��روض زی��ر ض��اب��ط��ۀ ب��ا f : R۲ → R ت��اب��ع .۴١

f(x, y) =

{
sin(xy)

y y ̸= ۰
x y = ۰

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ت��اب��ع ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)
ک��ن��ی��د. ب��ررس��ی را ∂۲f

∂y∂x(۰, ۰) وج��ود ب)

ن��ی��س��ت. پ��ذی��ر م��ش��ت��ق (۰, ۰) در زی��ر ت��ع��ری��ف ب��ا f : R۲ → R ت��اب��ع ده��ی��د ن��ش��ان .۴٢

f(x, y) =

{
x |x| ⩽ |y|
−x |x| > |y|

z �ی��ر �غ� �ت� م� ،f( zx ,
z
y ) = ۰ راب��طۀ و ب��اش��د �ر پ��ذی� �ت��ق م��ش� �اب��ع��ی ت� f : R۲ → R �ی��د �ن� ک� ف��رض .۴٣

ده��ی��د ن��ش��ان ک��ن��د. م��ع��رف��ی y و x م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای از پ��ذی��ر م��ش��ت��ق ت��اب��ع��ی ع��ن��وان ب��ه را

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z.

�ح��ات �ف� ص� �ام �م� ت� �ه ک� �د �ی� ده� �ان �ش� ن� �د. �اش� ب� �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� f : R۲ → R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴۴
ک��ن��ن��د. م��ی ع��ب��ور م��خ��ت��ص��ات م��ب��دأ از z = xf(xy ,

y
x) م��ع��ادل��ه�ٔ ب��ه S س��ط��ح ب��ر م��م��اس

ب��اش��د زی��ر ت��اب��ع f : R۲ → R ک��ن��ی��د ف��رض .۴۵

f(x, y) =

{
x۲y

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)

�ۀ �ک� ی� �ردار ب� �ت �ه� ج� در و (۰, ۰) �ۀ �ط� �ق� ن� در f �ی �ت� �ه� ج� �ق �ت� �ش� م� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �ت اس� �وب �ل� �ط� م� �ف) ال�
.−→u = a

−→
i + b

−→
j
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،−→u �ه��ت ج� در �رک��ت ح� �ا ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ن �ی� �ی� �ع� ت� �وری ط� را −→u = a
−→
i + b

−→
j �ۀ �ک� ی� �ردار ب� ب)

ی��اب��د. اف��زای��ش س��رع��ت ب��ی��ش��ت��ری��ن ب��ا f ت��اب��ع م��ق��دار

ب��اش��د: زی��ر ت��ع��ری��ف ب��ا م��ت��غ��ی��رۀ دو ت��اب��ع f : R۲ → R ک��ن��ی��د ف��رض .۴۶

f(x, y) =

{
sin(xy)

y y ̸= ۰
۲x y = ۰

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را Duf(۰, ۰) س��وئ��ی م��ش��ت��ق ،−→u = a
−→
i + b

−→
j ی��ک��ۀ ب��ردار ب��رای ال��ف)

.Duf(۰, ۰) = ۱ ک��ه ب��ی��اب��ی��د را −→u = a
−→
i + b

−→
j س��وه��ای ت��م��ام ب)

آن اول م��رت��ب��ۀ ج��زئ��ی �ت��ق��ات م��ش� ک��ه ب��اش��د پ��ذی��ری م��ش��ت��ق ت��اب��ع f : R۲ → R �ن��ی��د ک� ف��رض .۴٧
از �ر �ذی� پ� �ق �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� �وان �ن� ع� �ه ب� را z ، z = f(xy , z) �ۀ �ادل� �ع� م� و �د �اش� �ب� ن� ١ �ا ب� �ر �راب� ب�

ده��ی��د ن��ش��ان ک��ن��د. م��ع��رف��ی y و x م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= ۰

f(x, y) =

 x sin(
xy

x۲ + y۲
) (x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
ض��اب��ط��ۀ ب��ا f : R۲ → R ت��اب��ع .۴٨

اس��ت. م��ف��روض
اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ک��ه ده��ی��د ن��ش��ان ال��ف)

آوری��د. ب��دس��ت را ∂f
∂y (۰, ۰) و

∂f
∂x (۰, ۰) ب)

ن��م��ای��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را u = ai+ bj ی��ک��ۀ ب��ردار س��وی در و (۰, ۰) در f س��وئ��ی م��ش��ت��ق ج)
چ��را؟ اس��ت؟ پ��ذی��ر م��ش��ت��ق (۰, ۰) در f آی��ا د)

ت��س��ت��ی ت��م��ری��ن��ات ٣-٢

۹x۲ + y۲ − ۹z۲ − ۵۴x− ۴y− ۵۴z+ ۴ = ۰ م��ع��ادل��ۀ ت��وس��ط ش��ده م��ش��خ��ص س��ط��ح .۴٩
اس��ت؟ زی��ر روی��ه�ه��ای از ک��دام��ی��ک

ب��ی��ض��ی��گ��ون ب) م��خ��روط� ال��ف)

دوپ��ارچ��ه ه��ذل��ول��ی��گ��ون د) پ��ارچ��ه ی��ک ه��ذل��ول��ی��گ��ون ج)



٢٨

a > ۰) z = a �ۀ �ح� �ف� ص� و (۰, ۰, a) �ۀ �ط� �ق� ن� از �ه ک� �ی �اط� �ق� ن� از �ل �ک� �ش� �ت� م� ٢ �ۀ درج� �ح �ط� س� .۵٠
از ع��ب��ارت��س��ت ف��اص��ل��ه�ان��د ی��ک ب��ه ث��اب��ت)

x۲ + y۲ = ۴az س��ه��م��ی��گ��ون ال��ف)

x۲ + y۲ + z۲/a۲ = ۱ ب��ی��ض��ی��گ��ون ب)

x۲ + y۲ = az۲ م��خ��روط ج)

x۲ − y۲ = az ه��ذل��ول��وی س��ه��م��ی��گ��ون د)

۱۶x۲ + ۹y۲ − ۱۶z۲ − ۳۲x− ۳۶y + ۳۶ = ۰ �ادل��ۀ �ع� م� ت��وس��ط ش��ده م��ش��خ��ص روی��ۀ .۵١
اس��ت؟ زی��ر روی��ه�ه��ای از ی��ک ک��دام

دوپ��ارچ��ه ه��ذل��ول��ی��گ��ون ب) ب��ی��ض��ی��گ��ون ال��ف)

پ��ارچ��ه ی��ک ه��ذل��ول��ی��گ��ون د) م��خ��روط ج)

اس��ت؟ روی��ه�ای ن��وع چ��ه (x− ۱)۲ + ۹(y − ۲)۲ − (z − ۳) = x۲ − ۲x+ ۵ روی��ۀ .۵٢

س��ه��م��ی��گ��ون د) م��خ��روط ج) ای اس��ت��ون��ه ب) دوار ال��ف)

م��ج��م��وع��ه�ه��ای از ک��دام��ی��ک z = bx+ ay ص��ف��ح��ۀ ب��ا z = y۲

b۲
− x۲

a۲
روی��ۀ م��ش��ت��رک ف��ص��ل .۵٣

اس��ت؟ زی��ر

ه��ذل��ول��ی ی��ک د) ب��ی��ض��ی ی��ک ج) م��ت��ق��اط��ع خ��ط دو ب) دای��ره ی��ک ال��ف)

�روض �ف� م� f(x, y) =
{

x۳−y۳

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
�ۀ �ط� �اب� ض� �ا ب� f : R۲ → R �ع �اب� ت� .۵۴

اس��ت؟ درس��ت زی��ر ه��ای گ��زی��ن��ه از ک��دام��ی��ک اس��ت.
∂f
∂x (۰, ۰) =

∂f
∂y (۰, ۰) = ۰ ب) ∂f

∂x (۰, ۰) =
∂f
∂y (۰, ۰) = ۱ ال��ف)

∂f
∂x (۰, ۰) = ۰ , ∂f

∂y (۰, ۰) = ۱ د) ∂f
∂x (۰, ۰) = ۱ , ∂f

∂y (۰, ۰) = −۱ ج)

�ۀ �ط� �ق� ن� در S �ر ب� �اس �م� م� �ۀ �ح� �ف� ص� �ت. اس� �روض �ف� م� x۲ + yz = ۲ �ۀ �ادل� �ع� م� �ه ب� S �ح �ط� س� .۵۵
اس��ت؟ ع��م��ود زی��ر ص��ف��ح��ات از ک��دام��ی��ک ب��ر (۱,−۱,−۱)

x+ y + z = ۲ ب) x− y − z = ۱ ال��ف)

x− y + z = ۰ د) −x− y + z = ۳ ج)

(۱, ۱) ن��ق��ط��ۀ از اس��ت. م��ف��روض f(x, y) = x۳ − ۳xy ض��اب��ط��ۀ ب��ا f : R۲ → R ت��اب��ع .۵۶
ب��ی��اب��د؟ ک��اه��ش س��رع��ت ب��ی��ش��ت��ری��ن ب��ا ت��اب��ع م��ق��دار ت��ا ن��م��ای��ی��م ح��رک��ت س��وئ��ی چ��ه در ص��ف��ح��ه در

u = − j د) u = − i ج) u = j(ب u = i ال��ف)
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م��ی�ک��ن��د؟ ص��دق زی��ر م��ع��ادلات از ک��دام��ی��ک در f(x, y) = xy۲ − x۲y ت��اب��ع .۵٧

x∂۲f
∂x۲ + y ∂۲f

∂y۲
= ۰ ب) ∂۲f

∂x۲ +
∂۲f
∂y۲

= ۰ ال��ف)
∂۲f
∂x۲ − ∂۲f

∂y۲
= ۰ د) y ∂۲f

∂x۲ − x∂۲f
∂y۲

= ۰ ج)

اس��ت؟ ص��ح��ی��ح گ��زی��ن��ه�ه��ا از ک��دام��ی��ک .f(x, y) = (x۲ + y۲) sin(x+ y) ک��ن��ی��د ف��رض .۵٨
∂f
∂x (۰, ۰) =

∂f
∂y (۰, ۰) = ۱ ب) ∂f

∂x (۰, ۰) =
∂f
∂y (۰, ۰) = ۰ ال��ف)

ن��دارن��د. وج��ود ∂f
∂y (۰, ۰) و

∂f
∂x (۰, ۰) د)

∂f
∂x (۰, ۰) =

∂f
∂y (۰, ۰) = −۱ ج)

اس��ت؟ ص��ح��ی��ح زی��ر گ��زی��ن��ه�ه��ای از ک��دام��ی��ک .f(x, y) = |۴− x۲ − y۲| ک��ن��ی��د ف��رض .۵٩

اس��ت. م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر (۲, ۰) ن��ق��ط��ۀ در f ال��ف)

اس��ت. ن��اپ��ی��وس��ت��ه (۲, ۰) ن��ق��ط��ۀ در f ب)

ن��ی��س��ت. م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر ام��ا اس��ت پ��ی��وس��ت��ه (۲, ۰) ن��ق��ط��ۀ در f ج)

پ��ی��وس��ت��ه�ان��د. (۲, ۰) در f ج��زئ��ی م��ش��ت��ق��ات د)

�ای �ه�ه� �ن� �زی� گ� از �ک �ی� �دام� ک� .f(x, y) =


x۴ + y۴

x۲ + y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶٠

اس��ت؟ ص��ح��ی��ح زی��ر

اس��ت. ن��اپ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ال��ف)
ن��دارد. وج��ود ∂f

∂x (۰, ۰) ب)
دارن��د. وج��ود دو ه��ر ∂f

∂y (۰, ۰) و
∂f
∂x (۰, ۰) و اس��ت پ��ی��وس��ت��ه (۰, ۰) در f ج)

�ود وج� ∂f
∂y (۰, ۰) و

∂f
∂x (۰, ۰) �ر �ادی� �ق� م� از �ک ی� �چ �ی� ه� �ی ول� �ت اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� (۰, ۰) در f د)

ن��دارن��د.

زی��ر �ه�ه��ای �ن� �زی� گ� از �ی��ک ک��دام� �ن��د. �ف��رض� م� P = (۰, ۰) �ق��ط��ۀ ن� و f(x, y) = ۱
۱+x۲+y۲

�اب��ع ت� .۶١
اس��ت؟ ص��ح��ی��ح

.df(P ) = ۰ و اس��ت م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر P در f ال��ف)

.df(P ) = dx+ dy و اس��ت م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر P در f ب)

اس��ت. پ��ی��وس��ت��ه ول��ی ن��ی��س��ت م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر P در f ج)

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه ول��ی م��ش��ت��ق�پ��ذی��راس��ت P در f د)



٣٠

�ی��ک �دام� ک� اس��ت. �روض �ف� م� f(x, y) =
{

xy sin( ۱
x۲+y۲

) (x, y) ̸= (۰, ۰)
۰ (x, y) = (۰, ۰)

�اب��ع ت� .۶٢

اس��ت؟ ص��ح��ی��ح زی��ر گ��زی��ن��ه�ه��ای از

ن��ی��س��ت. پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأ در f ال��ف)
ن��دارن��د. وج��ود ن��ق��ط��ه ای��ن در f ج��زئ��ی م��س��ت��ق��ات ول��ی اس��ت پ��ی��وس��ت��ه م��ب��دأ در f ب)

در ول��ی دارن��د وج��ود ن��ق��ط��ه ای��ن در �ی��ز ن� آن ج��زئ��ی �ت��ق��ات م��ش� ب��وده، �ت��ه �ی��وس� پ� �ب��دأ م� در f ج)
ن��ی��س��ت. م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر ن��ق��ط��ه ای��ن

اس��ت. م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر م��ب��دأ در f د)

�ر زی� �ر �ادی� �ق� م� از �ی��ک �دام� ک� �ب، �اس� �ن� م� �رۀ �ی� �غ� �ت� م� دو �ع �اب� ت� �ک ی� �ل ک� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� .۶٣
اس��ت؟ ۳√۱٫ ۱+ ۶٫ ۸ ب��رای ت��ق��ری��ب ت��ری��ن م��ن��اس��ب

۲− ۱
د)۶۰ ۲+ ۱

۶۰ ج) ۲+ ۱
ب)۱۲۰ ۲− ۱

۱۲۰ ال��ف)

ک��دام��ی��ک ب��راب��ر ∂۲w
∂x∂y (۱, ۰, ۱) م��ق��دار آن��گ��اه w(x, y, z) =

{
( ۱−x

z )e
y
z z ̸= ۰

۰ z = ۰
گ��ر ا .۶۴

اس��ت؟ زی��ر م��ق��ادی��ر از

٣ د) ٢ ج) ١ ب) ص��ف��ر ال��ف)

اس��ت؟ ک��دام ∂۲w
∂x∂y (۱, ۰, ۰) م��ق��دار w = exy ln(x+ z) ت��اب��ع ب��رای .۶۵

۱
۲ د) ٢ ج) ١ ب) ص��ف��ر ال��ف)

x ح��س��ب ب��ر ت��اب��ع��ی ع��ن��وان ب��ه z گ��ر ا اس��ت. م��ش��ت��ق��پ��ذی��ر ت��اب��ع��ی f : R → R ک��ن��ی��د ف��رض .۶۶
اس��ت؟ درس��ت گ��زی��ن��ه ک��دام ب��اش��د، ش��ده داده z = f(۲x− ۵y) م��ع��ادل��ۀ ت��وس��ط y و

۵ ∂z
∂x + ۲∂z∂y = ۰ ب) ۵ ∂z

∂x − ۲∂z∂y = ۰ ال��ف)

۲ ∂z∂x − ۵∂z
∂y = ۰ د) ۲ ∂z∂x + ۵∂z

∂y = ۰ ج)

ϕ(x۲ + z۲, xy) = ۰ �ۀ �ادل� �ع� م� در y و x از �ر �ذی� �پ� �ق� �ت� �ش� م� �ی �ع� �اب� ت� z = z(x, y) �اه �رگ� ه� .۶٧
اس��ت؟ درس��ت گ��زی��ن��ه ک��دام ک��ن��د، ص��دق

x ∂z
∂x − y ∂z

∂y = x۲(ب xz ∂z
∂x − yz ∂z

∂y = −x۲ ال��ف)
xz ∂z

∂x + yz ∂z
∂y = x۲(د z ∂z

∂x + y ∂z
∂y = x۲(ج

از ع��ب��ارت��س��ت P (۱, ۲, ۱) ن��ق��ط��ۀ در xy۲z۳ = ۴ م��ع��ادل��ۀ ب��ه S روی��ۀ ب��ر م��م��اس ص��ف��ح��ۀ .۶٨

x+ ۳y + z = ب)۳ x+ y + ۳z = ۳ ال��ف)
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x+ y + ۳z = د)۶ x+ ۳y + z = ۶ ج)

در f س��وئ��ی �ت��ق م��ش� اس��ت. �ف��روض م� f(x, y) =
{

xy۲

x۲+y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
�اب��ع ت� .۶٩

اس��ت؟ ک��دام u = αi+ βj ی��ک��ه ب��ردار س��وی در و (۰, ۰) ن��ق��ط��ۀ

αβ۲ د) α+ β ج) αβ ب) ۰ ال��ف)

ی��ک��ۀ ب��ردار ج��ه��ت در (۰, π۲ ) ن��ق��ط��ۀ در f(x, y) = sin(x۲) + ecos y ت��اب��ع س��وئ��ی م��ش��ت��ق .٧٠
اس��ت؟ ک��دام u = ai+ bj

−b د) b ج) a+ b ب) a− b ال��ف)

�ۀ �ح� �ف� ص� �ر، زی� �اط �ق� ن� از �ی��ک �دام� ک� در �ت. اس� �روض �ف� م� z = x۲ − y۲ �ۀ �ادل� �ع� م� �ه ب� S �ۀ روی� .٧١
اس��ت؟ ۲x− ۴y − z = ۰ ص��ف��ح��ۀ م��وازی S ب��ر م��م��اس

P (−۱,−۱, ۰) د) P (۱, ۲,−۳) ج) P (۲, ۱,۳) ب) P (۱, ۱, ۰) ال��ف)

�ۀ �ح� �ف� ص� �ر، زی� �اط �ق� ن� از �ی��ک �دام� ک� در �ت. اس� �روض �ف� م� z = x۲ − y۲ �ۀ �ادل� �ع� م� �ه ب� S �ۀ روی� .٧٢
اس��ت؟ x− ۲y + ۴z = ۰ ص��ف��ح��ۀ ب��ر ع��م��ود S ب��ر م��م��اس

P (−۱,−۱, ۰) د) P (۱, ۲,−۳) ج) P (۰, ۱,−۱) ب) P (۱, ۱, ۰) ال��ف)

اس��ت؟ ک��دام x۲ − yx− ۴ = ۰ م��ع��ادل��ۀ ب��ه C م��ن��ح��ن��ی ت��ا م��ب��دأ ب��ی��ن ف��اص��ل��ۀ ک��م��ت��ری��ن .٧٣

۱ د) ۲ ج) ۴ ب) ۸ ال��ف)

�ر �راب� ب� x۲ + y۲ = ۱ �رۀ دای� روی و درون f(x, y) = x۲ − y۲ �ع �اب� ت� �دار �ق� م� �ن �ری� �ت� �م� ک� .٧۴
ب��ا اس��ت

−۲ د) −۱ ج) −
√
۲
۲ ب) ص��ف��ر ال��ف)

�ر �راب� ب� x۲ + y۲ = ۱ �رۀ دای� روی و درون f(x, y) = x۲ − y۲ �اب��ع ت� �دار �ق� م� �ری��ن �ت� �ش� �ی� ب� .٧۵
اس��ت؟ زی��ر م��ق��ادی��ر از ک��دام��ی��ک

√
۲
۲ د) ۱ ج) ۱

۲ ب) ص��ف��ر ال��ف)

از �ک �ی� �دام� ک� �د. �ن� �روض� �ف� م� P (−۱, ۱) �ۀ �ط� �ق� ن� و f(x, y) = x۳ − y۳ − ۳xy �ع �اب� ت� .٧۶
اس��ت؟ درس��ت زی��ر ه��ای گ��زی��ن��ه

دارد. ن��س��ب��ی م��ی��ن��ی��م��م م��ق��دار ی��ک P در f ال��ف)

دارد. م��ط��ل��ق م��ی��ن��ی��م��م م��ق��دار ی��ک P در f ب)



٣٢

دارد. ن��س��ب��ی ک��زی��م��م م��ا م��ق��دار ی��ک P در f ج)

دارد. م��ط��ل��ق ک��زی��م��م م��ا م��ق��دار ی��ک P در f د)

اس��ت؟ f(x, y) = x۳ − ۴xy+ ۲y۲ − ۱ ت��اب��ع ب��رای زی��ن��ی ن��ق��ط��ۀ ی��ک گ��زی��ن��ه ک��دام��ی��ک .٧٧

(−۱,−۱) د) ( ۲۳ ,
۱
۳) ج) (۱, ۱) ب) (۰, ۰) ال��ف)


