
  
  
  

  مقدمه
هايي   انتخاب كردن ثابتبراي روش، اين. هايي از توابع خوش رفتار به كار گرفت توان براي يافتن تقريب روش حداقل مربعات را مي

)حداقل رساندن انتگرال مربع يك تفاضل است، مثلاً اگر بخواهيم تابع به براي  )f x كه در بازه را اي[ ],−π π داده شده با 

a bcos x csin x+ ) تقريب بزنيم، با تشكيل + ) ( )( ) 2I a ,b ,c f x a bcos x csin x dx
π

−π
= − −  aهاي   به دنبال ثابت∫−

  .اي هستيم كه انتگرال مذكور را مينيمم كندc و bو 
هاي مختلف ايده اصلي  يندي يعني تخمين يك تابع به صورت مجموعي از جملات سينوسي و كسينوسي با آرگوماناچنين فر

  .استاي برخوردار  بحث سري فوريه است كه در رياضيات كاربردي از اهميت ويژه
تركيبات خطي از سينوس و كسينوس هاي مكانيكي و الكتريكي شامل نيروهايي هستند كه به صورت   اغلب دستگاهبا وجود اينكه
هاي  تواند تحليل سيستم اند، با اين حال بيان اين نيروها به صورت مجموعي متناهي يا نامتناهي از جملات مثلثاتي، مي بيان نشده

  .كندپذير  مذكور را با سهولت بيشتري انجام

ها بسط يك تابع را به صورت مجموعي از جملات   سرياين. ايم هاي تيلور آشنا شده در درس حساب ديفرانسيل و انتگرال با سري
  .پذير باشد اي مشتق هايي آن است كه تابع تا هر مرتبه ايم كه شرط لازم براي داشتن چنين بسط دهند و البته ديده تواني ارائه مي

توان تابع را به  تر مي عموميشود، اما در شرايط بسيار  بنابراين اگر تابعي پيوسته نباشد، وجود سري تيلور براي آن منتفي مي
ها، سري فوريه است كه در آن، تابع برحسب مجموعي از  ترين اين بسط  يكي از كاربردي.صورت مجموعي از توابع ديگر نوشت

  .شود توابع اصطلاحاً متعامد نوشته مي
  .شود ه دو صورت تشريح مياگر توابع متعامد مذكور از نوع مثلثاتي باشند، ايده بيان توابع برحسب سينوس و كسينوس ب

كه  شود، درحالي اند، سري فوريه مطرح مي اند و به صورت متناوب گسترش يافته براي توابعي كه در يك فاصله متناهي تعريف شده
  .اند، انتگرال فوريه در مفهوم حدي سري فوريه قابل طرح است اي نامتناهي تعريف شده براي توابع غيرمتناوبي كه در فاصله
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  یاضی مهندسیر

هاي پيوسته است  هاي گسسته و مجموع  بين مجموعتفاوتع تفاوت عمده بين استفاده از سري فوريه و انتگرال فوريه همان درواق
  .شوند  مطرح مي∫ و Σكه به ترتيب با 

كنيم  گيريم، سپس با هر جملة آن سري چنان رفتار مي  نظر مياش را در جاي آن سري فوريه اگر تابعي متناوب در اختيار باشد، به
  .كنيم كه گويي تنها جمله موجود است و سرانجام همه آن نتايج جزئي را با هم جمع مي

ها را  اي كه آن  ازآنجاكه جملات گسسته.گيريم اش را در نظر مي جاي آن انتگرال فوريه اگر تابعي غيرمتناوب در اختيار باشد، به
كنيم كه گويي جملات  بار با قطعات بسيار كوچك نمايش پيوسته چنان رفتار مي  اينبنابراين ؛، وجود نداردببريمتك به كار  تك

  .يابيم گيري مي ها را با عمل انتگرال نهايت كوچك آن هاي بي گسسته هستند و سپس مجموع كل سهم

گردد، نقش زوج يا فرد بودن تابع در  ش نوشتن هر كدام ارائه مي و روشرحدر اين فصل شرايط وجود سري فوريه و انتگرال فوريه 
هاي  ها براي محاسبه سري محاسبه ضرايب مربوطه و نيز قضاياي ديريكله و پارسوال در دو بحث مذكور معرفي و استفاده از آن

  .گردد هاي ناسره توصيف مي نامتناهي و انتگرال
شود، خواهيم ديد بسياري از اين   و قضاياي مربوط به آن آورده ميريه توابع مهمفودر انتها ضمن تعريف تبديلات فوريه،تبديل 
شوند كه با دانستن فوريه يك تابع، انجام عملي روي آن تابع چه تغييري در تبديل  قضايا درصدد پاسخ به اين سؤال مطرح مي

  .كند اش ايجاد مي فوريه

)مثلاً خواهيم ديد تبديل فوريه توابعي مانند  )f x′ و ( )
x

f x dx
−∞∫ ،( )f x a− ،( )iaxe f x و ( )xf x چه ارتباطي با 

)تبديل فوريه  )f xدارد .  
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  سري فوريه
جا كه  از آن. های مختلف است ي از جملات سينوسي و كسينوسي با آرگومانصورت مجموع آن تابع به سري فوريه يك تابع بيان

باشند، لذا بديهي است شرط لازم براي وجود سري فوريه، متناوب  هاي خطي متناوب مي توابع سينوسي و كسينوسي با آرگومان
) مطابق تعريف. بودن تابع است )f x  را تابعي متناوب با دورهpگويند هرگاه  مي:  

  ( )
( ) ( )

f fx D x p D

f x p f x

 ∀ ∈ → + ∈


+ =
  

)كند دوره تناوب اصلي تابع  اي كه شرط فوق را ارضاء ميp بايد عددي مثبت باشد و به كوچكترين pكنيم  كه شرط مي )f x 
  .شود فته ميگ

)گوئيم  از نظر هندسي وقتي مي )f x تابعي متناوب با دوره تناوب pيعني نمودار ، است ( )y f x= در امتداد محور x ها هر
p تابع . شود متوالي تكرار ميصورت   بهواحد( )f x دورت ممكن است متناوب باشبه دو ص:  

cosتوابعي مانند : ـ تناوب ذاتي١ xα و sin xα به ازاء هر عدد حقيقي αبخودي خود متناوبند .  

)ممكن است تابع : يـ تناوب ساختگ٢ )f x كه به خودي خود متناوب 
)باشد را در فاصله محدود  نمي )a ,b  مد نظر قرار داده و فرض كنيم همين

bرفتار در بيرون بازه مذكور هر  a−  در امتداد محور واحدx ،ها تكرار شود
)در اين شرايط اصطلاحاً تابع  )f x در فاصله ( )a ,b گسترش( را توسيع (

pمتناوب با دوره تناوب  b a=  .ايم  داده−
 

)تابع  )f xذاتاً طبيعت متناوب دارد .  

  
  

)تابع  )f x در فاصله ( )0,kبا دوره تناوب صورت متناوب   مد نظر قرار گرفته و بهP k= گسترش يافته است.  

  شرايط وجود سري فوريه
)تابع  )f xه زبا  در[ ]a , bهرگاه ،شود فته مي هموار گ ( )f xو  ( )f x′تابع. در اين بازه پيوسته باشند  ( )f x در بازه [ ]a , b 
)بطوري كه  ،شود هرگاه بتوان اين بازه را به تعداد متناهي زير بازه تقسيم كرد اي هموار گفته مي تكه )f xها   در هر يك از آن

  .هموار باشد
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  یاضی مهندسیر

از نظر هندسي نمودار يك تابع هموار يك منحني هموار است كه در هيچ 
همچنين نمودار يك تابع . باشد اي از آن منحني داراي گوشه و يا تيزي نمي نقطه
  .تهاي هموار اس اي هموار، شامل تعداد متناهي از منحني تكه

)تابع  )f x در بازه [ ]a ,bاي هموار است اگرچه در نقطه   تكهx c= پيوسته 
    .باشد نمي

)تابع  )g x در بازه [ ]a ,bنقطه  در   اگرچه.اي هموار است  تكهx c= 
  .باشد پذير نمي مشتق

  

)تابع  )h x در بازه [ ]a ,bاي هموار نيست زيرا در نقطه   تكهx c= حد تابع 
  .باشد متناهي نمي

  

  هاي فوريه  قضيه ديريكله در بحث همگرائي سري
)اگر تابع  )f x در بازه [ ]L, L−اي هموار بوده و  تكه( ) ( )f x 2 L f x+  در بيرون بازه مذكور به تناوب f باشد، يعني =

  :تكرار شده باشد، سري فوريه تابع موجود است و

)الف ـ چنانچه تابع  )f x 0 در نقطهxپيوسته باشد داريم :  
  ( )0f x= 0سري فوريه تابع در نقطه مقدارx x=  

) چنانچه تابع ـب  )f x 0 در نقطهxگسسته باشد داريم :  

  
( ) ( )0 0f x f x

2

− ++
0xسري فوريه تابع در نقطه مقدار = x=  

 نقطه پيوستگی می باشد نيز صادق است، چراکه در اين نقطه حدود چپ و 0xمشاهده می شود که رابطه بالا برای حالتی که 
)راست برابر )0xf و ميانگينشان نيز بوده( )0xfخواهد بود .  

)اگر ضابطه تابعي به صورت  :تذكر )f x در بازه ( )0,h 0 داده شده باشد براي محاسبه مقدار سري فوريه تابع در نقطهx  يكي
  :شود ميمطرح دو حالت زير از 

)اگر ) الف )0x 0, h∈ حاصل مورد نظر برابر 
( ) ( )0 0f x f x

2

− ++
  . خواهد بود

)اگر ) ب )0x 0, h∈ با توجه به دوره تناوب تابع كه hباشدكافي است عددي مانند   مي( )1x 0,h∈كنيم كه  پيدا 

1 0x x kh=  و حاصل مورد نظر ) عددي صحيح استkكه در آن  (+
( ) ( )1 1f x f x

2

− ++
  . خواهد بود
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 پيوسته باشد به جاي مجموع حد چپ و راست در نقطه مورد بحث 1x يا 0x در fطبيعي است در هر دو مورد فوق اگر 
  .توان دو برابر مقدار تابع در آن نقطه را لحاظ كرد مي

، حاصل مورد نظر  باشندh يا 0 خود 1x يا 0xهمچنين اگر 
( ) ( )f 0 f h

2

+ −+
  . خواهد بود

  شرايط ديريكله
)براي آنكه تابع  )f xالبته وقتي بحث سري فوريه تابع . ترين موضوع است  داراي سري فوريه باشد شرط متناوب بودن اساسي

اي تعريف شده و در بيرون آن بازه بطور متناوب گسترش  يا در فاصلهشود مرسوم آن است كه تابع يا ذاتاً متناوب است و  مطرح مي
  : ازاما شرايط كافي براي وجود سري فوريه عبارتند )باشد حتي اگر اين موضوع تصريح نشود فرض بر انجام آن مي (.يافته است

  .ر يك فاصله تناوب آن همگرا باشدانتگرال معين تابع د) ۱
  .ر يك فاصله تناوب آن محدود باشدع دتعداد نقاط ناپيوستگي تاب) ۲
  .ع در يك فاصله تناوب محدود باشدتاب) اكسترمم(تعداد نقاط ماكسيمم و مينيمم ) ۳

  :به عنوان مثال

) تابع) الف ) 2f x sin x=2بواسطه آرگومان غيرخطي ( زيرا اين تابع نه ذاتاً متناوب است ،باشد  داراي سري فوريه نميx ( و نه
  . ايم كننده آن باشد كه در بيرون آن فاصله تابع را بطور متناوب گسترش داده اي محدود تعريف شده تا تداعي در بازه

0تابع  x L< ) و > ) 2
1f x

x
ناوب تعريف شده واگرا  زيرا انتگرال معين آن در يك فاصله ت،باشد  داراي سري فوريه نمي=

  .است

  
L

2
0

L1 1d x
x 0x += − = + ∞∫  

) تابع) ب )

( ) ( )n n 1

n n n 1

L1 0 x
2

1 L 3Lx
2 2 4
1 3L 7 Lf x x
4 4 8

L L2 1 2 11 x
2 2 2

+

+

 < <

 < <
=  < <



 − −
 < <


M M

اراي يك فاصله تناوب دباشد زيرا در  راي سري فوريه نمي دا

  .بيشمار نقطه ناپيوستگي است
xدر حقيقت در همسايگي نقطه  L= تعداد نقاط انفصال تابع قابل 

xها در حال انباشته شدن در  رش نبوده و گسستگيشما L= 
  .باشند مي

 



  ه

  

 

٦ 
 

  یاضی مهندسیر

)تابع ) ج ) 1f x x sin , 0 x 1
x

= <  زيرا در يك فاصله تناوب داراي بيشمار نقطه اكسترمم ،باشد  داراي سري فوريه نمي>

1sinدر واقع وجود جمله . است
x

1ع را نوساني كرده و چون در نقاط   طبيعت تاب 1 1x , , ,
2 3

=
π π π

) تابع … )f x صفر 

 طبيعتاً در .دهد بين هر دو نقطه فوق يك اكسترمم نسبي در تابع رخ مي) كند ها را قطع ميxنمودار آن محور (شود  مي
xهمسايگي نقطه  ها در حال انباشته شدن  هاي تابع قابل شمارش نبوده و اين اكسترمم  تعداد اين ماكسيمم و مينيمم=0

xدر   .باشند مي =0

  بيان سري فوريه تابع
)هرگاه  )f xتابعي متناوب با دوره تناوب  T 2 L=شود زير نوشته ميصورت به ) در صورت وجود(، سري فوريه آن  باشد:  

  
( ) 0

n n
n 1

0
1 1 2 2

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

a 2 2a cos x b sin x a cos x b sin x
2 L L L L

∞

=

π π = + + 
 

π π π π
= + + + + +

∑

L

  

  :آيند دست مي كه در آن ضرايب سري فوريه از روابط زير به

  )kگيري در يك فاصله متناوب  و انتگرال عدد ثابت(
( )

( )

k 2L

n
k
k 2 L

n
k

1 na f x cos x dx
L L

1 nb f x sin x dx
L L

+

+

π
=

π
=

∫
∫

   

  . تابعي فرد هستندnها برحسب nb تابعي زوج و nها برحسب naن ديد توا به سادگي مي

  چند نکته مهم در سری های فوريه
  .ن عدد استاي كه تعريف شده باشد، خود آ بسط فوريه يك عدد ثابت در هر بازهـ ١

0a جمله ـ٢
2

) كه همان مقدار متوسط تابع ،نامند  تابع ميdc مقدار  يا در بسط سري فوريه تابع را ثابت سري فوريه )f x در 

)ها طبيعي است naبا توجه به رابطه عمومي . يك فاصله تناوب آن است )
k 2L

0
k

1a f x d x
L

+

= باشد و چنانچه   مي∫

) نمودار )f x توان گفت معلوم باشد مي:  
)جمع جبري سطوح محصور به  )f x و محور xها در يك فاصله تناوب  

 طول فاصله تناوب
0a

2
= 

ها واقعند با مساحت مثبت و سطوحي كه پايين محور xسطوحي كه بالاي محور جمع جبري سطوح يعني جا دقت كنيد در اين
xشوند عند با مساحت منفي لحاظ ميها واق.  
 خاص به ويم لازم است آن ضرايب شاي خاص با مخرج صفر مواجهn، به ازاء na و nbـ چنانچه در محاسبه رابطه عمومي ٣

  .دست آيند طور مستقيم به
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)مرسوم است تابع . گيرند در يك فاصله تناوب تابع مورد محاسبه قرار مي naو  nbيب اهاي مربوط به ضر ـ انتگرال٤ )f x را 
) در فاصله )L, L−لذا در اين شرايط كه ضابطه حاكم بر تابع متناوب ، متناوب دهندش تعريف و در بيرون اين فاصله گستر 

) حث در بازهبمورد  )L,L− معلوم است خواهيم نوشت:  

  
( )

( )

L

n
L

L

n
L

1 na f x cos x dx
L L

1 nb f x sin x dx
L L

−

−

π
=

π
=

∫
∫

  

هاي مربوط به  اي كه معلوم باشد، انتگرال لذا طبيعي است ضابطه تابع متناوب مورد نظر براي نوشتن سري فوريه در هر بازه
  .كنيم ز در همان فاصله محاسبه ميضرايب را ني

)توجه داريد که برای تابع )f x با دوره تناوب T 2L=رابطه زير همواره برقرار است :  

  ( ) ( )
k 2L L

k L
f dx f dx , k Rx x

+

−
= ∈∫ ∫  

باشد، شكل تابع را در بازه داده  شود و هدف يافتن ضرايب سري فوريه آن مي  مناسب است وقتي تابعي در يك فاصله داده ميـ٥
  .مودار به محاسبه ضرايب بپردازيمهاي احتمالي موجود در ن ش متناوب آن، با شناخت تقارنشده رسم كرده و پس از گستر

)اگر  )f xتابعي متناوب با دوره تناوب  T 2 L=هاي احتمالي موجود در نمودار تابع اطلاعات مفيدي در   باشد، تأثير تقارن
  . دست خواهد داد فوريه تابع بهرابطه با ضرايب سري 

)گوئيم  مي) الف )f x تابعي زوج است هرگاه ( ) ( )f x f x−   )باشد ها متقارن ميyنمودار تابع زوج نسبت به محور ( =
  :براي چنين تابعي داريم

  ( )
L

n n
0

2 na f x cos x d x b 0
L L

π
= =∫  

  .شود  و در سري فوريه تابع زوج، جملات سينوسي توليد نميه ضرايب جملات سينوسي صفر استكلييعني 

)گوئيم  مي) ب )f x تابعي فرد است هرگاه ( ) ( )f x f x− =   )باشد  مختصات متقارن مينمودار تابع فرد نسبت به مبدأ( −
  :نين تابعي داريمبراي چ

  ( )
L

n n
0

2 nb f x sin x d x a 0
L L

π
= =∫  

  .شود  و در سري فوريه تابع فرد، جملات كسينوسي توليد نمييه ضرايب جملات كسينوسي صفر استيعني كل

0aها به جز naدر تابعي غير فرد ممكن است همه  :تذكر
2

ها با همديگر صفر naشوند ولي همه  خاص ديگري صفر a يا 

0aها و naد شد، به تعبيري صفر شدن همه ننخواه
2

  .كند تابع مورد نظر فرد بوده است  تصريح مي

ها با همديگر صفر نخواهند شد، به تعبيري nb خاصي صفر شوند ولي همه b زها به جnbدر تابعي غير زوج ممكن است همه 
  .كند تابع مورد نظر زوج بوده است ها تصريح ميnbصفر شدن تمامي 
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  یاضی مهندسیر

)گوئيم  مي) ج )f xن نيم موجي است هرگاه تابعي با تقار:  
  ( ) ( ) ( )f x L f x L f x− = + = −  

0aاگر قرينه نيم پريود چنين تابعي را نسبت به مقدار متوسط (
2

 
  
 

يا (ه نيم پريود به سمت جلو دست آوريم و آن را به انداز  به

  )شود جابجا كنيم، حاصل كار بر نيم پريود ديگر منطبق مي )عقب
  :هاي زوج صفرند و داريم هارمونيكين تابعي تمامي ضرايب براي چن

  
( ) ( )

( ) ( )

L

2k 1
0
L

2k 1
0

2k 12a f x cos x dx
L L

2 k 12b f x sin x dx
L L

−

−

− π
=

− π
=

∫
∫

  

)گوئيم  مي) د )f xاگر .موجي نيز باشد  تابعي با تقارن ربع موجي است هرگاه تابع يا زوج يا فرد بوده و بعلاوه داراي تقارن نيم 
( )f xداريم،موجي باشد  تقارن نيماي فرد ب تابع :  

  ( ) ( )
L
2

n 2k 2k 1
0

2k 14a 0 b 0 b f x sin x dx
L L−

− π
= = = ∫  

)اگر  )f xموجي باشد داريم ج با تقارن نيم تابعي زو:  

  ( ) ( )
L
2

n 2k 2 k 1
0

2k 14b 0 a 0 a f x cos x dx
L L−

− π
= = = ∫  

)گوئيم  مي) هـ )f xري ثابت به آن تقارن خاصي در آن ديده شود، به  تابعي با تقارن مخفي است هرگاه با اضافه كردن مقدا
طبيعي است در اين شرايط . هاي گفته شده برسيم كنيم به يكي از تقارن تعبيري وقتي نمودار تابع را بطور عمودي منتقل مي

  .در ثابت سري فوريه اختلاف دارندو تابع با تقارن متناظر آن تنها ) كه داراي تقارن مخفي است(تابع اصلي 

      
  yتابع زوج با تقارن نسبت به محور   تابع فرد با تقارن نسبت به مبدأ مختصات  موجي تابع با تقارن نيم

  

  
 )تقارن ربع موجي(تابع زوج با تقارن نيم موجي  )تقارن ربع موجي(موجي  تابع فرد با تقارن نيم



  آنالیز فوریه
 

    

 

٩ 
 

  

  
 تقارن فرد تقارن مخفي فرد

0aرا نسبت به مقدار متوسط  نيم پريود تابعي  اگر قرينه)و
2

 
  
 

x به دست آوريم و گسترش زوج آن نسبت به خط  L= روي 

  .هاي فرد صفرند د، تمامي هارمونيكنيم پريود ديگر منطبق شو

  )تابع فرد(
0

n

2n 1

a
a 0 , 0

2
b 0−


= =


 =

  

  

  )تقارن مخفي فرد(
0

n

2n 1

a
a 0 , 0

2
b 0−


= ≠


 =

  

  
) اگر ـ٦ )f x  تابعي متناوب با دوره تناوبT 2 L=ضرايب سري فوريه : (  بوده و سري فوريه آن به شكل زير داده شده باشد

    )كاملاً معلوم است

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

  :دست آورد ي بههاي زير را بسادگ توان انتگرال جا مي از اين

  ( )
L

n
L

nf x cos x dx La
L−

π
=∫  

  ( )
L

n
L

nf x sin x dx Lb
L−

π
=∫  

sinـ توابع ٧ a xو  cos a x 2 توابعي ذاتاً متناوب با دوره تناوبT
a
π

ای  ها را در هر فاصله اگر بخواهيم سري فوريه آن.  است=

اما طبيعي است سري . كتر از يك دوره تناوب مذكور بنويسيم، بايد ضرايب سري فوريه به طريقه مرسوم محاسبه شوندكوچ

2T اي كه طول آن مضرب صحيحي از دوره تناوب اصلي فوريه اين توابع در هر فاصله
a
π = 

 
باشد با خود تابع يكسان   مي

  .است
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  یاضی مهندسیر

هاي خطي متفاوت  ه يك تابع بيان آن به صورت مجموعي از جملات سينوسي و كسينوسي با آرگومانجا كه سري فوري ـ از آن٨
توان با اعمال جبري مثلثاتي  اند، مي هاي سينوسي و كسينوسي ساخته شده از عبارتبوده و باشد، لذا در توابعي ذاتاً متناوب  مي

  .ايب مشخص نمودي مربوط به ضرها بيان سري فوريه تابع را بدون نياز به محاسبه انتگرال
 مضرب صحيحي از ،براي استفاده از اين موضوع مهم است يا تابع داده شده بدون هيچ قيدي و يا طول بازه تعريف شده براي آن

  .دوره تناوب تابع اصلي باشد، وگرنه منطق گفته شده قابل استفاده نبوده و بايد به محاسبه ضرايب از طريق روابط كلي پرداخت
  :گيرد ر اين موارد روابط تبديل توان به كمان و نيز روابط تبديل ضرب به جمع مورد استفاده قرار ميد

  
2 2

3 3

1 cos 2 1 cos 2sin cos
2 2

3sin sin 3 cos3 3cossin cos
4 4

− α + α
α = α =

α − α α + α
α = α =

  

  ( ) ( )( )1cos cos cos cos
2

α β = α + β + α − β  

  ( ) ( )( )1sin sin cos cos
2

α β = α − β − α + β  

  ( ) ( )( )1sin cos sin sin
2

α β = α + β + α − β  

)ـ اگر بخواهيم تابع ٩ )f x را در فاصله ( )L, L− از طريق تابع a bcos x csin x
L L
π π

+ كه بهترين   تقريب بزنيم، بطوري+

تخمين در مفهوم حداقل مجموع مربعات حاصل گردد، كافي است سه جمله اول سري فوريه تابع مورد نظر را در بازه داده شده 
  :دست آوريم و يا به

  ( )
L

0

L

a 1 1a f x d x
2 2 L −

= = ∫  

  ( )
L

1
L

1b a f x cos x d x
L L−

π
= = ∫  

  ( )
L

1
L

c b f x sin x d x
L L−

1 π
= = ∫  

جملات نوشته مجموع ) nبا ترتيب صعودي براي (به طور كلي هر چه جملات بيشتري از سري فوريه را در نظر بگيريم  :تذكر
nطوري كه براي شود، به  تر مي نزديك و نزديكشده به رفتار تابع اصلي  → ، سري فوريه و تابع اصلي بر هم منطبق ∞

  .خواهند شد
  .يعني اگر بخواهيم شكل سري فوريه يك تابع را ترسيم كنيم، كافي است نمودار گسترش متناوب تابع مورد نظر را رسم كنيم

)اگر سري فوريه تابعي به صورت ـ ١٠ ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑ باشد و بخواهيم آن را از طريق 

( )
N

0
n n

n 1

a n nF x a cos x b sin x
2 L L

=

π π = + + 
 ∑ تخمين بزنيم، اختلاف بين ( )f x و ( )F x خطاي تقريب مورد نظر 

  .كند را تعيين مي
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)با فرض  ) ( )( )
L

2

L
E f x F x dx

−
=   : است با برابرEخطاي  حداقل ∫−

  ( )
2 N
0 2 2

n n
n 1

a
a b

2
=

 
 + +
 
 

∑( )
L

2

L
f x dx L

−
−∫  

)دانيم سري فوريه تابع   ميمثلاً )f x x= در بازه ( ),−π π به صورت ( ) n 1

n 1

2 1
sin nx

n

+∞

=

  :باشد، يعني داريم  مي∑−

  ( ) n 1
0

n n
a 2 1

a 0 , b
2 n

+−
= = =  

Nاهيم اين تابع را براي حال اگر بخو   :توان گفت  تخمين بزنيم، مي=3

  ( ) ( )
2n 13 3

2

n 1

2 1 2 4 44 6 49
n 3 4 9 9

+

=

  − π π     = − π + + = π −        

∑( ) 2x dx
π

−π
= − π∫خطاي حداقل مقدار E  

)خاطر داشته باشيد هرگاه ضرايب سري فوريه تابع   بهـ۱۱ )f xو  ( )g x در فاصله ( )L,L− به ترتيب nbو na و *
nb و 

*
na فرض شوند، ضرايب سري فوريه تابع ( ) ( )1 2c f x c g x+صله مزبور به صورت  در فا*

1 n 2 nc b c b+ و 
*

1 n 2 nc a c a+خواهند بود .  

  : نوشت نيزتوان به صورت زير سري فوريه يك تابع را ميـ ١٢

  ( ) 0 n
n 1

nf x C C sin
L

∞

=

π = + + θ 
 ∑  

  :كه در آن

  

0
0

2 2
n n n

n

n

a
C

2

C a b

a
Arc tan

b


 =
 = +


 
 θ =    

  

  : به صورت زير داده شده باشدg و fـ اگر بسط دو تابع ١٣

  ( ) ( )0 n n
n 1

f x a a cos n x
∞

=

= + + φ∑  

  ( ) ( )0 n n
n 1

g x b b cos n x
∞

=

= + + ψ∑  
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  یاضی مهندسیر

  :توان بفرم زير نمايش داد  را ميگاه بسط مجموع اين دو تابع آن

  ( ) ( ) ( ) ( )0 n n
n 1

h x f x g x c c cos n x
∞

=

= + = + + θ∑  

  :كه در آن
  0 0 0c a b= +  

  ( )2 2 2
n n n n n n nc a b 2a b cos= + + φ − ψ  

  n n n n
n

n n n n

a sin b sin
tan

a cos b cos
φ + ψ

θ =
φ + ψ

  

همچنين اگر دوره تناوب تابع . توان در يك عدد ثابت ضرب و يا با يك عدد ثابت جمع نمود طرفين يك سري فوريه را ميـ ١٤

2Lتوان در   باشد، طرفين سري فوريه آن را ميmsin x
L
π يا mcos x

L
π ضرب نمود )mفقط لازم )  عدد طبيعي است

  .در هم را به حاصل جمع تبديل كنيماست پس از انجام اين كار، در سري حاصله، ضرب توابع سينوسي يا كسينوسي 

)اگر سري فوريه دو تابع ـ ١٥ )g x و ( )f x  در فاصله( )L,L− صورت زير باشد به:  

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

  ( )
*

* *0
n n

n 1

a n ng x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

  :توان نشان داد مي

  ( )
*

0 0 * *
n n n n

n 1

a a
a a b b

2

∞

=

+ +∑( ) ( )
L

L

1 f x g x d x
L −

=∫  

)و در حالت خاص  ) ( )f x g x=آيد دست مي  به:  

  ( )
2

2 20
n n

n 1

a
a b

2

∞

=

= + +∑( )
L

2

L

1 f x d x
L −∫  

 توان نتيجه گرفت چنانچه  از تساوي پارسوال مي.هاي فوريه موسوم است كه رابطه فوق به تساوي پارسوال در سري

( )
L

2

L
f x d x

  : همگرا باشد الزاماً داريم∫−

  n n
n n
lim a 0 , lim b 0
→∞ →∞

= =  

 به nتوان گفت حد ضرايب جملات سينوسي و كسينوسي وقتي  در اكثر توابع داراي سري فوريه بدون محاسبه ميبه تعبيري 
  .)اين موضوع براي ضرايب سري فوريه تابع دلتاي ديراك صحت ندارد. (گرايد صفر است نهايت مي بي
همواره ) بجز تابع خاص دلتاي ديراك( در بسط فوريه يك تابع پريوديك naو  nbگرايد ضرايب  يت مينها  به بيnوقتي ـ ١٦

cبا سرعت حداقل
n

  ).عددي ثابت است c(كنند   به صفر ميل مي
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با سرعت بيشتر از همزمان توانند   نميna و nb يك فاصله تناوب خود يك و يا چند نقطه ناپيوستگي داشته باشددر  اگر تابع
c
n

)در حالت كلي اگر تابع و .  به سمت صفر ميل كنند )k  naو  nbول آن در يك بازه تناوب پيوسته باشند  مشتق ا−1

kحداقل با سرعت  1
c

n +
با همزمان توانند   نميna و nbام تابع ناپيوسته باشد kكند و اگر مشتق   به سمت صفر ميل مي

kسرعت بيشتر از 1
c

n +
  :به عنوان مثال . به صفر بگرايند

  :صورت زير باشد تواند به  ضرايب سري فوريه يك تابع واقعي نمي)الف

  n n
1 1a sin n b n sin
n n

= =  

nزيرا اگرچه 
n
lim a 0
→∞

 اما =
n

1lim n sin 1
n→∞

n و اين برخلاف اصل به صفر ميل كردن ضرايب سري فوريه براي= → ∞ 

  .باشد مي
  :صورت زير باشد تواند به  ضرايب سري فوريه يك تابع مي)ب

  n n2 2
1 na b

n 1 n 1
= =

+ +
  

nزيرا  n
n n
lim a lim b 0
→∞ →∞

= n  بوده و چون در= → 2 مانندnaن  سرعت به صفر ميل كرد∞
1

n
 و سرعت به صفر ميل 

1 مانندnbكردن 
n

c با سرعت بيشتر از اند ن نتوانستههمزما na  وnbبه تعبيري  . است
n

لذا چنين ضرايب .  به صفر بگرايند

  .تناوب داراي نقطه ناپيوستگي استاي مربوط به تابعي هستند كه در يك فاصله  سري فوريه
  :به تعبيري

)اگر  )f x داشته باشد آنگاه حداقل يكي از  حداقل يك نقطه ناپيوستگي در يك دوره تناوبna يا nb با سرعت c
n

 به صفر 

cتواند با سرعت كمتر از  گرايد و ديگري نمي مي
n

  . به صفر همگرا شود

)اگر  )f x يك دوره تناوب پيوسته ولي  در( )f x′ لااقل در يك نقطه ناپيوستگي داشته باشد آنگاه حداقل يكي از na يا nb با 

2سرعت 
c

n
2تواند با سرعت كمتر از  گرايد و ديگري نمي  به صفر مي

c
n

  . به صفر همگرا شود

)و به طور كلي اگر  )f x ،( )f x′،…، ( ) ( )k 1f x− در يك دوره تناوب پيوسته باشند ولي ( ) ( )kf x لااقل در يك نقطه 

k با سرعت nb يا naحداقل يكي از ناپيوستگي داشته باشد آنگاه  1
c

n +
تواند با سرعت كمتر از  گرايد و ديگري نمي  به صفر مي

k 1
c

n +
  . به صفر همگرا شود

  . بسط فوريه آن سرعت همگرايي بالاتري خواهد داشتكند هر چه تابع هموارتر باشد،  اين قضيه تصريح مي:تذكر
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f در يك تناوب همه جا پيوسته است ولي fدر تابع مقابل،   در يك تناوب نقطه ′
  .ناپيوستگي دارد

nbبه واسطه زوج بودن تابع،  n لذا بايد =0 2
ca

n
=  

  
  

  . در يك تناوب نقطه ناپيوستگي داردf، مقابلدر تابع 

naبه واسطه فرد بودن تابع،  n لذا بايد =0
cb
n

=  
  

  .دباش كردن در مسايل سري فوريه ميقضيه فوق ابزاري مناسب براي رد گزينه 
0 تابعسري فوريه اگر قرار باشد  :براي مثال x 2< < πو  ( )f x sin x= يكي از چهار مورد زير باشد:  

۱ (
n 1

2 sin nx
2n 1

∞

=
π +∑    ۲ (

n 1

2 4 cos nx
2n 1

∞

=

−
π π −∑  

۳ (2
n 1

2 4 cos 2nx
4n 1

∞

=

−
π π −

∑    ۴ (2
n 1

4 sin 2nx
4n 1

∞

=

−
π −

∑  

  :شود طور استدلال مي ناي
  .شوند  مردود مي4 و 1هاي  هاي شامل سينوس يعني جواب  گزينهfبه واسطه زوج بودن 

f پيوسته و fهمچنين چون  nbوسته است و ديديم  ناپي′ 2 بايد با سرعت معادل na، لذا =0
1

n
 ۲مورد به صفر بگرايد و 

  . صحيح باشد۳ موردشود و بايد  نيز مردود مي
ه مورد استفاده قرار گيرد، مجموع نوشته شده به طوري كه انتظار داريم، هر چه تعداد بيشتري از جملات سري فوري همانـ ١٧

، اما مجموع مذكور در همسايگي نقاط )يابد و به تعبيري خطا كاهش مي(شود  تر مي شكل واقعي تابع نزديك و نزديك
  .شود  نمي ها كوچك دامنه اين پرش، هايي است كه با افزايش تعداد جملات هم ناپيوستگي تابع اصلي، حاوي پرش

ن داده كه در نقاط ناپيوستگي چيزي حدود ده درصد خطا وجود دارد و اين موضوع با استفاده جملات بيشتر از گيبس نشا
  .كند سري فوريه نيز تغيير نمي

) سري فوريه مثلثاتي تابع    ۱ مثال ) x ; 0 x L
f x

2L x ; L x 2L
≤ ≤

=  − ≤ ≤
 : استزير صورت به 

  ( ) 0
k k

k 1

a k x k xf x a cos b sin
2 L L

∞

=

π π ≈ + +  ∑  

  )٨٥هوافضا (  كدام گزاره صحيح است؟

۱( k 0b 0 , a L= =  ۲( k 0
2 L Lb , a
k 2

= =
π

  ۳( k 0b 0 , a 2 L= =  ۴( k 0
2Lb , a L
k

= =
π
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  . درست است۱گزينه  :حل

    
  شكل تابع اصلي  2Lگسترش متناوب تابع اصلي با دوره تناوب 

2بشود تابع مورد نظر زوج بوده و چون دوره تناو ملاحظه مي Lاست داريم :  
  kb 0=  

  ( )
LL L 2

0
0 0 0

2 2 2 xa f x dx x dx L
L L L 2

= = = =∫ ∫  

x−πاگر سري فوريه تابع     ۲ مثال < < π و ( )f x x= به صورت ( ) n 1

n 1

1
2 sin nx

n

−∞

=

x−π باشد سري فوريه ∑− < < π 

)و  )g x x sin x= به صورت n
n 2

11 cos x 2 cos nx
2

∞

=

− − Ψ∑شود،   نوشته ميnΨكدام است؟   

۱ (( ) n 1

2
1

n 1

−−

−
  ۲ (( ) n

2
1

n 1

−

−
  ۳ (2

1
n 1−

  ۴ (2
1

n 1
−

−
  

 . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) n 1

n 1

1
x sin x 2 sin nx sin x

n

−∞

=

−
= ∑  

  :آيد با تبديل ضرب به جمع به دست مي

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n 1 n 1 n 1

n 1 n 1 n 1

1 1 1
x sin x cos n 1 x cos n 1 x cos n 1 x cos n 1 x

n n n

− − −∞ ∞ ∞

= = =

− − −
= − − + = − − +∑ ∑ ∑  

nدر سري چپي تبديل  1 n− n و در سري راستي تبديل → 1 n+   :دهيم  را انجام مي→

  ( ) ( )n n 2

n 0 n 2

1 1
x sin x cos nx cos nx

n 1 n 1

−∞ ∞

= =

− −
= −

+ −∑ ∑  

  : سري چپي داريمبا نوشتن دو جمله اول

  ( ) ( ) ( )n n n

2
n 2 n 2 n 2

1 1 2 1 cos nx1 1x sin x 1 cos x cos nx cos nx 1 cos x
2 n 1 n 1 2 n 1

∞ ∞ ∞

= = =

− − − −
= − + − = − + →

+ − −
∑ ∑ ∑  

  ( ) n

n 2
1

n 1

−
Ψ =

−
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  یاضی مهندسیر

)سري فوريه تابع     ۳ مثال )f x 0 به صورت n
n 1

a b sin nx
∞

=

+ f بوده و ∑ 1
2

+ π
=  

 
f و  3

2

− π
=  

 
 و مقدار متوسط 

)تابع  )f x 1 است حاصل 4 در يك دوره تناوب 3 5b b b− + − +Lكدام است؟  
۱ (6−  ۲ (2−  ۳ (0  ۴ (4−  

 . درست است۲گزينه  :حل
  0a 4→   مقدار متوسط تابع در يك دوره تناوب=ثابت سري فوريه تابع=

xچون تابع در نقطه 
2
π

  : گسسته است، طبق قضيه ديريكله داريم=

  ( )0 n 1 3 5
n 1

f f
2 2 n 3 1a b sin 4 b b b

2 2 2

− +

∞

=

   π π
+       π +    = + → = + − + − + →∑ L  

  1 3 5b b b 2− + − + = −L  

)تابع     ۴ مثال ) ( )xf x sin e ; 0 x= < < π  

  .داراي سري فوريه است) ۱
  .باشد زيرا متناوب نيست داراي سري فوريه نمي) ۲
)نقاط اكسترمم نسبي آن در بازه تعداد باشد زيرا  داراي سري فوريه نمي) ۳ )0 , πبيشمار است .  
)بازه در باشد زيرا  داراي سري فوريه نمي) ۴ )0 , πپذير نيست  انتگرال.  

  . درست است۱گزينه  :حل
)تابع را در بازه  چون )0 , πايم، فرض اين است كه در بيرون اين بازه آن را با دوره تناوب   تعريف نمودهT = π گسترش 
  باشد يا خير؟ اصله داراي سري فوريه ميدهيم و سؤال اين است كه آيا بعد از انجام اين كار، تابع متناوب ح مي

)دانيم تابع  پس گزينه دوم صحيح نيست در حالي كه مي )xsin eباشد  به خودي خود متناوب نمي.  
  :كهازآنجا

  ( ) ( )x xf x e cos e′ =  
)لذا معادله  )f x 0′ )ط اكسترمم نسبي تابع تواند مبين طول نقا هاي آن مي  كه ريشه= )f x 0 باشد در بازه x< < π داراي 

  .بيشمار جواب نبوده و گزينه سوم نيز مردود است

)از طرفي بديهي است  )x

0
sin e dx

π

اگر چه حاصل آن به راحتي قابل محاسبه نيست ولي چون هيچ ( باشد   موجود مي∫

  .بنابراين گزينه چهارم نيز مردود است) اسرگي در اين انتگرال وجود ندارد، همگرا بودن آن تضمين شده استن
)طبيعي است تابع  ) ( )xf x sin e=جا و به تبع آن در بازه   در همه( )0 , π پيوسته است و لذا در اين بازه تعداد نقاط 
)شود و لذا تابع مذكور در بازه  شمار نميناپيوستگي تابع بي )0 , πداراي سري فوريه است .  
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)هرگاه     ۵ مثال )f x تابعي زوج باشد و ( )f x x cos 2x= x به ازاي + 0π ≥ آن گاه در سري فوريه مثلثاتي تابع   ،≤
( )f x بر بازة [ ],−π π ضريب cos 2x  ۸۸برق (  كدام است؟(  

۱ (0  ۲ (1  ۳ (11
2

−
π

  ۴ (11
2

+
π

  

  .  درست است۲گزينه  :حل
  p 2 L= π → = π  

nتابع زوج است و جمله عمومي  n
na cos x a cos nx
L
π

n  به ازاء= 2a به =2 cos 2xشود و داريم تبديل مي:  

  
( )

( )

2
2

0 0 1 1 cos 4x
2

0

2 2a x cos 2x cos 2xdx x cos 2x cos 2x dx

2 x 1 1 1 2 1 1sin 2x cos 2x x sin 4x 1
2 4 2 4 4 2 4

π π

+

π

  
  
  = + = +  π π       

  π   = + + + = + − =    π π    

∫ ∫ 14243
  

)تابع     ۶ مثال )f x در روابط ( ) ( )
( ) ( )

f x 4 f x

f x f x

 + π =


− =
0كند و براي  دق مي ص x 2< < π داريم ( ) sin xf x e= ضريب 

cos xدر سري فوريه اين تابع چيست؟  

۱ (0  ۲ (1
π

  ۳ (2
π

  ۴ (1
2π

  

  . درست است۱گزينه  :حل
( ) ( )f x 4 f x+ π p متناوب با دوره تناوب fكند تابع   تصريح مي= 4= πاست .  

( ) ( )f x f x−   . زوج استfكند تابع   تصريح مي=
)كند ابتدا تابع  دو شرط فوق ايجاب مي ) sin xf x e ; 0 x 2= < < π 2 را در فاصله x 0− π <  به فرم زوج گسترش داده و >

2سپس براي تابع گسترش يافته در فاصله  x 2− π < < π ًسري فوريه بنويسيم و طبيعتا L 2= πخواهد بود .  

ncosاي يافت كه nبايد  x cos x
2

π
=

π
nآيد   و البته به دست مي   :گوئيم  حال مي=2

  ( )
22 2

sin x sin x sin x sin 2 sin 0
2

0 0 0

2 2 1 1 1a e cos x dx cos x.e dx e e e 0
2 2

ππ π
ππ

= = = = − =
π π π π π∫ ∫  

  .ها به معناي فرد بودن تابع نخواهد بودnaدقت داريم صفر بودن يكي از 

)اگر     ۷ مثال )f x 3 x , 0 x 3= − <   )عدد طبيعي فرض شده است n( در سري فوريه اين تابع >
  .ها همگي صفرندna) ۲    .ها مخالف صفرندnaكليه ) ۱
۳ (2naتوان اظهارنظركرد نمي) ۴    .ها همگي صفرند.  
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  یاضی مهندسیر

  . درست است۲گزينه  :حل

    
T با دوره تناوب fشكل گسترش    در بازه داده شدهfشكل  3=  

  

3شود شكل فوق نه زوج است و نه فرد اما اگر به مقادير تابع  ملاحظه مي
2

  بيافزاييم−

  :شود  حاصل ميمقابلشكل 

  
به تعبيري بعد از گسترش متناوب تابع اوليه يك . آيد  تابع فوق فرد است و در سري فوريه آن فقط جملات سينوسي پديد ميالبته

0a نظر از وجود ضريب ثابت تابع با تقارن مخفي فرد داريم و لذا در سري فوريه تابع اصلي نيز صرف
2

 فقط جملات سينوسي 

  .شود ظاهر مي

)سري فورية تابع متناوب    ۸ مثال )f x x , x= − π < ≤ π2 با دورة تناوب π۸۵هوافضا (   كدام است؟(  

۱( ( ) ( )
( )

m
2

m 0

cos 2 m 1 x4 1
2 2 m 1

∞

=

+π
− −

π +
∑  ۲( ( )

( )2
m 0

cos 2 m 1 x4
2 2 m 1

∞

=

+π
−

π +
∑  

۳( ( )
m 0

cos 2 m 1 x2
2 2m 1

∞

=

+π
−

π +∑  ۴( ( ) ( )
( )

m
2

m 0

cos 2m 1 x2 1
2 2m 1

∞

=

+π
− −

π +
∑  

  . درست است۲گزينه  :حل
Pتابع مذكور زوج بوده و چون دوره تناوب 2= πباشد داريم  مي:  

  

  مشتق     انتگرال  

2

x cos nx

11 sin nx
n

10 cos nx
n

+

−

−

↘

↘
  

  

( )
L

n
0 0

2 n 2a f x cos x dx x cos nx dx
L L

ππ
= = ⋅

π∫ ∫  

  

nزوج   

n فرد  
( )n

n 2 2 2
0 2

012 x 1 2 1a sin nx cos nx 4n n n n
n

π 
  −   = + = − =   − π π    π
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ها ثابت سري فوريه و چون در همه گزينه
2
πتوان گفت  داده شده پس مي:  

  ( )
( )

( )2
m 0

4 1f x cos 2 m 1 x
2 2 m 1

∞

=

π
− +

π +
∑∼  

)اگر     ۹ مثال ) 1f x ; x 1
x 2

= <
+

n باشد حاصل 
n 1

a
∞

=
  كدام است؟∑

۱(  1 31 ln
2 2

  −  
  

  ۲ (1 32ln
2 2

 −  
 

  ۳ (1 3ln
2 2

 −  
 

  ۴ (31 2ln
2

 −  
 

  

 . درست است۳گزينه  :حل

)تابع  ) 1f x ; x 1
x 2

= <
+

p تابعي زوج است و وقتي با دوره تناوب    : گسترش يابد داريم=2

  ( ) ( )
11

0
0 0

2 1 3a dx 2 ln x 2 2 ln 3 ln 2 2 ln
1 x 2 2

 = = + = − =  +  ∫  

  :حال اگر به سري فوريه تابع يعني

  ( ) n n
n 1

3 n nf x ln a cos x b sin x
2 1 1

∞

=

π π   = + +   
   ∑  

xدر    : كه نقطه پيوستگي تابع است نگاه كنيم طبق قضيه ديريكله داريم=0

  n n
n 1 n 1

1 3 1 3ln a a ln
2 2 2 2

∞ ∞

= =

   = + → = −   
   ∑ ∑  

)اگر     ۱۰ مثال )

1 2 t 1
0 1 t 0

f t
1 0 t 1

0 1 t 2

− < < −
 − < <= − < <
 < <

  در سري فوريه تابع كدام ضرايب غيرصفرند؟

۱ (2k 1a +    ۲ (2k 1 2k 1a , b+ +  
۳ (2k 1b +    ۴ (n na , b ) همگي ضرايب(  

 . درست است۲گزينه  :حل
بديهي است مقدار متوسط تابع برابر صفر است و اگر قرينه شكل نيم پريود مربوط به 

2 t 0− < y را نسبت به خط > ) ترسيم كرده و آن را به اندازه طول نيم پريود =0 )2 
0به جلو منتقل كنيم شكل حاصله دقيقاً منطبق به شكل نيم پريود مربوط به  t 2< < 

2kلذا فقط . خواهد شد 1b 2kو  + 1a     . مخالف صفرند+
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  یاضی مهندسیر

 :آيند ضرايب سري فوريه تابعي از روابط زير به دست مي    ۱۱ مثال

  n n4 4 2 2
na , b

n n n
π π

= =
+ π + π + π

  

  درباره پيوستگي اين تابع  و مشتقاتش كدام گزينه صحيح است؟
۱ (fجا پيوسته است ولي   همهf   . در هر دوره تناوب لااقل يك ناپيوستگي دارد′
۲ (fدر هر دوره تناوب لااقل يك ناپيوستگي دارد .  
۳ (f , f′اند جا پيوسته  همه.  
  كدام هيچ) ۴

 . درست است۱گزينه  :حل

3 مانند naشود  ملاحظه مي
1

n
2 با سرعت nbكند در حالتي كه   به صفر ميل مي

1
n

دانيم وضعيت  گرايد مي  به صفر مي

)پيوستگي را عنصري از  )n na , bسازد كند معين مي  كه كندتر نزول مي.  

)دانيم اگر تابع  مي )f x و k nگاه براي  جا پيوسته باشند آن  مشتق اولش همه−1 → n ضرايب ∞ na , b دست كم با 

kسرعت  1
1

n +
) تابع امkكنند و اگر مشتق   به صفر ميل مي )f xگاه  جا پيوسته نباشد آن  همهn na , b در حالت كلي هيچ 

kتر از  توانند سريع يك نمي 1
1

n +
  . به صفر ميل كنند

2براي 
1

n
k داريم  1 2+ k يعني = ) يعني در مسأله موردنظر =1 )f xجا پيوسته است ولي   در همه( )f x′ دست كم يك 

  .نقطه ناپيوستگي در هر دوره تناوب دارد

)سري فوريه مثلثاتي تابع     ۱۲ مثال ) ( )
( )

x x , x 0
f x

x x , 0 x
 π + −π ≤ ≤=  π − < < π

  كدام است؟

۱ (( )3
n 1

8 sin nx
n

∞

= π
∑    ۲ (

( )
( )3

m 1

8 sin 2m 1 x
2m 1

∞

=

−
π −

∑  

۳( 
( )

( )32
m 1

8 sin 2m 1 x
2m 1

∞

=

−
π −

∑  ۴ (( ) ( )( )3
n 1

4 sin nx cos nx
n

∞

=

+
π

∑  

 .  درست است۲گزينه  :حل
  :به واسطه فرد بودن تابع داريم

  n 0a a 0= =  
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  مشتق       انتگرال
2

2

3

x x sin nx

12x cos nx
n

12 sin nx
n

10 cos nx
n

+

−

+

π −

π − −

− −

↘

↘

↘

  

  

( )n
0

2b x x sin nx dx
π

= π −
π ∫  

2

n 2 3
2 x x 2x 2b cos nx sin nx cos nx

0n n n

  π− π π − = + − 
π     

nزوج   

n فرد  ( )3 3 3
3

0
2 2 2 4cos n 1 cos n 8

n n n
n


 − = π + = − π =  π π   π

  
  

  ( )
( )

( )3
m 1

8f x sin 2m 1 x
2m 1

∞

=

= −
π −

∑  

a  كه در بازهg تابع    ۱۳ مثال x a− < na صورت اي به ه تعريف شده داراي ضرايب سري فوري> n  و=0 n
1b

2
است  =

)حاصل )
a

2

a
f x dx

  باشد؟  كدام مي∫−

۱( a
2

  ۲( a  ۳( a
3

  ۴( 2a  

  . ت است درس۳گزينه  :حل
  :طبق تساوي پارسؤال داريم

  2n
n 1

1
2

∞

=

→∑( )
a

2

a

1 f x dx
a −

=∫( )2 2
n n

n 1
a b

∞

=

+ →∑( )
a 2

2 0

a

a1 f x dx
a 2−

= +∫  

  ( )
a 22

2 4 6
a

2

1 1
1 1 1 a2 4f x dx a a a

1 3 32 2 2 1
42

−

 
= + + + = = = 

  −∫ L  

)در سري فوريه تابع     ۱۴ مثال )

sin 2x , x
2

f x 0 , x 0
2

sin 2x , 0 x

π −π < < −


π= − ≤ ≤


< ≤ π


p با دورة تناوب  2= πبه صورت : 

  ( ) ( )0 n n
n 1

f x a a cos nx b sin nx
∞

=

= + +∑  

 2a 2 وb٨٨اتوماسيون (  : به ترتيب عبارتند از(  

۱( 1 , 0  ۲ (3 , 0
4

  ۳ (31 ,
4

  ۴ (3 3,
4 4

  



  ه

  

 

٢٢ 
 

  یاضی مهندسیر

  .  درست است۲گزينه  :حل

  

( )

( ) ( )

2
2

0

2 2

00

1 2 1a f x cos xdx sin 2x cos 2xdx sin 2x cos 2xdx

1 1 1 1 1 1sin 4xdx sin 4xdx cos 4x cos 4x
2 2 8 8

1 1 11 1 1 1 0
8 8

π
π − π

−π −π

π π− π − π

−π− π

 
π  = = + 

π π π  
 

   
   = + = − −   

π π   
  

 = − − − − = 
π  

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

  

( )

( )

2
2

0

22

0 0

1 2 1b f x sin xdx sin 2x sin 2xdx sin 2x sin 2xdx

1 1 cos 4x 1 cos 4x 1 1 1 1 1dx dx x sin 4x x sin 4x
2 2 2 4 2 4

1 1 1 30
2 2 2 4

π
π − π

−π −π

ππ − π− π

−π −π

 
π  = = + 

π π π  
 

  
 − −     = + = − + −      π π       

   
 π = − + π + π − =  π   

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

)مقداري سري فوريه تابع    ۱۵ مثال )f x 1 x ; 0 x 1= − < x در نقطه>    كدام است؟=1

۱( 1  ۲( 0  ۳( 1
2

  تعريف نشده )۴  

  .  درست است۳گزينه  :حل

1ضابطه x−براي بازه (  شود كه باشد اين طور فرض مي  مطرح شده و چون صحبت از سري فوريه تابع داده شده مي0,1(

1 x−0ي برا x 1< Pظر قرار گيرد و در بيرون اين فاصله با دوره تناوب مدن>   :طبق قضيه ديريكله داريم.  گسترش يابد=1

  
( ) ( ) ( ) ( )f 1 f 1 f 1 f 0 1 1 1 0 1:

2 2 2 2

− + − + − ++ + − + −
= = xسري فوريه تابع درمقدار = 1=  
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)سري فوريه مثلثاتي تابع     ۱۶ مثال )
x

x

e , 0 x L
f x 0 , x 0

e , L x 0−

 < <
= =


− − < <

 )۸۶يك مكان(   كدام است؟

۱ (
( )L

2
n 1

1 e cos n2 n xsin
n LL1

n

∞

=

− π π
π  +  π 

∑  

۲ (
( )L

2
n 1

1 e cos n2 n xsin
n LL1

n

∞

=

+ π π
π  +  π 

∑  

۳ (( ) ( )L
L

2
n 1

1 e cos n1 2 n xe 1 sin
L n LL1

n

∞

=

− π π
− +

π  +  π 

∑  

۴ (
( )

( )L

2 2
n 1 n 1

2

1 e cos n2L 1 n x 2 n xcos sin
L n LLn L1 1

n n

∞ ∞

= =

− ππ π
+

π π  + +   π  π 

∑ ∑  

 .  درست است۱گزينه  :حل
  :به واسطه فرد بودن تابع داريم

  n 0a a 0= =  
  .هاي سوم و چهارم مردودند پس گزينه

  
L

x
n

0

2 nb e sin x dx
L L

π
= ∫  

  مشتق         انتگرال
x

x

2
x

ne sin x
L

L ne cos x
n L

L ne sin x
n L

+

+

−

π

− π
π

π → − π ∫

↘

↘
  

  

x nI e sin x dx
L
π

= →∫  

2 2
x xL n L n LI e cos x e sin x

n L n L n
− π π   = + − →   π π π   

  

x
2

1 L n L nI .e cos x sin x
n L n LL1

n

π π = − + π π  +  π 

  

  

  ( )
L

x L
n 2 2

0

2 1 L n L n 2 1b e cos x sin x e cos n 1
L n L n L nL L1 1

n n

π π = − + = − π + π π π    + +   π π   
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  یاضی مهندسیر

)سري فوريه مثلثاتي تابع     ۱۷ مثال ) [ ]f x x x=  )۸۸مواد (  .ناوب آن بنويسيد را بعد از تشخيص دوره ت−

۱ (( )
n 1

sin 2n x1
2 n

∞

=

π
+

π∑    ۲ (( )
n 1

sin 2n x1
2 n

∞

=

π
−

π∑  

۳ (( )
n 1

sin 2n x
1

n

∞

=

π
+

π∑    ۴ (( )
( )

( )
2

n 1 n 1

cos 2n x sin 2n x1
2 nn

∞ ∞

= =

π π
+ −

ππ
∑ ∑  

 .  درست است۲گزينه  :حل

mبا فرض  )، دوره تناوب تابع <0 ) [ ]f x mx mx= 1ر  براب−
m

  : است زيرا

  [ ] [ ] ( )1 1 1f x m x m x mx 1 mx 1 mx 1 mx 1 f x
m m m

      + = + − + = + − + = + − − =      
      

  

)لذا در تابع  ) [ ]f x x x= T داريم −  اگر شكل تابع را در نظر بگيريم =1
  :چنين است

  
  

   تناوب در يك دورهxسطح خالص محدود به منحني و محور 
  طول بازه يك دوره تناوب

  مقدار متوسط تابع=

  0
1 1

a 12
2 1 2

×

= =  

       مشتق انتگرال

2 2

x sin 2n x

11 cos 2n x
2n

10 sin 2n x
4n

+

−

π

−
π

π

−
π

π

↘

↘
  

  

[ ]( )
1 1

n 10 0
2

1 nb x x sin x dx 2 x sin 2n x dx
1
2

π
= − = π∫ ∫  

1

n 2 2
0

x 1 1 1b 2 cos 2n x sin 2n x 2
2n 2n n4n

 − − − = π + π = =   π π π π 
  

  
       مشتق     انتگرال

2 2

x cos 2n x

11 sin 2n x
2n

10 cos 2n x
4n

+

−

π

π
π

−
π

π

↘

↘
  

  

[ ]( )
1 1

n
0 0

1 na x x cos x dx 2 x cos 2n x dx
1 1
2 2

π
= − = π∫ ∫  

1

n 2 2
0

x 1a 2 sin 2n x cos 2n x 0
2n 4n

 
= π + π = π π 

  

  

  :پس داريم

  ( )
n 1

1 sin 2n xf x
2 n

∞

=

π
= −

π∑  
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)اگر     ۱۸ مثال ) 2
n 3

1 1 cos nf x sin nx
2 1 3n

∞

=

+ π
=

π +
   باشد كدام گزينه صحيح است؟∑

۱ (( )
0

f x sin 2x dx 0
π

=∫  ۲ (( )
0

1f x sin 4x dx
98

π

=∫  

  كدام هيچ) ۴    هردو) ۳

  . درست است ۳گزينه  :حل
)صورت مسأله سري فوريه تابع  )f xفقط جمله وجود دهد و   را نشان ميsin nxكند   تصريح ميf تابعي فرد بوده و دوره 

2Lتناوب آن  2= πتوان گفت  شروع شده مي3 كه از ∑با توجه به حد پاييني .  بوده است:  
  1 2b b 0= =  

  n 2
1 1 cos nn 3:b

2 1 3n
+ π

∀ ≥ =
π +

  

  :حال توجه داريم

  ( ) ( )2 2
0 0

2b f x sin 2x dx f x sin 2x dx b 0
2

π π π
= → = =

π ∫ ∫  

  ( ) ( )
( )

4 4 2
0 0

2 1 1 cos 4 1b f x sin 4x dx f x sin 4x dx b
2 2 2 981 3 4

π π π π + π
= → = = =

π π +∫ ∫  

)ضرايب بسط فورية تابع متناوب     ۱۹ مثال )f x 2 با دوره تناوبπ ،{ }0 n na , a , bباشد، اگر ضرايب بسط فورية تابع   مي

( ) ( )g x f x cos x= برابر با { }0 n na , a , b′ ′  )۸۶برق (  هاي زير درست است؟ يك از گزينه گاه كدام  باشد، آن′

۱ (1 n 1 n 1 n 1 n 1
0 n n

a a a b b
a , a , b

2 2 2
+ − + −− −

′ ′ ′= = =  

۲ (1 n 1 n 1 n 1 n 1
0 n n

a a a b b
a , a , b

2 2 2
+ − + −+ +

′ ′ ′= = =  

۳ (0 n 1 n 1 n 1 n 1
0 n n

a a a b b
a , a , b

2 2 2
+ − + −+ +

′ ′ ′= = =  

۴ (0 n 1 n 1 n 1 n 1
0 n n

a a b a b
a , a , b

2 2 2
+ + + −+ +

′ ′ ′= = =  

 .  درست است۲گزينه  :حل

  ( )n
1a f x cos nx dx

π

−π
=

π ∫  

  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n 1 n 1

1 1 1a f x cos x cos nx dx f x cos n 1 x cos n 1 x dx
2

1 1 1 1f x cos n 1 x dx f x cos n 1 x dx a a
2 2

π π

−π −π

π π

+ −
−π −π

′ = = + + −
π π

  = + + − = + 
π π  

∫ ∫
∫ ∫
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  یاضی مهندسیر

  :توان نوشت مي.  نيست′nbهاي پيشنهادي نيازي به محاسبه  البته با توجه به گزينه

  ( )n
1b f x sin n x dx

π

−π
=

π ∫  

  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n 1 n 1

1 1 1b f x cos x sin nx dx f x sin n 1 x sin n 1 x dx
2

1 1 1 1f x sin n 1 x dx f x sin n 1 x dx b b
2 2

π π

−π −π

π π

+ −
−π −π

′ = = + + −
π π

  = + + − = + 
π π  

∫ ∫
∫ ∫

  

  ( )0
1a f x dx

2

π

−π
=

π ∫  

  ( )0 1
1 1a f x cos x dx a

2 2

π

−π
′ = =

π ∫  

) را طوري بيابيد كه انتگرال α    ۲۰ مثال )
1

2

1
J x sin x sin 2 x sin 3 x dx

−
= − α π − β π − γ π∫ترين مقدار شود  كم.  

۱ (1
π

  ۲ (2
π

  ۳ (1
−

π
  ۴ (2

−
π

  

 .  درست است۲گزينه  :حل
 با توجه به آنكه سري فوريه يك تابع بهترين تقريب در نقطه نظر حداقل مجموع مربعات است لذا مسأله اين است كه تابع 

( )f x x ; 1 x 1= − < sinصورت   را به> x sin 2 x sin 3 xα π + β π + γ πتخمين حداقل مجموع مربعات بزنيم .  

nبا توجه به فرم كلي 
nb sin x
L
π داريم L   : و لذا=1

  

  مشتق     انتگرال  

2

x sin x

11 cos x

10 sin x

+

−

π

−
π

π

−
π

π

↘

↘
  

  

1

1
0

2b x sin xdx
1

α = = π∫  

1

2
0

x 1 1 22 cos x sin x 2 cos
 − − α = π + π = π =   π π π π 
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)با استفاده از سري فوريه تابع    ۲۱ مثال )
0 2 x 1

f x 1 1 x 1
0 1 x 2

− < < −
= − < <
 < <

) و  ) ( )f x 4 f x+  شود؟  كدام برابري حاصل مي=

  )٨٧هوافضا (  

۱( 
2

2 2
1 11

6 2 3
π

= + + +L    ۲( 1 1 1ln 2 1
2 3 4

= − + − +L  

۳( 
2

2 2
1 11

8 3 5
π

= + + +L    ۴( 1 1 11
4 3 5 7
π

= − + − +L  

  .  درست است۴گزينه  :حل
Pتابع داده شده زوج با دوره تناوب   : بوده و داريم=4

  
  nb 0=  

  ( ) ( ) ( )
2 1 2 1

n
00 0 1

2 n n n 2 n 2 na f x cos x dx 1 cos x dx 0 cos x dx sin x sin
2 2 2 2 n 2 n 2

π π π π π
= = + = =

π π∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )
2 1 2

0
0 0 1

2a f x dx 1 dx 0 dx 1
2

= = + =∫ ∫ ∫  

  :پس سري فوريه تابع چنين است

  ( )
n 1

1 2 n nf x sin cos x
2 n 2 2

∞

=

π π
= +

π∑  

x در   :آيد دست مي  طبق قضيه ديريكله به=0

  
n 1 n 1

1 2 n 1 n1 sin sin
2 n 2 n 2 4

∞ ∞

= =

π π π
= + → = →

π∑ ∑  

  1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 1sin sin sin sin sin 1
1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 4 3 5 4

π π π π π π π
+ + + + + = → − + − + =L L  

3cosبسط سري فوريه مثلثاتي تابع     ۲۲ مثال x ،0 x 2< < π۸۷مواد (  :  را بيابيد(  

۱ (1 1cos x cos3x
4 4

+  ۲ (1 1cos x cos3x
4 4

−  ۳ (3 1cos x cos3x
4 4

+  ۴ (3 1cos x cos3x
4 4

−  

  .  درست است۳گزينه  :حل
3cos دوره تناوب x 2 برابرπ 2 است و چون بازه داده شده در مسأله داراي طولπريه تابع با خود تابع  است، لذا سري فو
  .يكسان است
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  یاضی مهندسیر

  :توان نوشت مي

  3 3 3 1cos3x 4cos x 3cos x cos x cos x cos3x
4 4

= − → = +  

)هرگاه     ۲۳ مثال ) 2
n 1

sin nxf x
n

∞

=

= ) باشد، حاصل ∑ ) 3

0
f x sin xdx

π

  )۸۵برق (   كدام گزينه است؟∫

3 )۲  صفر) ۱
8
π  ۳( 3

16
π  ۴ (13

36
π  

  .  درست است۴گزينه  :حل

)رابطه  ) 2
n 1

sin nxf x
n

∞

=

= )دهد   طبيعتاً نشان مي∑ )f x تابعي فرد با دوره تناوب p 2= π بوده كه وقتي سري فوريه آن را 

nايم فقط شامل جملات سينوسي شده و مضافاً  نوشته n xsin x sin sin n x
L
π π

= =
π

 ظاهر شده است و طبيعتاً در اين سري 

nفوريه   2
1b

n
  .باشد مي =

3sinحال باتوجه به رابطه  3x 3sin x 4sin x=   :توان نوشت  مي−

  ( ) ( ) ( ) ( )3

0 0 0 0

3sin x sin 3x 1f x sin x dx f x dx 3 f x sin x dx f x sin 3x dx
4 4

π π π π −  = = − 
  ∫ ∫ ∫ ∫  

)و باتوجه به آنكه  )n
0

2b f x sin n x dx
π

=
π   :آيد دست مي  به∫

  ( )
( ) ( )

3
1 3 2 2

0

1 1 1 26 13f x sin x dx 3 b b 3
4 2 2 8 8 9 361 3

π  π π π π π   = × × − × = − = =      
∫  

  توسيع زوج و فرد ـ سري فوريه كسينوسي و سينوسي
)فرض كنيد تابع  )f x در فاصله ( )0,Lتعريف شده باشد :  

) تابع را در فاصله چنانچه) الف )L,0− طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه ( )L,L− گسترش زوج تابع ( زوج شود
به دست و سپس سري فوريه اين تابع را بنويسيم، اصطلاحاً سري فوريه كسينوسي تابع اصلي نوشته شده و طبيعتاً ) اصلي
  :آيد مي

  ( ) 0
n

n 1

a nf x a cos x
2 L

∞

=

π
= + ∑  

( )
L

n
0

2 na f x cos x d x
L L

π
= ∫  ( )

L

0
0

2a f x d x
L

= ∫  
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)چنانچه تابع را در فاصله ) ب )L,0− طوري تعريف كنيم كه تابع حاصله در بازه ( )L,L− گسترش فرد تابع اصلي( فرد شود (
  :آيد  به دست مي را بنويسيم، اصطلاحاً سري فوريه سينوسي تابع اصلي نوشته شده و طبيعتاًو سپس سري فوريه اين تابع

  ( ) n
n 1

nf x b sin x
L

∞

=

π
= ∑  

  ( )
L

n
0

2 nb f x sin x dx
L L

π
= ∫  

 
  .  تعريف شده است(L,0) در فاصله f(x)تابع 

  
  f(x)گسترش زوج تابع  f(x) گسترش فرد تابع

  :نكتهچند 
)  براي تابعـ١ )f xتعريف شده در بازه  ( )0,h :  

)اگر مطلوب نوشتن سري فوريه تابع باشد در حقيقت فرض بر آن است كه تابع مذكور در بيرون بازه ) الف )0 , h با دوره تناوب 
p 2L h=   .آوريم دست مي سپس سري فوريه آن را بهگسترش داده شده و  =

اگر مطلوب نوشتن سري فوريه كسينوسي يا سينوسي باشد در حقيقت فرض بر آن است كه تابع مذكور نخست در بازه ) ب
( )h pصورت زوج يا فرد گسترش داده شده و سپس براي تابع حاصله كه داراي دوره تناوب  به−0, 2L 2h=  است سري =

  . دست آوريم فوريه آن را به

)ـ براي تابع ٢ )f x كه در فاصله ( )0,Lطبيعتاً . توان هر دو نوع سري فوريه كسينوسي و يا سينوسي را نوشت  تعريف شده مي
با خطايي (با تعداد جملات كمتري به رفتار تابع واقعي همگرا شود اي مناسبتر خواهد بود كه  در موارد كاربردي سري فوريه

  .  سريعتر به سمت صفر بگرايندnتر است كه ضرايبش با افزايش  اي كاربردي لذا سري فوريه). معلوم
  ـ ۳

)اگر ) الف ) n
n 1

nf x sin x
L

∞

=

π
= Ψ∑)  كه در آن( )f x  وnΨاند  داده شده(  
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  یاضی مهندسیر

)عبارت فوق بايد سري فوريه سينوسي تابع  )f x در بازه ( )0,Lباشد و به تعبيري داريم :  

  ( )
L

n
0

2 nf x sin x dx
L L

π
Ψ = ∫  

)اگر ) ب ) 0 n
n 1

nf x cos x
L

∞

=

π
= Ψ + Ψ∑)  كه در آن( )f x و nΨ 0 وΨاند  داده شده(  

)عبارت فوق بايد سري فوريه كسينوسي تابع  )f x در بازة ( )0,Lباشد و به تعبيري داريم :  

  ( )
L

0
0

1 f x dx
L

Ψ = ∫  

  ( )
L

n
0

2 nf x cos x dx
L L

π
Ψ = ∫  

)ـ در سري فوريه تابع ۴ ) ( )g x 0 x L
f x

0 L x 0
 < <

= 
− < <

  : داريم

  
( )

( )

L

n
0
L

n
0

1 na g x cos x dx
L L

1 nb g x sin x dx
L L

 π =


 π

=


∫
∫

  

)و در سري فوريه كسينوسي تابع  )g x ; 0 x L<   : داريم>

  ( )
L

n
0

2 na g x cos x dx
L L

π
= ∫  

)و در سري فوريه سينوسي تابع  )g x ; 0 x L<   : داريم>

  ( )
L

n
0

2 nb g x sin x dx
L L

π
= ∫  

  :توان گفت يعني مي
na در بسط فوريه كسينوسي تابع ( )g x دو برابر na در بسط فوريه تابع ( )f xاست .  

nbه سينوسي تابع  در بسط فوري( )g x دو برابر nb در بسط فوريه تابع ( )f xاست .  
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sinبسط كسينوسي تابع     ۲۴ مثال x 0 در محدوده x
2
π

<  )۸۵مكانيك (   به كدام صورت زير است؟>

۱ (( )2
n 1

4

sin x cos n x
4n 1

∞

=

−
π=
−

∑  

۲ (( )2
n 1

4 n
sin x cos 2n x

4n 1

∞

=

−
π=

−
∑  

۳ (( )2
n 1

4
2sin x cos 2n x

4 n 1

∞

=

−
π= +

π −
∑  

  .باشد چون تابع فرد و بسط زوج است تابع داراي بسط مذكور نمي) ۴

 .  درست است۳گزينه  :حل

  ( )2 2
0

00

2 4 4a sin x dx cos x

2

π π

= = − =
π π π∫  

  :پس گزينه سوم صحيح است و البته داريم

  ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2
n

0 0

22

0 0

2 2

2 n 4a sin x cos x dx sin x cos 2n x dx

2 2

cos 1 2n x cos 1 2n x4 1 2sin 1 2n x sin 1 2n x dx
2 1 2n 1 2n

2 1 1 2 2 4 1
1 2n 1 2n 1 4n 4 n 1

π π

ππ

π
= =

π π π

 + − = + + − = − + 
π π + −  

 
= + = = − π + − π π− − 

∫ ∫

∫  

  :ه كسينوس تابع مورد نظر چنين استپس سري فوري

  ( ) 2
n 0

4
2f x cos 2n x

4n 1

∞

=

−
π+

π −
∑;  

مورد است زيرا وقتي تابعي در بازه  بديهي است گزينه چهارم اساساً بي :توجه
( )0,aتوان به دلخواه برايش سري فوريه  شود، فارغ از ضابطه آن، مي اي داده مي

  .وسي نوشتسينوسي يا كسين

0aاز طرفي چون 
2

 مبين مقدار متوسط تابع در طول يك دوره تناوب است و گسترش 

0تابع زوج  x
2
π

< sin و > xبه شكل زير است :  
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  یاضی مهندسیر

0aتواند صفر باشد و به دليل حضور جمله  پس مقدار متوسط آن نمي
2

  .تواند صحيح باشد  فقط گزينه سوم مي

)سري فوريه كسينوسي تابع    ۲۵ مثال )f x cos 2x=0 در فاصله x< < πكدام است؟   

۱( cos 2x    ۲( 2
n 1

1 cos nx
4n 1

∞

= −
∑  

۳( ( ) ( )
n

2
n 1

1
cos 2n 1 x

4n 1

∞

=

−
−

−
  كدام هيچ) ۴  ∑

  .  درست است۱گزينه  :حل

cosتابع 2x0 در فاصله x< < π باشد  ميمقابل به شكل:  

  

  :استمقابل بديهي است گسترش زوج اين تابع به شكل 

  
Pوباو در اثر توسيع متناوب شكل فوق با دوره تن 2= πهمان شكل واقعي cos 2xشود  حاصل مي.  

)سري فوريه كسينوسي تابع    ۲۶ مثال ) ( )2f x x 1 ; 0 x 1= + < )صورت  به> )2 2
n 1

7 4 2cos n 1 cos n x
3 n

∞

=

+ π − π
π

∑ 

) حاصل .است )n

2
n 1

2 1

n

∞

=

−    كدام است؟∑−

۱ (
2

2
π  ۲ (

25
12
π  ۳ (

25
13
π  ۴ (

2

24
π  

  .  درست است۲گزينه  :حل
xطبق قضيه ديريكله در   : داريم=1

  
( ) ( )

( )2 2
n 1

f 1 f 1 7 4 2cos n 1 cos n
2 3 n

− + ∞

=

+
= + π − π

π
∑  

)چون سري فوريه كسينوسي تابع )2x 1 ; 0 x 1+ < 1ايم مثل اين است كه تابع فوق را در بازه  را نوشته> x 0− <  گسترش >
Pزوج داده و سپس با دوره تناوب )ايم لذا بايد  حاصل را توسيع داده=2 ) ( )f 1 f 1+   :آيد دست مي  و به=−

  ( )( )( ) ( )( ) ( )n 2
n n n

2 2 2 2 2
n 1 n 1 n 1

2 14 4 7 4 1 5 4 1 52 1 1 1 2 1
2 3 3 12n n n

∞ ∞ ∞

= = =

− −+ π
= + − − − → = − − → =

π π
∑ ∑ ∑  
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) دامنه تابع  سري فوريه كسينوسي نيم    ۲۷ مثال ) xf x 1 cos
2

= + ،0 x≤ ≤ π۸۵مواد (  ، كدام است؟( 

۱ (( ) n 1

2n 1

12 11 cos nx
1n
4

−∞

=

−
+ +

π π −
∑  ۲ (( ) n

2n 1

12 11 cos nx
1n
4

∞

=

−
+ +

π π −
∑  

۳ (( ) n 1

2n 1

14 12 cos nx
1n
4

−∞

=

−
+ +

π π −
∑  ۴ (( )

( )

m 1

m 1

12 1 2m 11 cos x
2m 2m 1 2

−∞

=

− −
+ +

π π −∑  

 .  درست است۱گزينه  :حل

  ( ) 0
0

0 0

a2 x 2 x 2 4 2a 1 cos dx x 2sin 2 2 1
2 2 2

ππ
   = + = + = π + = + → = +   π π π π π   ∫  

  

n
0 0

0

2 x n 2 1 1 1a 1 cos cos x dx cos nx cos n x cos n x dx
2 2 2 2

1 1 1 1sin n x sin n x sin n sin n
2 1 1 1 12 2 2 2sin n x

1 1 1 1n 2 2n n n n
2 2 2 2

π π

π

  π     = + = + + + −        π π π       

         + − + π − π                = + + = + π π + − + −
   

∫ ∫

( ) ( )n n 1

2 2

1 1n n1 11 cos n cos n 2 2
1 1 1 1n n n n
2 2 4 4

−




 
 
 



   − − −   − −π − π
= + = =   

π π     + − − π −          

  

  :پس داريم

  ( ) ( ) n 1

2n 1

12f x 1 cos nx
1n
4

−∞

=

−
= + +

π  π − 
 

∑  

)سري فوريه سينوسي و كسينوسي تابع     ۲۸ مثال ) ( )f x x x= π ] در بازه − ]0 , πبه فرم زير است : 

  ( )
2

2 2 2
cos 2x cos 4x cos 6xx x ...

6 1 2 3
 π

π − = − + + + 
 

  

  ( ) 3 3 3
8 sin x sin 3x sin 5xx x ...

1 3 5
 

π − = + + + π  
  

  تر است؟ كدام فرم سري فوريه فوق براي توصيف رفتار اين تابع مناسب
  .توان اظهارنظر كرد نمي) ۴  .فرقي ندارد) ۳  كسينوسي) ۲  يسينوس) ۱
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  یاضی مهندسیر

 . درست است۱گزينه  :حل
  :شود با توجه به فرض مسأله ملاحظه مي

( )
( ) 3

n 1

sin 2n 1 x8:
2n 1

∞

=

−

π −
  سري فوريه سينوسي∑

2

2
n 1

cos 2nx:
6 n

∞

=

π
−   سري فوريه كسينوسي∑

ي فوريه سينوسي با سرعت بيشتري نسبت به ضرايب سري فوريه كسينوسي به سمت شود ضرايب سر  بزرگ ميnچون وقتي 
  .تر است شود و مناسب گرايند لذا سري فوريه سينوسي با تعداد جملات كمتري به رفتار تابع واقعي همگرا مي صفر مي

  گيري از سري فوريه گيري و انتگرال قضاياي مشتق
)هرگاه تابع  )f x در فاصله ( )L,L−اي به شكل زير باشد  داراي سري فوريه:  

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

)چنانچه ) الف ) ( )f L f L− ) و= )f x′ در فاصله ( )L,L−تابع ( ،اي پيوسته باشد  تكهfدار، نداشته   نقطه گسستگي جهش
  :داريم) باشد

  ( ) n n
n 1

n n nf x a sin x b cos x
L L L

∞

=

π π π ′ = − + 
 ∑  

f ، ثابت سري فوريه fكند با شرايط گفته شده روي  رابطه فوق تصريح مي   . قطعاً صفر خواهد بود′
  :همواره داريم) ب

  n n
n 1

L n na sin x b cos x k
n L L

∞

=

π π + − + π  ∑( ) 0a
f x d x x

2
=∫  

 لذا از رابطه .البته طبيعي است در سري فوريه يك تابع فقط بايد عدد ثابت و جملات سينوسي و كسينوسي وجود داشته باشد

)توان سري فوريه تابع  فوق عملاً مي ) 0a
f x d x x

2
)  در فاصله∫− )L , L− همان ) گيري ثابت انتگرال (kرا يافت كه  +

)ثابت سري فوريه تابع  ) ( ) 0a
g x f x d x x

2
=  . در بازه مورد نظر است و بايد به طور معمول محاسبه شود∫−

( )
L

L

1k g x dx
2L −

 
 =
 
 ∫ دقت داريم اگر سري فوريه تابع x در فاصله ( )L, L−آن را بجاي  دست آورده و  را بهx در سمت 

) سري فوريه تابع،گيري جايگزين كنيم راست تساوي حاصل از انتگرال )f x d x∫ در بازه ( )L , L−   .شود  تعيين مي+

  :تذكر
 .آيد كه سرعت همگرايي آن بيشتر از سرعت همگرايي سري فوريه اوليه است اي پديد مي  فوريهگيري، سري با هر بار عمل انتگرال

  ) در مخرجnبه واسطه افزايش توان (
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 .سرعت همگرايي سري فوريه اوليه است كمتر از آيد كه سرعت همگرايي آن اي پديد مي گيري، سري فوريه با هر بار عمل مشتق
  ) در مخرجnه واسطه كاهش توان ب(

 نخست جمله عمومي سري مورد نظر را با ، وقتي سري فوريه تابعي در دست باشد و مقدار يك سري عددي را بخواهيم:تذكر
  :كنيم جمله عمومي سري فوريه موجود مقايسه مي

  .كنيم در يك نقطه مناسب استفاده ميها يكسان بود از قضيه ديريكله  ـ اگر سرعت همگرايي آن۱
گيري از سري فوريه موجود و سپس استفاد از  ـ اگر سرعت همگرايي جمله عمومي سري عددي مورد نظر بيشتر بود، با انتگرال۲

  .رسيم قضيه ديريكله به خواسته مورد نظر مي

ي از سري فوريه موجود و سپس استفاده از گير ـ اگر سرعت همگرايي جمله عمومي سري عددي مورد نظر كمتر بود، با مشتق۳
  .رسيم قضيه ديريكله به خواسته مورد نظر مي

ال حل مسئله را با سهولت بيشتري همراه كند، به خصوص زماني كه جمله  ممكن است استفاده از تساوي پارسو۲البته در مورد 
  . در ضرايب سري فوريه موجود باشندnb و naعمومي سري عددي مورد نظر، مجموع توان دو 

)در صورتي كه سري فوريه مثلثاتي تابع    ۲۹ مثال ) 2f x x=،L x L− ≤ صورت ، به≥
( )

( )
2 n2
2

n 1

1 4L n xL 1 cos
3 Ln

∞

=

π
+ −

π
∑ 

باشد، آنگاه سري فوريه مثلثاتي تابع
2

2
x x 1
3 L

 
−  

 
  )۸۷برق (  است؟ كدام 

۱( ( )n
2 3

n 1

4 L n x1 sin
Ln

∞

=

π
−

π π
∑  ۲( ( )n

2 2
n 1

14 n xsin
Ln

∞

=

− π

π
∑  

۳( ( )n

2
n 1

1 L4 n xsin
n L

∞

=

− π
ππ

∑  ۴( ( )n

2 2 2
n 1

1 L4 n xsin
Ln

∞

=

− π

π π
∑  

  .  درست است۱گزينه  :حل

  
( )

( )
3 2 n2

2
n 1

x 1 4L L n xL x 1 sin k
3 3 n Ln

∞

=

π
= + − +

ππ
∑→∫( )

( )
2 n2 2
2

n 1

1 4L n xx L 1 cos
3 Ln

∞

=

π
= + −

π
∑  

xدر kدهد  تساوي فوق نتيجه مي=0   : و داريم=0

  ( )
( )

( ) ( )n3 2
n2 2

3 2 2 3
n 1 n 1

1 Lx 4L n x x x 4 n xx L 1 sin 1 sin
3 L 3 LL nn

∞ ∞

= =

  −π π
− = − → − =   π ππ  

∑ ∑  
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  یاضی مهندسیر

)سري فوريه تابع     ۳۰ مثال )f x x sin x , x= − π < < π باشد  ميزير به صورت: 

  1 cos 2x cos3x cos 4xx sin x 1 cos x 2
2 1 3 2 4 3 5

 = − − − + − + × × × 
L  

حاصل 
( )n

2
n 2

n1 n sin
3

n 1

∞

=

π
−

−
   كدام است؟∑

۱ (3
6 4
π

+  ۲ (3
12 8
π

+  ۳ (3
6 4
π

−  ۴ (3
12 8
π

−  

  . درست است۲گزينه  :حل

  ( )
( ) ( )

n

n 2

1 cos nx1x sin x 1 cos x 2
2 n 1 n 1

∞

=

−
= − −

− +∑  

)چون  ) ( )f f−π = πمجازيم از طرفين فرض مسأله مشتق بگيريم :  

  ( ) ( )n

2
n 2

1 n sin nx1sin x x cos x sin x 2
2 n 1

∞

=

− −
+ = −

−
∑  

  ( )n

2
n 2

1 n sin nx1x cos x sin x 2
2 n 1

∞

=

−
= − +

−
∑  

xدر 
3
π

  : طبق قضيه ديريكله داريم=

  
( )n

2
n 2

n1 n sin 3 31 3cos sin 2 2I I
3 3 2 3 6 4 12 8n 1

∞

=

π
−π π − π π π

= + → = − + → = +
−

∑  

)اگر سري فوريه تابع    ۳۱ مثال )f x 2x=در بازه [ ],−π πبرابر با ( ) ( )n 1

n 1

4 1 sin nx
n

∞
+

=

سري فوريه .  باشد∑−

)تابع ) 2 2g x x= − π۸۷كامپيوتر (   كدام است؟(  

۱( ( ) ( ) ( )
n

n
2

n 1

4 1
cos nx 1

n

∞

=

−  − −  ∑  ۲( ( ) ( ) ( )
n 1

n
2

n 1

4 1
sin nx 1

n

+∞

=

−  − −  ∑  

۳( ( ) ( ) ( )
n 1

n

n 1

4 1
cos nx 1

n

+∞

=

−  + −  ∑  ۴( ( ) ( ) ( )
n

n

n 1

4 1
sin nx 1

n

∞

=

−  + −  ∑  

  .  درست است۱گزينه  :حل

  ( )n2
2

n 1

4x 1 cos nx k
n

∞

=

= − +∑→∫( )n 1

n 1

42x 1 sin nx
n

∞
+

=

= −∑  
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k2 ثابت سري فوريه تابعxدر بازه ( ),−π πشود باشد كه چنين محاسبه مي  مي:  

  
3 2

2

0

1 1 1 xk x dx
2 3 3

ππ

−π

π
= = =

π π∫  

  :لذا داريم

  ( ) ( )
2

n2
2

n 1

4x 1 cos nx *3n

∞

=

π
= − +∑  

  :توان گفت لذا مي

  ( ) ( )n 2
2 2

2
n 1

4 1 2g x x cos nx
3n

∞

=

− π
= − π = −∑  

cos حضور. (كه تنها با گزينه اول در انطباق است nx2  و
1

n
(  

xتوجه كنيد در = πاز قضيه ديريكله و رابطه (   :شود  نتيجه مي*(

  ( ) ( ) ( )
n2 2

n n2
2 2

n 1 n 1

4 14 21 cos n 1
3 3n n

∞ ∞

= =

−π π
π = − π + → = −∑ ∑  

)ه از اين عبارت در رابطه نوشته شده برايو استفاد )g xدهد  مي  نتيجه:  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
n

n n n n
2 2 2

n 1 n 1 n 1

4 14 4g x 1 cos nx 1 1 cos nx 1
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

−
= − − − − = − −∑ ∑ ∑  

) واضح است اگر بخواهيم از سري فوريه تابع :توجه )f x 2x= به سري فوريه تابع ( ) 2 2g x x= − π برسيم بايد از سري 
)ع فوريه تاب )f xگيري كنيم  انتگرال.  

) در مخرج سري فوريه تابع nيابد و چون توان  با اين كار سرعت همگرايي افزايش مي )f x 2x= باشد، قطعاً در   مي1، عدد
)سري فوريه تابع  ) 2 2g x x= − π توان ،nاز طرفي . هاي سوم و چهارم مردودند پس گزينه.  در مخرج بيشتر از يك خواهد شد

)گيري از سري فوريه تابع  با انتگرال ) ( ) n 1

n 1

4f x 2x 1 sin nx
n

∞
+

=

= = شود پس گزينه دوم نيز   جملات كسينوسي توليد مي∑−

 .باشد ميمردود بوده و گزينه اول صحيح 

)با توجه به رابطه     ۳۲ مثال )n
2

n 1

sink sin n 1
1 2k cos k

∞

=

θ
+ θ =

− θ +
گيري از آن سري فوريه تابع   و انتگرال∑

( )f ln cos
2
θ θ =  

 
   چگونه خواهد شد؟

۱ (( ) ( )
n

0

n 1

a 1
cos n 1

2 n 1

∞

=

−
+ + θ

+∑  ۲ (( )0

n 1

a 1 cos n 1
2 n 1

∞

=

+ + θ
+∑  

۳ (( ) ( )
n

0

n 1

a 1
cos n 1

2 n 1

∞

=

−
− + θ

+∑  ۴ (( )0

n 1

a 1 cos n 1
2 n 1

∞

=

− + θ
+∑  
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  یاضی مهندسیر

 . درست است۱گزينه  :حل
  :دهد گيري از رابطه داده شده نتيجه مي انتگرال

  ( ) ( )
n

2

n 1

k 1cos n 1 ln 1 2k cos k c
n 1 2k

∞

=

−
+ θ = − θ + +

+∑  

kبه ازاي  1=   :آوريم  به دست مي−

  ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
n n 2

n 1 n 1

1 11 1cos n 1 ln 2 1 cos c cos n 1 ln 2cos c
n 1 2 n 1 2 2

∞ ∞

= =

− − − θ + θ = − + θ + → + θ = − → + +  ∑ ∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )
n n

0

n 1 n 1

a1 1
ln 2 ln cos cos n 1 c ln cos cos n 1

2 n 1 2 2 n 1

∞ ∞

= =

− −θ θ   + = + θ + → = + + θ   + +   ∑ ∑  

c ln ln ثابت سري فوريه تابع −2 cos
2
θ 

 
 

  )نيبا محاسبات طولا( :شود  است كه به صورت زير محاسبه مي

  
0

1 ln cos d ln 2
2

π θ  θ = − π  ∫  

  ها براي محاسبه ضرايب سري فوريه روش جهش
1 باشد و در نقاط 2Lتناوب  تابعي متناوب با دوره f اگر 2 nx x x< < هاي ناصفر   در يك دوره تناوب جهش…>

1 2 nF ,F , , F… 1( را داشته باشدxتواند نقطه شروع دوره تناوب باشد  مي(  
  :يعني

  ( ) ( )i i iF f x f x+ −= −  

fو نيز  1 در نقاط ′ 2 nx x x′ ′ ′< < 1هاي ناصفر   در يك دوره تناوب جهش…> 2 nF ,F , , F′ ′   : را داشته باشد، يعني…′

  ( ) ( )i i iF f x f x+ −′ ′ ′ ′ ′= −  

  : خواهيم داشت،و الي آخر
m

n n k k
k 1

m

n n k k
k 1

L 1 na b F sin x
n n L

L 1 nb a F cos x
n n L

=

=

 π ′ ′′ ′ ′ = − −  π π  

 π ′ ′′ ′ ′= +  π π  

∑

∑
  و  

m

n n k k
k 1

m

n n k k
k 1

L 1 na b F sin x
n n L

L 1 nb a F cos x
n n L

=

=

 π ′ = − −  π π  

 π ′= +  π π  

∑

∑
  

  …الي آخرو 

  . در سري فوريه تابع نشان داده شده زير را پيدا كنيدnbضرايب : به عنوان مثال
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fنمودار  f و ′   : به شكل زير است′′

  
  

  . هيچ جهشي در يك تناوب نداردf نمودار
fنمودار  ,2,1 در نقاط به طول ′ 1, 2− ,1هاي غير صفر   جهش− 1,1,1− fدقت داريم ( دارد −  −3اي به طول   در نقطه′

  )جهش غير صفري ندارد
fنمودار    . هيچ جهشي در يك تناوب ندارد′′

  :توان نوشت  ميf  بودن تابعبه واسطه فرد

  
( ) ( ) ( ) ( )

n n 1 1 2 2

2 2

n 1 n 2L 2L 1 n n 6 1b 2 a F sin x F sin x 1 sin 1 sin
n n n L L n n 3 3

6 n 2nsin sin
3 3n

  π π π π ′ ′ ′ ′ ′  = ⋅ = − + = − − + −      π π π π π     
π π = + 

 π

  

  فرم مختلط سري فوريه
)سري فوريه حقيقي تابع  )f x با دوره تناوب p 2L=توان با توجه به روابط  را مي:  

  
i i i ie e e ecos sin

2 2i

α − α α − α+ −
α = α =  

  :م زير كه به سري فوريه مختلط تابع موسوم است بازنويسي نمودبه فر

  ( )
ni x
Ln

n
f x c e

π+ ∞

= −∞

= ∑  

  :آيد دست مي  از رابطه زير بهncكه در آن ضرايب 

  ( )
nL i x
Ln

L

1c f x e d x n 0 , 1 , 2 ,
2 L

π
−

−
= = ± ±∫ …  

  :ددگر صورت زير بيان مي روابط بين ضرايب سري فوريه در فرم حقيقي و مختلط به

( )n n nb i c c −= −  n n na c c −= +  

( )n n n
1c a i b
2− = +  ( )n n n

1c a i b
2

= −  
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  یاضی مهندسیر

) ضرايب سري فوريه تابع  به ترتيبnd و nc در سري فوريه به فرم مختلط اگر :تذكر )f x و ( )g xداريم، باشند :  
  

  تابع متناوب  ضرايب سري فوريه

in
Lnc e
π

− α
  ( )f x − α  

nc −α  ( )
i x

Le f x
π

α
  

nc −  ( )f x−  

n n2Lc d  ( ) ( )
L

L
f g x d

−
λ − λ λ∫  

i n i
i

c d
∞

−
=−∞
∑  ( ) ( )f x g x  

nin c
L
π  ( )f x′  

n
L c

inπ
  ( )

x
f t dt

0cبا شرط  (∫∞− 0=(  

n nc dα + β  ( ) ( )f x g xα + β  
  

)همچنين اگر  )f xحقيقي باشد، داريم :  

  
( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n n n n

Re c Re c Im c Im c

c c a a

− −

− −

= = −

= ∠ = −∠
  

)اگر  :پارسوالقضيه  )f x تابعي حقيقي با ضرايب سري فوريه نمايي ncباشد، داريم :  

  2
n

n
c

∞

=−∞

= ∑( )
L

2

L

1 f x dx
L −∫  

1ضرايب سري فوريه در فرم مختلط براي تابع     ۳۳ مثال x 1− ≤ ≤ + ( )f x cos hx  باشد؟  كدام مي=;

۱ (( ) n

2 2
1 sin h1

1 n

−

+ π
  ۲ (2 2

cos h1
1 n+ π

  ۳ (( ) n

2 2
1 sin h1

n

−

+ π
  ۴  (2 2

cos h1
n + π

  

  . درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( )
inL 1 1x in xLn

L 1 1

1 1 1C f x e dx cos hx e dx cos hx cos n x isin n x dx
2L 2 2

π
− − π

− − −
= = = π − π∫ ∫ ∫  

: cos hx cos n xπ  تابع زوج  
: cos hx sin n xπ  تابع فرد  
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  مشتق           انتگرال

2 2

cos hx cos n x

1sin hx sin n x
n

1cosh x cos n x
n

+

+

−

π

π
π

−
→ π

π∫

↘

↘
  

  

1

n
0

C cos hx cos n x dx= π∫  

1

n2 2 2 2
0

1 cos hx sin n x sin hx cos n x1 C
nn n

   π π
+ = +   ππ π   

  

( ) ( )n n2 2

n n2 2 2 2 2 2
sin h1 1 1 sin h1n 1 C C

n n n 1

− −π +
= → =

π π π +
  

0سري فوريه مختلط تابع     ۳۴ مثال x
4
π

≤ ≤، ( ) 1f x
cos x

) به صورت = ) ( )i 8nx
n

n
f x C e

+∞

= −∞

= باشد حاصل   مي∑

2
n

n
C

+∞

= −∞
   كدام است؟∑

۱ (4
π

  ۲ (8
π

  ۳ (2
π

  ۴(1
π

  

 . درست است۱گزينه  :حل
  :طبق تساوي پارسوال داريم

  2
n

n
C

+∞

= −∞
∑( ){ }

2L
2

0

1 f x dx
2L

=∫  

  :توان نوشت در اين مسأله مي

  ( )
2 44

0 0

1 4 4dx tan x
cos x

ππ
  = =  π π ∫2

n
n

1C

4

+∞

=−∞

=
π∑  

)سري فوريه مختلط توابع زير در بازه     ۳۵ مثال )0 , 2π داده شده است ( ) inx
ng x b e

∞

−∞

= ) و ∑ ) inx
nf x a e

∞

− ∞

= ∑ ،

( ) ( ) inx
nf x g x c a

∞

−∞

=   برقرار است؟nc با na و nbاي بين  ، چه رابطه∑

۱ (k n n
n

c a b
∞

= −∞

= ∑  ۲ (k n k n
n

c a b
∞

−
= −∞

= ∑  ۳ (k n n
n

a c b
∞

= −∞

=   كدام هيچ) ۴  ∑

  . درست است۲گزينه  :حل
  :از ضرايب سري فوريه مختلط داريم

  ( )
2

in x
n

0

1a f x e dx
2

π
−=

π ∫  



  ه

  

 

٤٢ 
 

  یاضی مهندسیر

  ( )
2

inx
n

0

1b g x e dx
2

π
−=

π ∫  

  ( ) ( )
2

inx
n

0

1c f x g x e dx
2

π
−=

π ∫  

)طرفين تساوي  ) inx
n

n
f x a e

∞

=−∞

= ) را در ∑ ) ikxg x e )ضرب كرده و در بازه  − )0 , 2π) انتگرال ) يك دوره تناوب

  .گيريم مي

  ( )
2

ikx inx

0
g x e e dx

π
−∫n

n
a

∞

= −∞

= ∑( ) ( )
2

ikx

0
f x g x e dx

π
−∫  

  n k n
n

a b
∞

−
=−∞

= ∑( ) ( )
2

i k n x
k

0
g x e dx C

π
− − →∫n

n
a

∞

= −∞

= ∑  

  سري فوريه دوگانه
)هرگاه تابع  )f x , y نسبت به دو متغير x و y2 متناوب با دوره تناوب πباشد، يعني :  

  ( ) ( ) ( )f x 2 , y f x , y 2 f x , y+ π = + π =  
  :توان نوشت آنگاه مي

  
( ) ( ) ( )

( )

00
0n 0n m0 m0

n 1 n 1

mn mn mn mn
m 1 n 1

a 1 1f x , y a cos ny b sin ny a cos mx c sin mx
4 2 2

a cos mx cos ny b cos mx sin ny c sin mx cos ny d sin mx sin ny

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

= + + + +

+ + + +

∑ ∑

∑ ∑
  

  :جايي كه

  ( )mn 2
1a f x , y cos mx cos ny dx dy

π π

− π − π
=

π ∫ ∫  

  ( )mn 2
1b f x , y cos mx sin ny dx dy

π π

− π − π
=

π ∫ ∫  

  ( )mn 2
1c f x , y sin mx cos ny dx dy

π π

− π − π
=

π ∫ ∫  

  ( )mn 2
1d f x , y sin mx sin ny dx dy

π π

− π − π
=

π ∫ ∫  
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) گانه تابعسري فوريه سينوسي دو    ۳۶ مثال )f x, y0هاي  در دامنه x L< 0 و> y K<   عبارت است از>

mn
n 1 m 1

n x m yb sin sin
L K

∞ ∞

= =

π π   
   
   ∑∑ .سري فوريه دو گانه تابع( )f x, y xy= 0 براي x< < π 0 و y< < π كدام 

  )۸۸كامپيوتر (      است؟

۱ (( ) ( )
n 1 m 1

4 sin nx sin my
nm

∞ ∞

= =
∑∑  ۲ (( ) ( )2

n 1 m 1

4nm sin nx sin my
∞ ∞

= = π
∑∑  

۳ (( ) ( )
2

n 1 m 1

4 sin nx sin my
nm

∞ ∞

= =

π∑∑  ۴ (( ) ( )
n 1 m 1

nm sin nx sin my
4

∞ ∞

= =
∑∑  

  .هستندها نادرست  همه گزينه :حل

  

( )

( ) ( )

K L

mn 2
0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

n m

2

4 n x m y 4b f x, y sin sin dxdy xysin nx sin mydxdy
LK L K

4 4 x 1 y 1x sin nxdx ysin mydy cos nx sin nx cos my sin my
n mn m

4 1 14 cos m cos n
n m mn

π π

π ππ π

π π
= =

π

   
= = − + − +   

π π    

− −π π   = − π − π =   
   π

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫  

  .ها نادرستند و همة گزينه

  انتگرال فوريه
) يك تابع غيرتناوبي كه در فاصله نامتناهي رفتار ),− ∞ + توان از طريق يك سري فوريه توصيف   تعريف شده است را نمي∞

) اما اگر .نمود )f xدر فاصله ( ),− ∞ + )پذير باشد يعني   مطلقاً انتگرال∞ )f x d x
+ ∞

) ، همگرا شود∫∞− )f xتوان   را مي

  :در قالب يك بيان انتگرالي از جملات سينوسي و كسينوسي كه به انتگرال فوريه تابع موسوم است به فرم زير نوشت

  ( ) ( ) ( )( )
0

f x A cos x B sin x d
∞

= ω ω + ω ω ω∫  

  :شوند كه در آن ضرايب انتگرال فوريه به صورت زير محاسبه مي

  ( ) ( )1A f x cos x d x
+ ∞

−∞
ω = ω

π ∫  

  ( ) ( )1B f x sin x d x
+ ∞

− ∞
ω = ω

π ∫  

)توان ديد  به سادگي مي )A ω ها برحسبω تابعي زوج و ( )B ω ها برحسبω تابعي فرد هستند.  
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  یاضی مهندسیر

 :نكته

  .تواند در رابطه با ضرايب انتگرال فوريه اطلاعات مفيدي دهد بع ميهاي موجود در منحني تا ـ تقارن١

)چنانچه ) الف )f x تابعي زوج باشد داريم:  

( )B 0ω =  ( ) ( )
0

2A f x cos x dx
∞

ω = ω
π ∫  

)چنانچه ) ب )f xد باشد، داريم تابعي فر:  

( ) ( )
0

2B f x sin x d x
∞

ω = ω
π ∫  ( )A 0ω =  

  : مطابق قضيه ديريكلهـ٢

)اگر تابع ) لفا )f x 0 در نقطهxپيوسته باشد، داريم :  
  ( )0f x= 0مقدار انتگرال فوريه تابع در نقطهx x=  

) اگر تابع )ب )f x 0 در نقطهxگسسته باشد داريم :  

  
( ) ( )0 0f x f x

2

− ++
0xمقدارانتگرال فوريه تابع در نقطه = x= 

تبديلات لاپلاس  و نيز يف تبديل لاپلاسفرمول تعر از استفادهگاهي ) و تبديلات فوريه( در محاسبه ضرايب انتگرال فوريه ـ٣
  .اي تقليل دهد سبات را بطور عمدهند حجم محااتو  ميقضاياي تبديل لاپلاس و احتمالاً بعضي توابع خاص

  :خاطر داريم به

)تبديل لاپلاس تابع ) الف )f xآيد دست مي صورت زير به  به:  

  ( ){ } ( ) ( )s x

0
L f x F s e f x d x

∞
−= = ∫  

  :خي توابع خاص عبارتست ازتبديل لاپلاس بر) ب

  
( )

( )

n a x

n 1 2 2 2 2

f x x e cos a x sin a x

n! 1 s aF s
s as s a s a+ − + +

  

)چنانچه تبديل لاپلاس تابع ) ج )f x را ( )F s بناميم، داريم:  

  ( ){ } ( ) ( )n
nn

n
d F s

L t f t 1
ds

= −  

  ( ) ( )
s

1L f t F s ds
t

+ ∞
  = 
  ∫  

  ( ) ( ){ } ( )a s
aL u t f t a e F s−− =  



  آنالیز فوریه
 

    

 

٤٥ 
 

  ( ){ } ( )a tL e f t F s a= −  

  ( ) ( ){ } ( )a s
aL t f t e f a−δ =  

  ـ ٤

)صورت زير كه  در معادله انتگرالي به) الف )f xتابعي معلوم و هدف يافتن ( )ψ ωاست :  

  ( ) ( ) ( )
0

f x cos x d x 0
∞

= ψ ω ω ω >∫  

)طور فكر كرد كه تابع  در حقيقت بايد اين )f x براي x هاي مثبت مد نظر قرار گرفته و برايx هاي منفي به فرم زوج
  : لذا داريم.گسترش يافته و انتگرال فوريه تابع حاصله نوشته شده است

  ( ) ( )
0

2 f x cos x d x
∞

ψ ω = ω
π ∫  

)صورت زير كه  هدر معادله انتگرالي ب) ب )f xتابعي معلوم و هدف يافتن ( )ψ ωاست :  

  ( ) ( ) ( )
0

f x sin x d x 0
∞

= ψ ω ω ω >∫  

)طور فكر كرد كه تابع  در حقيقت بايد اين )f x براي x اي برو هاي مثبت مد نظر قرار گرفتهx  هاي منفي به فرم فرد گسترش
  : لذا داريم.يافته و انتگرال فوريه تابع حاصله نوشته شده است

  ( ) ( )
0

2 f x sin x d x
∞

ψ ω = ω
π ∫  

) اگر ـ٥ )B ωو ( )A ω ضرايب انتگرال فوريه تابع ( )f xباشند داريم :  

  ( ) ( ) ( )( )2 2 2

0

1 f x d x A B d
+ ∞ + ∞

−∞
= ω + ω ω

π ∫ ∫  

  .هاي فوريه موسوم است رابطه فوق به تساوي پارسوال در انتگرال
  ) عدد ثابت مثبت فرض شده استk. (سپاريم ميخاطر  هاي لاپلاس موسومند به هاي زير را كه به انتگرال ـ انتگرال فوريه٦

k x

2 2k x 0

e x 0
2k cos x: d

ke x 0
2k

∞

−

π < ω = ω π + ω >


  تابع زوج   ∫

k x

2 2k x 0

e x 0 sin x2: d
ke x 0

2

∞

−

π − < ω ω = ω π + ω >


  تابع فرد   ∫
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  یاضی مهندسیر

) اگر ـ٧ )f xاي هموار در بازه   تابعي تكه( )0 , +   :پذير باشد  بوده و در اين فاصله مطلقاً انتگرال∞

)توان  مي) الف )f xرا در بازه ( ), 0− صورت زوج گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه انتگرال فوريه كسينوسي   به∞
( )f xصورت زير نوشت  بهشود،  ناميده مي:  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2f x A cos x d , A f x cos x d x
∞ ∞

= ω ω ω ω = ω
π∫ ∫  

)توان  مي) ب )f xرا در بازه ( ), 0− صورت فرد گسترش داده و انتگرال فوريه تابع حاصله را كه انتگرال فوريه سينوسي   به∞
( )f x صورت زير نوشت شود، به ناميده مي :  

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2f x B sin x d , B f x sin x d x
∞ ∞

= ω ω ω ω = ω
π∫ ∫  

   فوريهانتگرالصورت مختلط 
) فوريه تابع انتگرالصورت مختلط  )f xشود  به فرم زير نوشته مي:  

  ( ) ( ) i xf x C e d
+ ∞

ω

−∞
= ω ω∫  

  ( ) ( ) i x1C f x e d x
2

+ ∞
− ω

−∞
ω =

π ∫  

  :گردد روابط بين ضرايب انتگرال فوريه در فرم حقيقي و مختلط به صورت زير بيان مي
( ) ( ) ( )( )B i C Cω = ω − −ω  ( ) ( ) ( )A C Cω = ω + − ω  

( ) ( ) ( )( )1C A i B
2

−ω = ω + ω  ( ) ( ) ( )( )1C A iB
2

ω = ω − ω  

)نتگرال فوريه تابع ا    ۳۷ مثال ) 1 1 t 1
f t

0 t 1 , t 1
− < <

=  > < −
 )۸۵كامپيوتر (  : عبارت است از

۱ (( ) ( )
0

cos sin t2 d
∞ ω ω

ω
π ω∫  

۲ (( ) ( )
0

sin cos t2 d
∞ ω ω

ω
π ω∫  

۳( ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

sin cos t cos sin t2 d d
∞ ∞ ω ω ω ω

 ω + ω
π ω ω  ∫ ∫  

۴( ( ) ( ) ( )2 2

0 0

sin cos t cos sin t2 d d
∞ ∞ ω ω ω ω

 ω + ω
π ω ω  ∫ ∫  
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 .  درست است۲گزينه  :حل
fتابعي زوج است و داريم :  

  ( )B 0ω =  

  ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 1

12 2 2 1 2sinA f t cos t dt 1 cos t dt 0 cos t dt sin t
0

∞ ∞  ω ω = ω = ω + ω = ω = 
π π π ω πω  ∫ ∫ ∫  

  :پس انتگرال فوريه تابع چنين است

  ( )
0

2sinf t cos t d
∞ ω

= ω ω
πω∫  

) تابع داده شده زوج است لذا در انتگرال فوريه آن بايد :توجه )B 0ω sinجمله  و به تعبيري = tωشود و اين نشان   ظاهر نمي
  .تواند صحيح باشد دهد فقط گزينه دوم مي مي

)(توجه داريم اگر دو گزينه حائز اين شرط بود، اين موضوع كه  )A ω بايد برحسب ωممكن كمك )  تابعي زوج باشد
  .دمناسبي بكن

cosمثلاً  ω
ω

)تواند مبين   هيچ وقت نمي )A ω تابعي باشد زيرا برحسب ωتابعي فرد است .  

)اگر     ۳۸ مثال ) ( ) ( )0 1
0

u x u x p sin x d
∞

− = ω ω ω∫ باشد ( )p ωكدام است؟  

۱ (( )2 1 cos− ω
π

  ۲ (( )2 1 cos+ ω
πω

  ۳(  ( )2 1 cos− ω
πω

  ۴( ( )2 1 sin− ω
π

  

 . درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )0 1

0 x 0
f x u x u x 1 0 x 1

0 x 1

<
= − = < <
 >

  

)شود كه تابع  با توجه به معادله انتگرالي داده شده در فرض مسأله، اين طور تداعي مي )f xم فردگسترش داده شده و  به فر
)ايم و  سپس براي اين تابع فرد انتگرال فوريه سينوسي نوشته )p ω همان ( )B ωتابع فرد توصيف شده است، لذا داريم :  

  ( ) ( ) ( )
11

0 0 0

2 2 2 2B f x sin x dx sin x dx cos x cos 1
∞ − −

ω = ω = ω = ω = ω −
π π πω πω∫ ∫  

) اگر    ۳۹ مثال )
1 x x 1

f x
0 x 1

 − <=  >
) ضرايب )A ωآيد؟ دست مي  در انتگرال فوريه تابع از كدام رابطه به  

۱( 2
2 cos ω

πω
  ۲( ( )2

2 1 sin− ω
πω

  ۳( ( )2
2 1 cos− ω

πω
  ۴( 0  
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  یاضی مهندسیر

  . درست است۳گزينه  :حل

  :تابع زوج است و داريم

  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0 0 1

1

0

2 2A f x cos x dx 1 x cos x dx 0 cos x dx

2 1 x cos x dx

∞ ∞  ω = ω = − ω + ω 
π π   

  = − ω 
π   

∫ ∫ ∫
∫

  

  مشتق        انتگرال

2

1 x cos x

11 sin x

10 cos x

+

−

− ω

− ω
ω

− ω
ω

↘

↘
  

  

( )

( )

1

2 2 2
0

2

2 1 x 1 2 1 1A sin x cos x cos

2 1 cos

   −
ω = ω − ω = − ω +   π ω πω ω ω   

= − ω
πω

  

)فرض كنيد     ۴۰ مثال )f x تابعي زوج باشد و بدانيم ( ) ( )
0

1f x A cos x d
+∞

= ω ω ω
π ) و ∫ ) 2

eA
1

−ωπ
ω =

+ ω
 حاصل 

( ) ( )( )
1

0
f x f x dx′′−∫كدام است؟  

۱ (
2
π  ۲ (

4
π  ۳ (1 ln 2

2
  ۴ (ln 2  

 . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

1 1f x A cos x d f x A cos x d
∞ ∞

′′= ω ω ω → = −ω ω ω ω →
π π∫ ∫  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

0 0

2 2 2
0 s 1 s 1

1 1 ef x f x 1 A cos x d 1 cos x d
1

s 1e cos x d L cos x
s x 1 x

∞ ∞ −ω

∞
−ω

= =

π′′− = + ω ω ω ω = + ω ω ω
π π + ω

= ω ω = ω = =
+ +

∫ ∫
∫

  

  :لذا داريم

  ( ) ( )( )
11 1

1
2

0 0 0

1f x f x dx dx tan x
41 x

− π′′− = = =
+∫ ∫  



  آنالیز فوریه
 

    

 

٤٩ 
 

)حاصل    ۴۱ مثال ) 3f x cos x dx
∞

) با فرض∫∞− ) 2 2
0

1f x cos x sin x d
4 4

∞  ω
= ω + ω ω 

ω + ω + ∫كدام است؟   

۱( 44
65

π  ۲( 22
65

π  ۳( 11
65

π  ۴( 33
65

π  

  . درست است۳گزينه  :حل
  :دهد و داريم ي را نشان مfفرض مسأله انتگرال فوريه تابع

( ) ( )2
1B f x sin x dx

4

∞

−∞

ω
ω = = ω

πω + )  و  ∫ ) ( )2
1 1A f x cos x dx

4

∞

−∞
ω = = ω

πω + ∫  

  :جا كه از آن

  3 3 cos3x 3cos xcos3x 4cos x 3cos x cos x
4
+

= − → =  

  :توان نوشت مي

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

3

2 2

cos3x 3cos x 1I f x cos x dx f x dx f x cos3x dx 3 f x cos x dx
4 4

1 1 1 11A 3 3 A 1 3
4 4 653 4 1 4

∞ ∞ ∞ ∞

− ∞ − ∞ − ∞ − ∞

 +  = = = + 
  

 π π
= π + π = + = 

+ + 

∫ ∫ ∫ ∫
  

)در معادله انتگرالي     ۴۲ مثال )
0

cos x 0 x
f sin x d

0 x

∞ < < π
ω ω ω =  > π∫ تابع ،( )f ω۸۶برق (  ست؟ كدام ا( 

۱ (
( ) ( )2

2 1 cos
1

+ ωπ
π ω −

  ۲ (
( ) ( )2

2 1 cos
1

ω
+ ωπ

π ω −
  

۳ (
( ) ( )2

2 1 cos
1

− ωπ
π ω −

  ۴ (
( ) ( )2

2 1 cos
1

ω
− ωπ

π ω −
  

 .  درست است۲گزينه  :حل

( )f ω بايد ضريب انتگرال فوريه سينوسي تابع ( ) cos x 0 x
g x

0 x
< < π

=  > π
  . باشد

  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 2

2 2 1f g x sin x dx cos x sin x dx sin 1 x sin 1 x dx

cos 1 x cos 1 x cos cos1 1 cos 0 cos 0
01 1 1 1 1 1

1 cos cos 1 1 1 2 cos 2
1 1 1 1 1

∞ π π

ω = ω = ω = ω + + ω −
π π π

   ω + ω − ωπ+ π ωπ− ππ− −  = + = + − −    π ω + ω − π ω+ ω− ω+ ω−    

 − ωπ ωπ ω ωπ ω
= − − − − = + π ω+ ω− ω+ ω− π ω − ω 

∫ ∫ ∫

( ) ( )
2

2 1 cos
1 1

  ω
= + ωπ  − π ω − 
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  یاضی مهندسیر

)اگر    ۴۳ مثال )
0

cos x 0 x
2P sin x d

0 x
2

∞
π < <ω ω ω =  π >


) حاصل∫ )2

0
P d

∞

ω ω∫كدام است؟   

۱(π  ۲(
2
π  ۳(1  ۴(1

2
  

  . درست است۴گزينه  :حل

)انتگرال فوريه سينوسي تابععبارت داده شده در فرض مسأله  )
cos x 0 x

2f x
0 x

2

π < <=  π >


دهد طبق تساوي  مي را نشان 

  :پارسوال داريم

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0

2f x P sin x d P d f x dx
∞ ∞ ∞

= ω ω ω → ω ω =
π∫ ∫ ∫  

  :لذا در اين مسأله داريم

  ( ) 22 22 2

0 0 0 0

2 2 1 cos 2x 1 1 1 1P d cos x dx dx x sin 2x
2 2 2 2

ππ π
∞

+ π ω ω = = = + = = π π π π ∫ ∫ ∫  

 باشد؟ كدام تابع زير داراي انتگرال فوريه مي    ۴۴ مثال

۱ (( ) x

0 x 0
f x e x 0

1 x

−

<
= 

> +

  ۲ (( )

0 x 0
sin xg x 0 x 1

x
0 x 1

 <

= < <

 >

  

  كدام هيچ) ۴    هر دو) ۳

  . درست است۳گزينه  :حل

  ( )
0 x x

0 0

e ef x dx 0 dx dx dx
1 x 1 x

+∞ +∞ +∞− −

−∞ −∞
= + =

+ +∫ ∫ ∫ ∫  

xجا كه  از آن → +  داريم ∞
x

xe e
1 x

−
−<

+
xدانيم   و مي

0
e dx

+∞
 همگرا است پس ∫−

x

0

e dx
1 x

∞ −

 بوده و  نيز همگرا∫+

) در بازه fلذا  ),−∞ +   .پذير و داراي انتگرال فوريه است  انتگرال∞

  ( )
0 1 1

0 1 0

sin x sin xg x dx 0 dx dx 0 dx dx
x x

+∞ ∞

−∞ −∞
= + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

sinجا كه  از آن x 1
x x

دانيم   و مي>
1

0

1 dx
x∫ همگرا است پس 

1

0

sin x dx
x∫ نيز همگرا بوده و g در بازه 

( ),−∞ +   .پذير بوده و داراي انتگرال فوريه است  انتگرال∞
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)با توجه به انتگرال فوريه كسينوسي تابع    ۴۵ مثال ) 1 x 0 x 1
f x

0 x 1
− ≤ ≤

=  >
2  حاصل

0

1 cos x dx
x

∞    كدام است؟∫−

۱(
4
π  ۲(

2
π  ۳(π  ۴(0  

  .  درست است۲گزينه  :حل
  :اگر تابع داده شده را به صورت زوج گسترش دهيم داريم

     مشتق   انتگرال
1 x cos x

11 sin x

10 cos x

+

−

2

− ω

− ω
ω

− ω
ω

↘

↘

  

  

( ) ( )

( ) ( )

0

1

0 1

2A f x cos x dx

2 1 x cos x dx 0 cos x dx

∞

∞

ω = ω
π

  = − ω + ω 
π   

∫
∫ ∫

  

( )
1

2 2 2
0

2 1 x 1 2 1 1A sin x cos x cos
   −

ω = ω − ω = − ω +   
π ω πω ω ω   

  

  

  : تابع داده شده چنين استيلذا انتگرال فوريه كسينوس

  ( ) ( )2
0

2f x 1 cos cos x d
∞

= − ω ω ω
πω∫  

x در   :باشد طبق قضيه ديريكله داريم  كه نقطه پيوستگي تابع زوج توسيع داده شده مي=0

  ( ) ( ) ( )2 2
0 0

2 1 cos 1 cosf 0 cos 0 d d
2

∞ ∞− ω − ω π
= ω ω → ω =

πω ω∫ ∫  

  نوسي و سينوسيتبديلات فوريه كسي
)فرض كنيد  )f x در فاصله ( )0 , +   :پذير باشد اي هموار و مطلقاً انتگرال  تكه∞

  :شود كسينوسي تابع چنين تعريف ميتبديل فوريه ) الف

  ( ) ( ) ( )c c
0

2F f f x cos x dx f
∞

= ω = ω
π ∫ %  

)تبديل فوريه كسينوسي معكوس )cf ω% كه تابع  ( )f xكنيم دهد، چنين تعريف مي  را نتيجه مي:  

  ( ) ( ) ( )1
c c

0

2F f f cos x d f x
∞

− = ω ω ω =
π ∫% %  

  :شود  سينوسي تابع چنين تعريف ميتبديل فوريه) ب

  ( ) ( ) ( )s s
0

2F f f x sin x dx f
∞

= ω = ω
π ∫% %  
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  یاضی مهندسیر

)تبديل فوريه سينوسي معكوس )sf ω%كه تابع  ( )f xكنيم دهد چنين تعريف مي  را نتيجه مي:  

  ( ) ( ) ( )1
s s

0

2F f f sin x d f x
∞

− = ω ω ω =
π ∫% %  

)توان نشان داد هرگاه  مي ) ( )
x x

lim f x lim f x 0
→ + ∞ → + ∞

′ =   : باشد آنگاه خواهيم داشت=

  ( ) ( )s cF f F f′ = −ω  

  ( ) ( ) ( )c s
2F f F f f 0′ = ω −
π

  

  ( ) ( ) ( )2
s s

2F f F f f 0′′ = −ω + ω
π

  

  ( ) ( ) ( )2
c c

2F f F f f 0′′ ′= −ω −
π

  

  :مطابق اتحادهاي پارسوال داريم :تذكر

( ) ( )2 2
s

0 0
F d f x dx

∞ ∞

ω ω =∫ )  و  ∫ ) ( )2 2
c

0 0
F d f x dx

∞ ∞

ω ω =∫ ∫  

)تبديل كسينوسي فوريه تابع    ۴۶ مثال )
1 x
3f x e

−
  )۸۷هوافضا (  كدام است؟=

۱( 
2

2 1
1
3

 
 
 

π  + ω 
 

  ۲( 2
2 3

1 9
 
 π + ω 

  ۳( 2
2 3

9
 
 π + ω 

  ۴( 2
2 1

1
 
 π + ω 

  

  . درست است۲گزينه  :حل

  

( ) ( ) ( )( )
1 x
3c

10 0 s
3

2 2 21 2s
3

2 2 2F f x cos x dx e cos x dx L cos x

1
2 s 2 2 33

1s 1 9
9

∞ ∞ −

=

=

ω = ω = ω = ω
π π π

= = =
π π π+ ω + ω+ ω

∫ ∫
  

) با توجه به تبديل فوريه سينوسي تابع    ۴۷ مثال ) 1 0 x 1
f x

0 x 1
< <

=  >
  حاصل

2

0

1 cos x dx
x

∞ − 
 
 ∫كدام است؟   

۱( 
8
π  ۲( 

2
π  ۳( π  ۴( 

4
π  

  . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )
11

s
0 0 0

2 2 2 1 2 1 cosF f x sin x dx 1 sin x dx cos x
∞

− − ω
ω = ω = ω = ω =

π π π ω π ω∫ ∫  
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  :با توجه به تساوي پارسوال داريم

  ( ){ } ( ){ } ( )
12

2 2 2
s

0 0 0 0

2 1 cosF d f x dx d 1 dx
∞ ∞ ∞ − ω ω ω = → ω = → π ω ∫ ∫ ∫ ∫  

  
2

0

1 cos d
2

∞ − ω π  ω = ω ∫  

)تبديل فوريه سينوسي    ۴۸ مثال )
atef t

t

−
  )۸۷برق (  ابر كدام است؟ بر=

۱( 2 2
a

a + ω
  ۲( 1tan

a
− ω 

 
 

  ۳( tan
a
ω  ۴( 2 2a

ω

+ ω
  

  .  درست است۲گزينه  :حل

  ( )
at

s
0 s a

2 e 2 sin tF sin t dt L
t t

∞ −

=

 ω ω = ω =   π π   ∫  

  :دانيم اما مي

  
2 2

s s

sin t s s sL ds Arctan Arctan Arctan Arctan
t 2s

Arctan
s

+ ∞+ ∞    ω ω + ∞ π         = = = − = −            ω ω ω ω         + ω    

ω
=

∫  

  :لذا داريم

  ( )s
s a

2 2F Arctan Arctan
s a

=

ω ω
ω = =

π π
  

2 توجه داريم عدم حضور
π

  .شود مربوط به تعريف مي) ينه دوميعني گز( در گزينه صحيح 

)تبديل فوريه كسينوسي تابع    ۴۹ مثال ) xf x e cos x−=كدام است؟   

۱( 4
2 2

4π ω +
  ۲( 

2

4
2 2

4
ω +

π ω +
  ۳( 

2

4
2 2 2

4
ω + ω +

π ω +
  ۴( 

2

4
2

4
ω

π ω +
  

  .  درست است۲گزينه  :حل

  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ){ }
( ) ( )

x
x

c
0 0

2 2
s 1 s 1

2 2 eF e cos x cos x dx cos 1 x cos 1 x dx
2

1 1 s sL cos 1 x cos 1 x
2 2 s 1 s 1

∞ ∞ −
−

2 2
= =

ω = ω = + ω + − ω
π π

 
 = + ω + − ω = +
 π π + + ω + − ω 

∫ ∫
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( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

2 422

2 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2 2 21 1 1 1

2 21 2 2
2 42 2

  ω + − ω + ω + + ω
 = + =
 π π ω + + ω ω + − ω+ + ω + − ω 

ω + ω +
= =

π π ω +ω + − ω

  

)تبديل فوريه كسينوسي تابع     ۵۰ مثال ) axf x xe   كدام است؟=−

۱ (
( )

2 2

22 2

2 a

a

ω −
π + ω

  ۲ (
( )

2 2

22 2

2 a

a

− ω
π + ω

  ۳( 
( )

2 2

2 2
2 a

a

ω −
π + ω

  ۴ (
( )

2 2

2 2
2 a

a

− ω
π + ω

  

  . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ){ }ax
c

0 0 s a

2 2 2F f x cos x dx xe cos x dx L x cos x
∞ ∞

−

=
ω = ω = ω = ω

π π π∫ ∫  

  :دانيم اما مي

  ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 2 2

1 s 2s ss d s sL cos x L x cos x
dss s s s

+ ω −  −ω
ω = → ω = − = − =  + ω + ω  + ω + ω

  

  :پس داريم

  ( )
( )

2 2

c 22 2

2 aF
a

− ω
ω =

π + ω
  

)با توجه به انتگرال فوريه سينوسي تابع     ۵۱ مثال ) 0 x
f x 2

0 x

π < < π= 
 > π

1تبديل فوريه سينوسي تابع   cos x
x

− π كدام 

  است؟

۱ (
2 0

0

 < ω < π
π

 ω > π

  ۲ (0
2
0

π < ω < π

 ω > π

  ۳ (0
4
0

π < ω < π

 ω > π

  ۴ (
4 0

0

 < ω < π
π

 ω > π

  

 .  درست است۲گزينه  :حل
)اگر تابع  )f x گسترش دهيم و سپس برايش انتگرال فوريه بنويسيم داريم را به فرم فرد:  

  
( ) ( ) ( )

( )

00 0

2 2 1B f x sin xdx sin xdx 0 sin xdx cos x
2

1 1 cos

∞ π ∞ π

π

 π  ω = ω = ω + ω = − ω  π π ω   

= − ωπ
ω

∫ ∫ ∫  
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  :لذا انتگرال فوريه سينوسي تابع داده شده چنين است

  ( ) ( )
0

1f x 1 cos sin xd
∞

= − ωπ ω ω
ω∫  

xبا تبديل  ωداريم� :  

  ( )
0

1 cos xf sin x dx
x

∞ − π
ω = ω∫  

1 تبديل فوريه سينوسي تابع سمت راست تساوي فوق تعريف cos x
x

− πاست .  

  .باشد لذا گزينه موردنظر جواب دوم مي

)چنانچه براي تابع    ۵۲ مثال )f xداشته باشيم ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x 3f x 2f x
f 0 1 , f 0 2
′′ ′ = +

 ′= =
) تبديل فوريه سينوسي )f xكدام است؟   

۱ (( )( )c2
2 F f x

2

 ω  − 
π+ ω   

  ۲ (( )( )c2
2 3F f x

2

 ω  + 
π+ ω   

  

۳ (( )( )c2
2 F f x

2

 ω  + 
π+ ω   

  ۴ (( )( )c2
2 3F f x

2

 ω  − 
π+ ω   

  

 . درست است۲گزينه  :حل
  :دانيم مي

  ( ){ } ( ){ }s cF f x F f x′ = −ω  

  ( ){ } ( ){ } ( )2
s s

2F f x F f x f 0′′ = −ω + ω
π

  

  :حال طبق فرض مسأله داريم

  ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )( ){ } ( ){ }2
s s s c s

2F f x F 3f x 2f x F f x 1 3 F f x 2F f x′′ ′= + → −ω + ω = −ω + →
π

  

  ( ){ } ( ) ( ){ } ( ){ } ( )( )2
c s s c2

2 23 F f x 2 F f x F f x 3F f x
2

 ω  ω + ω = + ω → = + π π+ ω   
  

  تبديلات فوريه سينوسي و كسينوسي محدود
  :شوند كوسش به صورت زير تعريف ميتبديل فوريه كسينوسي محدود و مع) الف

  ( ) ( )c
0

2F n f x cos n x dx n 0 , 1 , 2 ,
π

= =
π ∫ …  

  ( )
( )

( )c
c

n 1

F 0
f x F n cos n x

2

∞

=

= + ∑  
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  :شوند كوسش به صورت زير تعريف ميتبديل فوريه سينوسي محدود و مع) ب

  ( ) ( )s
0

2F n f x sin nx d x n 1 , 2 ,
π

= =
π ∫ …  

  ( ) ( )s
n 1

f x F n sin n x
∞

=

= ∑  

  تبديل فوريه
)اگر  )f xاي هموار و در بازه   تابعي تكه( ),− ∞ + پذير باشد، داراي تبديل فوريه است كه به صورت زير تعريف   مطلقاً انتگرال∞
  :شود مي

  ( )( ) ( ) ( ) i x1F f x F f x e d x
2

+ ∞
− ω

−∞
= ω =

π ∫  

  :آيد دست مي با دانستن تبديل فوريه يك تابع، خود تابع از رابطه زير بههمچنين 

  ( )( ) ( ) ( )1 i x1F F f x F e d
2

+ ∞
− ω

−∞
ω = = ω ω

π ∫  

1جاي ضريب  برخي در تعريف تبديل فوريه به:توجه
2 π

1 ضريب
2 π

 را قرار داده و در رابطه معكوس تبديل فوريه 

1ضريب
2π

  .نويسند  را نمي

) با توجه به روابط :تذكر )A ω و ( )B ωحقيقي  در انتگرال فوريه تابع fيعني :  

  ( ) ( )1B f x sin x dx
∞

−∞
ω = ω

π )و∫ ) ( )1A f x cos x dx
∞

−∞
ω = ω

π ∫  

  : يعنيf حقيقي عو تعريف تبديل فوريه تاب

  ( ) ( )i xF e f x dx
∞

− ω

−∞
ω = ∫  

  :توان ديد مي

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

F F F F
A B

2 2 i
1 1A Re F B Im F

ω + −ω ω − −ω
ω = ω =

π π

ω = ω ω = − ω
π π

  

  :توان گفت و از اينجا مي
): تابعي زوج باشد fاگر  )( )Im F 0ω =  





  
):  تابعي فرد باشدfاگر  )( )Re F 0ω =  
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)  . استωتابعي زوج از  )( )
( )( )

Re F

Im F

ω 


ω 
  

   استωتابعي فرد از 

)اگر تابعي به صورت  :تذكر )f x x 0
0 x 0

 >


<
راي محاسبه تبديل فوريه آن كافي است تبديل لاپلاس تابع را به  تعريف شده باشد، ب

  . تبديل كنيمiω را به s دست آورده و در آن

  :توان نشان داد  مي:تذكر

  ( ) ( )
( ) ( )

0

f k f k1 f x cos x k dx d
2

− +∞ +∞

−∞

+
α − α =

π ∫ ∫  

   و قضاياي تبديل فوريهخواص تبديل فوريه
  :نيمچنانچه تعريف ك

  ( )( ) ( ) ( ) i xF f x F f x e d x
+ ∞

− ω

−∞
= ω = ∫  

  ( )( ) ( ) ( )1 i x1F F f x F e d
2

+ ∞
− ω

−∞
ω = = ω ω

π ∫  

  : داريم1c و 2cبراي هر دو عدد ثابت  : قضيه خطي بودن تبديل فوريهـ١
  ( ) ( ){ } ( ) ( )1 2 1 2F c f x c g x c F c G+ = ω + ω  

  :كه طوريه پذير باشد ب  بار مشتقn تابعي fاگر  : قضيه تبديل فوريه مشتقـ٢

  ( ) ( ) ( ) ( )n 1

x x x
lim f x lim f x lim f x 0−

→ ∞ → ∞ → ∞
′= = = =L  

  :آنگاه
  ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }nnF i F f xf x = ω  

) اگر : قضيه انتگرالـ٣ ){ } ( )F f x F= ω  آنگاهباشد؛:  

  ( ) ( ) ( ) ( )
x 1F f t d t F F 0

i−∞

   = ω + π δ ω 
ω  ∫  

) اگر: قضيه تقارنـ٤ ){ } ( )F f x F= ωباشد آنگاه : 

  ( ){ } ( )F F x 2 f= π −ω 

)اگر : قضيه اول انتقالـ ٥ ){ } ( )F f x F= ωو  aعددي ثابت باشد آنگاه :  
  ( ){ } ( )i aF f x a e F− ω− = ω  



  ه
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  یاضی مهندسیر

) اگر: ـ قضيه دوم انتقال٦ ){ } ( )F f x F= ωباشد آنگاه :  

  ( )( ) ( )i a xF e f x F a= ω −  

)اگر  : قضيه معكوس زمانـ٧ ){ } ( )F f x F= ωباشد آنگاه :  
  ( ){ } ( )F f x F− = −ω  

)اگر :گيري از تبديل فوريه  قضيه مشتقـ ٨ ){ } ( )F f x F= ωآنگاه :  

  ( )( ) ( )n
n n

n
d F

F x f x i
d

ω
=

ω
  

  :و قضاياي آن) ولوشنكان(گردشي   همانتگرال تعريف ـ٩

  ( ) ( ) ( ) ( )f g x f t g x t d t*

+ ∞

− ∞
= −∫  

  ( ) ( ) ( )F f g F G* = ω ω  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )1F f x g x F G*2
= ω ω

π
  

) اگر: قضيه مقياسـ١٠ ){ } ( )F f x F= ωآنگاه :  

  ( )( ) 1F f a x F
a a

ω =  
 

  

)  اگر: پارسواله قضيـ١١ )( ) ( )F f x F= ωآنگاه :  

  ( ) ( ) 22 1f x d x F d
2

+ ∞ + ∞

−∞ −∞
= ω ω

π∫ ∫  

)اگر  :تبديل قضاياي ـ١٢ )( ) ( )F g x G= ω و ( )( ) ( )F f x F= ωآنگاه :  

  ( ) ( ) ( ) ( )f x G x d x F x g x d x
+ ∞ + ∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )1f x g x d x F G d
2

+ ∞ + ∞

−∞ −∞
= ω −ω ω

π∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )1f x g x d x F G d
2

+ ∞ + ∞

−∞ − ∞
− = ω ω ω

π∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )1f x g x d x F G d
2

+ ∞ + ∞

−∞ −∞
= ω ω ω

π∫ ∫  
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  تبديل فوريه چند تابع خاص
  :ت مثبتي باشد داريمعدد ثاب aاگر 

( )F ω  ( )f x  
( )2 πδ ω  1  

1  ( )xδ  
( ) ( )( )a aπ δ ω + + δ ω −  cos a x  
( ) ( )( )i a aπ δ ω + − δ ω −  sin a x  

2 2
2a

a + ω
  a xe −  

ae
a

− ωπ 2 2
1

a x+
  

ai e
a

− ωπ ω
−

ω
  

2 2
x

a x+
 

2 sin aω
ω

  ( ) ( )u x a u x a+ − −  

1
a i+ ω

  ( ) a xu x e −  
2

4ae
a

− ω
π  

2a xe −  

a
0 a

 π ω <
 ω >

  sin ax
x

 

( )1
i

+ πδ ω
ω

  ( )u x  

( )2 aπδ ω −  iaxe  
2
iω

  ( )sgn x  

) اگر خاطر داشته باشيد  به:نكته )f xحقيقي باشد :  
)ـ قسمت حقيقي ۱ )F ω زوج است تابعي .  
)ـ قسمت موهومي۲ )F ωتابعي فرد است  .  
)ـ اگر ۳ )f x تابعي زوج باشد داريم:( )( )Im F 0ω =  
)ـ اگر ۴ )f xتابعي فرد باشد داريم  :( )( )Re F 0ω =  
)ـ ۵ ) ( ) ( ) ( )F F F Fω = −ω ∠ ω = −∠ −ω  



  ه
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  یاضی مهندسیر

  .تبديل فوريه توابع زير را به دست آوريد    ۵۳ مثال

۱ (( ) a xf x e −=    ۲ (( )
1 x a

f x
0 x a

 <=  >
  

۳ (( ) 2 2
1f x

x a
=

+
    ۴ (( ) sin axf x

x
=  

۵ (( )
2axf x e −=    ۶ (( )f x Arccot x=  

    :حل

  :اريمـ طبق تعريف د۱

  

( ) ( )a x a xi x

a x a x

F e e dx e cos x isin x dx

e cos x dx i e sin x dx

∞ ∞
− −− ω

−∞ −∞

∞ ∞
− −

−∞ −∞

ω = = ω − ω

= ω − ω

∫ ∫
∫ ∫E55555555F E55555555F

  تابع زوجتابع فرد

  ( )( )a x ax
2 2 2 2s a0 0 s a

s 2a2 e cos x dx 2 e cos x dx 2 L cos x 2
s a

∞ ∞
− −

= =
= ω = ω = ω = =

+ ω + ω∫ ∫  

  :ـ طبق تعريف داريم۲

  
( ) ( ) ( )

a a i a i a
i x i x i x i a i a

aa

1 1 2 e eF f x e dx 1 e dx e e e
i i 2i

2 sin a

∞ ω − ω
− ω − ω − ω ω − ω

−−∞ −

−
ω = = = − = − = ⋅

ω ω ω

= ω
ω

∫ ∫  

aـ ديديم تبديل فوريه ۳ xe 2 به صورت − 2
2a

aω +
  : است، لذا طبق قضيه تقارن داريم

  a a
2 2 2 2
2a 1F 2 e F e

ax a x a
− −ω − ω    π

= π → =   
+ +   

  

1ـ ديديم تبديل فوريه ۴ x a
0 x a

 <
 >

2sin به صورت  aω
ω

  : است، لذا طبق قضيه تقارن داريم

  1 a a2sin ax sin axF 2 F
0 a 0 ax x

 − ω < π ω <    = π → =    − ω > ω >     
  

  ـ۵

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2ax dF
f x 2axe 2axf x F f x F 2axf x i F 2ai

d
− ω

′ ′= − = − → = − → ω ω = − →
ω

  

  
( ) ( ) ( )

2
2

4adF d ln F c F ke
F 2a 4a

ω
−ω ω

= − ω → ω = − + → ω =
ω ∫  
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  :ريم توجه داkبراي محاسبه 

  ( ) ( ) ( )
2 2ax i x axF e e dx F 0 e dx F 0

a

∞ ∞
− − ω −

−∞ −∞

π
ω = → = → =∫ ∫  

kپس بايد 
a
π

  :آيد  و به دست مي=

  ( )
2

4aF e
a

ω
−π

ω =  

  ـ ۶

  ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1f x Arccot x f x F f x F i F e

1 x 1 x
− ω − −′ ′= → = → = → ω ω = −π → 

+ + 
  

  ( ) eF
i

− ω−π
ω =

ω
  

)هويسايد اي واحد تبديل فوريه تابع پله    ۵۴ مثال ) ( )f t u t a=   )۸۵فضا هوا(   كدام است؟−

۱(1
i 2ω π

  ۲( 
i ae

i 2

ω−
π

  ۳(
i ae

i 2

ωω
π

  ۴( 
i ae

i 2

ω

ω π
  

  .ها نادرست هستند همه گزينه :حل

  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

i t i t

a
i t i t i t

a a

i a i a

1 1F f t e d t u t a e d t
2 2

1 1 10 e d t 1 e dt e
i2 2

1 1e e e
i 2 i 2

+ ∞ + ∞
− ω − ω

−∞ −∞

+ ∞+ ∞
− ω − ω − ω

−∞

−∞ − ω − ω

ω = = −
π π

   − = + =   ωπ π    
−

= − =
ω π ω π

∫ ∫
∫ ∫  

  .باشد ها نمي كه در گزينه

)با توجه به فوريه تابع     ۵۵ مثال ) a xf x e  و استفاده از تساوي پارسوال حاصل =−
( ) 22 2

dx

x a

∞

−∞  كدام است؟ ∫+

( )a 0>  

۱ (3
2
a

π  ۲ (32a
π  ۳ (4

2
a

π  ۴ (42a
π  

 . درست است۲گزينه  :حل

  ( )a x
2 2
2aF e

a
− =

ω +
  



  ه
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  یاضی مهندسیر

  :توان نوشت  ميپارسوالحال طبق تساوي 

  ( ) ( )
( )

22 2a x2
22 2

1 1 4af x dx F d e dx d
2 2 a

∞ ∞ ∞ ∞
−

−∞ −∞ −∞ −∞
= ω ω → = ω →

π π ω +∫ ∫ ∫ ∫  

  
( ) ( )

2 2
2ax 2ax

2 22 2 2 200

2a d 2 2a d2 e dx e
2aa a

∞ ∞ ∞∞
− −

−∞ −∞

ω ω
= → = →

π − πω + ω +∫ ∫ ∫  

  
( ) ( )

2

2 2 32 2 2 2

1 2a d d
a 2aa a

∞ ∞

−∞ −∞

ω ω π
= → =

π ω + ω +∫ ∫  

)اگر . وسته استاي پي  در هر بازة كراندار قطعه و مطلقاً انتگرال پذيرR بر fتابع     ۵۶ مثال )f 2 10+ ) و = )f 2 12− =،  

)مقدار  ) ( )
0

f x cos x 2 dxd
∞ ∞

−∞
α − α∫   )۸۸هوافضا (   كدام است؟∫

۱(5π  ۲ (6   ۳ (11π  ۴ (22  

  . درست است۳گزينه  :حل
  :ازآنجاكه

  ( ) ( )
( ) ( )

0

f k f k1 f x cos x k dx d
2

− +∞ +∞

−∞

+
α − α =

π ∫ ∫  

  :لذا، داريم

  ( ) ( )
( ) ( )

0

f 2 f 21 12 10f x cos x 2 dxd 11
2 2

− +∞ ∞

−∞

+ +
α − α = = =

π ∫ ∫ 

) اگر    ۵۷ مثال )F ωتبديل فوريه تابع  ( ) kx

0 x 0
f x

e x 0−

<= 
>

) باشد )k ) نمودار<0 )Arg F ωبرحسب ωچگونه است؟   

۱(  

  

۲(  

  

۳(  

  

۴(  

  
  .  درست است۴ينه گز :حل

  ( ) ( ) ( )( )i x kx i x kx

s i s i0

1 1F f x e dx e e dx L e
s k i k

∞ ∞
− ω − − ω −

= ω = ω−∞
ω = = = = =

+ ω +∫ ∫  



  آنالیز فوریه
 

    

 

٦٣ 
 

  :توان ديد مي

  ( ) ( ) ( )2 2
k iF Arg F Arctan

kk
− ω −ω ω = → ω = = ϕ ω 

 + ω
  

  :شود ، ملاحظه ميkبا توجه به مثبت بودن

  ( ) ( )lim Arctan
2ω→ + ∞

π
ϕ ω = −∞ = −  

  ( ) ( )lim Arctan
2ω→ − ∞

π
ϕ ω = +∞ =  

  .وم مردودندسهاي اول و  پس گزينه

  ( ) 2 2 2

1
kk 0

k
1

k

− −′ϕ ω = = <
+ ω−ω +  

 

  

)پس )ϕ ω باشد گزينه دوم نيز مردود است و گزينه چهارم صحيح مي اكيداً نزولي است و.  

)اگر تبديل فوريه تابع     ۵۸ مثال )
2tf t e −α= برابر با ( )

2

4F e
ω

−
απ

ω =
α

) باشد، تبديل فورية تابع  )
2tg t t e −α= 

)رت خواهد بود؟ عبا )j 1=   )۸۵كامپيوتر (  −

۱ (
2

4e
2

ω
−

αω π
α α

  ۲ (
2

4e
2

ω
−

αω π
−

α α
  ۳ (

2

4j e
ω

−
αω π

α α
  ۴ (

2

4j e
2

ω
−

αω π
−

α α
  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( )2 2t t i tF te t e e dt
+ ∞

−α −α − ω

− ∞
= ∫  

  :جزء داريم هبا اعمال روش جزء ب

  22

i ti t

tt

i e dt due u
1 e vte dt dv 2

− ω− ω

−α−α

 − ω == →  −
= = α

  

  
( )

( )

2 2 2 2

2

2

t i t t t i t t i t

t 4

1 i iF te e e e e dt e e dt
2 2 2

i iF e e
2 2

∞ +∞+∞
−α − ω −α −α − ω −α − ω

−∞ − ∞ −∞

ω
−

−α α

− ω − ω
= − =

α α α

ω − ω π
= − =

α α α

∫ ∫
  

  :توجه داريم

  2 2 2i t t i t t te e e e e− ω −α − ω −α −α= =  

tو حاصل فوق در  → ±   . برابر صفر خواهد بود∞



  ه
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  یاضی مهندسیر

  :گيري از تبديل فوريه داريم  مشتقمطابق قضيه: ديگر راه

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )n
n n

n
d F

F f t F F t f t i
d

ω
= ω → =

ω
  

  ( ) ( )
2 2 2

2 2t 1 t 4 4 4d d 2 iF t e i F e i e i e e
d d 4 2

ω ω ω
− − −

−α −α α α α
 

π π − ω ω π 
= = = = − ω ω α α α α α 

 

  

  :مطابق قضيه تبديل فوريه مشتقات يك تابع داريم: راه ديگر

  ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )nnF f t F F f t i F= ω → = ω ωاگر  

  :جا كه از آن

  ( ) ( ) ( )
2 2 2t t t 1f t e f t 2 te te f t

2
−α − α −α −′ ′= → = − α → = →

α
  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

2 1t 41 1 1F te F f t i F f t i e
2 2 2

ω
−−α α− − π′= = − ω = ω

α α α α
  

)  را باf اگر تبديل فوريه تابع    ۵۹ مثال ) ( )i tf̂ e f t dt
∞

− ω

−∞
ω   تعريف كنيم، آنگاه تبديل فورية تابع∫=

( ) a tf t e sin bt−= ⋅) b ثابت و a   )۸۸مكانيك (  كدام است؟) <0

۱( 
( )22 2 2 2 2

4iab

a b 4b

ω

+ + ω − ω
  ۲ (

( )22 2 2 2 2

4iab

a b 4b

− ω

+ + ω − ω
  

۳ (
( )22 2 2 2 2

4ib

a b 4b

ω

+ + ω − ω
  ۴ (

( )22 2 2 2 2

4ab

a b 4b

ω

+ + ω − ω
  

  .  درست است۲گزينه  :حل
  : داريممطابق تعريف

زوج  
( ) a t a ti tf̂ e e sin bt dt cos t i sin t e sin bt dt

∞ ∞
− −− ω

−∞ −∞

 
ω = = ω − ω  

 ∫ ∫ E555F E55F E55F E55F
فرد زوج   فرد

  

( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a t at

0 0 s a

2 22 2
s a s a

2 2 2 2 2 2 2 22 2

2i sin t e sin bt dt 2i e sin bt sin t dt 2i L sin bt sin t

1 s s2i L cos b t cos b t i
2 s b s b

a a 1 1i ia
a b 2b a b 2ba b a b

∞ ∞
− −

=

= =

= − ω = − ω = − ω

     = − − ω − + ω = − −       + − ω + + ω 

  
  = − − = − −   + + ω − ω + + ω + ω+ − ω + + ω    

∫ ∫
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( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4b 4iabia
a b 4b a b 4b

ω − ω
= − =

+ + ω − ω + + ω − ω
  

  :راه ديگر
  :دانيم مي

  ( )a t
2 2

2aF e
a

− =
+ ω

  

  ( )( ) ( )( )iat
a

F e f t F f t
ω→ω−

=  

  :توان نوشت لذا مي

  

( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( )

ibt ibt
a t a t a t a tibt ibt

2 2 2 2 2 22 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

e e 1F e sin bt F e F e e e e
2i 2i

1 2a 2a 1 2a 2a
b b2i 2ia a a b a b

a 4 b 4iab
i a b 4 b a b 4b

−
− − − −− −

= = −  
 

     = − = −   ω → ω − ω → ω ++ ω + ω  + ω − + ω +    
ω − ω

= =
+ + ω − ω + + ω − ω

  

)تبديل فوريه تابع    ۶۰ مثال )f xرا ( )F ωايم تبديل فوريه تابع  ناميده( )ixxe f x−چيست؟   
۱(( )iF 1′ ω −  ۲(( )iF 1′ ω +  ۳(( )iF 1′− ω +  ۴(( )iF 1′− ω −   

  .  درست است۲گزينه  :حل
)اگر )( ) ( )F g x G= ωباشد داريم :  

( )( ) ( )iax: F e g x G a= ω   قضيه دوم انتقال  −

( )( ) ( ): F xg x iG′= ω  گيري از تبديل فوريه قضيه مشتق  
  :توان نوشت لذا مي

  ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )ix ixF f x F F e f x F 1 F xe f x i F 1 iF 1− − ′ ′= ω → = ω + → = ω + = ω +  

  :ريمطبق فرض مسأله دا: راه ديگر

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i x i x i xF f x e dx F ixf x e dx xf x e dx iF
∞ ∞ ∞

− ω − ω − ω

−∞ −∞ −∞
′ ′ω = → ω = − → = ω∫ ∫ ∫  

  :توان گفت حال مي

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )i 1 xix ix i xF xe f x xe f x e dx xe f x dx iF 1
∞ ∞

− +ω− − − ω

−∞ −∞
′= = = ω +∫ ∫  



  ه
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  یاضی مهندسیر

اگر    ۶۱ مثال
( )

x x

u u f x
lim u lim u 0

→∞ →∞

′′ − =
 ′= =


  : داريم

۱( ( ) ( )xu x 2 e f d
∞

− −λ

−∞
= − λ λ∫  ۲( ( ) ( )2 xu x 2 e f d

∞
− −λ

−∞
= − λ λ∫  

۳( ( ) ( )x1u x e f d
2

∞
− −λ

−∞
= − λ λ∫  ۴( ( ) ( )

1 x
21u x e f d

2

∞ − −λ

−∞
= − λ λ∫  

  . ست درست ا۳گزينه  :حل
  :گيريم از معادله داده شده تبديل فوريه مي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

1i U U F U F
1

−
ω ω − ω = ω → ω = ω

ω +
  

  :دانيم مي

  ( )a x x1
2 2 2

2a 1 1F e F e
2a 1

− −−  
= → = 

+ ω ω + 
  

  :لذا داريم

  ( ) ( ) ( ) ( )x x1
2

1 1 1u x F F e *f x e f d
2 21

∞
− − −λ−

−∞

 −
= ω = − = − λ λ 

ω +  ∫  

  



  

 

  
  
  

)تابع  .۱ )f x tan x=  
  باشد زيرا متناوب نيست فوريه نميداراي سري ) ۱
  .باشد چون در يك فاصله تناوب مقادير حداقل و حداكثر محدودي ندارد داراي سري فوريه نمي) ۲
Pباشد زيرا متناوب با دوره تناوب  داراي سري فوريه مي) ۳ = π ی باشدم.  
  .توان اظهار نظر كرد نمي) ۴

 . درست است۲گزينه  :حل

)تابع  )f x tan x= تابعي متناوب با دوره تناوب P = π است ولي با توجه به نمودار 
كنيم اين تابع در هر فاصله تناوب  اين تابع كه مطابق شكل مقابل است ملاحظه مي

  .و لذا گزينه دوم صحيح است رمم متناهي نداردخود مقادير اكست

  
 ثابت سري فوريه تابع ترسيم شده در شكل مقابل كدام است؟ .۲

۱ (1
16 2
π

−  ۲ (1
8 2
π

+  

۳ (1
16 4
π

−  ۴ (1
16 2
π

+  

  
  . درست است۱گزينه  :حل

   مجموعه تست آناليز فوريه 
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) نمودار تابع در فاصله سطح خالص زير )1 ,   : چنين است−1

  ( )
21 1 1 1 1

2 2 8

  π  = π − × = −    
S)دايره مساحت نيم(−)مساحت مربع( =  

  :شود سبه مياينگونه محالذا مقدار متوسط تابع در فاصله مذكور كه همان ثابت سري فوريه نيز خواهد بود 

  
1 18

2 16 2

π
− π

= −  

)ثابت سري فوريه تابع  .۳ ) 2f x x cosx= در فاصله [ ],− π πكدام است؟   
۱ (2− π  ۲ (4− π  ۳ (2−  ۴ (4−  

  . درست است۳گزينه  :حل
)چون  )f x تابعي زوج است داريم:  

  2
0

0

2a x cos xdx
π

=
π ∫  

  :توان نوشت جزء مي با اعمال روش جز به
  

    مشتق انتگرال
2 cos xx

2 x sin x

cos x2

0 sin x

+

−

+
−

−

↘

↘

↘

  

  

{ } { }2
0

0

2 2a x sin x 2x cos x 2sin x 2 4
π

= + − = − π = −
π π

  

  

  :لذا ثابت سري فوريه چنين است

  0a
2

2
= −  

)اگر  .۴ ) 2

4x 1 x 1
f x

x 1 x 2

− < <= 
< <

x باشد حاصل سري فوريه تابع در     كدام است؟=1

۱ (5 ۲( 5
2

  ۳ (3  ۴ (3
2

  

  .ست درست ا۲گزينه  :حل
)تابع  )f x  در نقطهx   :ناپيوسته است لذا طبق قضيه ديريكله داريم =1

  
( ) ( ) ( ) ( )2f 1 f 1 1 4 1 5

2 2 2

+ −+ +
= = xسري فوريه تابع در مقدار = 1=  



  آنالیز فوریه
 

  

 

٦٩ 
 

 سري فوريه كداميك از توابع زير با خودش يكسان نيست؟ .۵

۱ (x−π < < π و ( ) xf x sin
4

=  ۲ (2 x 2− π < < π و ( )f x sin x=  

۳ (4 x 4− π < < π و ( ) xf x cos
4

  كدام هيچ) ۴  =

  . درست است۲گزينه  :حل
فاصله تعريف شده براي آنها هر لذا هر كدام كه . ي متناوبندهمگي توابع داده شده بخودي خود بدون نياز به هيچ شرط اضاف

  .اش با خود تابع يكسان است دوره تناوبشان باشد، سري فوريهمضرب صحيحي از 
xsin
4

2 دوره تناوب خودش  8
1
4

π
= πاست كه چهار برابر فاصله تعريف شده براي اين تابع است .  

sin x 2 دوره تناوب خودش 2
1
π

= πاست كه نصف فاصله تعريف شده براي اين تابع است .  

xcos
4

2 دوره تناوب خودش  8
1
4

π
= πاست كه برابر فاصله تعريف شده براي اين تابع است .  

  .ظر استجواب موردناول پس گزينه 

)در بسط سري فوريه تابع  .۶ ) 2 3f x sin x cos x= ضريب جملات ،cos3x , cos 2xبه ترتيب كدام است؟   

۱ (1 , 0
16
−  ۲ (10 ,

16
  ۳ (1 , 0

8
−  ۴ (1 1,

8 8
−  

  .ت درست اس۱گزينه  :حل
  :دانيم مي

  2 2 1 cos 2xcos 2x 1 2sin x sin x
2

−
= − → =  

  3 3 cos3x 3cos xcos3x 4cos x 3cos x cos x
4
+

= − → =  

  :توان نوشت لذا مي

  
( ) ( )

( ) ( )

2 3 1 cos 2x cos3x 3cos x 1f x sin x cos x cos3x 3cos x cos 2x cos3x 3cos 2x cos x
2 4 8

1 1 3 1 1 1cos3x 3cos x cos5x cos x cos3x cos x cos x cos3x cos5x
8 2 2 8 2 2

− +  = = = + − −  
  

   = + − + − + = − −   
   

  

cosپس ضرايب  2 x و cos3x 1 به ترتيب صفر و
16

  .باشد  مي−
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)گر ا .۷ ) ( ) n

4
n 1

1 n
f x sin n x

n 1

∞

=

−
= π

+
)  باشد مقدار متوسط تابع∑ )f x sin 2 xπ در بازه [ ]0 ,   كدام است؟1

۱ (1
17
−  ۲( 1

17
  ۳( 2

17
  ۴( 2

17
−  

  . درست است۲گزينه  :حل

)جه به سري فوريه سينوسي تابع با تو )f xشود   كه در فرض مسأله داده شده است ملاحظه مي( ) n

n 4
1 n

b
n 1

−
=

+
  : يعني داريم

  ( ) ( ) n1

4
0

1 n2 f x sin n x dx
1 n 1

−
π =

+∫  

nلذا به ازاء    :آيد  به دست مي=2

  ( ) ( ) ( )
( )

( )
21 1

4
0 0

1 2 12 f x sin 2 x dx f x sin 2 x dx
172 1

−
π = → π =

+∫ ∫  

  :گوئيم ميحال 

  
( )

1

0
f x sin 2 xdx

1
1 0 17

π

= =
−

∫
)مقدار متوسط تابع  )f x sin 2 xπ در بازه [ ]0 , 1  

صـورت    آن بـه    غيرصفر است تعريف   fاي كه      را بنويسيد هرگاه در ناحيه     fدامنه تابع     سري فوريه كسينوسي نيم    .۸

( ) ( ) ( ) ( )f x H x 2H 1 x H 2 x= − − − + ) باشد كه در آن     − ) 1 x 0
H x

0 x 0
>

=  <
  )۸۵برق (  

۱ (( ) ( )
( )

( )m 1

m 1

4 1 2m 1 x
f x ~ cos

2m 1 2

−∞

=

− − π

π −∑  ۲ (( ) ( )
( )

( )m 1

m 1

2 1 2m 1 x
f x ~ cos

2m 1 2

−∞

=

− − π

π −∑  

۳ (( ) ( )
( )

( )m 1

m 1

4 1 2m 1 x
f x ~ cos

2m 1 2

−∞

=

− − − π

π −∑  ۴ (( ) ( )
( )

( )m

m 1

2 1 2m 1 x
f x ~ cos

2m 1 2

∞

=

− − π

π −∑  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  
( )
( )
( )

0 x 1 f x 0 2 1 1
1 x 2 f x 0 0 1 1
x 2 f x 0 0 0 0

 < < → = − + = −
 < < → = − + =
 > → = − + =

  

0لذا براي  x 2<   : داريم>

  ( ) 1 0 x 1
f x

1 1 x 2
− < <

=  < <
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  :شود و ضرايب بسط كسينوسي تابع چنين مي

  

( )

( )

2 1 2

n
0 0 1

1 2

0 1

m 1

2 n n na f x cos x d x 1cos x dx 1cos x dx
2 2 2 2

2 n 2 n 2 n 2 n 4 nsin x sin x sin sin sin
n 2 n 2 n 2 n 2 n 2

0 n 2 , 4 , 6 ,
14 41 n 1 , 5 , 9 ,

n 2 m 1
1 n 3 , 7 ,11 ,

−

π π π
= = − +

π π − π π π
= − + = − = −

π π π π π

=
−− −= = =

π π −− =

∫ ∫ ∫

…
…
…

  

  ( )
2 1 2

0
0 0 1

2a f x dx 1dx 1dx 0
2

= = + − =∫ ∫ ∫  

  :پس سري فوريه كسينوسي تابع موردنظر چنين است

  ( ) ( )
( )

( )m 1

m 1

4 1 2m 1 x
f x cos

2m 1 2

−∞

=

− − − π
=

π −∑  

)در تابع .۹ ) 2f x x x= −x با شرط− π < < πاگر بنويسيم :  
  ( )f x ~ a b cos x csin x+ +  

  :عبارتند از c و b و aآنگاه ضرايب 

۱ (
2

c 2 , b 4 , a
3

− π
= = =  ۲ (

2
c 2 , b 4 , a

6
− π

= = =  

۳ (
22c 2 , b 4 , a

3
− π

= = =  ۴ (
2

c 2 , b 8 , a
3

− π
= = =  

  . درست است۱گزينه  :حل
a بديهي است بايد , b ,c را از طريق ضريب سري فوريه تابع ( )f x كهيافت بطوري :  

  0
1 1

a
a , b a , c b

2
= = =  

  :نداريم cها مشخص است كه نيازي به محاسبه   گزينهالبته از

  ( )
3

2 2 2 2
0

0 0

1 1 2 2 x 2a x x dx x dx x dx x dx
3 3

ππ π π π

−π −π −π

  − − − = − = − = = = π → 
π π π π  ∫ ∫ ∫ ∫  

  
2

a
3

−π
=  



  ریاضی مهندسی
  ه

  

 

٧٢ 
 

    مشتق انتگرال
2 cos xx

2 x sin x

cos x2

0 sin x

+

−

+
−

−

↘

↘

↘

  

  

( )2 2
1

2

0

1 1a x x cos x dx x cos xdx x cos x dx

2 x cos x dx

π π π

−π −π −π

π

  = − = − 
π π   

−
=

π

∫ ∫ ∫
∫

  

{ } { }2
1

0

2 2a x sin x 2x cos x 2sin x 2 4 b 4
π−

= + − = − − π = → =
π π

  
 

ــه .۱۰ ــري فوري )س ) 0 x 0
f x

1 0 x
− π < <

=  < < π
ــ ــورت ه ب )ص ) ( )

n 1

sin 2n 1 x1 2f x
2 2n 1

∞

=

−
= +

π ــي∑− ــد، حاصــل   م باش

( ) 2
n 1

1

2n 1

∞

= −
   كدام است؟∑

۱ (
3

27
π  ۲ (

2

8
π  ۳ (

2

4
π  ۴ (

3

12
π  

  . درست است۲گزينه  :حل
  :پارسوال داريمطبق تساوي 

  ( )
L

2

L

1 f x dx
L

+

−
= ∫( )

2
2 20
n n

n 1

a
a b

2

∞

=

+ +∑  

  :لذا خواهيم داشت

  ( ) ( )
0

2 2

0

1 0 dx 1 dx
π

−π

  = + → 
π   ∫ ∫( )

( )

22
2

n 1

1 20
2 2n 1

∞

=

   + +    π −   
∑  

  
( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2 2
0n 1 n 1 n 1

1 4 1 1 4 1 1 1x
2 2 82n 1 2n 1 2n 1

π∞ ∞ ∞

= = =

π
+ = → = → =

ππ π− − −
∑ ∑ ∑  

) اگر .١١ )
4 3 2

3

x 3x 2 x x 0 x 1
f x

2 x x 1 x 2

 − + + ≤ <= 
− < ≤

ر اقل با چه سرعتي به صـف       حد ، باشد، ضرايب سري فوريه تابع     

 گرايد؟ مي

۱ (1
n

  ۲ (2
1

n
  ۳ (1

n
  كدام هيچ) ۴  

  . درست است۲گزينه  :حل
)تابع  )f x در x   : پيوسته است زيرا=1

  ( ) 4 3 2 3
x 1 x 1

f 1 lim x 3x 2 x x lim 2x x 1
− +→ →

= − + + = − =  
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  :يماز طرفي دار

  ( )
3 2

2

4 x 9 x 4 x 1 0 x 1
f x

2 3x 1 x 2

 − + + ≤ <′ = 
− < ≤

   

  :شود مشاهده مي
  ( ) 3 2

x 1
f 1 lim 4 x 9 x 4x 1 0

−−
→

′ = − + + =  

  ( ) 2
x 1

f 1 lim 2 3x 1
++

→
′ = − = −  

)پس  )f x′در يك بازه تناوب ناپيوستگي دارد .  

2لذا ضرايب سري فوريه تابع حداقل با سرعت 
1

n
  .كنند  به سمت صفر ميل مي

)در بسط سري فوريه سينوسي  .۱۲ )
1 0 x

2f x
2 x

2

π < <=  π < < π


   كدام گزينه صحيح است؟

۱ (2kb 0=  ۲ (2k 1b 0+ =  ۳ (4kb 0=  ۴ (4 k 1b 0+ =  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  

( ) ( ) ( )2
n

0 0
2

2 n 2b f x sin x dx 1 sin nx dx 2 sin nx dx

2 1 2 2 1 n 2 ncos nx cos nx cos 1 cos n cos2
n n n 2 n 20 2

π
π π

π

 
π  = = + 

π π π  
 

 π π
 − − π π    = − = − − π − π      π π       

∫ ∫ ∫
  

  

( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )( )

( )( )

2 2 1 1 1 0 n 4k
n

2 62 1 0 1 n 4k 1
2 n n n2cos n cos 1

2 4n 2 2 1 1 1 n 4k 2
n n

2 62 1 0 1 n 4k 3
n n

− − − = = π
− − − − = = +− π   π π= π − − =   − −π    − − − = = +

 π π
− − − − = = +
 π π

  

  . درست است۳گزينه لذا 
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)اگر .۱۳ ) x 0 x 4
f x

8 x 4 x 8
< <

=  − < <
  :   آنگاه

  .سري فوريه كسينوسي و سري فوريه معمولي يكسانند) ۱
  .باشد سري فوريه سينوسي قرينة سري فوريه كسينوسي مي) ۲
  .هم سري فوريه سينوسي و هم كسينوسي با سري فوريه معمولي يكسانند) ۳
  كدام هيچ) ۴

 .  درست است۱گزينه  :حل

    
  گسترش متناوب تابع  تابع تعريف شده

  

    
  گسترش فرد تابع  گسترش زوج تابع

طور متناوب توسيع داده شده مشابه گسترش متناوب تابع  شود كه اگر به زوج تابع شكلي حاصل مي شود از گسترش ملاحظه مي
  .خواهد شد پس گزينه اول صحيح استاصلي 

)ريه كسينوسي نيم دامنه تابع       سري فو  .۱۴ )f x x= 0 و x L≤   )۸۸مكانيك (   ، كدام است؟    >

۱( 
( )

( )2 2
m 1

L 4L xcos 2m 1
2 L2m 1

∞

=

− π
+ −

− π
∑  ۲ (

( )
( )2 2

m 1

L 4L xcos 2m 1
2 L2m 1

∞

=

π
+ −

− π
∑  

۳ (
( )

( )
2 2

m 1

2m 1 x4LL cos
L2m 1

∞

=

− π−
+

− π
∑  ۴ (

( )
( )

2 2
m 1

2m 1 x4L cos
L2m 1

∞

=

− π−

− π
∑  

 .  درست است۱گزينه  :حل
        مشتق گرالانت

2

2 2

nx cos x
L

L n1 sin x
n L

L n0 cos x
Ln

+

−

π

π
π

π
−

π

↘

↘
  

  

( )
L L

n
0 0

2 n 2 na f x cos xdx x cos xdx
L L L L

π π
= =∫ ∫  

  

nزوج   

nفرد  

2 2 2

n 2 2 2 2 2 2
2 2

0
L2 xL n L n 2 L La sin x cos x cos n 4L
0L n L L Ln n n

n

   π π = + = π − =        −π π π π     π
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  ( )
L L 2

0
0 0

L2 2 2 xa f x dx xdx L
0L L L 2

= = = =∫ ∫  

  :ينوسي تابع چنين استسسري فوريه كلذا 

  ( )
( )

( )22
m 1

L 4L xf x cos 2m 1
2 L2m 1

∞

=

− π
= + −

π −
∑  

)اگر . ۱۵ )
2x 0 x 1f x

1 x 1 x 2

 < <= 
− < <

) و داشته باشيم ) n
n 1

nf x b sin x
2

∞

=

π
= 1f حاصل∑

2
 − 
 

   كدام است؟

۱( 1
4

  ۲( 
2
1

−  ۳( 1
2

  ۴( 1
4

−  

  .  درست است۴گزينه  :حل

)بازه مربوط به تعريف تابع )f x0صورت  به x 2< nsinكه در سري فوريه نوشته شده براي آن فقط جمله باشد و اين  مي> x
2
π 

  :لذا داريم.  فوريه نوشته شده است بسط صورت فرد گسترش يافته و سپس براي آن شود اين تابع به ظاهر شده تصريح مي

  
21 1 1 1f f

2 2 2 4
     − = − = − = −     
     

  

)با توجه به بسط سري فوريه سينوسي  .۱۶ ) xf x , 0 x
2

π −
= < < π حاصل سري عددي 

n 1

sin n
n

∞

=
   كدام است؟∑

۱ (1
2

π −  ۲ (1
2
π

−  ۳ (1
2

π +  ۴ (1
2
π

+  

 . درست است۱گزينه  :حل
       مشتق انتگرال

2

x sin nx
2

1 1 cos nx
2 n

10 sin nx
n

+

−

π −

−
−

−

↘

↘

  

  

n
0

2 xb sin nxdx
2

π π −
=

π ∫  

n 2
0

2 x 1 2 1b cos nx sin nx
2n 2n n2n

π
 − π π

= ⋅ ⋅ − = = 
π π 

  

  

  :لذا

  ( )
n 1

1f x ~ sin nx
n

∞

=
∑  

)تابع  )f x  درx   :پيوسته بوده و طبق قضيه ديريكله داريم =1

  ( )
n 1 n 1

1 1 sin n 1f 1 sin n
2 n n 2

∞ ∞

= =

π − π −
= = → =∑ ∑  



  ریاضی مهندسی
  ه
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)كدام نوع سري فوريه براي تابع  .۱۷ )f x x , 0 x 2= < < πتر است؟  مناسب  
  .توان نظر داد نمي) ۴  .كند تفاوتي نمي) ۳  سري فوريه كسينوسي) ۲  سري فوريه سينوسي) ۱

  . درست است۲گزينه  :حل
  :يه كسينوسي تابع داريمدر سري فور

  

      مشتق انتگرال

2

nx cos x
2

2 n1 sin x
n 2

4 n0 cos x
2n

+

−

−

↘

↘
  

  

2

n
0

2 na x cos x dx
2 2

π π
=

π π∫  

( ) ( )( )
2

n n
n 2 2 2 2

0

1 2x n 4 n 1 4 4 4a sin x cos x 1 1 1
n 2 2n n n n

π
   

= + = − − = − −   π π π   
  

  

  :در سري فوريه سينوسي تابع داريم
  

      مشتق انتگرال

2

nx sin x
2

2 n1 cos x
n 2

4 n0 sin x
2n

+

−

−

−

↘

↘
  

  

2

n
0

2 nb x sin x dx
2 2

π π
=

π π∫  

( ) ( )
2

n n
n 2

0

1 2x n 4 n 1 4 4b cos x sin x 1 1
n 2 2 n nn

π
 − − π − = + = − = −   π π   

  

  

  .گرايند سري فوريه كسينوسي بهتر است ها به صفر ميnbها با سرعت بيشتري نسبت به n،naچون با افزايش 

  :راه ديگر

    
)توسيع فرد تابع  )f x   توسيع زوج تابع( )f x  

كه در توسيع زوج تابع نقطه ناپيوستگي ندارد اما در توسيع فرد نقطه ناپيوسته داريم بنابراين سري فوريه  با توجه به اين
  .شود تر همگرا مي كسينوسي مناسب خواهد بود و يا به عبارت بهتر سريع

)اگر  .۱۸ ) 2
n 1

1f x sin nx
4n 1

∞

=

=
−

) باشد، حاصل ∑ )
0

f x sin x dx
π

   كدام است؟∫

۱ (
6
π  ۲ (

3
π  ۳ (1

3
  صفر ) ۴  

  . درست است۱گزينه  :حل



  آنالیز فوریه
 

  

 

٧٧ 
 

  
0

sin nx sin x dx
π

⋅∫2 2
n 1 n 1

1 1sin nx sin x dx
4n 1 4n 1

∞ ∞

= =

=⋅
− −

∑ ∑( )
0 0

I f x sin x dx
π π

= =∫ ∫  

  :اما داريم

  ( ) ( )( )
0 0

1sin nx.sin x dx cos n 1 x cos n 1 x dx
2

π π

= − − +∫ ∫  

n بجز در(   1 0− =(( ) ( )

0

sin n 1 x sin n 1 x1 0
2 n 1 n 1

π
 − + = − = 

− +  
  

nو در    :آيد  به دست مي=1

  
0 0 0

1 cos 2x 1 1sin x sin x dx dx x sin 2x
2 2 2 2

ππ π − π = = − =⋅  
 ∫ ∫  

  :توان نوشت بنابراين مي

  
( ) 2

1I
2 64 1 1

π π
= ⋅ =

−
  

sinزيرا در سري فوريه آن فقط جمله ( تابعي فرد بوده fتوان دريافت كه   از فرض مساله مي: راه ديگر nxو )  وجود دارد

nايم  داشته 2
1b

4n 1
=

−
nsin و به واسطه  x sin nx

L
π

L مقدار = = πباشد  مي.  

  :توان نوشت لذا مي

))nbيف تعر(   )2
0

1 2 f x sin nx dx
4n 1

π

=
π− ∫   

nبه ازاء    :آيد دست مي  به=1

  
( )

( ) ( )2
0 0

1 2 1f x sin x dx f x sin x dx
2 3 64 1 1

π π π π
= → = ⋅ =

π− ∫ ∫  

)سري فوريه تابع   .۱۹ )f x | x | , x= − π ≤ ≤ π بصورت ( ) ( )
( )2

n 1

cos 2n 1 x4f x
2 2n 1

∞

=

−π
= −

π −
حاصـل سـري   . باشد  مي∑

( ) n 1

n 1

1
S

2n 1

+∞

=

−
=

   كدام است؟∑−

۱ (
3
π  ۲ (

4
π  ۳ (3

11
π  ۴ (3

13
π  

  . درست است۲گزينه  :حل

  ( )
( ) 2

n 1

cos 2n 1 xx x 0 4f (x)
x 0 x 2 2n 1

∞

=

−− −π ≤ ≤ π
= = −+ ≤ ≤ π π −

∑  
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)چون  ) ( )f f−π = πشتق گرفته و بدست آوريم لذا مجازيم از طرفين رابطه داده شده م: 

  ( )
( )

( ) ( )
( )2

n 1 n 1

2n 1 sin 2n 1 x1 x 0 4 4sin 2n 1 x
1 0 x 2n 12n 1

∞ ∞

= =

− − −− − π ≤ <
= − − = < ≤ π π π − −

∑ ∑  

xدر 
2
π

  :آيد ه بدست ميل طبق قضيه ديريك=

  
( ) ( ) n 1

n 1 n 1

sin 2n 1 14 421 1 S
2n 1 2n 1 4

+∞ ∞

= =

π
− − π

= → = → =
π − π −∑ ∑  

)سري فوريه تابع     .٢٠ ) 1 2x 1 x 0
f x

1 2x 0 x 1
+ − ≤ <

=  − < ≤
)صورت  ه   ب  ) n

2 2
n 1

1 14 cos n x
n

∞

=

− −
π

π
 حاصل سـري    .باشد   مي ∑

3 3 5
1 1 1S

1 3 5
= − + − +L كدام است؟ 

۱ (9
10

  ۲ (
4
π  ۳ (

2

10
π  ۴ (

3

32
π  

  . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) n

2 2
n 1

1 11 2x 1 x 0 4 cos n x
1 2x 0 x 1 n

∞

=

− −+ − ≤ <
= π − < ≤ π

∑  

  :آيد بدست ميفوق با انتگرال گيري از رابطه 

  ( )n2

2 22
n 1

1 1x x 1 x 0 4 1 sin n x k
nnx x 0 x 1

∞

=

 − −+ − ≤ < = π +
ππ− < ≤

∑  

xدر  kآيد  ه بدست ميلكطبق قضيه ديري =0 1xحال اگر به رابطه حاصله در  ،    =0
2

  : نگاه كنيم داريم=

  ( ) ( )n n2

2 2 3 3
n 1 n 1

1 1 1 11 1 4 1 n 1 4 nsin sin
2 2 n 2 4 2n n

∞ ∞

= =

− − − −π π − = → = →  π  π π
∑ ∑  

  ( )n 3 3

3 3 3 3
n 1

1 1 n 2 2 3 2 5sin sin sin sin
2 16 2 2 2 16n 1 3 5

∞

=

− − π π π π π π
= → + + + = →∑ L  

  
3 3

3 3 3
1 1 12 I

16 321 3 5
  π π

− + − + = → = 
 

L  

)در سري فوريه تابع  .۲۱ ) x 0 x 1
f x

2 x 1 x 2
≤ <

=  − ≤ <
2 حاصل 

n
n 1

a
∞

=
  كدام است؟∑

۱ (1
6

  ۲ (1
3

  ۳ (1
2

  ۴ (1  

  . درست است۱گزينه  :حل
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  : استگسترش متناوب تابع چنين
  .دهد كه تابعي زوج را نشان مي

  :لذا
nb 0=  

  
0aبديهي است ثابت سري فوريه تابع 

2
 
  
 

  :باشد برابر است با  كه مقدار متوسط تابع در يك فاصله تناوب مي

  ازه تناوبمساحت خالص محصور به نمودار تابع در يك ب
0

2 1
12 a 1

2 2

×

= = →   طول دوره تناوب  =
0a

2
=  

  :حال اگر پارسوال استفاده كنيم داريم

  ( )
2

2 2
n

n 1

1 a 0
2

∞

=

= + + →∑( )
1

2

0
2 f x dx∫( )2 2

n n
n 1

a b
∞

=

+ →∑( )
21
02

1

a1 f x dx
1 2−

= +∫  

  2 2 2
n n n

n 1 n 1 n 1

2 1 1a a a
3 2 6

∞ ∞ ∞

= = =

→ = + → =∑ ∑ ∑
1

2

0

12 x dx
2

= +∫  

)فرض كنيم .۲۲ )
2

2
2

d u k u f x
dx

+ k كه در آن= L ثابت حقيقي و≠0 x L− ≤ ≤) L   و )  ثابت<0

  ( ) 0
n n

n 1

a n x n xf x a cos b sin
2 L L

∞

=

π π = + +  ∑  

) صورت در اين ) 0
n n

n 1

A n x n xu x A cos B sin
2 L L

∞

=

π π = + +  ∑٨٧مكانيك (  :، كه در آن(  

۱( 0 n n
0 n n2 2 2

2 2

a a b
A , B , A

k n nk k
L L

= = =
π π   − −   

   

  

۲( 0 n n
0 n n2 2 2

2 2

a b a
A , B , A

k n nk k
L L

= = =
π π   − −   

   

  

۳( n n
0 n n2 2

2 2

b a
A 0 , B , A

n nk k
L L

= = =
π π   − −   

   

  

۴( 0 n n
0 n n2 2 2

2 2 2

a b a
A , B , A

n n nk k k
L L L

= = =
π π π     − − −     

     

  

  .  درست است۲گزينه  :حل
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  :دهيم هاي داده شده را داخل معادله ديفرانسيل موجود قرار مي فرض

  

2
2 0

n n n n
n 1 n 1

0
n n

n 1

An n n n nA cos x B sin x k A cos x B sin x
L L L 2 L L

a n na cos x b sin x
2 L L

∞ ∞

= =

∞

=

 π π π π π     − + + + +    
      

π π = + + 
 

∑ ∑

∑
  

  :با متحد قرار دادن طرفين داريم

  2 0 0 0
0 2

A a a
: k A

2 2 k
= →   عدد ثابت=

  
2

2 n
n n n 2

2

an: k A a A
L nk

L

 π  − + = → =    π   −  
 

ncosضريب x
L
π  

  
2

2 n
n n n 2

2

bn: k B b B
L nk

L

 π  − + = → =    π   −  
 

nsinضريب x
L
π  

)در سري فوريه مختلط  .٢٣ ) xx , f x e−π < < π    كدام گزينه صحيح است؟=

۱ (
( )n 2
1 inC cosh
1 n

−
= π

π +
  ۲( 

( )n 2
1 inC sinh
1 n

+
= π

π +
  

۳ (
( ) ( ) n

n 2
1 inC 1 cosh
1 n

−
= − π

π +
  ۴ (

( ) ( ) n
n 2

1 inC 1 sinh
1 n

+
= − π

π +
  

  . درست است۴گزينه  :حل

  

( ) ( )

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( )

inL x 1 in xx inxLn
L

1 in 1 in

2

n
n n

2 2

1 1 1 1C f x e dx e e dx e
2L 2 2 1 in

1 1 1 in e e
2 1 in 1 in
1 1 in e cos n isin n e cos n i sin n

2 1 n

11 1 in 1 ine 1 e 1 sinh
2 1 n 1 n

π π π− −−

−π− −π

− π − − π

π −π

π − π

= = =
π π −

+
= −

π − +
+

= π − π − π + π
π +

−+ +
= − − − = π

π π+ +

∫ ∫
  

تابع  .۲۴
خارج بازه

( ) x
1 1 x 1

f x e 1
0

 − < <=  +


  

  باشد داراي سري فوريه مي) ۲  باشد داراي انتگرال فوريه مي) ۱
  كدام هيچ) ۴    هر دو مورد فوق) ۳
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  . درست است۱گزينه  :حل
)تابع  )f x  در تمام مجموعه اعداد حقيقي بجز نقاطx 1= اي پيوسته و هموار  پذير است و لذا خاصيت تكه  پيوسته و مشتق±

)بودن را در فاصله  ),− ∞ +   . دارد∞
)ر فاصله از طرفي بديهي است اين تابع د ),− ∞ +   :پذير است زيرا انتگرال"  مطلقا∞

  ( ) ( ) ( )
1 1 1

x x
1 1 1

1 dxf x dx 0 dx dx 0 dx
e 1 e 1

+ ∞ − + + ∞

−∞ −∞ − −
= + + =

+ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  .حاصل عددي محدود و معلوم است
  )ما قادر نيستيم ضرايب انتگرال فوريه اين تابع را بسادگي پيدا كنيم" اگرچه احتمالا(باشد  لذا اين تابع داراي انتگرال فوريه مي

)باشد زيرا تعريف تابع در بازه  تابع داراي سري فوريه نميالبته اين  ),− ∞ + البته اين تابع متناوب نيست و که  صورت گرفته ∞
  .باشد دانيم شرط لازم براي داشتن سري فوريه، تناوبي بودن تابع مي ما مي

)در معادله انتگرالـي      . ۲۵ ) ( ) ( )( )x
0

0 x 0
f x A cos x B sin x d

e x 0

∞

−

 <= = ω ω + ω ω ω
> ) مقـادير    ∫ ) ( )A ,Bω ω 

  كدامند؟

۱ (( ) ( ) ( ) ( )2 2
1A , B

1 1

ω
ω = ω =

π + ω π + ω
  ۲( ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2A , B
1 1

ω
ω = ω =

π + ω π + ω
  

۳ (( ) ( ) ( ) ( )2 2
1A , B

1 1

ω
ω = ω =

π + ω π + ω
  ۴( ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2A , B
1 1

ω
ω = ω =

π + ω π + ω
  

  . درست است۱گزينه  :حل

)طبيعي است  ) ( )A ,Bω ωبايد ضرايب انتگرال فوريه تابع سمت چپ معادله يعني  ( ) x

0 x 0
f x

e x 0−

<= 
>

  : باشند يعني

  
( ) ( ) { }x

2 2
s 10 s 1

2

1 1 1 1 sA f x cos x dx e cos x dx L cos x
s

1 1
1

+ ∞ ∞
−

=−∞ =
ω = ω = ω = ω =

π π π π + ω

=
π + ω

∫ ∫  

  
( ) ( ) { }x

2 2
s 10 s 1

2

1 1 1 1B f x sin x dx e sin x dx L sin x
s

1
1

+ ∞ ∞
−

=−∞ =

ω
ω = ω = ω = ω =

π π π π + ω

ω
=

π + ω

∫ ∫  

 در انتگرال فوريه تابع .٢٦
)خارج بازه ) 1 1 x 2

f x
0

< <
= 


)  حاصل )B d

+ ∞

−∞
ω ω∫كدام است؟  

۱( 0  ۲ (1
π

  ۳ (2
π

  ۴ (2 
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  . درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11

1 1 1 1 1B f x sin x dx 1 sin x dx cos x cos cos 2
+ ∞

−∞

−
ω = ω = ω = ω = ω − ω

π π π ω πω∫ ∫  

cosلذا با توجه به آنكه تابع  cos 2ω − ω
πω

  :توان گفت  تابعي فرد است مي

  ( ) cos cos 2B d d 0
+ ∞ + ∞

−∞ −∞

ω − ω
ω ω = ω =

πω∫ ∫  

)اگر .۲۷ )
2x

x

e x 0
f x

e x 0−

 <= 
>

)  و  )A ω                 ضرايب جملات كسينوسـي در انتگـرال فوريـه ايـن تـابع باشـد حاصـل  

( )2lim A
ω→∞

ω ωكدام است؟   

۱( 2
π

  ۲( 0  ۳( 3
π

  . موجود نيست)۴  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( )
0

2x x

0

1 1A f x cos x dx e cos x dx e cos x dx
∞ ∞

−

−∞ −∞

  ω = ω = ω + ω 
π π   ∫ ∫ ∫  

  

( ) ( )

( )( ) ( )( )

0
2x x

0

2x x

0 0 s 2 s 1

1 e cos x d x e cos x dx

1 1e cos x dx e cos x dx L cos x L cos x

∞
− −

∞

∞ ∞
− −

= =

  = −ω − + ω 
π   

     = ω + ω = ω + ω   
π π      

∫ ∫

∫ ∫
  

  

( )( ) ( )

2 2 2 2 2 2
s 2 s 1

2
2

2 2

1 s s 1 2 1
s s 4 1

1 3 6 3lim A
4 1

= =

ω→∞

    = + = +   π π+ ω + ω + ω + ω   

ω +
= → ω ω =

π π+ ω + ω

  

)در معادله انتگرالي .۲۸ )
x

0

e 0 x 1 P cos x d
0 x 1

∞ < < = ω ω ω
> )  تابع∫ )P ωكدام است؟   

۱( 
( ) ( )

2
2 e sin ecos 1

1
ω ω + ω −

π ω +
  ۲( 

( ) ( )
2
2 e sin ecos 1

1
ω ω − ω −

π ω +
  

۳( 
( ) ( )

2
2 e sin ecos 1

1
− ω ω − ω −

π ω +
  ۴( 

( ) ( )
2
2 e sin ecos 1

1
− ω ω + ω −

π ω +
  

  .  درست است۱گزينه  :حل
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) با فرض )
xe 0 x 1f x
0 x 1

 < <= 
>

  : بايد داشته باشيم

  ( ) ( )
1

x

0 0

2 2P f x cos x dx e cos x dx
∞

ω = ω = ω
π π∫ ∫  

xI با اعمال روش جزء به جزء براي محاسبه e cos x dx= ω∫داريم :  
  

             مشتق انتگرال
x

x

x
2

e cos x

1e sin x

1e cos x+

+

−

ω

ω
ω

→ − ω
ω∫

↘

↘  

  

2 x
x

2 2 2 2
sin x cos x 1 e sin x cos xI e I I

1
   ω ω ω ω ω

= + − → = +   ω ωω ω ω + ω   
  

( ) ( )

( ) ( ){ }

1x

2
x 0

2

2 eP sin x cos x
1

2 e sin cos 1
1

=

ω = ω ω + ω
π ω +

= ω ω + ω −
π ω +

  

 

)استفاده از انتگرال فوريه تابع با  .٢٩ )
cos x x

2 2f x
0 x

2

π π <=  π >


 حاصل 
2

2
0

cos
2 d

1

∞
ωπ

ω
− ω∫كدام است؟  

۱ (0  ۲ (
2
π  ۳ (

4
π  ۴ (1  

  . درست است۱گزينه  :حل
  :تابع مورد نظر زوج بوده و داريم

  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0

2

0

2 2

2 2 1A f x cos x dx cos x cos x dx cos 1 x cos 1 x d x
2 2

1 1 1 1 1 1sin 1 x sin 1 x sin 1 sin 1
2 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1cos cos cos cos
2 1 2 1 2 2 2 21 1

π π
∞

π

π
ω = ω = ω = + ω + − ω

π π

π π   = + ω + − ω = + ω + − ω   + ω − ω + ω − ω   

ωπ ωπ ωπ − ω + + ω ωπ = + = = + ω − ω  − ω − ω

∫ ∫ ∫
  

  :پس انتگرال فوريه تابع چنين است

  ( ) 2
0

1f x cos cos x d
21

∞ ωπ
= ω ω

− ω∫  
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xو در 
2
π

  : طبق قضيه ديريكله داريم=

  2
2 2

0 0

f f cos 02 2 1 12 2cos cos d cos d
2 2 2 2 21 1

− +

∞ ∞

   π π π π+    +    ωπ ωπ ωπ    = ω → = ω →
− ω − ω∫ ∫  

  
2

2
0

cos
2 d 0

1

∞
ωπ

ω =
− ω∫  

)با توجه به تابع .۳۰ ) t

0
f x e cos tx dt

+ ∞
−= ) حاصل∫ )

0
Arctan x sin tx dx

∞

   كدام است؟∫

۱( 
te
t

π  ۲( 
te

2 t

−π  ۳( tte−π  ۴( t2 te−π  

  .ت درست اس۲گزينه  :حل
  :با توجه به تعريف تبديل لاپلاس داريم

  ( ) ( )( )t
2 2 2

0 s 1s 1

s 1f x e cos tx dt L cos tx
s x 1 x

+ ∞
−

==

= = = =
+ +∫  

  :نويسيم حال مي

  t t
2 2

0 0

1 1e cos tx dt dx e cos tx dx dt
1 x 1 x

+ ∞ + ∞
− −= → = →

+ +∫ ∫ ∫ ∫  

  
t

0

eArctan x sin tx dt C
t

+ ∞ −
= +∫  

xبا نگاه در C مقدار=0 Arcرال فوريه سينوسي تابعآيد، سمت راست تساوي فوق مبين انتگ دست مي  به=0 tan x است و 

طبيعتاً
te

t

−
) همان )B tاين انتگرال فوريه است، يعني داريم :  

  
t t

0 0

e 2 eArc tan x sin tx dx Arctan x sin tx dx
t 2 t

∞ ∞− −π
= → =

π ∫ ∫  

) معادله انتگراليجواب  .۳۱ )
0

2 x 0 x 2
P cos x dx

0 x 2

∞ − ≤ ≤
ω ω =  >∫براي ( )P ωكدام است؟   

۱ (( ) 2
2sin cos 2P ω − ω

ω =
πω

  ۲ (( ) ( )
2

2 1 cos 2
P

− ω
ω =

πω
  

۳ (( ) 2
2cos 2P ω

ω =
πω

    ۴ (( ) 2
2sin cos 2P ω + ω

ω =
πω
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  . درست است۲گزينه  :حل

( )P ωضريب جملات كسينوسي در بسط انتگرال فوريه تابع  ( ) 2 x 0 x 2
f x

0 x 2
− ≤ ≤

=  >
يافته   است كه به فرم زوج گسترش

  :يعني

  ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 2

2 2P f x cos x dx 2 x cos x dx 0 cos x dx
∞ ∞  ω = ω = − ω + ω 

π π   ∫ ∫ ∫  
  

     مشتق     انتگرال  

2

2 x cos x

11 sin x

10 cos x

+

−

− ω

− ω
ω

− ω
ω

↘

↘
  

  

( )

( )
2 2 2

2

22 2 x 1 2 1 1P sin x cos x cos 2
0

2 1 cos 2

   − −
ω = ω − ω = ω +   

π ω πω ω ω   
− ω

=
πω

  

)اگر  .۳۲ )
0

1 cos x x
2 2g cos x d

0 x
2

∞
π <ω ω ω =  π >


)گاه حاصل   باشد، آن∫ ) ( )2d 1 g

d
 − ω ω  ω

  كدام گزينه است؟

 )٨٦اد مو(  

۱ (sin
2

πω
−  ۲ (1 cos

2
πω

π
  ۳ (1 sin

2 2
πω

−  ۴ (1 cos sin
2 2 2

πω ω πω
−

π
  

 .  درست است۳گزينه  :حل

( )g ω بايد ( )A ω در انتگرال فوريه تابع زوج ( )
1 cos x x
2 2f x
0 x

2

π <=  π >


  : باشد

  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

2 2

0 0 0

2

2 2
0

2 2 1 1g f x cos x dx cos x cos x dx cos 1 x cos 1 x dx
2 2

cos cos cossin 1 x sin 1 x1 1 1 22 2 2cos
2 1 1 2 1 1 2 2 1 1

π π
∞

π

ω = ω = ω = + ω + − ω
π π π

ωπ ωπ ωπ 
  + ω − ω ωπ

= + = + = =    π + ω − ω π + ω − ω π − ω π − ω    
 

∫ ∫ ∫
  

  ( ) ( )( )2
cosd d 1 121 g sin sin

d d 2 2 2 2

ωπ 
  π ωπ ωπ − ω ω = = − = −   ω ω π π    
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) اگر .۳۳ )
2 20

1 1f x cos x sin x d
1 4

∞  
 = ω + ω ω
 ω + ω + ∫باشد حاصل  ( )2f x dx

∞

   كدام است؟∫∞−

۱ (
23

8
π  ۲( 

25
12
π  ۳( 

27
12
π  ۴( 

25
8
π  

  .  درست است۳گزينه  :حل
)عتاً فرض مسأله انتگرال فوريه تابعيطب )f xدهد كند و نشان مي  را توصيف مي.  

  ( )
2 2

1B
1 4

ω =
ω + ω +

)و )
2

1A
1

ω =
ω +

  

  :هاي فوريه داريم طبق تساوي پارسوال در انتگرال

  ( ) ( ) ( )( )2 2 2

0

1 f x dx A B d
∞ ∞

−∞
= ω + ω ω →

π ∫ ∫  

  
( ) ( ) ( )

2
2 2 2 22 2

0 0

2

2 2
0 0

1 1 1 1 1 1f x dx d d
31 1 1 41 4

4 1 1 1 4 1 1 4 1 7d Arctan Arctan
3 3 3 3 2 2 3 2 6 2 121 4

∞ ∞ ∞

−∞

∞∞

 
   = π + ω = π + − ω     ω + ω + ω + ω + ω + ω +   

 

  ω π π π   = π − ω= π ω − = π − =          ω + ω + 

∫ ∫ ∫

∫
  

)اگر  .٣٤ ) ( )
0

f x a cos x d
∞

= ω ω ω∫ باشد حاصل ( )2x f xكدام است؟  

۱ (( )2

0
a cos x d

∞
′′ω ω ω ω∫  ۲ (( )2

0
a cos x d

∞

ω ω ω ω∫  

۳ (( )
0

a cos x d
∞

′′− ω ω ω∫  ۴ (( )2

0
a cos x d

∞
′′− ω ω ω ω∫  

  . است درست۳گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2f x a cos x d a f x cos x dx
∞ ∞

= ω ω ω → ω = ω →
π∫ ∫  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2
2

0 0

d a 2 f x x cos x dx x f x a cos x d
d

∞ ∞ω
′′= − ω → = − ω ω ω

πω ∫ ∫  

) اگر . ۳۵ )
1 x 1

f x
0 x 1

 <=  >
  داراي انتگرال فوريه   

0

2 sin cos x d
∞ ω

ω ω
π ω∫    باشد حاصل 

2

2
0

sin d
∞ ω

ω
ω∫  كدام 

  است؟

۱ (
3
π  ۲ (

2
π  ۳( π  ۴ (

4
π  
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  . درست است۲گزينه  :حل
  :رالهاي فوريه داريمطبق تساوي پارسوال در انتگ

  ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

22 2 2

0 1 0

1 1 2 sinf x dx A B d 1 dx d
+ ∞ ∞ ∞

−∞ −

ω = ω + ω ω → = ω → π π π ω ∫ ∫ ∫ ∫  

  
2 2

2 2 2
0 0

2 4 sin sind d
2

∞ ∞ω ω π
= ω → ω =

π π ω ω∫ ∫  

)تبديل فوريه سينوسي تابع  .۳۶ ) 1 0 x 1
f x

0 x 1
< <

=  >
   كدام است؟

۱ (2 1 cos− ω
π ω

  ۲ (2 1 sin− ω
π ω

  ۳ (2 cos ω
π ω

  ۴ (2 sin ω
π ω

  

  . درست است۱گزينه  :حل
  :شود  يك تابع بصورت زير تعريف ميتبديل فوريه سينوسي

  ( )( ) ( )s
0

2F f x f x sin xdx
∞

= ω
π ∫  

  :لذا در اين مساله داريم

  
( )( ) ( ) ( ) ( )

11

s
0 1 0

2 2 1 2 1F f x 1 sin xdx 0 sin xdx cos x cos 1

2 1 cos

∞  − − = ω + ω = ω = ω − 
π π ω π ω  

− ω
=

π ω

∫ ∫  

) گر تبديل فوريه سينوسي تابع    ا .۳۷ ) 1 x 0 x 1
f x

0 x 1
− < <

=  >
) را )sF ω  بنـاميم حاصـل  ( )2

s
0

F d
∞

ω ω∫  كـدام 

  است؟

۱( 1  ۲( 1
2

  ۳( 1
3

  ۴( 1
4

  

  .  درست است۳گزينه  :حل
  :طبق اتحاد پارسوال داريم

  ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2 32
s

00 0 0

1 1F d f x dx 1 x dx 1 x
3 3

∞ ∞

ω ω = = − = − − =∫ ∫ ∫  

−2eتبديل فوريه كسينوسي معكوس تابع .٣٨ ωكدام است؟  

۱( 2
2 x

4 xπ +
  ۲ (2

2 2
4 xπ +

  ۳ (2 x2 e−

π
  ۴ (2 x2 e cos x−

π
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  . درست است۲گزينه  :حل

  ( )( ) ( )1
c c c

0

2F F F cos x d
∞

− ω = ω ω ω
π ∫  

  :در اين مساله داريمو 

  ( ) { }2
2 2 2

0 s 2 s 2

2 2 2 s 2 2f x e cos x d L cos x
s x 4 x

∞
− ω

= =

= ω ω = ω = =
π π π π+ +∫  

)تبديل فوريه تابع .۳۹ )f xرا ( )F ωايم تبديل فوريه تابع  ناميده( )xf x    كدام است؟−3
۱( ( ) ( )( )3ie 3F iF− ω ′ω + ω  ۲( ( ) ( )( )3ie 4F iF− ω ′ ω − ω  
۳( ( ) ( )( )3ie 4F iF− ω ′ ω + ω  ۴( ( ) ( )( )3ie 3F iF− ω ′ω − ω  

  .  درست است۱گزينه  :حل
)با فرض )( ) ( )F g x G= ωداريم :  

( )( ) ( )ia: F g x a e G− ω− = ω  قضيه اول انتقال  
( )( ) ( ): F xg x iG′= ω  گيري از تبديل فوريه قضيه مشتق  

  :اينك داريم
  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )3iF f x F F f x 3 e F− ω= ω → − = ω →  

  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

3i 3i 3i 3i

3i

F xf x 3 i e F i 3ie F e F ie F 3iF

e 3F iF

− ω − ω − ω − ω

− ω

′ ′ ′− = ω = − ω + ω = ω − ω

′= ω + ω
  

  :طبق فرض داريم: راه ديگر

  ( ) ( ) ( ) ( )i x i xF f x e dx F ixf x e dx
∞ ∞

− ω − ω

−∞ −∞
′ω = → ω = −∫ ∫  

  :نويسيم حال مي

  ( )( ) ( ) i xF xf x 3 xf x 3 e dx
∞

− ω

−∞
− = −∫  

x با تغيير متغير 3 t−   : داريم=

  
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

i t 3 3i i t i t

3i 3i

F xf x 3 t 3 f t e dt e tf t e 3f t e dt

F
e 3F e 3F iF

i

∞ ∞
− ω + − ω − ω − ω

−∞ −∞

− ω − ω

− = + = +

′ ω  ′= + ω = ω + ω 
−  

∫ ∫
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تبديل فوريه جواب معادله ديفرانسيل  .۴۰
xe x 0y y

0 x 0

− >′′ ′+ = 
<

   كدام است؟

۱ (( ) ( )( )
1 1Y

i 1 i2
ω =

ω + ω + ωπ
  ۲( ( ) ( )( )

1 1Y
i 1 i2

ω =
ω − ω + ωπ

  

۳ (( )
( )( )2

1 1Y
2 i 1 i

ω =
π ω − ω + ω

  ۴ (( ) ( )( )
1 1Y

i 1 i2
ω =

ω + ω − ωπ
  

  . درست است۲گزينه  :حل
  :آيد  بدست مي،گيريمبه داده شده تبديل فوريه ن معادلاز طرفياگر 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 i x1i Y i Y f x e dx
2

+ ∞
− ω

− ∞
ω ω + ω ω = →

π ∫  

  ( ) ( )2 x i x

0

1Y i Y e e dx
2

∞
− − ω−ω ω + ω ω = →

π ∫  

  ( ) ( ) ( )
( )1 i x

0

1 1i Y e
1 i2

∞
− + ωω − ω ω = →

− + ωπ
  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
01 1 1 1i Y e e Y

1 i i 1 i2 2
−∞ −ω − ω ω = − → ω =

− + ω ω − ω + ωπ π
  

)تابع  .۴۱ )F ω تبديل فوريه تابع ( )
2xf x e−=۸۷برق (  ت ديفرانسيل زير صادق است؟     يك از معادلا   در كدام(  

۱( ( ) ( )
dF

F 0
d

ω
+ ω ω =

ω
    ۲( ( ) ( )

2dF
F 0

d 2
ω ω

+ ω =
ω

  

۳( ( ) ( )
dF

F 0
d 2

ω ω
+ ω =

ω
    ۴( ( ) ( )

dF 2 F 0
d

ω
+ ω =

ω ω
  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( )
2 2x xf x e f x 2xe− −′= → = −  

) فرضبا  )( ) ( )F f x F= ωدانيم  مي:  

  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

nn

n
n n

n

F f x i F

d F
F x f x i

d

 = ω ω
 ω = ω

  

  :دست آمده تبديل فوريه بگيريم داريم چنانچه از طرفين رابطه به

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
1

d F dF dF
i F 2i i F 2i F 0

d d 2d

ω ω ω ω
ω ω = − → ω ω = − → + ω =

ω ωω
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  : با حل معادله فوق و كمي محاسبات ديگر خواهيم داشت:توجه

  ( )
2

4F e
ω

−
ω = π  

)تبديل فوريه تابع  .۴۲ )
21 x | x | 1f x

0 | x | 1

 − <= 
>

   كدام است؟

۱( 2
4 1cos sin

2
−  ω − ω ω π ω

  ۲( 2
4 1sin cos

2
−  ω − ω ω π ω

  

۳ (2
4 1cos sin

2
+  ω − ω ω π ω

  ۴( 2
4 1sin cos

2
+  ω − ω ω π ω

  

 . درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )
1

i x 2 i x

1

1 1F f x e dx 1 x e dx
2 2

+ ∞
− ω − ω

−∞ −
ω = = −

π π∫ ∫ 
  

           مشتق انتگرال

( )

( )

( )

2 i x

i x

i x
2

i x
3

1 x e
12x e
i
12 e

i
10 e

i

− ω

+
− ω

−
− ω

+
− ω

−

−
− ω

−
− ω

− ω

↘

↘

↘

  

  

( )
12

i x i x i x
2 3

1

1 1 x 2x 2F e e e
i2 i

+
− ω − ω − ω

−

 − ω = − − 
− ωπ ω ω  

  

( ) ( )

( ) ( )

i i i i
2 2 3 3

2 3

2

2 1 2 11 2 20 e e e e
2 i i

1 2 1 22cos 2isin
2 2 i

4 1cos sin
2

− ω + ω + ω − ω
   − − − + −   

π ω ω ω ω        
  −

= ω + ω    π πω ω   
−  = ω − ω ω π ω

  

)اگر  .۴۳ ) sin xf x
x

) و داشته باشيم = ) ( ) i tf̂ f t e dt
∞

− ω

−∞
ω = )گاه  ، آن∫ )f̂ ω)  تبديل فوريهf (كدام است؟ 

 )٨٦برق (  

۱ (( )
1

f̂
0 1

π ω <ω =  ω >
    ۲ (( )

1
f̂ 2

0 1

π ω <ω = 
 ω >

  

۳ (( )
2 1

f̂
0 1

 π ω <ω =  ω >
    ۴ (( )

1 1
f̂

0 1
 ω <ω =  ω >
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 .  درست است۱گزينه  :حل

  

( ) ( )i xsin x sin x sin x sin xf̂ e dx cos x isin x dx cos x dx i sin x dx
x x x x

∞ ∞ ∞ ∞
− ω

−∞ −∞ −∞ −∞
ω = = ω − ω = ω − ω

↓ ↓
∫ ∫ ∫ ∫E5555555F E5555555F

  تابع زوجتابع فرد

  ( ) ( )
0 0

sin 1 x sin 1 xsin x2 cos x dx 1 dx
x x

∞ ∞ + ω + − ω
= ω =∫ ∫ 

  :دانيم اما مي

  
0 s 0

sin tx sin txdx L
x x

∞

=

  =   
  ∫  

  :و چون

  ( ) 2 2 2 2
s s

t sin tx t sL sin tx L ds Arctan
x ts t s t

+∞∞
   = → = =   
   + +∫  

tاگر  0>  

tاگر  0<  

sArc tan
2 t

sArc tan
2 t

π −=  −π −


  

  :پس

tاگر  0>  

tاگر  0<  0

sin tx 2dx
x

2

∞
π

=  π −


∫  

  :لذا

( )
0

1 0sin 1 x 2dx
x 1 0

2

∞
π − ω >− ω =  π− − ω <


)  و  ∫ )

0

1 0sin 1 x 2dx
x 1 0

2

∞
π + ω >+ ω =  π− + ω <


∫  

  :لذا

  ( ) ( ) ( )
0 0

1
2 2

sin 1 x sin 1 x 0 1
f̂ dx dx 1 1

1x x 2 2

1
2 2

∞ ∞

π π− + ω < −
  + ω − ω ω >π π   ω = + = + − < ω < =   π ω <    

π π
− ω >

∫ ∫  
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 :راه ديگر
  :دانيم مي

  ( ) ( )
1 x 1 2sinf x F
0 x 1

 < ω= → ω =
ω>

  اگر

  :دانيم از طرفي طبق قضيه تقارن مي
  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )F f x F F F x 2 f= ω → = π −ωاگر  

  :توان نوشت حال مي

  1 1 12sin x sin xF 2 F
0 1 0 1x x

 − ω < π ω <    = π → =    − ω > ω >     
  

)تبديل فوريه توابع . ۴۴ )
3ix

2
ef x

x 4
=

+
) و ) 2

1g x
x 4x 5

=
+ +

   كدام است؟

۱( ( ) ( )2 3 2iF e , G e e
2

− ω− − ω− ωπ
ω = ω = π  ۲( ( ) ( )2 3i 2iF e , G e e

2
− ω− − ωωπ

ω = ω = π  

۳( ( ) ( )2 3i 2iF e , G e e
2

− ω− − ω− ωπ
ω = ω = π  ۴( ( ) ( )2 3 2iF e , G e e

2
− ω− − ωωπ

ω = ω = π  

  . درست است۴گزينه  :حل
  :دانيم مي

  a
2 2

1F e
aa x

− ω  π
= 

+ 
  

)اگر تبديل فوريه تابع )f xرا ( )F ω بناميم طبق قضاياي انتقال داريم:  
)قضيه اول انتقال   )( ) ( )iaF f x a e F− ω− = ω  

)قضيه دوم انتقال   )( ) ( )iaxF e f x F a= ω −  
  :توان گفت حال مي

  ( ) 2 2 33ix
2 2
1 1F F e F e e

2 2x 4 x 4
− ω − ω−   π π

ω = = → =   
+ +   

  

  ( )
( )

12i 2i
2 2 2

1 1 1G F F e F e e
1x 4x 5 x 1x 2 1

− ωω ω
     π ω = = = =    + + +   + + 
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)تبديل فوريه تابع . ۴۵ ) 2
1 cos 2xf x

x
−

  .) علامت كانولوشن در تبديل فوريه است*( چگونه است؟ =

۱( ( ) ( )( )1 P *Pω ω
π

)  كه در آن )
1 1

P
0 1

 ω <ω =  ω >
  

۲( ( ) ( )( )1 P *P
2

ω ω
π

)  كه در آن )
1

P
0 1

 π ω <ω =  ω >
  

۳( ( ) ( )( )1 P *Pω ω
π

)  كه در آن )
1

P
0 1

 π ω <ω =  ω >
  

۴ (( ) ( )( )1 P *P
2

ω ω
π

)  كه در آن )
1 1

P
0 1

 ω <ω =  ω >
  

  . درست است۳گزينه  :حل

  ( )
2

2 2
1 cos 2x 2sin x sin x sin xf x 2

x xx x
−

= = =  

دانيم تبديل فوريه تابع اما مي
1 x 1
2
0 x 1

 <

 >

sin صورت  به ω
ω

  :م است لذا طبق قضيه مقياس داري

  ( )
1 1 1sin x sin xF 2 F P2

0 1x x0 1

 − ω < π ω <    = π → = = ω     ω >     − ω >

  

) جا كه حال از آن ) ( )( ) ( ) ( )1F g x h x G H
2

= ω ω
π

  :توان گفت  مي

  ( ) ( ) ( ) ( )( )sin x sin x 1 1F 2 2 P *P P *P
x x 2

  = ω ω = ω ω  π π 
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)اگر  .۱ )

1 0 x 1
x 1 x 2

f x
1 2 x 3

2 x 3 x 4

< <
 < <=  − < <
 − < <

 :  

۱ (2k 2ka b 0= =P  ۲ (2k 1 2k 1a b 0+ += =  ۳ (na 0=  ۴ (nb 0=  

)بقيه جاهاانتگرال فوريه تابع .۲ ) x 1 x 1
f x

0
 − < <

= 


   چگونه است؟

۱( 2
0

2 sin cos cos x d
∞  ω ω + ω

ω ω π ω ∫  ۲( 2
0

2 sin cos x d
∞  ω − ω

ω ω π ω ∫  

۳( 2
0

2 sin cos cos x d
∞  ω ω − ω

ω ω π ω ∫  ۴( 2
0

2 sin cos 1 cos x d
∞  ω ω + ω −

ω ω π ω ∫P  

)در تبديل فوريه، كانولوشن دو تابع  .۳ )bxe u x−و  ( )axe u x−  كدام است؟   

۱( ( )
bx axe e u x
a b

− −−
−

P    ۲( 
bx axe e
a b

− −−
−

  

۳( ( )
bx axe e u x
b a

− −−
−

    ۴( 
bx axe e
b a

− −−
−

  

)اگر .۴ ) 3
0

cos x sin xf x d
1

∞ ω ω + ω
= ω

ω )  حاصل∫+ )( )f x cos 2x sin 3x dx
∞

−∞
   كدام است؟∫+

۱( 73
252

π  ۲( 65
126

π  ۳( 65
252

π
P  ۴( 73

126
π  

   خودآزمايي 
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) ي تــابعبــا اســتفاده از تبــديل فوريــه سينوســ .۵ ) xf x e−=و تســاوي پارســوال در تبــديلات فوريــه حاصــل  

( )
2

220

x dx
x 1

∞

   كدام است؟∫+

۱( 
4
π

P  ۲( 
8
π  ۳( 

2
π  ۴( π  

2xتبديل فوريه جواب معادله .۶

0 x 0
y y

e x 0−

<′′ − = 
>

   كدام است؟

۱( 
( ) ( )2

1

1 2 i

−

ω + + ω
P    ۲( 

( )( )2
1

1 2 iω − + ω
  

۳( 
( )( )2

1

1 2i

−

ω + + ω
    ۴( 

( )( )2
1

1 2iω − + ω
  

)اگر .۷ ) sin 3xf x
x

) حاصل= )f̂ ω كدام است؟ )( )f̂ ωتبديل فوريه ( )f xدهد  را نشان مي(.  

۱ (
1
3
10
3

π ω <

 ω >


  ۲( 
11
3
10
3

 ω <

 ω >


  ۳ (3
0 3

π ω <
 ω >

P  ۴ (1 3
0 3

 ω <
 ω >

  

)تبديل فوريه تابع  .۸ ) sin 2x cos xf x
x

   كدام است؟=

۱( 

1
3

1 1
2 3
0 1

 π ω <
 π < ω <
 ω >

    ۲( 

1

1 3
2
0 3

π ω <
π

< ω <

 ω >

P  

۳ (
بقيه جاها

1 3
0

π < ω <



    ۴( 
بقيه جاها

1 1
3

0

π < ω <



  

)تبديل فوريه تابع .۹ )
23xf x e    كدام است؟=−

۱ (23e
3

− ωπ  ۲ (
2

12e
3

ω
−π

P  ۳ (
2

4e
3

ω
−π  ۴ (212e

3
− ωπ  
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)تابع  .۱۰ )
1 , x a

f x
0 , x a

 <=  >
 ،a )ر  ثابت، مفروض است اگ<0 )f̂ 0 2a= آنگاه ،( )f̂   چقدر است؟1

 )٨٥مكانيك (  

۱ (sin a  ۲ (2sin aP  ۳ (1 sin a
2π

  ۴ (2 sin a
2π

  

) در سري فوريه تابع .۱۱ ) x 0 x
f x

2 x x 2
≤ ≤ π

=  π − π < < π
  باشند؟  چگونه ميnbب ، ضري

1ضريبي از) ۱
n

2ضريبي از) ۲  
1

n
2ضريبي از) ۳  

1
n 1+

  ۴(0P  

)يل فوريه تابعتبد .۱۲ ) 2 xf x xe−=كدام است؟   

۱ (
( )

( )

2

22

2i 4

4

ω −

+ ω
  ۲ (

( )
2

2

8

4
2

ω

+ ω
  ۳ (

( )22

8i

4

− ω

+ ω
P  ۴ (

( )
( )

2

22

i 4

4

ω −

+ ω
  

)اگر تبديل فوريه .۱۳ )f xرا ( )F ωبناميم تبديل فوريه تابع ( )2xe f x    كدام است؟+1

۱ (( )ie F 2iω ω +  ۲ (( )ie F 2i− ω ω +  ۳ (( ) ( )i 2ie F 2iω+ ω +P ۴ (( ) ( )i 2ie F 2i− ω+ ω +  

)اگر  .۱۴ ) 2
n 1

1 1 4f x cos 2nx sin 2nx
3 nn

∞

=

= + ) حاصل ∑+ ) 2

0
f x sin 3xdx

π

   كدام است؟∫

۱ (5
36
π

P  ۲(4
3
π  ۳ (7

36
π  ۴ (7

3
π  

)اگر  . ۱۵ ) ( )
0

f x A cos x d
∞

= ω ω ω∫ حاصل ( )f ax كدام است؟   

۱( 
0

a f cos xd
a

∞ ω  ω ω 
 ∫   ۲ (( )

0
a f a cos xd

∞

ω ω ω∫  

۳( ( )
0

1 f a cos xd
a

∞

ω ω ω∫  ۴ (
0

1 f cos xd
a a

∞ ω  ω ω 
 ∫P  

)با توجه به تبديل فوريه سينوسي تابع .۱۶ ) 4xf x xe−=حاصل انتگرال 
( )220

x xsin dx
216 x

∞

   كدام است؟∫+

۱( 232e
π

P  ۲( 216e
π  ۳( 

2e
32

π  ۴( 
2e

16
π  
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) تابع توجه به سري فوريهبا  .۱۷ )
1 x

2 2f x
30 x

2 2

−π π < <=  π π < <


1  حاصل سري 1 11
3 5 7

− + − +Lكدام است؟   

۱ (
4
π

P  ۲ (
2
π  ۳ (

3
π  ۴ (

5
π  

)بــا توجــه بــه ســري فوريــه بــراي تــابع  .۱۸ )
2xf x

2
x بــراي = < π و ( ) ( )f x 2 f x+ π  كــه بــه شــكل =

( )
2 1 1 1f x 2 cos x cos 2x cos3x cos 4x

6 4 9 16
π  = − − + − + − 

 
L مقدار عددي ( )

( )

n

2
n 0

1

n 1

∞

=

−

+
  كدام است؟∑

 )٨٦ اتوماسيون(  

۱ (
4
π  ۲(  

2

4
π  ۳ (

2

6
π  ۴ (

2

12
π

P  

)سري فوريه تابع  .۱۹ )f x cos x , 0 x= < < πكدام است؟   

۱ (2
n 1

4 n sin 2nx
4n 1

∞

=
π −
∑    ۲ (2

n 1

4 sin 2nx
4n 1

∞

=
π −
∑  

۳ (2
n 1

8 n sin 2nx
4n 1

∞

=
π −
∑P    ۴ (2

n 1

8 sin 2nx
4n 1

∞

=
π −
∑  

) تبديل فوريه كسينوسي تابعبا توجه به .۲۰ ) 1 0 x 1
f x

0 x 1
< <

=  >
 حاصل

0

sin x xI cos dx
x 2

∞

=    كدام است؟∫

۱( 
4
π  ۲( 

2
π

P  ۳( π  ۴( 2π  

با فرض    .۲۱
2 2

2
n 1

x x cos nx
4 2 6 n

∞

=

π π
− + = 0 كه براي    ∑ x 2≤ ≤ π       صحيح اسـت حاصـل ( )

( )

n 1

3
n 1

1

2n 1

+∞

=

−

−
 كـدام   ∑

 است؟

۱ (
3

12
π  ۲ (

3

32
π

P  ۳ (
3

36
π  ۴ (

2

32
π  

)در معادله انتگرالي .۲۲ )
0

0 0 x 1
1 1 x 2 cos x d
0 x 2

∞< <
 < < = ψ ω ω ω
 >

) حاصل ∫ )
0

lim
ω→

ψ ω كدام است؟   

۱ (0  ۲ (1
π

  ۳ (2
π

P  ۴ (∞  
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) فوريه سينوسي تابع انتگرال .۲۳ )
xe 0 x 1f x
0 x 1

 < <= 
>

   كدام است؟

۱ (( )
2

0

2 e cos sin sin xd
1

∞ ω ω − ω
ω ω

π + ω∫  ۲ (2
0

2 cos sin sin xd
1

∞ ω ω + ω
ω ω

π + ω∫  

۳ (( )
2

0

2 e cos sin sin xd
1

∞ ω + ω ω − ω
ω ω

π + ω∫  ۴ (( )
2

0

2 e cos sin sin xd
1

∞ ω − ω ω − ω
ω ω

π + ω∫P  

)در سري فوريه تابع      .۲۴ )
cos x x 0

f x
0 xcos 2x

2

−π ≤ ≤
= π ≤ ≤

nايب سري فوريه وقتي      ضر  →  حداقل با چه سرعتي بـه       ∞

  گرايند؟ صفر مي

۱ (4
1

n
  ۲ (3

1
n

P  ۳ (2
1

n
  ۴ (1

n
  

) عتبديل فوريه سينوسي تاب    . ۲۵ ) x 0 x 1
f x

0 x 1
< <

=  >
)صـورت    بـه   )s 2

2 sin cosF ω − ω ω
ω =

π ω
 اسـت حاصـل     

2
0

1 cos 2x x sin 2xI dx
x

∞ − −
=    كدام است؟∫

۱( π  ۲( 
2
π

P  ۳( 2π  ۴( 
2
π  

)سري فورية تابع     .۲۶ ) ( )f x x , x ,= ∈ −π π  ۸۶هوافضا (   كدام است؟( 

۱ (
n 1

sin nx2
n

∞

=
∑    ۲ (

n 1

cos nx2
n

∞

=
∑  

۳(  ( ) n 1

n 1

cos nx2 1
n

∞
+

=

−∑    ۴ (( ) n 1

n 1

sin nx2 1
n

∞
+

=

−∑P  

) سـي تـابع   با استفاده از تبـديل فوريـه سينو        .۲۷ ) sin x 0 x
f x

0 x
< < π

=  > π
2  حاصـل  

0

sin sin d
21

∞ ωπ ωπ
ω

− ω∫  را 

  .محاسبه كنيد

۱(
4
π  ۲(

6
π  ۳(

2
π

P  ۴(
3
π  

sinضريب  .۲۸ 2x در سري فوريه تابع ( ) ( ) 2f x 3sin x 2cos x sin 2x=   كدام است؟−

۱ (13
2

P  ۲ (13
4

  ۳ (5
4

−  ۴ (5
8

−  
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)سري فوريه سينوسي تابع  .۲۹ ) ( ) ( )0 1f x u x u x , 0 x 1= − <   كدام است؟>

۱( ( )
n 1

4 sin 2n 1 x
2n

∞

=

− π
π∑  ۲ (

n 1

4 sin 2n
2n

∞

=

π
π∑  

۳ (
( ) ( )

n 1

4 sin 2n 1 x
2n 1

∞

=

− π
π −∑P  ۴ (كدام هيچ  

)تابع .۳۰ )f x  در روابط ( ) ( )
( ) ( )

f x 6 f x
f x f x

 + π =
 − = −

0كند و براي     صدق مي   x 3< < π داريم ( ) cos xf x e= ضريب sin 2x  در 

  سري فوريه اين تابع كدام است؟

۱( 8e
3π

  ۲( 8
3 eπ

P  ۳( 4e
3π

  ۴( 4
3 eπ

  

)تبديل فوريه تابع .۳۱ ) x 3 2ixf x e e−    كدام است؟=−

۱( 
( )

( )

3i 2

2
2e

1 2

−ω

+ − ω
P  ۲( 

( )

( )

3i 2

2
e

1 2

−ω

+ − ω
  ۳( 

( )

( )

3i 2

2
2e

1 2

− − ω

+ − ω
  ۴( 

( )

( )

3i 2

2
e

1 2

− −ω

+ − ω
  

)تبديل فوريه كسينوسي تابع    .۳۲ )
1 0 x 1

f x 1 1 x 2
0 x 2

− < <
= < <
 >

  )۸۷اتوماسيون (  : عبارت است از  

۱( 2 cos 2w 2cos w
w
+ 

 π  
  ۲( 2 sin 2w 2sin w

w
− 

 π  
P  

۳( 2 cos 2w 2cos w
w
− 

 π  
  ۴( 2 sin 2w 2sin w

w
+ 

 π  
  

)سري فوريه تابع   .۳۳ )f x x ; x= − π < < π صورت   به( )n 1

n 1

2 1
n

+∞

=

باشد اگر پنج جملة اول سري فوريـه در            مي ∑−

  نظر گرفته شود مقدار خطا چقدر است؟

۱ (
32 5

3
π

− πP  ۲ (
32

3
π

− π  ۳ (
22 5

3
π

− π  ۴ (
32 5

2
π

− π  

) تابعبا توجه به تبديل فوريه كسينوسي .۳۴ ) xf x e− α=2 حاصل
0

cos x dx
x 9

∞ β

   كدام است؟∫+

۱( 6e
6

− βπ  ۲( 3e
3

− βπ
P  ۳( 3e

6
− βπ  ۴( 6e

3
− βπ  
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x−πبا توجه به سري فوريه تابع  . ۳۵ < < π و ( )f x x sin x= ) حاصل سري − ) n 1

n 1

1
n

+∞

=

 شود؟  كدام مي∑−

۱ (0  ۲ (
4
π

P  ۳ (
2
π  ۴ (

3
π  

) ري فوريه تابع  س .۳۶ ) xf x sin ; 1 x 1
2

= − < ) صورت   به > )
( )n

2 2
n 1

18n 1 sin
2f x sin n x

1 4n

∞

=

π −
= π

− π
باشد در سري      مي ∑

)فوريه تابع  ) xg x cos ; 1 x 1
2

= − <    كدام مورد زير صحيح است؟>

۱ (2

14sin
2:

1 16− π
cos ضريب جمله 2 xπ  ۲ (1: 2sin

2
  Pبت سري فوريهثا

  كدام هيچ) ۴    هردو) ۳

) اگر .۳۷ ) tf t e cos t−= و ( ) ( ) i t1F f t e dt
2

+ ∞
− ω

− ∞
ω =

π )  باشد حاصل∫ )F    كدام است؟1

۱( 4
5π

  ۲( 3
5π

P  ۳( 2
5π

  ۴( 1
5π

  

) ضرايب سري فوريه در فرم مختلط دو تابع متنـاوب          .۳۸ )f x و  ( )g x     كـه داراي دوره تنـاوب  P  باشـند   مـي =4

n
2ic
n

=
π

n  و 
2 nd sin

n 2
π

=
π

) باشد، ضرايب سري فوريه در فـرم مخـتلط     مي  ) ( ) ( )
4

0

1h x f g x d
4

= λ − λ λ∫ 

  چگونه است؟

۱( 2 2
4i nsin

2n
π

π
P  ۲( nisin

2
π

−  ۳( i nsin
n 2
− π
π

  ۴( 2 2
2i nsin

2n
π

π
  

)ري فوريه تابع    س .۳۹ )f x sin x
L
π

0و = x L<  )۸۵اتوماسيون (   كدام است؟  >

۱ (( ) 2 4 1 2 x 1 4 x 1 6 xf x cos cos cos ...
1 3 L 3 5 L 5 7 L

 π π π
= − + + + π π × × × 

P  

۲ (( ) 2 4 1 2 x 1 4 x 1 6 xf x cos cos cos ...
1 3 L 3 5 L 5 7 L

 π π π
= + + + + π π × × × 

  

۳ (( ) 2 4 1 2 x 1 4 x 1 6 xf x cos cos cos ...
1 3 L 3 5 L 5 7 L

 π π π
= + − + − π π × × × 

  

۴ (( ) 2 4 1 2 x 1 4 x 1 6 xf x cos cos cos ...
1 3 L 3 5 L 5 7 L

 π π π
= − − + − π π × × × 
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) اگر .۴۰ ) 2
n 1

1 1f x cos 2nx
3 n

∞

=

= +
π

)  حاصل∑ )2 2

0
f x cos x dx

π

   كدام است؟∫

۱(2 3
24
π +

P  ۲(2 3
12
π +  ۳(2 3

24
π −   ۴(2 3

12
π −  

) اگر .۴۱ )
0 L x 0

f x xsin 0 x L
2

− < <
=  π

< <

  وريه اين تابع در كدام حالت زير بزرگتر است؟ ثابت سري ف

۱(L 2=P    ۲(L 2= π  
  . توان اظهارنظر كرد نمي) ۴  . است حالت مذكور ثابت سري فوريه يكساندر دو) ۳

) اگر سري فوريه تابع    .۴۲ )f x x sin x ; x= − π < < π رتصـو    به ( ) ( )
( ) ( )

n

n 1

2 1cos xf x 1 cos n 1 x
2 n n 2

∞

=

−
= − + +

+∑ 

)باشد حاصل  ) ( )
( )

n

n 1

1 n 1 ncos
n n 2 2

∞

=

− + π
   كدام است؟∑+

۱(1
4

P  ۲(1
2

  ۳(1
4

−  ۴(1
2

−  

) اگر .۴۳ )
2

n 1

1f x sin nx
n 3n 2

∞

=

=
+ +

)  حاصل∑ )2

0
f x dx

π

   كدام است؟∫

۱(
2
π   ۲( 

3
π  ۳(

6
π   ۴(

4
π

P  

)اگر . ۴۴ ) 2

0 1 x 0
f x

x 0 x 1

− < <= 
< <

   در سري فوريه تابع چيست؟nA ضرايب

۱(2 2
2cos n

n
π

π
P  ۲(cos n 1

n
π −
π

  ۳(2 2
cos n 1

n
π −

π
  ۴(2cos n

n
π

π
  

)هرگاه . ۴۵ ) 1 x 0
H x

0 x 0
>

=  <
1 و براي  x 4− < ) داشته باشيم> ) ( ) ( ) ( )f x 2H x H 1 x H 2 x= − − +  ثابت سـري  −

  .)باشد  تابع پله واحد ميH(فوريه تابع كدام است؟ 

۱(9
5

P  ۲(9
4

  ۳(9
10

  ۴(9
8
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)ايب سري فوريـه تـابع     ضر .۴۶ )f x sin x     2 بـا دوره تنـاوبπ  صـورت   ، بـه{ }0 n na ,a , b        و ضـرايب سـري فوريـه 
)تابع )f x cos xصورت   به{ }0 n na ,a , b′ ′   باشد، كدام گزينه زير صحيح است؟  مي′

۱(( ) ( )n n
1a b f x sin n 1 x dx

π

−π
′+ = +

π ∫P  ۲(( ) ( )n n
1b a f x cos n 1 x dx

π

−π
′+ = − −

π ∫  

  كدام هيچ) ۴    هردو) ۳

)در سري فوريه تابع  .۴۷ )
2x

2x

e x 0
f x

e 0 x−

 −π < <= 
− < < π

  : داريم

۱ (( )( )n2
n 2

2 nb e 1 1
n 4

− π= − −
π +

P  ۲ (( )2
n 2

2 nb e 1
n 4

− π= −
π +

  

۳ (( )( )n2
n 2

2 1a e 1 1
n 4

− π= − −
π +

  ۴ (( )2
n 2

2 1a e 1
n 4

− π= −
π +

  

)اگر تبديل فوريه تابع  .۴۸ )f x را ( )F ω بناميم تبديل فوريه تابع ( )2xe f x−   كدام است؟′

۱ (( ) ( )2i F 2iω + ω +    ۲ (( ) ( )i 2i F 2iω − ω −P  
۳ (( )i F 2ω ω −    ۴ (( )F 2′−ω ω +  

)اگر  .۴۹ )
2

0

1 x x 1 p cos x d
0 x 1

∞ − < = ω ω ω
> ) باشد حاصل ∫ )p   كدام است؟1

۱ (( )4 sin1 2cos1−
π

    ۲ (( )4 sin1 2cos1+
π

  

۳ (( )4 sin1 cos1+
π

    ۴ (( )4 sin1 cos1−
π

P  

اگر  .۵۰
بقيه جاها

( )
1 T x T

f x 2T
0

 − < <= 


)و   ) ( )i x1F e f x dx
2

+∞
− ω

−∞
ω =

π ) باشد ∫ )
0

lim F
ω→

ωكدام است؟  

۱ (0  ۲ (∞  ۳ (1
2π

P  ۴( 1  

) از معادله انتگرالي   . ۵۱ )
2

0

cos x xP cos x d
0 x

∞  < πω ω ω = 
> π∫  داريـم  ( ) ( )sin 1P Bωπ  ω = + ω π ω 

  مقـدار  

( )B ωكدام است؟   

۱ (24
ω

−
− ω

P  ۲( 2
2

4
ω

−
− ω

  ۳(2
2

4
−

− ω
  ۴( 2

4
4

−
− ω
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0اگر  . ۵۲ x 2< ) و > )f x 1 x=    سري فوريه تابع كدام است؟ −

۱( 2 2
n 1

1 2cos n x sin n x
nn

∞

=

π + π
ππ

∑  ۲ (
( )

( )
n 1

4 sin 2n 1 x
2n 1

∞

=

− π
− π∑  

۳ (
n 1

2 sin n x
n

∞

=

π
π∑P    ۴ (كدام هيچ  

)اگر  . ۵۳ )
1 t 1 1

f t
0 t 1 1

 − <=  − >
) باشد و تبديل فوريه  )f t  را ( )F ω ،بناميم ( )F ωكدام است؟  

۱ (
i2ie sin

− ω
ω

ω
  ۲ (

i2ie cos
− ω

ω
ω

  ۳ (
i2e sin

− ω
ω

ω
P  ۴ (

i2e cos
− ω

ω
ω

  

  كدام تابع زير انتگرال فوريه دارد؟ . ۵۴

۱( ( ) 0 x 2
f x

1 x 2
< π

=  > π
    ۲( ( ) x

0 x 2
f x

e x 2−

< π= 
> π

  

۳( ( )
0 x 2

f x cos x 2 x 3
0 x 3

< π
= π < < π
 > π

  P.اند هاي دوم و سوم هردو صحيح گزينه) ۴  

)در سري فوريه تابع  . ۵۵ )f x x 2 x , x= − − π < < π ضريب جمله cos 2x كدام است؟   

۱ (0P  ۲ (2
π

  ۳ (2
−

π
  ۴ (1

−
π

  

) با توجه به انتگرال فوريه تابع . ۵۶ )
x x 1

f x
0 x 1

 <=  >
  حاصل

2

2
0

sin x sin 2x dx
2xx

∞  
−  

 ∫كدام است؟   

۱(
2
π  ۲( 

4
π

P  ۳(π  ۴ (0   

nبراي تابع ترسيم شده حاصل  .۵۷
n 1

a
∞

=
  كدام است؟∑

۱ (1  ۲ (3
8

P  

۳ (51
8
π

−  ۴ (31
16

π
−  

  
  



 

  
  
  

  مقدمه
)در آناليز فوريه اگر از ما بخواهند سري فوريه تابعي با ضابطه  ) 2f x x= را در بازه [ ],−π π بنويسيم، نتيجه 

( ) n2

2
n 1

4 1
cos nx

3 n

∞

=

−π
+ هاي xكه براي  را بنويسيم خواسته شود انتگرال فوريه تابعي زوج اگرآيد، همچنين   به دست مي∑

)مثبت ضابطه  ) xf x e  را دارد ، نتيجه =−
( )2

0

2 cos x d
1

∞

ω ω
π + ω∫به دست خواهد آمد .  

xاستفاده از قضيه ديريكله در  x و =0 a= خواهد شد به ترتيب در سري و انتگرال فوريه حاصل، به نتايج زير منجر:  

a
2

0

cos a d e
21

∞
−ω π

ω=
+ ω∫( ) n 2

2
n 1

1
12n

∞

=

− π
= −∑  

رو خواهد  هاي خاص خود روبه هاي معمول حساب ديفرانسيل و انتگرال با پيچيدگي ها با تكنيك كه البته محاسبه هر كدام از آن
  .بود

بعي شروع كنيم تا به خواسته مورد نظر برسيم و شود، حصول به اين نتايج مستلزم آن است كه بدانيم با چه تا به صراحت ديده مي
توانند نقطه شروع مناسب را پيدا كنند،  درواقع به غير از اشخاص خاص كه احتمالاً بنا به تجربة حل مداوم مسايل مختلف مي

 اما ؛اه نخواهد كردهاي ناسره مورد دلخو هاي نامتناهي و انتگرال ي براي محاسبه سركمكي چنداني استفاده از آناليز فوريه نيز 
  .، به حل چنين مسايلي كمك كندشرح داده شده موضوع باتواند بدون درگير شدن  هاي مختلط مي  انتگرالباهاي مرتبط  تكنيك

هايي كه متضمن اعداد مختلط و توابع مختلط هستند، بررسي و  توان با روش واقع بسياري از مسايل فيزيكي و مهندسي را مي در
  : عنوان مثال، بهكردتحليل 

هاي معادله لاپلاس  هاي حقيقي و موهومي، جواب اي از توابع مختلط موسوم به توابع تحليلي، هر كدام از قسمت ـ در دسته۱
توانند مسيرهاي قائم همديگر را  ها مي  همچنين آن؛هاي شناخته شده است دوبعدي هستند كه معادله حاكم بر بسياري از پديده

  .دارد در مكانيك سيالات و الكترومغناطيس وسيعيدهاي توصيف كنند كه كاربر

 فصل
2 توابع مختلط
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ـ معناي هندسي يك تابع مختلط در مفهوم نگاشت كه تبديلي از يك صفحه به صفحه ديگر است، ايده حل بسياري از معادلات ۲
  .استهاي پيچيده  لاپلاس در هندسه

اي  كوس، فوريه معكوس قابل استفاده باشند، به تحليل دستهتوانند در محاسبه لاپلاس مع بر آنكه مي  هاي مختلط علاوه ـ انتگرال۳
  .كنند شوند، كمك مي هاي معمول حسابان حل نمي هاي ناسره كه با روش هاي نامتناهي و انتگرال خاص از سري

ا شده در صفحه مختلط، حد در توابع مختلط ب در اين فصل ضمن يادآوري مباحث اوليه اعداد مختلط و شناخت نواحي توصيف
  .گيرند تأكيد بر حدهاي دو متغيره و مشتق در توابع مختلط با تأكيد بر قضاياي كوشي ريمان مورد ارزيابي قرار مي

پذيري  تري از مفهوم مشتق يافته ترين مفهوم در بحث توابع مختلط، مفهوم تحليلي بودن است كه معناي تعميم خواهيم ديد اساسي
  .كند را معرفي مي

كه وقتي يك  اند، درحالي اي تحليلي هاي آن تا هر مرتبه قتي تابع مختلطي تحليلي است، مشتقات و انتگرالدر يك بيان ساده و
، همچنين در بحث آيد به دست نمياي درباره وجود مشتقات بعدي آن  پذير باشد، هيچ نتيجه بار مشتق تابع حقيقي يك

گيري وابسته است،  ها به مسير انتگرال ، حاصل آنطبعاً هستند و الخط هاي منحني اي از انتگرال هاي مختلط كه نمونه انتگرال
  .اي در محاسبه انتگرال به دنبال داشته باشد تواند نتايج بسيار ساده كننده تحليلي بودن تابع زير علامت انتگرال مي

  .شود توابع معرفي مي چند قضيه اساسي درخصوص اين نوع ،در انتها و پس از معرفي مفهوم تحليلي بودن در توابع مختلط
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اصول بحث مربوط به اعداد مختلط، در درس رياضي عمومي يك مطرح گرديده است و مطالعه آن براي شروع مقوله توابع مختلط 
  .پردازيم ميبه طور مختصر  اکنون به بررسي روابط حاکم بر اعداد مختلط .استري ضرو

  اعداد مختلط
= تعريف كنيم اگر اما ؛ در مجموعه اعداد حقيقي تعريف نشده است−1 دانيم ريشه دوم عدد كه مي طوري همان −i  آنگاه 1
  .هستنداي  از آن   كه مجموعه اعداد حقيقي زير مجموعهكردتوان مجموعه اعدادي به نام مجموعه اعداد مختلط را تعريف  مي

i 1= 2i طبيعي است كه ، و با اين تعريفنامند ميمحض   عدد موهوميرا اصطلاحاً − 1=   .است −

  فرم دكارتي اعداد مختلط
zهر عدد مختلط در فرم دكارتي به صورت  a ib=  تعريف طبق .هستند اعدادي حقيقي b و aشود كه در آن  تعريف مي +

  :گوييم مي
  ( ): Re z a=  قسمت حقيقي عدد مختلطz  
  ( ): Im z b=  قسمت موهومي عدد مختلطz  

  2 2: z  = a  + b تلطمدول يا قدر مطلق عدد مخ z  
  : z = a  i b-عدد مختلط  مزدوج z  

Im و Re(z) ،بنابراين اگر عدد مختلط را به منزله يك نقطه در مختصات دو بعدي در نظر بگيريم (z) ض به ترتيب طول و عر
  .ها خواهد بود x  قرينه آن نقطه نسبت به محورz مختصات و أ مبدتافاصله نقطه  zآن نقطه، 

  تساوي دو عدد مختلط
2دو عدد مختلط  2 2z a ib= 1 و + 1 1z a ib=   : داريم؛ در نظر بگيريدرا +

  1 2 1 2 1 2z = z a = a , b = b⇔  
  .تر بودن معنا ندارد تر يا کوچک  بزرگيا به عبارت ديگر،» ترتيب «،توجه کنيد در مجموعه اعداد مختلط

 بايد ؛ به عبارت ديگرماً صفر باشندأهمچنين براي صفر بودن يک عدد مختلط لازم است هر دو قسمت حقيقي و موهومي آن تو
  .مدول آن عدد مختلط صفر باشد

  جمع و تفريق دو عدد مختلط
هاي حقيقي و موهومي اين دو عدد امكان پذير   به سادگي با انجام عمل مورد نظر بر روي قسمت، جمع و تفريق دو عدد مختلطدر

  :است
  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2z ± z = a + i b ± a + i b = a ± a + i  b ± b 

  ضرب دو عدد مختلط
  : به طوري كه داريم است؛اي  در همديگر و عبارت دو جملهروال انجام ضرب دو عدد مختلط مانند ضرب د

  ( )( ) ( ) ( )2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2z z = a + i b a  + i b = a a + i a b + i b a + i b b  = a a b b  + i a b +b a-  
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  :نكتهچند 
 :توان ديد مي i با توجه به تعريف عدد موهومي -١

  n

  1                 n = 4k 
  i                n = 4k +1 

i  = k 0 , 1 , 2 ,
1                 n = 4k + 2 

 i                n = 4k + 3



 =



…-
-

  

 ؛ حقيقي دارد عدد مختلط در مزدوج آن، جوابي صرفاًضرب هر شود حاصل  با توجه به تعريف مزدوج يك عدد مختلط، ديده مي-٢
  :زيرا

  ( )( ) ( )22 2 2 2 2 2z z = a + ib a ib = a  ib = a i b = a + b- - - 

1 دو عدد مختلط -٣ 1 1 2 2 2z = a + ib , z = a + ibگوييم مطابق تعريف مي.  را در نظر بگيريد:  
  1 2 1 2 1 2: z z = a a + b b⋅ 1ضرب داخلي 2z , z  
  1 2 1 2 2 1: z × z = a b a b- 1ضرب خارجي 2z , z  

 .ي يک عدد حقيقي استجهر دو ضرب داخلي و ضرب خارحاصل دقت کنيد طبق تعريف صورت گرفته 

1 زاويه بين دو عدد مختلط -٤ 1 1 2 2 2z = a + ib , z = a + ibآيد  چنين به دست مي:  

  1 2 1 2 2 1
2 2 2 21 2 1 1 2 2

z × z a b a b
sinθ = =

z z a + b a + b

−  

  يا  

  1 2 1 2 1 2
2 2 2 21 2 1 1 2 2

z . z a a + b b
cosθ = =

z z a + b a + b
  

  تقسيم دو عدد مختلط
در   iبراي انجام عمل تقسيم دو عدد مختلط كافي است صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب كنيم تا بدين ترتيب از وجود 

  : يعني داريم؛مخرج خلاص شويم

  

 2
1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1
2 2

2 2

z  a  + i b a   ib  a a   i a  b  + i b  a   i  b  b  a a  +  b  b  b a    a  b  
=    = = + i

z a  + ib  a   ib  a + b a + b a + b
z z z z

i
z z

⋅ ×
= +

- - - -
-
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  لطچند خاصيت در مجموعه اعداد مخت
  : داريم؛ دو عدد مختلط باشد2z و 1z وقتي

1 2 1 2z z z z=  )۸  ( )1 2 1 2z z z z± = ±  )۱  

11

2 2

zz
z z

=  )۹  ( )1 2 1 2z z z z=  )۲  

1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ + ≤ +  )۱۰  1 1

2 2

z z
z z

 
  =
 
 

  )۳  

1 2 1 2 1 2z z z z z z− ≤ − ≤ +  )۱۱  ( )z z 2 Re z+ =  )۴  

{ }2 2 2
1 2 1 2 1 2z z z z 2Re z z+ = + +  )۱۲  ( )z z 2i Im z− =  )۵  

1 2 1 2 1 2z z z z Arg z Arg z 2k+ = + ⇔ − = π  )۱۳  z z=  )۶  

( ) ( )
nn n k k

1 2 1 2
k 0

n!z z z z
k! n k !

−

=

+ =
−∑  )۱۴  2z zz=  )۷  

)اي با ضرايب حقيقي باشد آنگاه   يك چندجملهfاگر ) ۱۵ ) ( )f z f z=  

  منحني در صفحه مختلطچند معرفي 
) دو عدد مختلط معلوم به صورت 1z و 0zاگر  )0 0x , y و ( )1 1x , y ،0 باشند 1z z− فاصله بين اين دو نقطه را نشان 
  :توان نشان داد  يك عدد حقيقي باشد، ميRدهد، بنابراين اگر  مي
0zرابطه ) الف z R 0− =   . خواهد بودR شعاع  و0zاي به مركز   بيانگر دايره<
0رابطه ) ب 1z z z z R 0− + − = >   

0اگر  1z z R−   . خواهد بود0z و 1z باشد، معادله گفته شده بيانگر پاره خط واصل بين دو نقطه =
0اگر  1z z R−   .كند  باشد، معادله گفته شكلي را توصيف نمي<
0اگر  1z z R−   . استR و قطر بزرگ 0z و 1zهاي   باشد، معادله گفته شده بيانگر يك بيضي با كانون>

0رابطه ) ج 1z z z z R 0− − − = >   
0اگر   1z z R−  كـه از    0z و   1z باشد، معادله گفته شده يك نيم خط است که در امتداد پاره خط واصل بـين دو نقطـه                     =

1zباشد شود، مي  شروع مي.  
0اگر  1z z R−   . استR و قطر بزرگ 0z و 1zهاي   باشد، معادله گفته شده بيانگر يك هذلولي با كانون<
0اگر  1z z R−   .كند  باشد، معادله گفته شكلي را توصيف نمي>

0رابطه ) د

1

z z
k

z z
−

=
−

   

kاگر    . است0z و 1z باشد، معادله گفته شده بيانگر عمود منصف پاره خطي با دوسر =1

kاگر   1عاع آن    باشد، معادله گفته شده بيانگر يك دايره است، كه ش          ≠1 0
2

kR z z
k 1

= −
−

 و مركزش روي خط واصـل       

0 1z , zباشد  مي.  
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1 اساساً رابطه :توجه 2z z− 1 مبين فاصله دو نقطه 2z , zباشد و توجه به اين موضوع دليل تمامي موارد فوق را به طور   مي
1دهد؛ همچنين،  يکيفي نشان م 2Arg(z z 1 مبين زاويه خط −( 2z z است) محور حقيقي( با جهت مثبت محور افقي.  

  :دهند، داريم هاي مثلثي كه شرط وجود مثلث را نشان مي دقت كنيد با توجه به نامساوي :تذكر

  

1 2 1 2z z z z z z− + − > −  

1 2 1 2z z z z z z− − − < −  

z   كافي است قرار دهيم، تعريف شدهzاي كه برحسب  به طور كلي براي مشخص كردن شكل معادله x iy=  و با ساده كردن +
  . وضعيت آن را تعيين كنيمx , yدست آوردن معادله آن شكل برحسب  رابطه حاصل و به

  :نكته
0 نقاط مكان هندسي 1z z z= α + β كه در آن α و β1هايي حقيقي با شرط   ثابتα + β خط واصل بين نقاط   هستند، پاره=

1z 0 وzاست .  
0قاط مكان هندسي ن 0z z z z R+   . مبين يك خط راست است=

0مكان هندسي نقاط  0 0zz zz zz z z R− − +   . استR و شعاع 0zاي به مركز   مبين دايره=
iمعادله 

0z z Re θ=   . استR و شعاع 0zاي به مركز   بيانگر دايره+

  :چند نكته
z حقيقي است، اگر و تنها اگر، zـ ۱ z=.  

2 حقيقي يا موهومي محض است، اگر و تنها اگر، zـ ۲ 2z z=.  
z موهومي محض است، اگر و تنها اگر، zـ ۳ z 0+ =.  
zwـ ۴ zw+همواره حقيقي است .  

zz ـ رابطه ۵ z z 0α + β + β + γ 0α يك عدد مختلط دلخواه است، به ازاي βقي و  يك عدد حقيα و γ كه در آن = = 
0αمبين يك خط و به ازاي    .باشد  مبين يك دايره مي≠

2معادله درجه دوم  :نكته 0az bz c  + + توانند مختلط  مي لخواهي بوده كه د ثابت  اعداد c و a ،b( بگيريد   نظر  در را =
  : استفاده از روش مرسوم در حل معادلات درجه دوم در اينجا نيز اعتبار داشته و داريم؛)نيز باشند

  Δz − ± − ± −
= =

2
1, 2

b b  b 4ac
2 a 2 a  

  :دانيم و مي

  Δz z z+ = − = =1 2 1 2 1 2
b c        و      z z         و          - z  a a a  

  : مشابه هستند، هرگاه1w، 2w ،3w و1z،2z،3z دو مثلث با رؤوس:نكته

  1 2 3

1 2 3

1 1 1
z z z 0
w w w

=  
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  فرم قطبي اعداد مختلط
x)  يعني؛دانيم متغيرهاي دستگاه مختصات دكارتي كه مي طوري همان , y)يعني؛ و متغيرهاي دستگاه مختصات قطبي  (r , )θ 

  :هم وابسته هستند هصورت زير ب  به،اند كه در شكل نمايش داده شده

= θ = θ

= + θ =2 2

x r cos            ,     y  r sin 
y r x y     ,        Arc tan x

 

  
zلذا عدد مختلط  x iy= =صورت  توان به  را مي+ θ + θz r ( cos isin به آن فرم قطبي عدد مختلط گفته   نوشت كه اصطلاحاً( 

  .شود مي
αكنيم از آنجا كه  مجددا يادآوري مي( = π + αtan tan (  )، براي محاسبه θكدام ربع   بايد به مكان قرار گرفتن نقطه و اينكه در

  .)دستگاه مختصات واقع  شده است توجه نماييم

  : عددي حقيقي و مثبت باشد، داريمa  طبيعي است اگر:توجه

  Arg(a) 0 Arg( a) Arg(ai) Arg( ai)
2 2
π −π

= − = π = − =  

θθبا فرض + θ = θ = icos isin cis eصورت  مختلط را بهتوان فرم قطبي عدد   ميiz re θ=صورت  ، که برخي مواقع به بيان نمود
z r= ∠θگردد  نيز بيان مي.  

iz دقت كنيد اگر :نكته re θ=باشد، داريم :  

  
i i

i i( ) 2 2z re z re iz re iz re
π π   θ+ θ −   − θ θ+π    = − = = − =  

  :توان نشان داد مي :تذكر
  sin iz i sinh z cos iz cosh z= =  

  مزيت فرم قطبي اعداد مختلط
تواند با سهولت   مي،ايم  در اعداد مختلط هنگامي كه آنها را به فرم قطبي نمايش داده…توان رساندن و  تقسيم،،اعمال ضرب

  .زيادي صورت گيرد
2i صورت كه در فرم قطبي بهاشند ب دو عدد مختلط 2z و 1z اگر ،ه عنوان مثالب

2 2z r e θ= 1iو   
1 1z r e θ=  نمايش داده

  :شوند اند، روابط زير به سادگي ملاحظه مي شده

  
( )

( )

1 2 1 2

1
1 2

2

i i i( )
1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

i
i( )1

1 2 1 2i
2

z z (r ) (r r r cos ) i sin( )

r
cos ) i sin( )

r

e e e

e e
e

θ θ θ +θ

θ
θ −θ

θ

= = = θ + θ + θ + θ

= = = θ − θ + θ − θ

1 1

1 1 1
2 2 2

)  r    r   (     
z r r  (z r r

  

  (n∈  N);1 1i inn
1 1 1r ) ( cos i sin )e eθ θ= = = θ + θn n n 

1 1 1z  (  r r    n n   
)تساوي ( θ + θ = θ + θn  cos   i  sin  )  cos n   i sin nسوم استوآر مو به رابطه دم.(  
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   ام يك عدد مختلطnهاي  ريشه
izام است، به طوري كه اگر n ريشه تا  nشود كه هر عدد مختلط داراي  نشان داده مي re θ=هاي   باشد، ريشهn ام آن از رابطه 

  :زير قابل محاسبه است

  
2ki nn n nn 2k 2k 2kz r r cos i sin r

n n n
e

θ+ π
θ + π θ + π θ + π = = + = ∠ 

 
  

,  0k مقدار متوالي؛ مانند nادن كه با قرار د 1 , 2 , , n 1=   .دست آورد  را بهzام عدد مختلط n ريشه nتوان  مي …−
n جواب حاصل از nدقت کنيد از نظر هندسي  z ،nفحه هستند که رئوس يک  نقطه در صnدهند   ضلعي منتظم را تشکيل مي

nو فاصله هر کدام از نقاط تا مبدا مختصات  z 2 بوده و زاويه بين هر دو ريشه متوالي
n
πاست .  

nصورت   بهnتوان نشان داد هر معادله درجه   مي:نکته n 1
0 1 n 1 na z a z a z a 0−

−+ + + + =L 0 که در آن 1 na ,a , ,aL اعداد 
هاي  ريشه(ها ممکن است برخي حقيقي و برخي مختلط باشند   ريشه است که اين ريشهnباشند داراي  حقيقي دلخواه مي

 يکي از 0zآنچه اهميت دارد اين است که اگر عدد مختلطي مانند ). اند تکراري به تعداد تکرارشان مورد احتساب قرار گرفته
توان دريافت  هاي اين معادله خواهد بود و از اينجا مي  نيز قطعاً يکي از ريشه0zهاي اين معادله باشد مزدوج آن يعني  ريشه
  . فرد باشد، معادله مذکور دست كم يک ريشه حقيقي خواهد داشتnاگر 

2صورت  ي به براي حل معادلات:نكته n1 z z z 0+ + + + =L 1) كافي است با ضرب طرفين معادله در z) 0−   :دست آوريم  به≠

  n 12 n n 1(1 z z z )(1 z) 0 1 z 0 z 1
+++ + + + − = → − = → =L  

n)هاي  هاي معادله مورد نظر تمام ريشه بنابراين ريشه 1بايدچون (باشد   مي1جز خود   البته به1ام عدد +(1 z 0− به ). ≠

2kهاي معادله  تعبيري جواب 2kz cos i sin
n 1 n 1

π π
= +

+ +
k به ازاي  1,2, , n=   .باشند  مي…

  :نكته
  .ام هر عدد مختلط همواره صفر استnهاي  مجموع ريشه

) برابر zام هر عدد مختلط مانند nهاي  ضرب ريشه حاصل ) n 11 z+−است .  

  : مطابق اتحاد لاگرانژ داريم:نكته

  
1sin n

1 21 cos cos 2 cos n
2 2sin

2

 + θ 
 + θ + θ + + θ = +

θ
L  

  
n 1sin

n2sin sin 2 sin n sin
2sin

2

+ θ  θ θ + θ + + θ =
θ

L  

  :توان نشان داد  با استفاده از رابطه دموآر مي:نكته

  n n 2 2 n 4 4n n n
cos n cos cos sin cos sin

0 2 4
− −     

θ = θ − θ θ + θ θ − +     
     

L  
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  n 1 n 3 3 n 5 5n n n
sin n cos sin cos sin cos sin

1 3 5
− − −     

θ = θ θ − θ θ + θ θ − +     
     

L  

  ( ) n nn n n n n 2cos cos 2 cos3 cos n 1 2 cos cos
0 1 2 n 2 2

        θ +
θ + θ + θ + + + θ = θ       

       
L  

  ( ) n nn n n n n 2sin sin 2 sin 3 sin n 1 2 cos sin
0 1 2 n 2 2

        θ +
θ + θ + θ + + + θ = θ       

       
L  

  لگاريتم نپرين يك عدد مختلط
)طوري كه اگر   به؛ لگاريتم نپرين هر عدد مختلط داراي بي نهايت جواب است،شود نشان داده مي )− π < θ ≤ π;  

iz re θ=باشد، داريم :  
  ln )= + θ + π z  ln r  i (  2 k   

  .) يك عدد صحيح نسبي دلخواه استkكه در آن (
lnها  لگاريتم نپرين هر عدد مختلط داراي بيشمار جواب است كه قسمت حقيقي همگي آن r بوده و قسمت موهومي هر دو تاي 

  . با هم اختلاف دارند2πها به اندازه  متوالي آن
k چنانچه   :آوريم دست مي  قرار داده شود به=0

  ln = + θ z  ln r  i    
lnبه آن مقدار اصلي  كه اصطلاحاً zشود  گفته مي.  

)با بسط     ۱ مثال ) n1 i+ حاصل n n n
1 3 5

     
− + − +     

     
Lچگونه خواهد شد؟   

۱ (
n
2 n2 cos

4
π  ۲ (

n
2 n2 sin

4
π  ۳ (

n 1
2 n2 cos

4

+
π  ۴ (

n 1
2 n2 sin

4

+
π  

 . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) n 2 3 4 5n n n n n n
1 i i i i i i

0 1 2 3 4 5
           

+ = + + + + + + →           
           

L  

  
n

i 2 4 3 54 n n n n n n
2 e i i i i i

0 2 4 1 3 5

π                     = + + + + + + + →                                  
L L  

  
n
2 n n n n n nn n2 cos isin i

0 2 4 1 3 54 4
              π π     + = − + − + + − + − +               

                   
L L  

  :آوريم هاي موهومي طرفين تساوي به دست مي با مساوي قرار دادن قسمت

  
n
2n n n n2 sin

1 3 5 4
      π

− + − + =     
     

L  

) عددي طبيعي است معادله nكه  با فرض آن    ۲ مثال ) ( )n nz i z i+ =  )۸۷رياضي (  : در اعداد مختلط−
۱ (n   . ريشه داردn) ۲    . ريشه متمايز دارد−1
  .هيچ ريشه ساده ندارد) ۴  .حداقل يك ريشه غير ساده دارد) ۳
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  .  درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( )
n

n n nz i z iz i z i 1 1
z i z i

+ + + = − → = → = − − 
  

rجا كه  از آن 1
1

0
=

→  θ=
  :توان نوشت  مي

  ( )

2ki2k i2k i2k i2k ni
n n n n

2ki
n

z i e 1e z i e z i z 1 e i 1 e z i
z i

e 1

π
π π π π

π

   + +   = → + = − → − = − + → =
   −
    −

  

kبه ازاء  kو  =0 n= آيد شود و جواب قابل قبولي به دست نمي ج عبارت سمت راست صفر ميمخر.  
kو به ازاي  1, 2, , n 1= −… ،( )n   . قابل حصول استz مقدار متمايز براي −1

1zفرض كنيم     ۳ مثال 2 i 3= 1 يك عدد مختلط ثابت باشد و + 2z z≠ 1 عددي باشد كه در معادلات 2z z= و

1 21 z 1 z− =  )۸۵اتوماسيون (  : صدق كند در اين صورت−

۱ (2z 2 i 3= −  
۲ (1 2z z 2+ =  
۳ (2z1اي به مركز   روي دايرهz قرار دارد3 و به شعاع .  
  كدام هيچ) ۴

 . درست است۱گزينه  :حل
2zبا فرض  x iy=   :هاي مسأله داريم  از فرض+

  2 2 2 2
1 2z z 2 i 3 x iy 4 3 x y x y 7= → + = + → + = + → + =  

  ( )1 21 z 1 z 1 i 3 1 x iy− = − → − − = − − →  

  ( ) ( )2 22 2 2 21 3 1 x y 1 x y 4 x y 3 2x+ = − + → − + = → + = +  
  :وجه به دو معادله فوق داريمبا ت

  ( ) 23 2x 7 x 2 y 7 2 3+ = → = → = ± − = ±  
  :لذا داريم

  2z 2 3 i= ±  

cosاگر     ۴ مثال z cosh y=توان نتيجه گرفت  مي:  

۱(x 2k= π  ۲(x k= π  ۳(x k
2
π

= π +  ۴(x 2k
2
π

= π +  

  .  درست است۲گزينه  :حل
  ( )cos z cos x iy cos x cos iy sin x sin iy cos x cosh y isin x sinh y= + = − = −  

  ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos z cos x cosh y sin x sinh y cos x cosh y sin x cosh y 1 cosh y sin x= + = + − = −  
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cosاگر بخواهيم z cosh y=بايد :  
  2sin x 0 x k= → = π  

zاگر     ۵ مثال a 1
z a 2

−
≤

−
z و  a≠۸۷رياضي (  :گاه ، آن( 

۱ (1z a
3

≥  ۲ (z 2 a≤  ۳ (z 2 a≥  ۴ (z 3 a≤  

  .  درست است۴گزينه  :حل

  1z a z a
2

− ≤ −  

  :دانيم اما مي
  z a z a z a− ≤ − ≤ +  

  z a z a z a− ≤ − ≤ +  
  :توان گفت يلذا از نامعادله اصلي م

  ( ) ( )1 1 1 3z a z a z a z a z a z 3 a
2 2 2 2

− ≤ + → − ≤ + → ≤ → ≤  

zمساحت شكل    ۶ مثال 4i z 4i 10− + +    چقدر است؟=
۱ (20 π    ۲(15π  
۳ (10 π    ۴ (كند رابطه داده شده شكلي را توصيف نمي.  

  .  درست است۲گزينه  :حل
1z مبين مكان هندسي نقاطي است كه مجموع فواصلشان تا دو نقطهرابطه داده شده 4i=2 وz 4i= R برابر عدد ثابت− 10= 
  : برابر است با2z و1zاست، چون فاصله

  1 2z z 4i 4i 8− = + =  
1zهاي  كمتر است لذا شكل مورد نظر يك بيضي با كانونRو اين فاصله از  4i=2  وz 4i=   :باشد و داريم  مي−

AF AF 10 OA OA 5
OF OF 4

′ ′+ = → = =
′= =

  

  :ريم روي محيط بيضي است داBچون 
BF BF 10 BF BF 5′ ′+ = → = =  

  
  :توان نوشت حال مي

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2OB BF OF 5 4 3= − = − =  
  :لذا مساحت بيضي چنين است

  ( )( ) ( )( )S OA OB 5 3 15= π = π = π  
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2، عبارتw وzبراي اعداد مختلط    ۷ مثال 2z w z w+ +  مكمل w وz مكمل مختلطz:توجه(ست؟  برابر كدام ا−
  )۸۷كامپيوتر (  .) استwمختلط

۱(( )2 22 z w+    ۲(( )2 22 z w−  

۳(( )2 22 z zw wz w− − +  ۴(( )2 22 z zw wz w+ + −  

  .  درست است۱گزينه  :حل
2v داريمvمختلط عدد دانيم براي هر  مي vv=توان نوشت  لذا مي:  

  
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
2 2

2 2

z w z w z w z w z w z w zz zw wz ww zz zw wz ww

2 zz ww 2 z w

+ + − = + + + − − = + + + + − − +

= + = +
  

اگر     ۸ مثال
n n

1 i 3 1 i 3A
2 2

   − + − −
= +      

   
nبه ازاي  A ، آنگاه مقدار  3k= و n 3k≠به ترتيب كدام است؟  

  )٨٨رياضي (  
۱ (1,2− ۲ (2, 1−  ۳ (1,2 ۴ (2,1 

  .  درست است۱گزينه  :حل

  
2 4i i
3 31 i 3 2e , 1 i 3 2e
π π

− + = − − =  
nاگر  3k=باشد داريم :  

  
3k 3k2 4i i 2 ki 4 ki3 3A e e e e 1 1 2

π π
π π

   
   = + = + = + =
   
   

  

nاگر  3k 1=   :باشد داريم +

  
3k 1 3k 1 2 42 4 2 4i 2 k i 4 ki i i i3 33 3 3 3 1 i 3 1 i 3A e e e e e e 1

2 2

+ + π π   π π π ππ + π +   
   

    − + − −   = + = + = + = + = −
   
   

َ  

nاگر  3k 2=   : باشد داريم+

  
3k 2 3k 2 4 82 4 4 8i 2 k i 4 ki i i i3 33 3 3 3 1 i 3 1 i 3A e e e e e e 1

2 2

+ + π π   π π π ππ + π +   
   

    − − − +   = + = + = + = + = −
   
   

  

n به ازاي :راه ديگر 0 3k=   : داريم=

  A 1 1 2= + =  
nبه ازاي  1 3k=   : داريم≠

  1 i 3 1 i 3
A 1

2 2
− + − −

= + = −  

  .پس گزينه اول صحيح است
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)مساحت ناحيه محدود شده به     ۹ مثال )D z | 1 z 1 2i 2 , Arg z 1 2i
6 2
π π = ≤ + − ≤ ≤ + − ≤ 

 
   كدام است؟

۱ (π  ۲ (
2
π  ۳ (

3
π  ۴ (

4
π  

 . درست است۲گزينه  :حل
1ناحيه  z 1 2i 2≤ + − 1اي به مركز   ناحيه داخل يك حلقه دايره≥ 2i−  است و لذا 2 و شعاع خارجي 1 و شعاع داخلي +

)مساحت آن  ) ( )2 22 1 3π − π = πباشد  مي.  

)شرط اضافه داده شده يعني  )Arg z 1 2i
6 2
π π

≤ + −   .اي مطابق شكل مدنظر باشد شود قسمتي از اين حلقه دايره  باعث مي≥

  :آيد و طبيعتاً مساحت قسمت هاشور خورده چنين به دست مي

2 3

S
3

π π
π 3

3S
2 2

π
π π

→ = =
π  

  

5كي از مقاديري    ۱۰ مثال 1 i+۸۵هوافضا (   كدام است؟(  

۱ (5 2 cos isin
5 5
π π + 

 
  ۲ (10 2 cos isin

20 20
π π + 

 
  

۳ (5 2 cos isin
10 10
π π + 

 
  ۴ (10 7 72 cos isin

20 20
π π + 

 
  

  . درست است۲گزينه  :حل

  
r 2

z 1 i

4

 =
= + →  π

θ =

  

  5n n 5
2k 2k2k 2k 4 4z r cos i sin 1 i 2 cos isin

n n 5 5

π π + π + π θ + π θ + π = + → + = +  
    

 

  

kكه به ازاء   :آيد دست مي  به=0

  10 2 cos isin
20 20
π π + 

 
  

)مقدار اصلي    ۱۱ مثال )3 i3   )۸۷اتوماسيون (  : عبارت است از−−
۱ (( ) ( )27e cos 3 ln 3 isin 3 ln 3π  π − − π −   ۲ (( ) ( )27e cos 3 ln 3 isin 3 ln 3π  π + + π +   
۳ (( ) ( )27e cos 3 ln 3 i sin 3 ln 3π  π + − π +   ۴ (( ) ( )27e cos 3 ln 3 isin 3 ln 3π  π − + π −   
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  . درست است۴گزينه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

3 i

i 3 ln 33ln 3

A 3 ln A 3 i ln 3 3 i ln 3 iArg 3

3 i ln 3 i 3ln 3 i 3 ln 3

A e e e 27e cos 3 ln 3 isin 3 ln 3

−

π −π π

= − → = − − = − − + −

= − + π = + π + π − →

= = π − + π −

 

zاگر     ۱۲ مثال x iy= sinهاي معادله  گاه مجموعه جواب ، آن+ z  )۸۵مواد (   كدام است؟=2

۱ (( )kz 2k i ln 2 3
2
π

= π + + ∓  ۲ (( )kz ln 2 3 i 2k
2
π = + π + 

 
∓  

۳ (( )kz 2k i ln 2 3
2
π = π + + + 

 
  ۴ (( )kz 2k i ln 2 3

2
π

= π + − +  

 . درست است۱گزينه  :حل

  
iz iz 2iz

2iz iz
iz

e e e 1sin z 2 2 2 e 4ie 1 0
2i 2ie

−− −
= → = → = → − − = →  

  ( ) ( )2ize 2i 2i 1 2i 3 2 3 i= ± − + = ± − = ±  
  :ازآنجاكه

  ( ) ( )( )2 3 i 2 3 , Arg 2 3 i
2
π

+ = + + =  

  ( ) ( )( )2 3 i 2 3 , Arg 2 3 i
2
π

− = − − =  

  :توان نوشت مي

  
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

iz

iz

e 2 3 i iz ln 2 3 i 2k z i ln 2 3 2k
2 2

e 2 3 i iz ln 2 3 i 2k z i ln 2 3 2k
2 2

 π π   = + → = + + + π = − + + + π    
     → 

π π    = − → = − + + π = − − + + π        

  

  :پس

  ( )z 2k i ln 2 3
2
π = + π − ± 

 
  

  :و چون

  ( ) 112 3 2 3
2 3

−
+ = = −

−
  

  :داريم
  ( ) ( )ln 2 3 ln 2 3+ = − −  

  ( ) ( )ln 2 3 ln 2 3− = − +  
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  :توان مجموعه جواب را اينگونه نمايش داد پس مي

  ( )z 2k i ln 2 3
2
π = + π + 

 
∓  

  :راه ديگر
  ( )sin z 2 sin x iy 2 sin x cos hy i cos x sin hy 2= → + = → + =  

  :پس بايد

  sin x cos hy 2
cos x sinh y 0

=
 =

  

sinhشود  از معادله دوم نتيجه مي y cos يا =0 x sinh اگر =0 y cosh باشد داريم =0 y  و لذا از معادله اول به =1
sinآيد  دست مي x 1 عددي حقيقي است و xزيرا  ( كه غيرممكن است =2 sin x 1− ≤ cosاگر ) ≥ x  باشد داريم =0

sin x 1=   : در حقيقت±

3xمعادله اول  غيرممكن 2k sin x 1 cos hy 2
2
π

= π + → = − → = −
  

  اگر
  

y y 2y

y
e e e 1x 2k sin x 1 cosh y 2 2 2

2 2 2e

−π + +
= π+ → = + → = → = → = →

  
  اگر

( )2y y ye 4e 1 0 e 2 3 y ln 2 3− + = → = ± → = ±   

)هاي معادله به صورت  لذا جواب )z x iy 2k i ln 2 3
2
π = + = π + + ± 

 
  . است

1Reمساحت ناحيه تعريف شده با رابطه     ۱۳ مثال 1
z i

  ≥ + 
   چقدر است؟

۱ (π  ۲ (
2
π  ۳ (

4
π  ۴ (نامتناهي  

 .  درست است۳گزينه  :حل

  
( )

( )
( )22

x i y 11 1
z i x i y 1 x y 1

− +
= =

+ + + + +
  

  :پس ناحيه موردنظر چنين است

  
( )

( ) ( ) ( )
2

2 2 22 2
22

x 1 11 x y 1 x x x y 1 0 x y 1
2 4x y 1

 ≥ → + + ≤ → − + + ≤ → − + + ≤ 
 + +

  

1كه ناحيه داخل يك دايره به مركز  , 1
2

 − 
 

1R و شعاع 
2

  :باشد  بوده و مساحت آن چنين مي=

  2S R
4
π

= π =  
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tanي زير براي معادلهها يك از گزاره كدام    ۱۴ مثال z i=۸۵رياضي (   درست است؟( 
  . معادله جواب ندارد) ۲   .نهايت جواب دارد معادله بي) ۱

zصورت هاي معادله به جواب) ۳ k
2
π

= π   . هاي معادله موهومي محض هستند جواب) ۴  .باشند  مي+

  .  درست است۲گزينه  :حل

  
( )

iz iz
iz iz iz iz iz

iz iz
e etan z i i e e e e 2e 0

i e e

−
− −

−

−
= → = → − = − − → =

+
  

طور  توان اين معادله حاصله را مي) فقط حدي( حدي  دقت كنيد در مفهوم. كه غيرممكن است، پس معادله مورد نظر جواب ندارد
  :ادامه داد

  ize 0 iz z i= → = −∞ → = ∞  
  .كه ممكن است گزينه چهارم را تداعي كند

zمكان هندسي نقاطي از صفحه مختلط كه در رابطه     ۱۵ مثال 1 i 1
2z 3i 2

− +
=

−
 )۸۶رياضي (  كنند، كدام است؟  صدق مي

  .هذلولي است) ۴  .بيضي است) ۳  .دايره است) ۲  .يك خط مستقيم است) ۱

 .  درست است۱گزينه  :حل

1رابطه 

2

z z
k

z z
−

=
−

2 كه در آن  1z , z دو عدد مختلط معلوم و kباشد براي  ك عدد مثبت مي يk  مبين عمود منصف =1

1خط  پاره 2z z و براي k   . مبين يك دايره است≠1

  z 1 i 1 z 1 i 1
3i2z 3i 2 z
2

− + − +
= → =

− −
  

2خطي است كه دو سر آن نقاط  پس شكل موردنظر عمودمنصف پاره
3iz
2

1z و = 1 i=   .باشد  مي−

  :راه ديگر
  z x iy= +  

  ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22x 1 y 1 i 1 1x 1 y 1 4x 2y 3

2x 2y 3 i 2 4
− + +

= → − + + = + −
+ −

  

  ( ) ( )
2

2 2 2 3 9x 1 y 1 x y 2x 2y 2 3y
2 4

 − + + = + − → − + + = − + 
 

  

  12x 5y
4

− = −  
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  نواحي در صفحه مختلط
ي و عمودي است كه به ترتيب محورهاي حقيقي و هاي افق اي كه شامل يك دستگاه محورهاي متعامد به صورت  صفحهـ١

  . ناميم باشد يك صفحه مختلط مي   ميy ،( i )   و واحد بر محور x ،( 1 ) شوند و واحد بر محور  موهومي ناميده مي

0z به صورت 0z تا نقطه دلخواه zـ فاصله بين هر نقطه ٢ z−شود، لذا دايره به شعاع  نشان داده مي R0  و مركزz را 
  :توان به صورت زير نمايش داد مي

  { }0z | z C , z z R∈ − =  
  .باشد  بيانگر مجموعه اعداد مختلط ميCكه در آن 

0zـ نامساوي٣ z R− 0z و نامساويRاي باز به شعاع   دايرهصدهد، قر  كه نقاط دروني دايره فوق را نشان مي> z R− ≤ 
  . ناميم  ميRاي بسته به شعاع  كه شامل نقاط دروني و مرز دايره است را قرص دايره

  :دهيم شود را به صورت زير نشان مي  نيز ناميده مي0z   همسايگي ازε ، كهنهايت كوچك  ـ قرص باز با شعاع بي٤

  ( ) { }0 0N z z | z C , z zε = ∈ − < ε  

0zواضح است كه نامساوي z− > ε 0دايره بمركز ، نقاط بيرونيz و شعاع ε 1 و نامساوي 0 2z zε < − < ε ناحيه بين 
همچنين همسايگي . گوئيم دهد كه به آن طوق باز مي ي را نشان م2ε  و 1εهاي   و شعاع0zمركز، به مركز  دو دايره هم

  :شود صورت زير نشان داده مي   بهε و شعاع 0zمحذوف به مركز 
  ( ) ( ) { }0 0 0N z N z zε ε′ = −  

0z  باشد، Cاي از نقاط در صفحه مختلط    مجموعهS فرض كنيد ـ ٥ S∈ را يك نقطه داخلي Sناميم، هرگاه يك    مي
)  موجود باشد به نحوي كه 0zهمسايگي از  )0N z Sε   εگوئيم، هرگاه يك   ميS را يك نقطه خارجي 1zقطه ن. ⊃

)شود كه   يافت 1zهمسايگي از  )1N z C Sε ⊂ −.  

، مجموعه كليه نقاط Sمرز. شود  ناميده ميS باشد و نه نقطه خارجي آن، نقطه مرزي Sاي نه نقطه داخلي   ـ هرگاه نقطه٦
  .باشد  ميSمرزي 

 را بسته گوئيم، هرگاه مكمل آن S مجموعه .گوئيم، هرگاه هر نقطه متعلق به آن، يك نقطه داخلي باشد  را باز ميSـ مجموعه ٧
  .باز باشد

  :اشته باشيم  را كراندار گوئيم هرگاه دS ـ مجموعه ٨
  N R z S , z N∃ ∈ ∀ ∈ <  

اي كه    را همبند گوئيم، اگر هر دو نقطه دلخواه آن را بتوان بوسيله يك خط شكسته بهم وصل كرده، به گونهSـ مجموعه باز ٩
وئيم، اگر هر   را همبند ساده گSمجموعه . گوئيم مجموعه همبند باز را حوزه مي.  قرار داشته باشدSتمام آن خط شكسته درون 

  .  واقع باشدSن انقباض، منحني مذكور همواره در م را بتوان در يك نقطه منقبض كرد، به نحوي كه ضSمنحني بسته واقع در 
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 ناحيه غيرهمبند ناحيه همبند ساده ناحيه همبند مركب

  : باشدSاي متعلق به    نقطه0zاي از صفحه مختلط باشد و   ناحيهSـ هرگاه ١٠
  . نيستS داراي يك همسايگي باشد كه شامل نقطه ديگري از 0zگويند هرگاه   ميS را يك نقطه مجزاي 0z) الف
متعلـق بـه    ) 0zغير از خـود     ( شامل حداقل يك نقطه      0zگويند هرگاه هر همسايگي        مي S را يك نقطه انباشتگي      0z) ب

S     نهايت نقطه متعلق به       نتيجه شامل بي   باشد و درS عنوان مثال مجموعـه       به.  باشد( )n
iz n 1 , 2 ,
n

= =  تنهـا   …
  .يك نقطه انباشتگي در مبدأ دارد

  ها چند تعريف روي منحني
) با معادله پارامتري cـ منحني ١ ) ( ) ( )z t x t i y t= ] كه + ]t a , b∈گوئيم هرگاه  را بسته مي:  

  ( ) ( )z a z b=  

1 اي كه 2t و 1tـ اگر يك منحني خود را قطع نكند، يعني براي هر ٢ 2t t≠ داشته باشيم ( )1 2t , t a , b≠  

( ) ( )1 2z t z t≠گوئيم ، منحني را ساده مي .  

  . گوئيم ـ هر منحني ساده بسته را يك خم ژردان مي۳
 است متشكل از تعداد متناهي  اي هموار منحني منحني قطعه. شود ـ خمي كه داراي مشتقات پيوسته باشد هموار ناميده مي۴

  . گوئيم داي ديگري وصل است، اين منحني را كانتور ميمنحني هموار كه انتهاي هر يك به ابت
شود، يكي ميداني كراندار موسوم به درون و ديگري    يك خم ژردان باشد، مكمل آن از دو مجموعه مجزا تشكيل ميc ـ اگر ۵

  .   مرز اين دو ميدان استcميداني بيكران موسوم به بيرون، كه خم 
  در آن جهت حركت كند، ناحيه cشود كه اگر شخصي روي    طوري تعريف ميcجهت مثبت روي منحني بسته ساده  ـ ۶

  .   در سمت چپ او واقع گرددcمحصور به 

  توابع مختلط
) تابع .اي از اعداد مختلط باشد  مجموعهSفرض كنيد  )w f z= كه در Sاي كه به هر عدد   عبارت است از قاعده،ده تعريف ش

) را حوزه تعريف تابع Sمجموعه  .دهد  را نسبت ميw يك عدد مختلط مانند S در zمختلط  )f zه اعداد مختلطي  و مجموع
  .ناميم كند، برد تابع مي  اختيار ميwرا كه 

z ماگر در نظر بگيري x iy= w و + u iv= + ،
)كنيم هر تابع  ملاحظه مي )w f z= يك نقطه از ،

xصفحه  y−  را به يك نقطه از صفحهu v− 
)تعبير ديگر به هر زوج مرتب به نگارد و  مي )x , y ،

)يك زوج مرتبه مانند  )u , vدهد  نسبت مي.  
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  حد توابع مختلط
)در اين صورت . ، تعريف شده باشد0zجزء احتمالاً خود ، به0zي در همه نقاط همسايگfفرض كنيد تابع )

0
0

z z
lim f z w
→

= 

  :زير برقرار باشدشرط باشد، هرگاه  مي
  ( )0 00 0 ; 0 z z f z w∀ε > ∃ δ > < − < δ → − < ε  

)و تابع  )f z 0 را درz z= پيوسته گوئيم، هرگاه  ( ) ( )
0

0
z z
lim f z f z
→

=.   

)توجه كنيد هرگاه تابع  )f z به صورت ( ) ( ) ( )f z u x , y i v x , y=    بيان شده باشد، آنگاه حد اين تابع را در نقطه+
0 0 0z x i y=   :دست آورد توان به صورت زير به  مي+

  ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
0 0 0 0 0z z x , y x , y x , y x , y

lim f z lim u x , y i lim v x , y
→ → →

= +  

)كنيم، بررسي حد تابع مختلط  و لذا ملاحظه مي )f zمنجر خواهد شد به بررسي حد توابع دو متغيره ، ( )u x , y و ( )v x , y .
)لذا  )f z 0 در نقطهz z= هنگامي داراي حد است كه توابع uو  v در نقطه ( )0 0x , yداراي حد باشند . 

  نهايت نهايت در بي نهايت، حد بي نهايت، حدهاي بي حد در بي
)تابع  )w f z=ايت است هرگاه نه  داراي حد در بي( )f zوقتي  z → شرط .  به سمت عددي مشخص و محدود ميل كند∞
) آنكه ) 0

z
lim f z w
→∞

  :منطقي زير استشرط  باشد برقراري =

  ( ) 00 M 0 , z M f z w∀ε > ∃ > > → − < ε  
)تابع  )w f z= 0 درzنهايت است هرگاه   داراي حد بي( )f z 0 وقتيz z→،كه  شرط آن. نهايت ميل كند  به سمت بي

( )
0z z

lim f z
→

=   :منطقي زير استشرط  باشد برقراري ∞

  ( )0N 0 0 , 0 z z f z N∀ > ∃δ > < − < δ → >  
zاگر وقتي → ) داشته باشيم ∞ )f z → ) در اين شرايط تابع ∞ )w f z=شرط . نهايت دارد نهايت در بي   حد بي

)آنكه )
z
lim f z
→∞

=   : باشد برقراري شرط منطقي زير است∞

  ( )N 0 M 0 , z M f z N∀ > ∃ > > → >  

zكدام تابع زير در    ۱۶ مثال    حد دارد؟=0

۱(z
z

  ۲(
2z

z
  كدام هيچ) ۴  هردو) ۳  

  . درست است۲گزينه  :حل

θوابسته به  
( ) ( )

2 2

z 0 x,y 0,0 r 0

z x y r 1lim lim lim
z x iy r cos ir sin cos i sin→ → →

+
= = =

+ θ + θ θ + θ
  

صفر حدي×كراندار=0  
( ) ( )

2 2 2 2

z 0 x,y 0,0 r 0 r 0

z x y r 1lim lim lim lim r
z x iy r cos ir sin cos i sin→ → → →

+
= = = =

+ θ + θ θ + θ
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cos بديهي است isinθ + θشود زيرا وقتي گاه صفر نمي  هيچ cos 0θ sin  داريم= 1θ = sin  و وقتي± 0θ   داريم=
cos 1θ = icosدر حقيقت  (± isin e θθ + θ ie و البته= θهرگز صفر نخواهد شد (.  

)تابع     ۱۷ مثال )
2
1

z 1f z e
−

y روي خط zوقتي . گيريم  را درنظر مي=+ x 1= هاي كاهشي به x در ربع اول و با +
zسمت نقطه  i= ميل كند، مقداري كه ( )f z۸۵برق (  :گيرد برابر است با خود مي  به(  

+) ۴  ∞−) ۳  +1) ۲  صفر) ۱ ∞  

  .  درست است۴گزينه  :حل

2عبارت 
1

z 1
−

+
yروي خط   x 1= )يعني  (+ )z x i x 1= +   :شود چنين مي) +

  

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 22

2 2 2 2

2

1 1 1
z 1 x x 1 2i x x 1 1x i x 1 1

1 1

x x 2x 1 2i x x 1 2x 2i x x

1 i x 11 1 1
2x 1 i x 1 2x 1 x 1

− = − = −
+ − + + + ++ + +

= − = −
− − − + + + − + +

+ +
= =

− + + +

  

yوقتي روي خط  x 1= zهاي كاهشي به سمت نقطه x در ربع اول و با + i=يم داريم شو  نزديك ميx 0    و لذا→+

  
( )

( ) ( )2 22

1 i x 11 1 11
2x 2x1 x 1 1 x 1z 1

x 0 x 0 x 0
lim e lim e lim e e

+ + +

+ +
−

+ + + + +∞+

→ → →
= = = = + ∞  

توجه داريم (  
( )
( ) 2

i x 1

1 x 1e 1

+

+ + =(  

)اي حد تابع  در چه ناحيه    ۱۸ مثال ) 2
1

2 zf z z e
−

z وقتي =   موجود و محدود است؟→0

۱ (
2 2
π π

− < θ <  ۲ (
4 4
π π

− < θ <  ۳ (
8 8
π π

− < θ <  ۴ (
16 16
π π

− < θ <  

 . درست است۲گزينه  :حل

izبا فرض  re θ=داريم :  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 2ii
2 2

1
1 1e cos 2 isin 22 rei 2 2i 2 2ir rf z re e r e e r e e

− θθ
−

− − θ − θθ θ θ= = =  
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)چون  ) 2
1 cos 22 rf z r e

− θ
)كه   لذا براي آن= )

z 0
lim f z
→

) محدود باشد بايد  موجود و )
r 0
lim f z
→

 موجود و محدود باشد و 

  :طلبد اين مي

  cos 2 0 2
2 2 4 4
π π π π

θ > → − < θ < → − <θ <  

)حد تابع     ۱۹ مثال ) zf z z e=  )۸۶رياضي (  نهايت ميل كند كدام است؟ به بيz وقتي −
  ∞) ۴  وجود ندارد) ۳  0) ۲  ∞−) ۱

 .  درست است۳گزينه  :حل

  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

x iy11
x iy x yz

2 2z z 0 z 0 x,y 0,0 x,y 0,0

x x
x y x y

2 2 2 2 2 2 2 2x,y 0,0 x,y 0,0

1 1 1 x iylim f z lim f lim e lim e lim e
z z x iy x y

x y y ylim e cos lim i e sin
x y x y x y x y

−
+ +

→∞ → → → →

+ +

→ →

  
−    = = − = − = −    +  +      

   − = − + +   + + + +   

        

  

2توان ديد توابع با استفاده از مختصات قطبي مي 2
x

x y+
2 و 2

y
x y+

) در نقطه cosصورت ارند زيرا يكي به حد ند0,0(
r

θ و 

sinصورت ديگري به
r

θشوند، لذا گزينه سوم صحيح است  بيان مي.  

  :راه ديگر
  : ميل دهيم داريم∞+ را به z اگر روي محور حقيقي

  ( )
z
lim f z e+∞

→∞
= +∞ − = −∞  

  : ميل دهيم داريم∞− را به z اگر روي محور حقيقي
  ( )

z
lim f z e−∞

→∞
= −∞ − = −∞  

)پس حد  )f zباشد نهايت موجود نمي  در بي.  

)تابع     ۲۰ مثال )
( )3

2

Re z
z 0f z z

a z 0


 ≠= 

 =

z در a به ازاء چه مقدار    شود؟  پيوسته مي=0

۱ (a 0=  ۲ (a 1=  ۳ (3a
2

  αهيچ مقدار ) ۴  =

  .  درست است۱گزينه  :حل

  ( )
( )
( )

3 3 2
33 3 2 2 3

3 2 3

Re z x 3xy
z x iy x 3ix y 3xy iy

Im z 3x y y

 = −= + = + − − → 
 = −
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  ( )
( )

( ) ( )

3 3 2

2 2 2z 0 z 0 x , y 0,0

Re z x 3xy 0lim f z lim lim
0x yz→ → →

−
= = =

+
  

  :با نوشتن حد مذكور در مختصات قطبي خواهيم داشت

  ( )
3 3 3 2

2 2
2r 0 r 0

r cos 3r cos sinlim lim r cos cos 3sin
r→ →

θ − θ θ
= θ θ − θ  

)كه واسطه آن به )2 2cos cos 3sinθ θ − θبه ازاء همه مقادير θ محدود است حاصل حد فوق موجود و برابر صفر بوده و لذا با 
aانتخاب  ) تابع=0 )f zدر z   .  پيوسته خواهد شد=0

yاگر با فرض     ۲۱ مثال → صورت درمورد كرانداربودن و يا داراي حدبودن  نهايت ميل كند، دراين  به سمت بيz متغير  ،∞
sin z۸۵برق (   كدام عبارت درست است؟(  

    .كند كراندار است و به صفر ميل مي) ۲    .كند نهايت ميل مي به بي) ۱
  .كند كراندار است اما به سمت حدي ميل نمي) ۴  .كند كراندار است اما به صفر ميل نمي) ۳

  .  درست است۱گزينه  :حل
  ( )sin z sin x iy sin x cos iy cos x sin iy sin x coshy i cos x sinh y= + = + = +  

  
( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin z sin x cos h y cos x sin h y sin x 1 sin h y cos x sin h y

sin x sin h y sin x cos x sin x sin h y

= + = + +

= + + = +
  

yوقتي  sin داريم ∞→ h y→+ 2sin و لذا اگرچه ∞ x همواره محدود و متعلق به بازه [ ]0 ,  است ولي در كل 1
sin z →+ ∞  

  مشتق توابع مختلط
)مشتق تابع مختلط  )w f z=توان به صورت زير تعريف كرد  را مي:  

  ( ) ( ) ( )
z 0

f z z f zf z lim
z∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
  

)همچنين مشتق تابع مختلط  )w f z= 0 در نقطهz) آيد دست مي از رابطه زير به) در صورت وجود:  

  ( ) ( ) ( )
0

0
0

z z 0

f z f z
f z lim

z z→

−
′ =

−  

  ( ) ( ) ( )0 0
0

z 0

f z z f z
f z lim

z∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
  

zجا كه  از آن :نكته zy
2i
−

z و = zx
2
+

)توان نشان داد براي تابع حقيقي  ، مي= )F x , yداريم :  

  F F x F y F 1 F 1 1 F Fi
z x z y z x 2 y 2i 2 x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ ∂
= + = + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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  F F x F y F 1 F 1 1 F Fi
z x z y z x 2 y 2i 2 x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  :عريفندو بدين ترتيب عملگرهاي زير قابل ت

  1 1i i
z 2 x y z 2 x y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

  تابع تحليلي
)هرگاه تابع مختلط  )f z  0در تمام نقاط يك همسايگي ازz  0و خودzپذير باشد، تابع   مشتقf 0 را در نقطهz تحليلي 

پذيري يك تابع در يك نقطه شرط لازم و نه كافي، براي تحليلي بودن آن تابع در نقطه مورد نظر  توجه كنيد كه مشتق .گوئيم مي

z فقط و فقط در 2zمثلاً تابع . است   .باشد  تحليلي نميپذير است و به طبع در اين نقطه  مشتق=0
) و اگر . تحليلي استD تحليلي باشد، گوئيم تابع در حوزه Dاگر تابعي در هر نقطه از حوزه  )f z در كليه نقاط صفحه مختلط 
  .گوئيم تحليلي باشد، به آن تابع تام مي

)مانند اي  چند جملهتوابع  ) n n 1
n n 1 0f z a z a z a−

−= + + +Lكه درآن  n و طبيعي عدد 

n 0a , , a…باشند، همواره تحليلي هستند مختلط ثابت مي  اعداد.  
  .ضرب، تركيب دو تابع تحليلي تابعي تحليلي خواهد بود مجموع، حاصل

  .ع يك تابع تحليلي و يك تابع غيرتحليلي تابعي غيرتحليلي خواهد بودمجمو

) به صورت توابع گويا ) ( )
( )

p z
f z

q z
باشند، در همه نقاط بجز احتمالاً صفرهاي  هاي دلخواه مي اي چند جمله q و p كه در آن =

  .ستندمخرج تحليلي ه
sinتوابع  z و cos z و sinh z و cosh z و zeهمواره تحليلي هستند  .  
lnتوابع  zو n zشان تحليلي هستند جز نقاط مربوط به بريدگي شاخهجا ب  در همه.  
Reتوابع  z و Im z و z و z و Arg zهيچ جايي تحليلي نيستند .  

)براي دو تابع تحليلي  )f z  و( )g zها در  باشد و خارج قسمت آن ها همواره تحليلي مي ، مجموع، تفاضل و ضرب و تركيب آن
 .كليه نقاط بجز احتمالاً صفرهاي مخرج تحليلي است

)اگر توابع  )g z و ( )f zدر نقاطي خاص تحليلي باشند و جا بجز احتمالاً  همه ( )
( )0z z

f z
I lim

g z→
0  مبهم از نوع=

0
∞ يا 

∞
 باشد 

  :توان نوشت هوپيتال مي از قضيه استفادهبا 

   ( )
( )0z z

f z
I lim

g z→

′
=

′
    

) شرط لازم و كافي براي آنكه تابع مختلط :قضيه )w f z= 0 در نقطهzاي باشد آن است كه در اين    داراي مشتق از هر مرتبه
  .نقطه تحليلي باشد

  .باشند ع مختلط برقرار نميشوند در تواب كه در توابع حقيقي مطرح مي…  قضايايي مانند قضيه بولتزانو، رول، لاگرانژ و :توجه
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كه همه جا پيوسته است اگرچه  zeع  براي تابمثلاً
0

i

e 1 0

e 1 0π

 = >


= − <
ze  جايي وجود ندارد كه  ولي هيچ   . باشد=0

  نقطه تكين
)اگر تابع  )f zاص نقاط تكين تابع  در همه نقاط صفحه مختلط بجز نقاط خاصي تحليلي باشد، به آن نقاط خfو .شود  گفته مي 

) را يك نقطه تكين تابع 0zبه تعبيري  )f z0گوئيم هرگاه تابع در اين نقطه تحليلي نبوده ولي در همسايگي   ميz نقاطي 
)د كه وجود داشته باش )f zاي تحليلي نباشد، داراي نقطه تكين  ه كنيد اگر تابعي در هيچ نقطهجتو .جا تحليلي است  در آن

  .نخواهد بود

  قضاياي كوشي ـ ريمان
)هرگاه تابع : قضيه اول كوشي ريمان ) ( ) ( )f z u x , y iv x , y= 0 در نقطه + 0 0z x i y= ق باشد، آنگاه  داراي مشت+

  :خواهيم داشت

  ( )
( ) ( )0 0 0 0

0
x , y x , y

u v 1 u vf z i i
x x i y y

   ∂ ∂ ∂ ∂′ = + = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
  

0معادلات زير كه به معادلات كوشي ريمان موسوم هستند، در نقطهو  0 0z x i y=   :باشد  برقرار مي+

  u v u v,
x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

) هرگاه :قضيه دوم كوشي ريمان )v x , y و ( )u x , y  تابع مربوط به( )f z u iv= 0در نقطه  + 0 0z x i y=   در +
)معادلات كوشي ريمان صدق كرده و در يك همسايگي از نقطه  )0 0x , y پيوسته و داراي مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته 

)باشند، آنگاه )0f z′موجود است  .  
  :هاي فوق به موارد زير دقت داشته باشيد در رابطه با بحث

xبرقراري روابط كوشي ـ ريمان يعني دقت كنيد،  yu v= و y xu v= )پذير بودن تابع مختلط   ، دليل بر مشتق− )w f z=  
توان نتيجه گرفت كه تابع  اي برقرار نباشند مي لذا هرگاه روابط مزبور در نقطه. پذيري است لازم براي مشتقباشد، ولي شرط  نمي

  .پذير نخواهد بود مختلط مورد نظر در آن نقطه مشتق
) شرط لازم و كافي براي تحليلي بودن تابع )f z u iv=  در yv و v، xu، yu ،xv و u  كه توابعاست  آنD در حوزه +

D پيوسته بوده و روابط كوشي ريمان نيز در Dهمواره برقرار باشند .  
)تابع مختلط  :تذكر )f zتواند فقط در نقاط روي يك منحني و يا فقط در نقاطي مجزا تحليلي باشد، بنابراين اگر معادلات   نمي

) تابع كوشي ريمان فقط در نقاط روي يك منحني و يا فقط در نقاطي مجزا برقرار باشند، )f z ،در هيچ جايي تحليلي نخواهد بود 
  .پذير باشد اگرچه ممكن است در آنجا مشتق

  معادلات كوشي ريمان در فرم قطبي
)هرگاه تابع  )f zدر دستگاه مختصات قطبي به صورت مقابل بيان شده باشد :  

  ( ) ( ) ( ) if z u r , iv r , z r e θ= θ + θ =  
  :گردند ادلات كوشي ـ ريمان به صورت زير تعريف ميمع

  u 1 v v 1 u
r r r r

∂ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ θ ∂ ∂ θ
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) و )f z′ عبارات زير قابل محاسبه است در صورت وجود از:  

  ( ) i iu v 1 v uf z i e i e
r r r

− θ − θ   ∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −   ∂ ∂ ∂ θ ∂ θ   
  

  :توان نشان داد  مي:نكته

  x r y r
sin cosu u cos u u u sin u

r rθ θ
θ θ

= θ − = θ +  

به . ي تحقيق برقراري معادلات كوشي ريمان مناسب است از دستگاه مختصات قطبي استفاده شود بسياري مواقع برا:۱توجه
)اي مانند  عنوان مثال اگر هدف ارزيابي اين موضوع براي تابع ساده ) 4f z z=باشد :  

zدر فرم دكارتي و با فرض ) الف x iy=   :نويسيم  مي+

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
4 2 3 44 3 2

4 2 2 4 3 3

w x iy x 4 x iy 6 x iy 4 x i y iy

x 6 x y y i 4 x y 4 x y

= + = + + + +

= − + + −
  

3 لذا 3v 4 x y 4 x y= 4 و − 2 2 4u x 6 x y y= −   :شود معادلات كوشي ريمان همواره برقرارند زيرا بوده و مشاهده مي +

  3 2u v 4 x 12 x y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
  

  
2 3u v 12 x y 4 y

y x
∂ −∂

= = − +
∂ ∂

  

izدر فرم قطبي و با فرض ) ب r e θ=نويسيم   مي:  

  ( ) ( )
4i 4 4i 4w r e r e r cos 4 isin 4θ θ= = = θ + θ  

4v لذا r sin 4= θ 4 وu r cos 4= θشود معادلات كوشي ريمان همواره برقرارند زيرا  بوده و مشاهده مي :  

  3u 1 v 4 r cos 4
r r

∂ ∂
= = θ

∂ ∂ θ
  

  31 u v 4 r sin 4
r r

∂ −∂
= = − θ

∂ θ ∂
  

x را به صورت zكه  آناين موضوع اهميت دارد، بسته به  :نكته iy+ يا ir e θهاي حقيقي و   فرض كنيم، بتوانيم قسمت
)موهومي هر تابع مختلط مانند  )w f z=را بيابيم   .  

)به عنوان مثال براي تابع  )f z tan z=هاي حقيقي و موهومي را برحسب   چنانچه بخواهيم قسمتy و xنويسيم  بيابيم، مي:  

  

( ) ( )
( )

( )2 2 2 2

sin x i y sin x cos iy cos x sin i yf z tan z
cos x i y cos x cos i y sin x sin i y

sin x cosh y i cos x sinh y cos x cosh y isin x sinh y
cos x cosh y isin x sinh y cos x cosh y isin x sinh y

sin x cos x cosh y sin x cos x sinh y i sin x sinh ycosh y cos x sinh y

+ +
= = =

+ −

+ +
=

− +

− + +
=

( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 22 2 2 2

cosh y

cos x cosh y sin x sinh y

sin x cos x cosh y sinh y isinh y coshy sin x cos x 1 sin 2x isinh 2 y
2 cos x sinh ycos x 1 sinh y sin x sinh y

+

− + + +
= =

++ +
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)و يا به عنوان مثال براي تابع ) zf z e=رحسبهاي حقيقي و موهومي را ب  چنانچه بخواهيم قسمتθو rنويسيم  بيابيم، مي:  

  
( ) ( )

1 i1 1 ii 2 22 2 2 r cos i sinr ez r ez r e 2 2

r cos i r sin r cos
2 2 2

f z e e e e e e

e e e cos r sin i sin r sin
2 2

θθ
θ

θ θ + 
 

θ θ θ

= = = = = =

 θ θ   = = +    
    

  

)همچنين اگر بخواهيم مدول و آرگومان تابع ) ( )nf z 1 cos i sin= + θ + θنويسيم  را بدست آوريم مي:  

  

( ) ( )
n

n 2

n n nn i i nn n2 2

f z 1 cos i sin 2cos i 2sin cos
2 2 2

2 cos
22cos cos i sin 2cos e 2 cos e

2 2 2 2 2 n
2

θ θ

θ θ θ = + θ + θ = + 
 

θ ρ =   θ θ θ θ θ   = + = = ⇒      θ   ϕ =  

  

) اگر تابع :۲توجه )f zاند اي در نقطه مذكور تحليلي هاي آن نيز تا هر مرتبه اي تحليلي باشد، آنگاه مشتقات و انتگرال  در نقطه .
)اگر تابع  ) ( ) ( )w f z u x , y iv x , y= =   : تابعي تام باشد+

)توان   ميu  و vبا داشتن هر كدام از توابع ) الف )f z′دست آورد  قضاياي اول و دوم كوشي ريمان به را با توجه به:  

  ( ) v vf z i
y x

∂ ∂′ = +
∂ ∂

)يا ) u uf z i
x y

∂ ∂′ = −
∂ ∂

 

  ( ) i1 v vf z i e
r r

− θ ∂ ∂′ = + ∂ θ ∂ 
)يا ) iu i uf z e

r r
− θ ∂ ∂′ = − ∂ ∂ θ 

  

)چنانچه تابع تحليلي    ) ب )f z   برحسب y   و x       موجود باشد با تبديل تمامي x    ها بـهz      و تمـامي  y         هـا بـه صـفر بيـان 
( )f z   برحسب z  لذا مثلاً اگر مشتق تابع تام       . دست خواهد آمد      به( )f z  صورت    به( )f z′ برحسب  y   و x    در دسـت 

xتوان با تبديلات    باشد مي  z
y 0

→
 →
،( )f z′    را برحسب z      گيـري از آن       ل  نوشت و البته با انتگرا( )f z   دسـت آورد     را بـه .

)همچنين اگر تابع تحليلي      )f zبر حسب θو r    موجود باشد بـا تبـديل تمـامي r   هـا بـهz  و تمـاميθ    هـا بـه صـفر
)بيان )f zبرحسب zدست خواهد آمد  به.  

) معلوم است براي يافتن u وقتي :۳توجه  )f zتوان به طرق مختلف عمل كرد  مي:  

xعادلات كوشي ريمان  ـ از م  ۱ y

y x

u v

u v

=
 = −

fسپس تابع .   را يافت  v  يعني    u مزدوج همساز     (z) u i v=  را بيان نمـوده  +

xو با تبديل z
y 0

→
 →

  .  توصيف كردz  را برحسب fجا    در آن

) حاصلuـ با داشتن ۲ )f z′  را با توجه به قضيه اول و معادلات كوشي ـ ريمان از رابطه ( ) x yf z u i u′ = دست آورده   به−

xجا با تبديل  و در آن z
y 0

→
 →

 ،f )گيري از آن  دست آورده و با انتگرال   بهz را برحسب ′ )f zكنيم  را پيدا مي .  

)جا كه  ـ از آن۳ ) ( ) ( )f z f z 2u x , y+ )   حاصل2uبا دانستن. باشد  مي= ) ( )f z f z+  را پيدا كرده و با متحد قـرار 
)دادن طرفين  )f zرا پيدا كنيم .  
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)توان از رابطه    ـ مي ۴ ) z i zf z 2u ,
2 2

 = − 
 

)يعني در تابع    .  استفاده كرد   )2 u x , y  جـاي      بـهx     عبـارت  z
2

  y و بجـاي     

iعبارت  z
2

  . دهيم  را قرار مي−

)اده اگر به عنوان مثالي س )u x 1 y=   : باشد−

  ـ ١

  C.R

u v1 y 1 y
x y
u vx x
y x

∂ ∂ = − = − ∂ ∂ → ∂ ∂ = − =
 ∂ ∂ 

  

  :دهد نتيجه مي yگيري از معادله اول نسبت به  انتگرال

  ( )21v y y A x
2

= − +  

  :و با قرار دادن اين عبارت در معادله دوم خواهيم داشت

  ( ) ( ) ( )2 21 1y y A x x A x x A x x k
x 2 2

∂   ′− + = → = → = + ∂  
  

2و در نهايت  21 1v y y x k
2 2

= − +   : بوده و خواهيم داشت+

  ( ) ( ) 2 21 1f z u iv x 1 y i y y x k
2 2

 = + = − + − + + 
 

  

xبا تبديل  z
y 0

→
 →

)  در رابطه فوق توصيف )f z برحسب متغير مختلط zشود   چنين مي :  

  ( ) 2if z z z c
2

= + +  

  ـ ٢

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )u uf z i x 1 y i x 1 y 1 y i x
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂′ = − = − − − = − +
∂ ∂ ∂ ∂

  

xبا تبديل  z
y 0

→
 →

f دررابطه فوق  (z)′ برحسب متغير zصورت    بهf (z) 1 i z′ = گيري نسبت به   خواهد شد كه انتگرال+

  :دهد ه مياز طرفين آن نتيج zمتغير 

  2if (z) z z c
2

= + +  

  ـ ٣

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )2 2 2 2

z z z z 2i z zf z f z 2u x , y 2 x 1 y 2 1 z z
2 2i 2i

i i i2i z z 2i z z z z z z
2 2 2

   + − − + + = = − = − = +    
    

−
= − + + = + + −
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  :لذا بايد

  ( ) 2if z z z c
2

= + +  

  ـ ٤

  ( ) 2z i z z i z if z 2u , 2 . 1 z z c
2 2 2 2 2

 − −   = = − = + +    
    

  

)هرگاه تابع  :۴توجه  )w f z u iv= = توان بسادگي  ده از روابط كوشي ريمان مي تحليلي باشد، موارد زير را با استفاD در +
  :نشان داد

)ثابت )f z→ )ثابت  = )f z =  
)ثابت )f z→ )ثابت  = )Ref z =  
)ثابت )f z→ )ثابت  = )Im f z =  

)ثابت )f z→  ثابت( )Arg f z =  
)ثابت )f z→ =  ( )f z 0′ =  
)ثابت )f z→ )تحليلي  = )f z = 

)ثابت   )f z→( )u , v 0φ   ) ارتباطي تابعي موجود باشدu و vبين  (=

  :توان دريافت از موارد فوق مي :تذكر
)اگر تابع غيرثابت  )f zحقيقي يا موهومي محض باشد، تحليلي نخواهد بود .  
)اگر تابع غيرثابت  )f z ،تحليلي باشد ( )f zتحليلي نخواهد بود .  

)اگر :۵توجه  ) ( )w u x , y i v x , y= zكه   تحليلي باشد، با توجه به آن+ zy
2i
−

z و = zx
2
+

 را w در ظاهر =

  :جا كه ولي از آن.  در نظر گرفتz و zتوان به عنوان تابعي از دو متغير جديد  مي

  

( )u ivw u v u x u y v x v yi i
z z z z x z y z x z y z

u 1 u 1 v 1 v 1 1 u v i u vi
x 2 y 2i x 2 y 2i 2 x y 2 y x

∂ +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

       ∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = − + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

  

و با توجه به معادلات كوشي ريمان 

u v
x y
u v
y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ −∂ =
 ∂ ∂

wشود   نتيجه مي 0
z

∂
=

∂
 w  بوده و zستقل از  مw يعني در عمل 

 در يك z حضور نخواهد داشت بنابراين وجود جمله z قطعاً wبه تعبير ديگر در تابع تحليلي . باشد  ميzفقط تابعي از متغير 
  .پذير باشد گردد اگرچه چنين تابعي ممكن است در نقاطي خاص مشتق تابع مختلط سبب غير تحليلي بودن آن مي
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  توابع همساز
ه و در راي مشتقات جزئي مرتبه اول و دوم پيوسته بودگوئيم، اگر در آن حوزه دا  همساز ميD را در يك حوزه hتابع حقيقي 

  .معادله لاپلاس صدق نمايد

  معادله لاپلاس در مختصات دکارتي
2 2

2 2
h h 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

  معادله لاپلاس در مختصات قطبي
2 2

2 2 2
h 1 h 1 h 0

r rr r
∂ ∂ ∂

+ + =
∂∂ ∂ θ

  

معادله لاپلاس در صفحه مختلط به صورت  :نكته
2 h 0

z z
∂

=
∂ ∂

zشود كه در آن    بيان مي x i y= z و − x i y=   . باشد  مي+

)توان نشان داد هرگاه تابع  مي )f z u iv= اگر دو تابع . ، همسازندD در حوزه v و u تحليلي باشد، توابع D در حوزه +
ي ـ ريمان را اقناع كند،  معادلات كوشDها در حوزه   همساز باشند و مشتقات جزئي مرتبه اول آنD در حوزه v و uمفروض 

گوئيم، هرگاه   ميu را مزدوج همساز تابع همساز vتوان گفت  لذا در كل مي.  استu يك مزدوج همساز vگوئيم  مي
( )f z u iv=   . تابع تحليلي باشد و برعكس+

  :در رابطه با بحث فوق، به موارد زير توجه داشته باشيد :نكته

)يعني اگر . دست آورد توان از معادلات كوشي ـ ريمان به ـ مزدوج يك تابع همساز را به راحتي مي١ )u x , y تابعي همساز باشد و 

)مزدوج همساز آن  )v x , y ناميده شود، بايد داشته باشيم u v
y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
u و  v

x y
∂ ∂

=
∂ ∂

 vتوان   ميu و لذا با معلوم بودن 

  ) است، مقداري ثابتuاختلاف بين دو مزدوج همساز .  (را يافت
چنانچه در .  باشدv نيز يك مزدوج همساز براي u  باشد، هيچ دليلي وجود ندارد كهu يك مزدوج همساز براي vـ هرگاه ٢

 توابعي ثابت v و uتوان نشان داد كه   باشد، ميu نيز يك مزدوج همساز براي v و v مزدوج همساز براي  يكuاي،  حوزه
  .باشند  ميy و xو فاقد متغيرهاي 
  به تعبيري اگر تابع.    خواهد بودv يك مزدوج همساز −u  باشد آنگاه u  مزدوج همساز vتوان نشان داد اگر  البته به سادگي مي

u iv+ تحليلي باشد آنگاه تابع v iu− ) نيز تحليلي است و به تعبيري اگر + )f z تحليلي باشد ( )if zنيز تحليلي است .  

) هرگاه :قضيه )f z u iv= )يك تابع تحليلي باشد و  + )f z 0′ )هاي  توان نشان داد دسته منحني ، آنگاه مي≠ )u x , y c= و 
( )v x , y k=باشند  مسيرهاي قائم يكديگر مي .  

) اگر تابع :قضيه )f z u iv=  مقادير ماكزيمم و u و v تحليلي و غيرثابت باشد توابع همساز R در ناحيه بسته و كراندار +
  .كنند  اختيار ميRمينيمم خود را روي مرز 

)تابع     ۲۲ مثال ) 2g z z z=:   ) ۸۵رياضي(  
}عضوي در مجموعه تك) ۱ }عضوي در مجموعه تك) ۲  . تحليلي است0{   . پذير است  مشتق0{
  .  ندارد اي مشتق در هيچ نقطه) ۴    . تحليلي استCدر تمام ) ۳
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  .  درست است۲گزينه  :حل
|به واسطه وجود z ) در تابع| ) 2g z z z=اما دقت داريم. باشد ، اين تابع هيچ جايي تحليلي نمي:  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2g z z z x iy x y u x x y , v y x y= = + + → = + = +  
  :براي برقراري معادلات كوشي ريمان بايد

  
2 2 2 2

x y

y x

u v 3x y x 3y
x y 0

u v 2xy 2xy

 = → + = + → = =
= − → = −

  

xلذا تابع مذكور در نقطه  y 0=  در u وyv،xv،yu،xu،vجا كه توابع و از آنپذيري را دارد   شرط لازم براي مشتق=
)نقطه )0 , z فقط درgاند، طبق قضيه دوم كوشي ريمان تابع   و يك همسايگي اين نقطه پيوسته0   . پذير است  مشتق=0

)تابع     ۲۳ مثال ) ( )2 2 2f z z z 2 Re z= −   پذير است؟   در چه نقاطي مشتق+
zفقط در ) ۳  جا هيچ) ۲  جا  همه)۱ yفقط روي نقاط ) ۴  =0 x= ±  

 .  درست است۱گزينه  :حل

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( )

( ){ }

2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

f z z z 2 Re z x iy x iy 2Re x iy

x y 2ixy x y 2ixy 2 Re x y 2ixy 4ixy 2 x y

2 x y 2ixy 2z

= − + = + − − + +

= − + − − − + − + = + −

= − + =

  

  .استپذير  و به طبع مشتقجا تحليلي   همه22zدانيم  و البته مي

  )۸۷هوافضا (  كدام تابع يك جواب معادله لاپلاس دوبعدي است؟    ۲۴ مثال
۱(9xu e cos y−=  ۲(u cos 4ysin 2x=  ۳(xyu e sin y=  ۴(u cos x sinh y=  

  . درست است۴گزينه  :حل

  معادلهبايد ببينيم كدام تابع
2 2

2 2
u u 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

شود زيرا  ها صحت جواب چهارم مشخص مي كند كه با امتحان گزينه  را اقناع مي

  :اگر

  

2

2 22

2 2 2

2

u cos x sinh y
u uxu cos x sinh y 0

u x ycos x sinh y
y

 ∂
= −

∂ ∂∂= → → + =
∂ ∂ ∂ = ∂

  

  :خاطر داشته باشيد به

axتابع sin by
e

cos by




aكند كه   زماني در معادله لاپلاس صدق مي b=  

cosتابع ax sinh by
sin ax cosh by

 
⋅ 

 
aكند كه   زماني در معادله لاپلاس صدق مي b=  
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)تابع مختلط     ۲۵ مثال )f z پس از جايگزيني z x iy= ) به صورت + )3 2 2 3f (z) ax bxy i x y cy= + +  درآمده است، +
,c به ازاي كدام ثابت هاي حقيقي b ,a تابع ( )f z نسبت به متغير z۸۸مواد (  پذير است؟   مشتق(  

۱ (1 1c , b 1,a
3 3

= − = − =    

۲ (b 0 c,a 1= = =  
۳ (b 1,a 0 c= − = =  
) تابع c و b و aبه ازاي هر مقدار براي ) ۴ )f z نسبت به zمشتق ندارد .  

  . درست است۱گزينه  :حل

بايد توابع 
3 2

2 3

u ax bxy

v x y cy

 = +


= +
xxس  هر كدام همساز باشند يعني معادلات لاپلا yy

xx yy

u u 0

v v 0

+ =
 + =

 v را ارضاء كنند و مضافاً 

x باشد يعني معادلات كوشي ريمان uمزدوج همساز  y

y x

u v

u v

=
 = −

  . ارضا شوند

  
xx yy

xx yy

u u 0 6ax 2bx 0 b 3a

1v v 0 2y 6cy 0 c
3

+ = → + = → = −



+ = → + = → = −

  

  
2 2 2 2

x

y x

1u vy 3ax by x 3cy a , b 3c
3

u v 2bxy 2xy b 1

 = → + = + → = =

 = − → = − → = −

  

  :و لذا داريم

  1 1a , b 1 , c
3 3

= = − = −  

)اگر     ۲۶ مثال )f z يك تابع تحليلي با قسمت حقيقي ( ) xu x , y x e cos y= ) باشد، + )f '  )۸۵برق (  : برابر است با1
۱(1 e+  ۲(1 e−  ۳ (e 2i+  ۴ (( )1 e i+ +  

  .  درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( )x xu uf ' z i 1 e cos y i e sin y
x y

∂ ∂
= − = + − −

∂ ∂
  

zدر  y : داريم=1 x و =0   : و لذا=1
  ( ) ( ) ( )1 1f ' 1 1 e cos 0 i e sin 0 1 e= + + = +  

  :راه ديگر
  :شود كه با كمي دقت مشاهده مي

  
( )

( ) ( )
z x iy x iy x

x x

z e x iy e x iy e e x iy e cos y isin y

x e cos y i y e sin y

++ = + + = + + = + + +

= + + +
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xuيعني اگر  x e cos y= )صورت   قسمت حقيقي تابع مختلط تحليلي باشد آن تابع به+ ) zf z z e=   : بوده و داريم+
  ( ) ( )zf ' z 1 e f ' 1 1 e= + → = +  

)اگر     ۲۷ مثال ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
y ix x, y 0,0

f z x y
0 x, y 0,0

 +
≠

= +
 =

:   

)در ) ۱ ) برقرارند ولي  معادلات كوشي ريمان0,0( )f zباشد پذير نمي  در اين نقطه مشتق.  
)در ) ۲ ) معادلات كوشي ريمان برقرارند و 0,0( )f zباشد پذير مي  در اين نقطه مشتق.  
)در ) ۳ ) نيستند و  معادلات كوشي ريمان برقرار0,0( )f zباشد پذير نمي  در اين نقطه مشتق.  
)در ) ۴ ) معادلات كوشي ريمان برقرار نيستند ولي 0,0( )f zباشد پذير مي  در اين نقطه مشتق.  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ) 2

h 0 h 0

0 0u h,0 u 0,0u h0,0 lim lim 0
x h h→ →

−−∂
= = =

∂
  

  ( ) ( ) ( ) 2

h 0 h 0

0 0v 0, h v 0,0v h0,0 lim lim 0
y h h→ →

−−∂
= = =

∂
  

)پس معادله اول كوشي ريمان در ) برقرار است0,0( )x yu v=:  

  ( ) ( ) ( )
3

2

h 0 h 0

h 0u 0, h u 0,0u h0,0 lim lim 1
y h h→ →

−−∂
= = =

∂
  

  ( ) ( ) ( )
3

2

h 0 h 0

h 0v h,0 v 0,0v h0,0 lim lim 1
x h h→ →

−−∂
= = =

∂
  

)پس معادله دوم كوشي ريمان در نقطه ) برقرار نيست0,0( )y xu v≠ ) پس تابع− )f zدر (  معادلات كوشي ريمان را 0,0(
zكند و به طبع در ارضاء نمي   . باشد پذير نيز نمي  مشتق=0

)اگر     ۲۸ مثال ) ( )xu x, y 3 sin y= α قسمت حقيقي تابع تحليلي ( )f z u iv= ) باشد + )0α   :، داريم<
۱ (( ) zf z i3= −  ۲ (( ) zf z i3=  ۳ (( ) zf z 3=  ۴ (( ) zf z 3= −  

  . درست است۱گزينه  :حل
  :داشته باشيم تابعي همساز باشد يعني uاولاً لازم است 

  ( )
2 2

2 x 2 x
2 2
u u 0 ln 3 3 sin y 3 sin y 0 ln 3

x y
∂ ∂

+ = → α − α α = → α =
∂ ∂

  

)اينك داريم  )xu 3 sin y ln   :توان نوشت  و مي=3

  ( ) ( ) ( ){ }x xu v u uf z i i ln 3 3 sin y ln 3 i ln 3 3 cos y ln 3
x x x y

∂ ∂ ∂ ∂′ = + = − = ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂
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xبا تبديلات  z
y 0

→
 →

  :آيد  به دست مي

  ( ) ( )z zf z i ln 3 3 f z i3′ = − ⋅ → = −∫  

)اگر     ۲۹ مثال )w f z= بوده و در  يك تابع تحليليz 1 i= wحاصل −
r

∂
∂

3 برابر  i+ باشد حاصل w∂
∂ θ

z در  1 i= − 

 كدام است؟
۱ (( )2 3i 1+  ۲ (( )2 1 3i−  ۳ (( )2 3i 1−  ۴ (( )2 1 3i− +  

 . درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( )

w u vi
r r r

w u r , iv r ,
w u vi

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂= θ + θ →  ∂ ∂ ∂ = +
 ∂ θ ∂ θ ∂ θ

   

با توجه به معادلات كوشي ريمان 

u 1 v
r r

1 u v
r r

∂ ∂ = ∂ ∂ θ
 ∂ ∂ = −
 ∂ θ ∂

  :توان نوشت  مي

  w 1 v 1 u i u vi i
r r r r

 ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂
= + = − + ∂ ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ 

  

حال چون طبق فرض مسأله در 
r 2

z 1 i :

4

 =
= −  π

θ = −


wيم  دار 3 i
r

∂
= +

∂
zتوان گفت در   مي 1 i=   : داريم−

  ( ) ( )
2 3 ii u v u v3 i i i 2 3i 1

i2
+ − ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + → + = = − ∂ θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ − 
  

1با توجه به تابع مختلط     ۳۰ مثال 2zw
z 2
−

=
+

هاي   مسيرهاي قائم دسته منحني
( )

2 2

2 2
2 2x 3x 2y

x 2 y

− − −

+ +
   كدام است؟

۱ (
( )

2 2

2 2
2 2x 3y 2y k

x 2 y

− + −
=

+ +
  ۲ (

( )2 2
5y k

x 2 y

−
=

+ +
  

۳ (
( )2 2

5x k
x 2 y

−
=

+ +
    ۴ (

( )

2 2

2 2
2 2x 3x 2y k

x 2 y

+ − +
=

+ +
  

 .  درست است۲گزينه  :حل

  ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2

2 2x 3x 2y i 5y1 2 x iy1 2z 1 2x 2iy x 2 iyw
z 2 x iy 2 x 2 iy x 2 iy x 2 y

− − − + −− +− − − + −
= = = =

+ + + + + + − + +
  

)چون در تابع تحليلي  )f z u iv= v مسيرهاي + k= و u c= بر هم عمودند گزينه دوم صحيح است.  
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)اگر    ۳۱ مثال ) u v u vf z 2 i 2
y x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

ها توابعي پيوسته باشد   و مشتقات جزئي آنv وu تحليلي  باشد و

  :داريم

۱(

2 2

2 2

2 2

2 2

u u 0
x y

v v 0
x y

 ∂ ∂
− =

∂ ∂


∂ ∂ − = ∂ ∂

   ۲(

2 2

2 2

2 2

2 2

u u 0
x y

v v 0
x y

 ∂ ∂
+ =

∂ ∂


∂ ∂ + = ∂ ∂

  ۳(

2 2

2 2

2 2

2 2

u v
x x

u v
y y

 ∂ ∂
=

∂ ∂


∂ ∂ = ∂ ∂

  ۴(

u u 0
x y
v v 0
x y

∂ ∂ + = ∂ ∂
 ∂ ∂ + =
 ∂ ∂

  

  .  درست است۲گزينه  :حل
)چون )f zتحليلي است بايد معادلات كوشي ريمان در آن ارضاء شوند :  

  

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

u v u vu v u v 2 22 2
x y y xx y x y x y x y

u v u v u v u v2 2 2 2
y y x x x y y x x yy x

 ∂ ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = +− = +     ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     → 
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = − + − = − −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂ ∂ 

  

  :اند داريم توابعي پيوسته فرض شده آن   و مشتقات جزئيv وuچون

  
2 2 2 2u u v v,

x y y x x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

  :شوند لذا معادلات كوشي ريمان به فرم زير تبديل مي

  
2 2 2 2

2 2 2 2
v v u u0 , 0

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

  

)مشتق تابع    ۳۲ مثال ) 2 2f z z 3z z= +    وجود دارد كدام است؟ اي كه مشتق  در نقطه+
۱ (3−    ۲ (3  
  .در بيش از يك نقطه مشتق وجود دارد) ۴  .اي مشتق وجود ندارد در هيچ نقطه) ۳

  .  درست است۱گزينه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

f z x iy 3 x iy x iy x y 2ixy 3x 3iy x y 2ixy

u 2x 2y 3x2x 2y 3x 3iy
v 3y

= + + − + − = − + + − + − −

 = − += − + − → 
= −

  

  :براي برقراري معادلات كوشي ريمان بايد

  x y

y x

3u v 4x 3 3 x
2

u v 4y 0 y 0

 = → + = − → = −

 = − → − = → =
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3zپس معادلات كوشي ريمان فقط در نقطه 0i
2

= − اند  جا پيوسته ها همه و مشتقات جزئي آن vو  u برقرارند و چون +

)تابع )f z3 فقط و فقط درz
2

=   :پذير است و در اين نقطه داريم  مشتق−

  ( ) ( )x x
3 3x , y 0 ,0
2 2

3f u iv 4x 3 3
2  = − = − 

 

 ′ − = + = + = − 
 

  

)فرض كنيد     ۳۳ مثال ) ( )2 2v x, y ln x y= ) و تابع + ) ( ) ( ) ( )f z f x iy u x, y iv x, y= + =  تحليلي باشد، در +
)صورت تابع  اين )u x, y۸۶مكانيك (   كدام است؟(  

۱(1 ytan c
x

− +  ۲(1 xtan c
y

− +  ۳(1 x2 tan c
y

− +  ۴(1 y2 tan c
x

− +  

  .  درست است۳گزينه  :حل
  ( ) ( )2 2 2v ln x y ln r 2 ln r= + = =  

  : ريمان داريمكوشياز معادلات 

  
u 1 v
r r

1 u v
r r

∂ ∂ = ∂ ∂θ
 ∂ ∂ = −
 ∂θ ∂

  

  :از معادله اول داريم

  ( ) ( )u 1 0 0 u u , u u r
r r

∂
= ⋅ = → = θ ≠

∂
  

  :آيد دست مي از اين عبارت و معادله دوم به

  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 11 2 y xu u 2 u 2 c u 2 tan c 2 tan k
r r x y

− −′ ′θ = − → θ = − → θ = − θ + → θ = − + = +  

  :يمدقت دار

  1Arc tan x Arc tan
x 2

π
+ =  

ln تابع تحليليبرايدانيم  مي :راه ديگر zداريم :  

  ( ) ( )2 2 1 1 2 21 y yln z ln r i ln x y i tan 2i ln z 2 tan i ln x y
2 x x

− −= + θ = + + → = − + +  

2iجا كه از آن ln z است و در آنتحليلي نيز ( )2 2v ln x y=   : پس بايد+

  1 1y xu 2 tan 2 tan c
x y

− −= − = +  
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 داده شده داريم vاز  :توجه
x 2 2

y 2 2

2xv
x y

2yv
x y

 = +

 =
 +

  :، بنابراين گزينة صحيح بايد

2 حاصلش xگيري نسبت به  با مشتق) الف 2
2y

x y+
  . را ايجاد كند

2 حاصلش yبه گيري نسبت  با مشتق) ب 2
2x

x y
−

+
  . را ايجاد كند

  :تواند صحيح باشد، زيرا كنيم فقط گزينه سوم مي حظه ميها ملا با امتحان گزينه

  

yy
y xx

yxtan c
xy

xy
y xx

y

−

=
+ 

+  
 

+
−

−
=

+ 
+  

 

2 2 2

1

2

2 2 2

1
2

2

1

2

2
2

1

x
∂

∂

y
∂
∂

  

فرض كنيد     ۳۴ مثال
( )22 2

2xyu
x y

=
+

) و  )f z u iv= ) به جز در مبدأ همه جا تحليلي باشد حاصل + )f z′ در نقطه 

z 1 i=  است؟ كدام +

۱ (( )2 1 i−  ۲ (( )1 i 1
2

−  ۳ (( )2 i 1−  ۴ (( )1 1 i
2

−  

  . درست است۲گزينه  :حل

  ( ) u v u uf z i i
x x x y

∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −
∂ ∂ ∂ ∂

  

  :در اين مسأله داريم

  
( ) ( ) ( )( ){ }( )

( )

22 2 2 2

42 2

2y x y 2 x y 2x 2xyu
x x y

+ − +∂
=

∂ +
  

  
( )( ) ( ) ( ){ }( )

( )

22 2 2 2

42 2

2x x y 2 x y 2y 2xyu
y x y

+ − +∂
=

∂ +
 

x در y 1=   : داريم=

  u u 1
x y 2

∂ ∂
= = −

∂ ∂
  

  ( ) ( )1 1 1f 1 i i i 1
2 2 2

′ + = − + = −  
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  :راه ديگر
)اگر  ) ( ) ( )f z u r, iv r,= θ + θباشد داريمي تحليل :  

  ( ) i iu v u 1 uf z i e i e
r r r r

− θ − θ∂ ∂ ∂ ∂   ′ = + = −   ∂ ∂ ∂ ∂θ   
  

  :در اين مسأله داريم

  ( )
( )

( )
( )2 2 22 2 2

2xy 2r cos r sin sin 2u x, y u r,
rx y r

θ θ θ
= → θ = =

+
  

  ( ) i
3 2

2sin 2 i 2cos 2f z e
rr r

− θ − θ θ′ = − 
 

  

xدر نقطه  y 1=  يعني =
4
π

θ r و =   : داريم=2

  ( ) ( )
i
4 2 21 1 1f z 2sin 2i cos e i i 1

2 2 2 2 22 2 2

π
−  π π − ′ = − − = − = −       

  

)هر گاه     ۳۵ مثال )f zگاه مقدار   يك تابع تحليلي باشد، آنA در تساوي ( ) ( )
2 2 2 2
2 2 f z A f z

x y

 ∂ ∂ ′+ =  ∂ ∂ 
 برابر 

 )۸۷رياضي (    :است با
۱ (A 2=  ۲ (A 1=  ۳ (A 4=  ۴ (A 9=  

  .  درست است۳گزينه  :حل
)تابع تحليلي  ) ( ) ( )f z u x , y iv x , y=   :گيريم داريم  را در نظر مي+

  ( ) x xf z u iv′ = +  
  :حال دقت كنيد

  ( ) 2 2 2f z u v= + →  

  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2
x x x xx x xx2

2 2 2 2
y y y yy y yy2

f z 2 uu vv 2 u uu v vv
xx

f z 2 uu vv 2 u uu v vv
yy

 ∂ ∂
= + = + + +

∂∂


∂ ∂ = + = + + + ∂∂

  

  ( ) 2 2 2
x yf z u u′ = +  

  :خواهيم ما مي

  ( ) ( )
2 2 2 2
2 2 f z A f z

x y

 ∂ ∂ ′+ = →  ∂ ∂ 
  

  ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
x y x y xx yy xx yy x y2 u u v v u u u v v v A u u+ + + + + + + = +  
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)هاي حقيقي و موهومي تابع تحليلي   قسمتv و uاما چون  )f z هستند هر كدام توابعي همساز بوده يعني 
xx yy

xx yy

u u 0

v v 0

+ =
 + =

  :دانيم  و همچنين از معادلات كوشي ريمان مي

  x y

y x

u v

u v

=
 = −

  

  :لذا خواسته ما اين است كه

  ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2
x y y x x y x y x y2 u u u u A u u 4 u u A u u A 4 + + − + = + → + = + → = 

 
  

)اگر     ۳۶ مثال ) 3 3u r, r sin 3 cos
r

θ = θ − θ در مزدوج همساز u 3، ضريب جملهr cos3θكدام است؟   

۱ (1−  ۲ (r−  ۳ (1
r

  ۴ (1  

 .  درست است۱گزينه  :حل

  
2 3

2

3 2
2

v u 3 3u 1 v r r 3r sin 3 cos 3r sin 3 cos
r rrr r

1 u v v 1 u 1 3 33r cos3 sin 3r cos3 sinr r r r r r r

  ∂ ∂∂ ∂ = = θ + θ = θ + θ=    ∂θ ∂   ∂ ∂θ → → ∂ ∂ ∂ ∂ −   = − = − = θ + θ = − θ − θ  ∂θ ∂ ∂ ∂θ  

  

  
( )

( )

3

3

3v r cos3 sin A r
r
3v r cos3 sin B
r

 = − θ + θ +

 = − θ + θ + θ


  

3لذا بايد  3v r cos3 sin
r

= − θ + θباشد .  

  :راه ديگر

)شود براي  با كمي دقت ملاحظه مي ) 3 3f z iz
z

= −   : داريم−

  
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3i 3
i

3 3

3 3f z i re i r cos3 isin 3 cos isin
rre

3 3r sin 3 cos i r cos3 sin
r r

θ
θ

= − − = − θ + θ − θ − θ

   = θ − θ + − θ + θ   
   

  

)لذا قسمت حقيقي  )f z همان ( )u r,θ داده شده در مسأله بوده و طبعاً قسمت موهومي ( )f z مزدوج همساز u و خواسته 
  .دهد مسأله را نشان مي
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)هاي زير، در مورد تابع مختلط يك از گزاره كدام    ۳۷ مثال )
( )3

2
z

; z 0f z z
0 ; z 0


 ≠= 
 =

  )۸۷برق (   صحيح است؟

  .  پيوسته نيستo در مبدأ) ۱
  . كند پذير نيست، اما در روابط كشي ـ ريمان در اين نقطه صدق مي  مشتقo در مبدأ) ۲
  . كند نيز در اين نقطه صدق نميپذير نيست و در روابط كشي ـ ريمان   مشتقo در مبدأ) ۳
  . كند  پيوسته است و روابط كشي ـ ريمان نيز در اين نقطه صدق ميo در مبدأ) ۴

  . صحيح هستند۴ و ۲هر دو گزينه  :حل
zبراي   : داريم≠0

  ( ) ( ) ( )
( )

3i3 3 3i
5i

2 2 2 2ii

rez r ef z re
z r ere

− θ − θ
− θ

θθ
= = = =  

  :شود ملاحظه مي
  ( ) 5i

z 0 r 0,
lim f z lim re− θ

→ → ∀θ
=  

5ieجا كه و از آن 1− θ ) حاصل حد فوق صفر خواهد شد و تابع= )f zدر z   . پيوسته است=0
zبراي   : داريم≠0

  ( ) ( )5i u r cos5
f z re r cos5 isin 5

v r sin 5
− θ = θ

= = θ − θ →  = − θ
  

معادلات كوشي ريمان در فرم قطبي
r

r

1u v
r

1 u v
r

θ

θ

 =

 = −


)ها در مبدأ  هستند و براي چك كردن آن )r صورت  ها را به  بايد آن=0

r

r

ru v
u rv

θ

θ

=
 = −

  . بنويسيم

  :در اين مسأله داريم

  ( )
( )

r

r

v 5r cos5ru r cos5
rv r sin 5u 5r sin 5
θ

θ

= − θ = θ 
 − = − − θ= − ⋅ θ  

  

rشود در ملاحظه مي   .باشند بنابراين گزينه چهارم صحيح است ريمان برقرار مي دو معادله كوشي =0
zپذيري تابع را در براي تمرين عدم مشتق   :دهيم  نشان مي=0

  ( ) ( ) ( ) 5i
6i

iz 0 r 0,

f z f 0 re 0f 0 lim lim lim e
z 0 re 0

− θ
− θ

θ→ → ∀θ ∀θ

− −′ = = =
− −

  

) بوده و لذاθحاصل فوق وابسته به )f   .شدبا  موجود نمي0′
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  در بحث توابع مختلطقضايايي 

  ـ مشتقات تابع تحليلي١
)هرگاه  )f z در حوزه Dگاه    تحليلي باشد، آنf در  Dاي است و همه اين مشتقات نيز در    داراي مشتق از هر مرتبهD  

  :آيند دست مي صورت زير به   بهD  از 0zمقادير مشتقات مزبور در نقطه . تحليلي هستند

  ( ) ( ) ( )

( )
n

0 n 1
c 0

f zn!f z d z n 1,2,
2 i z z

+
= =

π −∫ …Ñ  

  . را  دربر مي گيرد0z مي باشد که نقطهD يک منحني بسته در cکه در آن 

توان با يك سري تيلوري به صورت  پذير است و آن را مي اي مشتق يك تابع مختلط تحليلي از هر مرتبه :تذكر

( ) n
n 0

n 0
C z z

∞

=

  . نمايش داد∑−

  .اما عكس اين موضوع در حالت كلي صادق نيست
  .ند ولي قابل نمايش به صورت سري تيلور نيستندپذير اي مشتق درواقع توابعي وجود دارند كه تا هر مرتبه

) مثلاً ) 2
1

ze z 0f z
0 z 0

−
 ≠= 
 =

z در   را f، ولي )و تمام مشتقات آن در اين نقطه صفرند(پذير است  اي مشتق  تا هر مرتبه=0

zتوان به صورت سري تيلور حول  نمي   . نمايش داد=0

  ـ قضيه موررا٢

)  واقع در آن داشته باشيم c  پيوسته باشد و به ازاي هر مرز بسته D  بر ناحيه همبند ساده fهرگاه  )
c

f z d z 0=∫Ñگاه  ، آن

f در سراسر Dتحليلي است   .  

) خاصي دقت كنيد ممكن است روي مرز بسته :تذكر )
c

f z dz∫ صفر شود ولي f در سراسر Dتحليلي نباشد .  

2توان نشان داد  دقت كنيد مي
1 dz

z∫اي در ناحيه همبند ساده   روي هر مسير بستهD : z 2كه  صفر است درحالي≥1
1

z
 در 

D ،در ( تحليلي نيستz 2ولي اين موضوع با قضيه موررا منافاتي ندارد زيرا )  نقطه تكين دارد=0
1

z
  .باشد  پيوسته نميD در 

  هنگ توابعآـ قضيه ماكسيمم ٣
 در آن همسايگي موجود است به طوري z تحليلي و غيرثابت باشد، آنگاه حداقل يك نقطه 0zدر يك همسايگي نقطه  fتابع اگر 

) كه ) ( )0f z f z>  
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  ـ قضيه اصل ماكسيمم٤
)گاه  اي تحليلي و غيرثابت باشد، آن  در داخل ناحيهfهرگاه  )f z داراي هيچ مقدار ماكسيممي در داخل آن ناحيه نيست به 

)تعبير ديگر  )f zهمچنين اگر . كند  مقدار ماكسيمم خود را روي مرز ناحيه اختيار ميfاين ناحيه صفر اي از  در هيچ نقطه 
)نشود مينيمم مقدار  )f zنيز روي مرز اين ناحيه رخ خواهد داد .  

)تابع     ۳۸ مثال ) 2f z z z= ) مفروض است، حداكثر مقدار + )f z روي ناحيه z   باشد؟  كدام مي≥2
۱ (36  ۲ (14  ۳ (22  ۴ (28  

 .  درست است۱ گزينه  :حل
)چون  )f z همه جا تحليلي است طبق قضيه اصل ماكسيمم حداكثر مقدار ( )f z در ناحيه z  بايد روي مرز اين ناحيه ≥2

zيعني روي    . رخ دهد=2
  :ازآنجاكه

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 22 2 2 2 2 2 2

4 2 22

f z z z z z z z z z z z zz zz z z zz

zz zz z z zz z z 2x z

= + = + + = + + = + + +

= + + + = + +
  

zو روي  20 حاصل عبارت فوق =2 8x+ خواهد شد كه حداكثر مقدار آن به ازاي x   .باشد  مي36 بوده و برابر =2

2zحداكثر مقدار     ۳۹ مثال ie z در ناحيه −    كدام است؟≥3

۱ (6e  ۲ (5e  ۳ (7e  ۴ (4e  

  . است درست۱گزينه  :حل
)تابع  ) 2z if z e zجا و به طبع در ناحيه   همه=−  تحليلي است، لذا طبق قضيه اصل ماكسيمم مقدار حداكثر خود را در ≥3

zاين ناحيه روي مرز آن يعني روي    .كند  اختيار مي=3

  ( ) ( ) ( ) ( )2 x iy i i 2y 1 i 2y 12z i 2x 2x 2xf z e e e e e e e+ − − −−= = = = =  

ie حقيقي داريم θيرا براي هر ز( e , e 1θ θ θ= =(  

zدهد و ازآنجاكه روي   رخ مي2xازاء حداكثر   تابعي حقيقي و اكيداً صعودي است، ماكسيمم مقدار آن به2xeو چون  3= 
2zباشد، حداكثر   مي3 برابر xبيشترين مقدار  ie z روي −   . خواهد بود6e برابر ≥3

   ـ قضيه ليوويل٥
)و كراندار ) همه جا تحليلي( تام  تابعيfهرگاه  )( )z f z M∀ )گاه   باشد، آن≥ )f zبه عبارتي هيچ تابع .  تابعي ثابت است

  .تحليلي غيرثابتي وجود ندارد كه كراندار باشد
sinمثلاً چون  z تابعي تحليلي و غيرثابت است sin zبرخلاف سينوس با متغير حقيقي كه . (نهايت بزرگ شود تواند تا بي  مي

  .)تر از واحد گردد تواند بزرگ قدرمطلق آن نمي
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) تابعي تام باشد و fاگر     ۴۰ مثال )f ' z ) و ≥2 )f 1 ) و =1 )f 1 2− ) حاصل = )f   كدام است؟0

۱ (3
2

−  ۲ (3
2

  .نياز به اطلاعات بيشتر است) ۴  0) ۳  

  . درست است۲گزينه  :حل
fجا تحليلي است   همهfچون  fباشد و ازآنجاكه  جا تحليلي مي  نيز همه′ ) كراندار فرض شده ′ )( )z | f z | 2′∀  پس طبق ≥

fقضيه ليوويل    : بايد تابعي ثابت باشد، يعني داريم′

  ( ) ( )f z c f z cz k′ = → = +∫  

  :آوريم دست ميبا اعمال شرايط داده شده به 

  ( )
( )

f 1 1 c k 1 1 3c , k
f 1 2 c k 2 2 2

 = → + = → = − = − = → − + =
  

  ( ) ( )1 3 3f z z f 0
2 2 2

= − + → =  

)اگر تابع     ۴۱ مثال )f z در تمام صفحه مختلط تحليلي باشد و ( ) Re zf z 3e′ ) و بدانيم ≥ )f i iπ ) و = )f 0 i′ = 
)حاصل  )f    كدام است؟0

۱ (3i  ۲( 2i  ۳( 0  ۴ ( چنينfاي وجود ندارد.  

 .  درست است۱ گزينه  :حل

Reدانيم  مي z x ze e e=   :توان نوشت  پس از فرض مسئله مي=

  ( ) ( )z zf z 3 e e f z 3−′ ′≤ → ≤  

f تحليلي است پس fحال چون  ) نيز تحليلي بوده و در كل ′ )ze f z− باشد و چون اين تابع كراندار شده   تابعي تحليلي مي′

( )( )ze f z M− ′   : پس بايد ثابت باشد، يعني≥

  ( ) ( ) ( )z z ze f z k f z ke f z ke C− ′ ′= → = → = +∫  

  :آيد با توجه به شرايط داده شده به دست مي
  ( ) 0f 0 i ke i k i′ = → = → =  

  ( ) if i i ke C i k C i C 2iππ = → + = → − + = → =  
  :لذا داريم

  ( ) ( )zf z ie 2i f 0 3i= + → =  

   ـ نامساوي كوشي٦
)اگر )f zدر روي دايره cو درون آن تحليلي باشد و c0اي به مركز  دايرهzو شعاع rباشد و داشته باشيم ( )f z M≤آنگاه ،:  

  ( ) ( )n
0 n

n! Mf z , n 1 , 2 ,
r

≤ = …  
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)اگر     ۴۲ مثال ) ( ) ( )f z u x , y iv x , y= cد  تابعي تحليلي در درون و روي دايره واح+ : z  M باشد و چنانچه =1
)حداكثر مقدار  )f z روي cهاي زير براي ژاكوبين در مركز دايره   باشد، كداميك از نامساويcبرقرار است؟  

  

u u
x y

J
v v
x y

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂

  

۱ (J M≤  ۲ (2J M≤  ۳ (2J 4M≤  ۴ (2J M≤  

  . درست است۴گزينه  :حل

)چون  )f z  تابعي تحليلي درz uاحيه معادلات كوشي ريمان باشد، لذا در اين ن  مي≥1 v
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
u و  v

y x
∂ ∂

= −
∂ ∂

 برقرار 

  :بوده و داريم

  ( ) ( )
2 2

2u v u vf z i f z
x x x x

   ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= + → = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
  

  :توان نوشت لذا مي

  ( )
2 2

2

u u
x y u v u v u vJ f z
v v x y y x x x
x y

∂ ∂
∂ ∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′= = − = + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂

  

 :عبارت است از c در مركز دايره Jو حاصل 

  ( ) ( ) 2
J 0 f 0′=  

  :توان نوشت اما طبق نامساوي كوشي مي

  ( )
( )

( ) ( )2 2 2
1

1! Mf 0 f 0 M J 0 M
1

′ ′≤ → ≤ → ≤  

  . صحيح است۴لذا گزينه 

  ـ قضيه اصلي جبر٧
) اي به صورت هر چندجمله ) n n 1

n n 1 0f z a z a z a−
−= + + +L0 اي مانند  يعني نقطه. لااقل داراي يك ريشه استz 

)ه وجود است به نحوي كم )0f z 0=.  

nتوان دريافت هر معادله جبري به صورت  از اينجا مي n 1
n n 1 0a z a z a−

−+ + +L داراي فقط و فقط nبا (باشد   ريشه مي
  ).ها احتساب تكرار ريشه

nايب شود اگر تمام ضر همچنين نشان داده مي n 1 0a ,a , , a− هاي مختلط معادله مذكور به صورت   حقيقي باشند، ريشه…
iαشوند، يعني اگر  مزدوج همديگر ظاهر مي + βاي از معادله باشد   ريشهiα − β نيز ريشه اين معادله خواهد بود و لذا اگر در 

  . فرد باشد وجود لااقل يك ريشه حقيقي تضمين شده استnآن معادله، 
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5اگر معادله     ۴۳ مثال 4 3 2az z bz cz dz e 0+ + + + + 1هاي مختلط   فاقد ريشه حقيقي و داراي ريشه= 2i+ 3 وi باشد 
aو ضرايب  , b , ,e… حقيقي باشند، حاصل a b c d e+ + +    كدام است؟+

۱ (38    ۲ (40  
  .نياز به اطلاعات بيشتري است) ۴    39) ۳

 . درست است۳گزينه  :حل
  :توان گفت چون تمام ضرايب معادله حقيقي هستند، مي

1وجود ريشه  2i+1د ريشه  وجو 2i−كند  را تضمين مي.  
  .كند  را تضمين مي−3i وجود ريشه 3iوجود ريشه 

ها همان چهار ريشه فوق بوده و  شود و بايد پنج ريشه داشته باشد كه چهار تاي آن  مخالف صفر باشد معادله درجه پنج ميaاگر 
aريشه پنجم بايد عددي حقيقي باشد كه خلاف فرض مسئله است، لذا بايد    : و معادله به صورت زير خواهد بود=0

  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )z 3i z 3i z 1 2i z 1 2i 0 z 3i z 3i z 1 2i z 1 2i 0− + − + − − = → − + − − − + = →  

  ( ) ( )( ) ( )( )22 2 2 4 3 2z 9 z 1 4 0 z 9 z 2z 5 0 z 2z 14z 18z 45 0+ − + = → + − + = → − + − + =  

  :توان ديد با مقايسه معادله حاصله با معادله فرض مسئله مي
  b 2 , c 14 , d 18 , e 45= − = = − =  

  a b c d e 39+ + + + =  

   ـ قضيه روشه٨
)اگر توابع )f zو ( )g zدر روي مسير ساده و بسته c و داخل آن تحليلي باشند و در روي c داشته باشيم  ( ) ( )g z f z< 

)آنگاه تعداد صفرهاي توابع ) ( )f z g z+و ( )f zكه در داخل مرز بسته cشوند، يكسان خواهد بود  واقع مي.  
nهاي معادله  توان ثابت كرد كليه ريشه  مي:نكته n 1

n 1 1 0z a z a z a 0−
−+ + + + =L آن ضرايب  كه درn 1 0a , , a− … 

)حقيقي هستند، در دايره  )1 2 n 1z 1 max a , a , , a −= +   . واقعند…

zeهاي معادله  تعداد ريشه    ۴۴ مثال 10z 3 0− + z كه در داخل ناحيه =    قرار دارند چند تا است؟≥1
۱ (0    ۲ (1  
  .توان اظهار نظر كرد نمي) ۴    بيشمار) ۳

  . درست است۲گزينه  :حل
)با فرض  ) zg z e 3= ) و + )f z 10z= z در روي −   : داريم=1

  ( )f z 10z 10 z 10= − = =  

  ( ) z zg z e 3 e 3 e 3= + ≤ + ≤ +  

)لذا  ) ( )g z f z< و طبق قضيه روشه تعداد صفرهاي توابع ( ) ( )f z g z+ و ( )f z كه در داخل مرز بسته C قرار دارند 
)يكسان است و چون  )f z تنها يك صفر در z ) واقع شده لذا Cدارد كه داخل  =0 ) ( ) zf z g z e 10z 3+ = −  نيز تنها +

zيك صفر واقع در   .ت خواهد داش≥1



  توابع مختلط
   

 

١٤٩ 
 

)تعداد صفرهاي تابع    ۴۵ مثال ) 6 2F z z 4z 10= − | كه بين دواير+ z | | و=1 z |  )۸۵رياضي (   قرار دارند كدام است؟=2
۱ (2  ۲ (4  ۳ (5  ۴ (6  

 .  درست است۴گزينه  :حل
zبراي ناحيه    :دهيم  قرار مي>1

  ( ) ( ) 6 2g z 10 , h z z 4z F g h= = − → = +  
z روي zبراي هر    :  داريم=1

  ( ) ( ) ( ) ( )6 2g z 10 , h z z 4 z 5 h z g z= ≤ + = → <  
Fبنابراين بنا به قضيه روشه تعداد صفرهاي  g h= z در g برابر تعداد صفرهاي +  در Fلذا باشد و   است كه برابر صفر مي>1

z   . صفري ندارد>1
zبراي ناحيه    :دهيم  قرار مي>2

  ( ) ( )6 2g z z , h z 4z 10= = − +  
z روي zبراي هر    : داريم=2

  ( ) ( ) ( ) ( )2g z 64 , h z 4 z 10 26 h z g z= ≤ + = → <  
Fبنابراين بنا به قضيه روشه تعداد صفرهاي  g h= zدر ناحيه +  6 در اين ناحيه است كه برابر g برابر تعداد صفرهاي >2

z نيز در ناحيه Fباشد و لذا  مي   . صفر دارد6، >2
1 در ناحيه Fر كل و د z 2<   .باشد  صفر مي6 داراي >

  ـ قضيه انتگرال كوشي گورسا٩

) حاصل D  داخل ناحيه cتحليلي باشد به ازاي هر مرز بسته  D بر ناحيه همبند ساده fهرگاه  )
c

f z d z∫ صفر خواهد بود .  

)با شرايط گفته شده حاصل  :تذكر )
c

f z d z∫ 1 روي هر مسير باز دلخواه كه ازz 2 تاz طي شده و داخل D ،قرار دارد 

)ه و برابر مستقل از مسير بود ) ( )2 1F z F z−باشد كه در آن   مي( ) ( )F z f z′ =  

2z روي هر مسير بسته دلخواهي حاصل مثلاً

C
e dz∫ 2 صفر خواهد بود، زيراzeهمه جا تحليلي است .  

4همچنين حاصل 
z 1

dz
z 2= 4ر خواهد بود، زيرا تابع  صف∫+

1
z 2+

4z همه جا تحليلي است به جز در نقاطي كه  2=  و −

4 در فاصله −2هاي چهارم  چون همه ريشه z از مبدأ قرار دارند، همگي در خارج دايره 2   .شوند  واقع مي=1

1اما دقت كنيد مثلاً براي محاسبه 
C

dzI
z

= ∫ ،2
C

I z dz= 3 و ∫ 2
C

dzI
z

= C كه در آن ∫ : z باشد، قضيه   مي=1

zتوان ديد روي  كند ولي مي مذكور كمكي نمي   : داريم=1
  i i i 2 2iz e z e , dz ie d , z eθ − θ θ θ= → = = θ =  
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  :آيد لذا به دست مي

  
2 2i 2

1 i 00 0

ie dI id i 2 i
e

π πθ π

θ
θ

= = θ = θ = π∫ ∫  

  
2 2 2i i

2 00 0
I e ie d id i 2 i

π π π− θ θ= θ = θ = θ = π∫ ∫  

  
2 2i 2i i

3 2i 00 0

ie dI ie d e 0
e

π πθ π− θ − θ
θ
θ

= = θ = − =∫ ∫  

2zIحاصل  مثلاً ze dz= z روي هر مسير واصل از ∫ z تا =0 i= 2، به واسطه همواره تحليلي بودنzze مستقل از مسير ،

)بوده و چون  )2 2z z1 e ze
2

′
  :توان نوشت  مي=

  ( )2
i

z 1

0

1 1I e e 1
2 2

− = = − 
 

  

  ـ قضيه كران بالاي اندازه يك انتگرال مختلط١٠

)همواره داريم  ) ( )
c c
f z dz f z d z≤∫   :توان گفت ذا مي و ل∫

)  داشته باشيمc  و در هر نقطه از منحني c  طول مسير منحني Lهرگاه  )f z M≤آنگاه :  

  ( )
c
f z d z M L≤∫  

zدايره واحد از   نيمCاگر     ۴۶ مثال  براي =1
2 2
π π

− ≤ θ )اي ترين كران بالا بر  باشد، كوچك≥ )2 2

C
x iy dz−∫ 

  كدام خواهد بود؟

۱ (1  ۲ (2  ۳ (π  ۴ (
2

π  

 . درست است۳ گزينه  :حل
zروي    : داريم=1

  i 2 2 2 2x cos
z e x iy cos isin

y sin
θ = θ

= → → − = θ − θ → = θ
  

  ( ) ( )
2 22 2 4 4 2 2 2 2 1x iy cos sin cos sin 2sin cos 1 sin 2

2
− = θ + θ = θ + θ − θ θ = − θ  
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براي 
2 2
π π

− ≤ θ ,0، حداكثر مقدار عبارت فوق در ≥
2
π

θ =  برابر Cباشد، ازآنجاكه طول منحني   مي1دهد كه برابر   رخ مي±

  :توان نوشت  است لذا ميπ يعني 1دايره به شعاع  محيط نيم

  ( )2 2

C
x iy dz 1− ≤ × π = π∫  

RCاگر دايره    ۴۷ مثال : | z | R 1=  كه در Mگيري باشد، آنگاه كوچكترين مقدار  مسير انتگرال<

نامساوي
R

2
C

log z dz M
z

Argz−πدر صورتي كه شاخه(كند   صدق مي∫≥ < < πبراي logدر نظر گرفته شود ( ،

 )۸۵رياضي (  :عبارت است از

۱(2
R
π  ۲(2 1π +  ۳(2 log Rπ +  ۴(log R2

R
π + π  

 
  

  .  درست است۴نه گزي :حل
  :داريم

  2 2 22

log z log | z | iArgz log | z | iArgzlog z
z | z | | z |z

+ +
= = ≤  

RCكه روي : | z | R 1=   :توان نوشت  مي<

  2 2 2
log Rlog z log R

z R R

+ π + π
≤ =  

اگر 
RCPمحيط منحني RCتوان گفت  باشد، مي:  

  
R

R

C2 2 2
C

log z log z log R log Rdz max P 2 R 2
Rz z R

  + π π + ≤ ⋅ = ⋅ π = π   
  ∫  

  انتگرال كوشيـ قضيه ١١
)اگر  )f z در داخل ناحيه همبند ساده D تحليلي و  c يك منحني بسته واقع در ناحيه D 0 وzاي در درون مرز    نقطهc 

  :باشد داريم

  ( )

( )

( ) ( )n
0

n 1
c 0

f zf z
d z 2 i

n!z z
+

= π
−∫  

حاصل     ۴۸ مثال
( ) 3

C

z cos z dz
z − π∫ كه در آن C دايره z   باشد كدام است؟  مي=4

۱ (22 iπ  ۲ (23 iπ  ۳ (2iπ  ۴ (0  
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 . درست است۳ گزينه  :حل
)تابع  )f z z cos z=ا تحليلي است و طبعاً در ناحيه محصور به  همه جz zباشد، ازآنجاكه   نيز تحليلي مي=4 = π داخل 

z   :توان نوشت  قرار دارد، طبق قضيه انتگرال كوشي مي=4

  
( )

( )
3

C

fz cos zI dz 2 i
2 !z

′′ π
= = π

− π∫  

  :و چون
  ( )f z cos z zsin z′ = −  

  ( )f z 2sin z z cos z′′ = − −  

  22sin cosI 2 i i
2 !

− π − π π
= π = π  

  ـ قضيه ميانگين گوس١٢
)اگر  )f z 0 در روي و درون دايرهc : z z R−   :توان نشان داد  تحليلي باشد مي=

  ( ) ( )
2

i
0 0

0

1f z f z R e d
2

π
θ= + θ

π ∫  

)به طور شهودي مقدار  )f z0اي مثل   در نقطهz در D برابر است با مقدار ميانگين ( )f z روي هر دايره واقع در D به مركز 

0z)  دقت داريم رابطهi
0z z Re θ=   .)باشد  ميR و شعاع 0zاي به مركز   بيانگر معادله دايره+

حاصل     ۴۹ مثال
2

8 i

0
I sin 3e d

4

π
θπ = + θ 

 ∫كدام است؟   

۱ (0  ۲ (
8
π  ۳ (

4
π  ۴ (3

8
π  

 . درست است۲ گزينه  :حل

)تابع  ) 8f z sin z= همه جا و به طبع در ناحيه z 3
4
π

−   : تحليلي است، لذا طبق قضيه ميانگين گوسي داريم≥

  
8

8 2
I 2 f 2 sin 2

4 4 2 8

 π π π   = π = π = π =           
  

  ـ قضيه اصل بازتاب١٣
ها بوده و نسبت به آن محور متقارن است تحليلي باشد، در اين صورت xاي از محور    كه شامل قطعهDوزه   در حfاگر تابع  

)  داريم D  در حوزه zبراي هر نقطه  ) ( )f z f z=به ازاي هر نقطه   اگر و فقط اگرx  بر آن قطعه( )f x ،حقيقي باشد 
)همچنين داريم  ) ( )f z f z= ) بر آن قطعه، x اگر و فقط اگر به ازاء هر نقطه − )f xي محض باشد موهوم .  

  :به تعبيري داريم
)اگر  )f z تابعي تحليلي و ( )f x حقيقي باشد آنگاه ( ) ( )f z f z=  
)اگر  )f z تابعي تحليلي و ( )f x موهومي محض باشد آنگاه ( ) ( )f z f z= −  
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  :مثلاً
cosازآنجاكه  z همه جا تحليلي است و cos xباشد، داريم  حقيقي مي :cos z cos z=  
iازآنجاكه  sin z همه جا تحليلي است و i sin xباشد داريم  مي موهومي محض :( )i sin z i sin z= −  
2اگر چه zz ie+2 همه جا تحليلي است اما چون xx ie+توان   نه حقيقي است و نه موهومي محض، از اصل بازتاب نمي

  :ماستفاده كرد به جز آن كه از دو قسمت اين اصل جداگانه استفاده كرده و بنويسي

  ( )2 z 2 zz ie z ie+ = −  

| بر ناحيهfفرض كنيد تابع     ۵۰ مثال z | ) تحليلي باشد و بر روي فاصله<1 )1 , + صورت كدام   با مقدار حقيقي، در اين∞
 )۸۵رياضي (  مورد صحيح است؟

)اگر) ۱ )x , 1∈ − ∞ ) آنگاه − )Im f x 0≠  
۲ (f بر فاصله ( ), 1− ∞   .  مقدار حقيقي دارد−
)اگر ) ۳ )x , 1∈ − ∞ ) آنگاه − )Ref x 0=  
)صله  بر فاfدر مورد حقيقي يا موهومي بودن ) ۴ ), 1− ∞   .توان گرفت اي نمي  نتيجه−

 . درست است۲گزينه  :حل
) تابعي تحليلي است و در بازهfطبق اصل بازتاب چون )1, + ) داراي مقدار حقيقي است بايد در بازه∞ ), 1− ∞  نيز داراي −

  . ي باشدمقدار حقيق
  ـ قضيه تابع ثابت١٤

)اي  اگر در هر نقطه از ناحيه )f z′ صفر باشد، آنگاه fدر سراسر آن ناحيه ثابت است .  
  ـ اصل آرگومان١٥

)اي باشد كه در جهت مثبت پيموده شده است و   مرز ساده و بستهcفرض كنيد  )f zون و روي  تابعي باشد كه درc ًجز احتمالا ، 
)چنانچه . ، تحليلي استcهاي داخل  در قطب )f z هيچ صفري روي cنداشته باشد در اين صورت داريم :  

  ( ) ( )c Arg f z 2 N P∆ = π −  
ها را به  با اين شرط كه هر كدام از صفرها و قطب (c در داخل fهاي   عبارتند از تعداد صفرها و تعداد قطبP  وNكه در آن 
)و .) آوريم شان به حساب مي تعداد مرتبه )c Arg f z∆ن  تغيير آرگوما( )w f z= است وقتي  z مرز cا در جهت مثبت  ر
  .پيمايد يك دور مي

) را تحت نگاشت cيافته مرز  بنابراين اگر تبديل )w f z=مرز c′ ،بناميم ( )N P− نمايانگر تعداد دفعاتي است كه نقطه w 
uحول مبدأ در صفحه  v− چرخد وقتي كه  ميz مرز cطبيعي است اگر. (پيمايد  را در جهت مثبت يك دور ميc′ مبدأ را 

)دربر نگيرد،  )c arg f z∆صفر خواهد شد (.  

z دايره واحد Cاگر     ۵۱ مثال ) باشد كه در جهت مثلثاتي طي شده مقدار =1 )( )C Arg f z∆ 3 براي توابعz و 
4z 2

2z 1
+
+

 

  به ترتيب كدام است؟
۱ (2π 6 وπ  ۲ (2π 2 و− π  ۳ (6π 6 وπ  ۴ (6π 2 و− π  
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 .ت درست اس۴گزينه  :حل

z هيچ قطبي ندارد و 3zتابع    : است لذا براي اين تابع داريمCباشد و داخل   تنها صفر آن است كه داراي مرتبه سه مي=0
  ( )( ) ( ) ( )C Arg f z 2 N P 2 3 0 6∆ = π − = π − = π  

تابع 
4z 2

2z 1
+
+

4z داراي صفرهاي  2= 4باشد كه همگي در فاصله   مي−  هستند و C از مبدأ قرار دارند و به تعبيري خارج 2

1z
2

=   : قرار دارد، لذا براي اين تابع داريمCباشد و داخل   تنها قطب آن است كه داراي مرتبه يك مي−

  ( )( ) ( ) ( )C Arg f z 2 N P 2 0 1 2∆ = π − = π − = − π  
)ضية شرايط ـ ق١٦ )f z 0≡  

f داشته باشيم Dاي يا قوسي در داخل   از حوزهz تحليلي باشد و در هر نقطه D در سراسر حوزة fاگر تابع  ، آنگاه در ≡0
) تابع Dسراسر  )f zمتحد با صفر خواهد بود .  
)) تام(براي تابع همه جا تحليلي  مثلاً ) 2 2f z sin z cos z 1= + باشد   همواره صفر ميf ازآنجاكه روي محور حقيقي −

( )2 2sin x cos x 1 0+ − ): ، لذا در سراسر صفحه مختلط داريم= )f z 0≡  

  .توان بسياري از اتحادهاي نوشته شده براي توابع حقيقي را به توابع مختلط تعميم داد با استفاده از اين قضيه مي :تذكر

z در f اگر ـ۱۷ a= تحليلي باشد آنگاه تابع ( )g zبا ضابطه :  

  ( )
( ) ( )

( )

f z f a
z a

z ag z

f a z a

 −
≠

−= 
 ′ =

  

zنيز در  a=تحليلي است .  
  )يافته قضيه ليوويل تعميم(ـ ١٨

 موجود باشد به طوري كه β و α ، اعداد ثابت مثبتي مانند k همه جا تحليلي باشد و به ازاي هر عدد صحيح نامنفي fاگر تابع 

( ) kf z z≤ α + β آنگاه fاي حداكثر از درجه   يك چندجملهkاست .  
  )قضيه يكتايي(ـ ١٩

 D دارد برابر باشند آنگاه بر Dاي كه يك نقطه انباشتگي در   تحليلي باشند و بر مجموعهD در يك حوزه gو  fاگر دو تابع 
  :داريم

  ( ) ( )f z g z≡  

1sin :تذكر
z

1 بر مجموعه  ;n 1, 2,
n

 = ± ± π 
z صفر است كه داراي يك نقطه انباشتگي در … اما چون اين باشد،   مي=0

1sinاي كه  نقطه انباشتگي در حوزه
z

1sin در آن تحليلي است، قرار ندارد، لذا 
z

كند و   در فرض قضيه فوق صدق نمي

1sinالبته انتظار نداريم 
z

  . متحد با صفر باشد

) تابعي همه جا تحليلي باشد و f  اگرـ٢٠ )
z
lim f z
→∞

=   .اي است  يك چندجملهf آنگاه ∞
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)اگر ـ ٢١ )f zاي در آن نقطه تحليلي هستند هاي آن تا هر مرتبه اي تحليلي باشد، مشتقات و انتگرال  در نقطه.  

  :ـ قضيه اردوش٢٢
 اختيار كند، آنگاه αاي مرزي مانند  اي تحليلي باشد و ماكزيمم قدرمطلق خود را در نقطه سته در قرص بfاگر تابع غير ثابت 

( )f 0′ α =  

  :ـ قضيه نگاشت باز٢٣
  .باشد تحت يك نگاشت تحليلي غير ثابت، تصوير يك مجموعه باز يك مجموعه باز مي

  :ـ قضيه شوارتز٢٤
) در قرص واحد تحليلي باشد و در اين قرص fبع اگر تا )f z ) و ≥1 )f 0   : آنگاه داريم=0

)) الف )f z z≤  ب (( )f 0 1′ ≤  
)دهد كه  در هر دو مورد حالت تساوي فقط زماني رخ مي( ) if z e zα=(  

  : داشته باشيمz همه جا تحليلي باشد و به ازاي هر fاگر تابع  ـ٢٥

  ( ) 1f z
Im z

≤  

fآنگاه  0≡  

  عملگر نابلا در فرم مختلط
zجا كه  از آن zy

2i
−

z و= zx
2
+

  :توان نشان داد  مي=

x y 1 i
z x z y z 2 x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

x  و   y 1 i
z x z y z 2 x y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  :حال اگر اپراتور نابلا و مزدوج آن را به صورت زير تعريف كنيم

  i 2 i 2
x y z x y z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + = ∇ = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

)و تابع مختلط  ) ( ) ( )A x , y P x , y i Q x , y= ) را به صورت z  وz برحسب + )B z , zهاي زير   نمايش دهيم، بحث
  :شود مطرح مي

  :شود  به فرم زير تعريف ميAـ گراديان تابع مختلط ۱

  ( ) P Q P Q Bgrad A A A i P iQ i 2
x y x y y x z

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
=∇ → ∇ = + + = − + + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

  

البته اين موضوع از معادلات كوشي ريمان .  موجود نيست، حاصل فوق صفر خواهد شدz يك تابع تحليلي باشد در آن Bاگر 
P Q
x y
P Q

d y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ ∂ = −
 ∂

  .باشد، نيز قابل حصول است  كه نتيجه تحليلي بودن تابع مي
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) اگر :نكته )f z تحليلي باشد آنگاه ( )f z 0∇ =  

  :شود  به صورت زير تعريف ميAديورژانس تابع مختلط ـ ۲

  ( ) ( ) P Q Bdiv A .A Re A Re i P i Q 2Re
x y x y z

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ = ∇ = − + = + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

  :شود   به صورت زير تعريف ميAـ كرل تابع مختلط ۳

  ( ) ( ) Q P Bcurl A A Im A Im i P iQ 2 Im
x y x y z

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ × = ∇ = − + = − =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  

  :شود   به صورت زير تعريف ميAـ لاپلاسين تابع مختلط ۴

  ( )
2 2 2

2 2
A A BA A Re A R e i i A 4

x y x y z zx y

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = ∇ ⋅∇ = ∇∇ = − + = + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

  

  :نكته
)تر اگر   حقيقي باشد و يا در حالت كليA صفر است اگر Aن  كرل گرادياـالف  )Im Aتابعي همساز باشد .  

)تر اگر  و يا در حالت كلي موهومي محض باشد A صفر است اگر Aب ـ ديورژانس گراديان  )Re Aتابعي همساز باشد .  

) تابعي تحليلي باشد حاصل fاگر     ۵۲ مثال ) 22 f z∇كدام است؟  

۱ (0  ۲ (( ) 2
f z′  ۳ (( ) 2

2 f z′  ۴ (( ) 2
4 f z′  

 . درست است۴گزينه  :حل
)با فرض  )f z u iv=   :طلبد ، تحليلي بودن اين تابع مي+

  x y xx yy

y x xx yy

u v u u 0
,

u v v v 0

= + =  
 = − + =  

  

  :حال توجه داريم

  ( ) ( ) ( )
2 222 2 2 2 2 2
2 2f z u v u v

x y

 ∂ ∂
∇ = ∇ + = + +  ∂ ∂ 

  

  :و چون

  ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
x x xx2 u u 2uu 2 u uu

x x xx

 ∂ ∂ ∂ ∂
= = = + ∂ ∂ ∂∂  

  

  :توان نوشت و به طريق مشابه مي

  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

{ } ( )

22 2 2 2 2
x xx y yy x xx y yy

2 2 2 2
xx yy xx yy x y y x

2 2 2 2
x y x y

f z 2 u uu u uu v vv v vv

2 u u u v v v u v u v

2 0 0 2u 2u 4 u u

∇ = + + + + + + +

= + + + + + + +

= + + + = +

  

  :طرفي داريماز 

  ( ) 22 2 2
x y x yf z u iu u u′ = + = +  



 

  
  
  

sinجواب كلي معادله     .۱ z cosh  )۸۷رياضي (  )  يك عدد صحيح نامنفي است    n(كدام است؟    =4

۱ (1z 2 2i
4

 = ± + π± 
 

    ۲ (1 4z 2 i
3 3

 = ± + π± 
 

  

۳ (1z 2 4i
2

 = ± + π ± 
 

    ۴ (1z 2 3i
5

 = ± + π ± 
 

  

  .  درست است۳گزينه  :حل

  
z 2k 4i

2sin z cosh 4 sin z cos 4i sin z sin 4i
2 z 2k 4i 2k 4i

2 2

π = π+ −π  = → = → = − →   π π    = π+ π− − = π+ +   

  

  :يعني جواب كلي چنين است

  1z 2k 4i
2

 = + π± 
 

  

kو به ازاي  1=   .باشد  گزينه سوم صحيح مي±

  :راه ديگر
  ( )sin z cosh 4 sin x iy cos h4 sin x cosh y i cos x sinh y cosh 4= → + = → + = →  

  sin x cosh y cosh 4
cos x sinh y 0

=
 =

  

  :ادله دوم دو حالت قابل تعيين استاز مع

  cos x 0 x k
2

sinh y 0 y 0

π = → = π +

 = → =

  

   مجموعه تست توابع مختلط 
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yبا قرار دادن    : در معادله اول داريم=0
  sin x cos h0 cosh 4 sin x cosh 4 1= → = >  

  .كه غيرممكن است

xبا قرار دادن  k
2
π

= π+در معادله اول داريم :  

x 2k sin x 1 cosh y cosh 4 y 4
2
π

= π+ → = → = → =    اگر±

))غيرممكن( )x 2k 1 sin x 1 cosh y cosh 4 0
2
π

= + π+ → = − → = −    اگر>








  

  :زهاي معادله موردنظر عبارتند ا ابلذا جو

  z x iy 2k 4i
2
π = + = π + ± 

 
  

)حاصل  .۲ )2zIm zeكدام است؟   

۱ (( )
2 2x ye x cos 2xy ysin 2xy− −  ۲ (( )

2 2x ye x cos 2xy ysin 2xy− +  

۳ (( )
2 2x ye x sin 2xy ycos 2xy− −  ۴ (( )

2 2x ye x sin 2xy ycos 2xy− +  

  . درست است۴گزينه  :حل

  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

22 2 2 2 2

2 2

x iyz x y 2ixy x y 2ixy

x y

ze x iy e x iy e x iy e e

e x iy cos 2xy isin 2xy

+ − + −

−

= + = + = +

= + +

  

  :لذا

  ( ) ( )
2 2 2z x yIm ze e x sin 2xy ycos 2xy−= +  

αβ اعداد مخـتلط بـا قـدرمطلق واحـد باشـند بـه قسـمي كـه                   α  ،β  ،γاگر   .۳ + αγ + βγ = αβγ  ،  مقـدار
α + β + γ  ۸۶رياضي (   كدام است؟( 

۱( 1
2

  ۲ (2
3

  ۳ (1  ۴ (2  

 .  درست است۳گزينه  :حل

  1 1 1 1αβ αγ βγ αβγ
αβ + αγ + βγ = αβγ → + + = → + + =

αβγ αβγ αβγ αβγ γ β α
  

  .عكس هر كدام برابر مزدوجشان است. اند  اعداد مختلط با قدرمطلق واحد فرض شدهγ و β و αچون 
izزيرا مثلاً براي  e θ=داريم.  كه داراي قدرمطلق يك است:  

  i
i

1 1 e z
z e

− θ
θ

= = =  



  توابع مختلط
   

 

١٥٩ 
 

  :لذا داريم
  1 1 1γ + β + α = → α + β + γ = → α + β + γ =  

zاگر بخواهيم معادله .۴ i z 1 i R− + − +   خط كدام است؟ خط باشد طول اين پاره  مبين يك پاره=
۱(5   ۲(1  ۳(2  ۴(2  

   . درست است۱گزينه  :حل
1 2z z z z R− + − 1 باشد و اگرR عدد 2z و1z مبين نقاطي است كه مجموع فواصلشان تا دو نقطه ثابت= 2z z R− = 

1خط مذكور  است و طبيعتاً طول پاره2z و1zخط با دو سر اين رابطه معرف يك پاره 2R z z= در اين مسأله .  خواهد بود−
  :داريم

  1 2z i , z 1 i= = −  
  1 2z z 2i 1 5− = − =  

Rلذا با فرض   .باشد  مي5خطي به طول  شكل حاصله پاره=5

  :توان گفت  ميg  وfدر مورد توابع  .۵

  ( )
Im z z 0

zf z
0 z 0

 ≠= 
 =

)و )
( )2Re z

z 0g z z
0 z 0


 ≠= 


=

 

  .اند هر دو ناپيوسته) ۲    . اند هر دو پيوسته) ۱
۳ (f پيوسته و g۴  . ناپيوسته است (g پيوسته و fناپيوسته است .  

  .  درست است۴ينه گز :حل

  ( )
( ) ( ) 2 2z 0 z 0 x , y 0,0

Im z y 0I lim f z lim lim
z 0x y→ → →

= = = = =
+

  

  :يمباشد چرا كه به عنوان مثال دار اما حد فوق موجود نمي
y خطيبر رو z به نقطه=0   : شويمي نزديک م=0

  
2 2x 0 y 0

yI lim lim 0
x y→ →

 
 = =
 + 

  

x خطيبر رو zنقطه به =0   : شويمي نزديک م=0

  
2 2 2y 0 x 0 y 0 y 0

y y yI lim lim lim lim
yx y y→ → → →

 
 = = =
 + 

  

yو حاصل عبارت فوق وقتي  y برابر يك و هنگامي كه →+0   . معادل منفي يك خواهد بود→−0

  ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2z 0 z 0 x , y 0,0

Re z x 0J lim g z lim lim
z 0x y→ → →

= = = =
+
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yهاي و با استفاده از تغيير متغير r sin= θ و x r cos= θ داريم :  

  
2 2

2
r 0 , r 0 ,

r cosJ lim lim r cos 0
r→ ∀θ → ∀θ

θ
= = θ =  

  )كرد، موجود نبود  وابستگي پيدا ميθتوجه كنيد اگر حد فوق به (
)توان نتيجه گرفت چون حد تابع  بنابراين مي )f z نقطه  درz باشد اين تابع در نقطه مزبور پيوسته نبوده و از   موجود نمي=0
)آنجاكه تابع  )g z در z ) داراي حدي براي =0 )g 0   .باشد، لذا در اين نقطه داراي پيوستگي است  مي=0

)اگر تابع  .۶ )f z در حوزه D از صفحه z تحليلي و ( )f zدر حوزه مزبور ثابت باشد، آنگاه : 
۱ (( )f z در D۲  . موهومي محض است (( )f z در Dحقيقي است .  
۳ (( )f z در Dنقاط ) ۴    . است ثابت( )f zدهند  تشكيل يك دايره مي.  

  . درست است۳گزينه  :حل
) با فرض )f z u i v=   :شود ادلات كوشي ـ ريمان تضمين مياز تحليلي بودن تابع، برقراري مع +

  x y y xu v , u v= = −  
  :توان نوشت  با توجه به فرض مي

  ( ) 2 2f z c u v c= → + =  
  :آيد   بدست ميxگيري نسبت به متغير  با مشتق

  x x
x x2 2

2uu 2vv
0 uu vv

2 u v

+
= → = −

+
  

  :آيد  بدست ميyگيري نسبت به متغير  با مشتق

  y y
y y2 2

2uu 2vv
0 uu vv

2 u v

+
= → = −

+
  

  :گيري خواهيم داشت  با تقسيم دو عبارت حاصل شده از مشتق

  x x

y y

u v
u v

=  

  :ز معادلات كوشي ريمان داريماده او با استف

  ( ) ( )2 2x x
x x

x x

u v
u v

v u
= → = −

−
  

xلذا بايد  xu v 0= y باشند و در نتيجه = yu v 0= =  
  : بايد توابعي ثابت باشند، يعني داريم v و uپس بديهي است كه توابع 

)ثابت    )f z =  

)با فرض  .۷ ) ( )2 2f z lnr 2i lnr= − θ + θ :  

)معادلات كوشي ريمان همواره ارضاء شده و داريم ) ۱ ) ( )i2f z e lnr i
r

− θ′ = + θ  

)معادلات كوشي ريمان همواره ارضاء شده و داريم ) ۲ ) ( )2f z lnr i
r

′ = + θ  
)معادلات كوشي ريمان تحت شرايطي خاص ارضاء شده و ) ۳ )f z′ن شرايط موجود است فقط در هما.  
)معادلات كوشي ريمان تحت شرايطي خاص ارضاء شده و ) ۴ )f z′باشد  در هيچ جايي موجود نمي.  
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  . درست است۱گزينه  :حل
  :در اين تابع داريم

  ( )2 2u ln r v 2 ln r= − θ = θ  
  :از آنجا كه

  

u 1 u2 ln r 2
r r
v 1 v2 2ln r
r r

∂ ∂ = = − θ ∂ ∂ θ 
∂ ∂ = θ = ∂ ∂ θ 

  

  :شي ريمان يعنيشود معادلات كو ملاحظه مي

  

u 1 v
r r

v 1 u
r r

∂ ∂ = ∂ ∂ θ


∂ ∂ = − ∂ ∂ θ

  

  .شوند همواره اقناع مي
  :از طرفي داريم

  ( ) ( )i i iu v 2 2 2f z e i e ln r i e ln r i
r r r r r

− θ − θ − θ ∂ ∂ θ ′ = + = + = + θ   ∂ ∂   
  

  . صحيح است۱لذا گزينه 

)اگر  .۸ ) ( )3 3 3 3f z x y i x y= + + ) باشد حاصل − )f 1 i′    كدام است؟−
۱ (3 3i−    ۲ (3 3i+  
۳ (( )f 1 i′   كدام هيچ) ۴   باشد  موجود نمي−

  . درست است۳گزينه  :حل
)در تابع  )f zداريم :  

  3 3 3 3u x y v x y= + = −  
  :شود ملاحظه مي

  2 2u v3x 3y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
  

zو در نقطه 1 i= y يعني − 1= x و − uاولين معادله كوشي ريمان يعني "  اصولا=1 v
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
باشد، اين بدان   برقرار نمي

)معناست كه تابع  )f z در z 1 i=   .پذير نيست مشتق"  اساسا−
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  ریاضی مهندسی

2wتابع مختلط  .۹ sin y ix= +  

  .باشد پذير نمي اي مشتق هيچ نقطهدر ) ۱
  .باشد اي تحليلي نمي در هيچ نقطه) ۲

yكه نقاط روي خط ( در بيشمار نقطه ) ۳ k
4
π

= π   .تحليلي است) باشد  مي−

  كدام هيچ) ۴

 . درست است۲گزينه  :حل

  2u sin y , v x= =  
  :معادلات كوشي ريمان بايدبرقراري براي 

0) همواره برقرار است( 0=  

2sin ycos y 1 sin 2y 1 2y 2k y k
2 4
π π

= − → = − → = π − → = π −  

u v
x y

u v
y x

∂ ∂ = →∂ ∂


∂ ∂ = − →∂ ∂

  

yبنابراين معادلات كوشي ريمان روي خطوط  k
4
π

= π −) kبرقرار است و از آنجا كه توابع )  عدد صحيح نسبيyv و xv و 

yu و xu و v وuاند لذا تابع مختلط   همه جا پيوستهwو مشتق آن روي اين خطوط پذير است   روي خطوط مذكور مشتق
  :ابر است بابر

  
y k

4

u vw i i
x x π

= π−

 ∂ ∂′ = + = ∂ ∂ 
  

yو البته چون تابع فقط روي خطوط  k
4
π

= π پذير است در همسايگي هر كدام از اين نقاط، نقاطي وجود دارد كه تابع   مشتق−

  .باشد، لذا تابع موردنظر هيچ جايي تحليلي نيست پذير نمي مشتق

) اگر .۱۰ )w f z=        يك تابع تحليلي بوده و در z 2 i= w حاصل   +
x

∂
∂

2 برابر    i−    باشد حاصل w
y

∂
∂

z در    2 i= + 

 كدام است؟

۱ (2 i+  ۲ (2 i−  ۳ (i 2−  ۴ (2i 1+  

 . درست است۴گزينه  :حل

  ( ) ( ) w u vw u x , y i v x , y i
x x x

∂ ∂ ∂
= + → = +

∂ ∂ ∂
  

  w u vi
y y y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
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با توجه به معادلات كوشي ريمان 

u v
x y
u v
y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ −∂ =
 ∂ ∂

  :توان نوشت  مي

  w v u u vi i i
x y y y y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   

zحال چون طبق فرض مساله در  2 i= w داريم + 2 i
x

∂
= −

∂
  : لذا در اين نقطه خواهيم داشت

  u v u v 2 i w2 i i i i 2i 1 2i 1
y y y y i y

 ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂
− = − + → + = = + → = + ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂ 

  

)اگر .۱۱ ) ( ) ( )f z u r, iv r,= θ + θ      همه جا تحليلي بـوده و ( ) 2f 1 i
2

′ − + = r باشـد  −

r

u u
v v

θ

θ
z در  1 i= −  كـدام   +

  است؟

۱( 0  ۲( 1  ۳( 2  ۴( 2
2

  

  .  درست است۴گزينه  :حل

  ( ) i u vf z e i
r r

− θ ∂ ∂ ′ = + ∂ ∂ 
  

در نقطه
r 2

z 1 i 3
4

 =
= − + →  π

θ =

  : طبق فرض داريم

  
3i
42 u v 2 2 2 u v 2f e i i i

2 r r 2 2 2 r r 2

π
−  ∂ ∂ ∂ ∂   ′ = − → + = − → − − + = − →     ∂ ∂ ∂ ∂    

  

  ( )
u v v 11

u v r r r 21 i i 1
u v u 1r r 0
r r r 2

∂ ∂ ∂ − = = − ∂ ∂   ∂ ∂ ∂+ + = → →   ∂ ∂ ∂∂ ∂   + = =
 ∂ ∂ ∂ 

  

  :و چون از معادلات كوشي ريمان داريم

  u 1 v v 2 1 u v u 2,
r r 2 r r 2

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= → = − = → =

∂ ∂θ ∂θ ∂θ ∂ ∂θ
  

  :آيد دست مي لذا در نقطه مورد بحث به

  r
r r

r

u u 1 2 2 1 2u v u v
v v 2 2 2 2 2

θ
θ θ

θ

      = − = − − =               
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  ریاضی مهندسی

)دانيم براي تابع تحليلي مي :راه ديگر ) ( ) ( )f z u r, iv r,= θ + θداريم :  

  ( ) ( )i 2 2
r r

u 1 v
u v r rf z e i f z u v

1 u vr r
r r

− θ

∂ ∂ =∂ ∂   ∂ ∂θ′ ′= + → = + →   ∂ ∂∂ ∂   = −
 ∂θ ∂

  

  :لذا داريم

  ( ) 2r 2 2
r r r r

r

u u
J u v u v ru rv r f z

v v
θ

θ θ
θ

′= = − = + =  

  :لذا در اين مسأله كه

  

( ) ( )

r 2
z 1 i 3

4
2 2f z f z

2 2

  =
 = − + →  π θ = 


 ′ ′= − → =

  

  :آيد دست مي به

  
2

2 2J 2
2 2

 
= =  

 
  

)اگر   .۱۲ )v x, y      يك مزدوج همساز تابع ( )22 2 2 2u x y 1 4x y= − + ) باشد و داشـته باشـيم        − )v 0,0  آنگـاه   =0

)مقدار  )v   )۸۸مكانيك (   برابر كدام است؟    1,1
۱( 1− ۲ (2  ۳ (1  ۴ (4 

  .  درست است۴ه گزين :حل

 ريمان داريم از معادلات كوشي

u v
x y
u v
y x

∂ ∂ = ∂ ∂
 ∂ ∂− =
 ∂ ∂

  :آيد فوق به دست مي داده شده و قرار دادن آن در معادلات u با استفاده از 

  
( )( )

( )( )( )

2 2 2

2 2 2

v 2 x y 1 2x 8xy
y
v 2 x y 1 2y 8x y
x

∂ = − + −∂ →
∂ = − − + − −∂

  

  

( )

( )

3 2 3 3

2 3 3 3

v 4x 12xy 4x v 4x y 4xy 4xy A x
y

v 12x y 4y 4y v 4x y 4xy 4xy B y
x

∂ = − + → = − + +
∂


 ∂

= − + → = − + +∂

∫
∫
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  :آيد لذا به دست مي
  3 3v 4x y 4xy 4xy c= − + +  

)از شرط  )v 0,0 c داريم =0   : لذا=0
  ( )v 1,1 4 4 4 4= − + =  

) همساز باشد، آنگاه تابع     D در حوزه   uاگر   .۱۳ ) u uf z i
x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
 )۸۵رياضي (  :D در حوزه   

  . باشد تحليلي نمي) ۲    .تحليلي است) ۱
  . فقط در يك نقطه تحليلي است) ۴    .يك تابع ثابت است) ۳

  .  درست است۱گزينه  :حل
  :براي برقراري معادلات كوشي ريمان بايد

  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

u u u u u u 0
x x y y x y x y

u u u u
y x x y y x x y

  ∂ ∂ ∂ −∂ ∂ −∂ ∂ ∂  = → = → + =   ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂  


 ∂ ∂ ∂ −∂ ∂ ∂   = − → =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  

، همواره برقرار uو معادله اول بواسطه همساز بودن تابع) uبا شرط پيوسته بودن مشتقات جزئي (معادله دوم همواره برقرار است 
)شوند و لذا تابع  همواره ارضاء ميRe، Cاست، لذا معادلات )f z در حوزه Dتحليلي است .  

  .بع تحليلي استتابع همساز بر يك حوزه همبند ساده قسمت حقيقي يك تا :راه ديگر
g:D باشد، آنگاه تابعي تحليلي مانند D يك تابع همساز بر حوزه uلذا اگر  → ) وجود دارد به قسمي كه £ )g z u iv= +   

  :توان نوشت ريمان مي  قضاياي كوشيو طبق gبا توجه به تحليلي بودن 
  ( ) ( )x x x yg z u iv u iu f z′ = + = − =  

  .باشد  تحليلي ميD نيز بر ′g تحليلي است، تابع D بر gو چون 

)اگر  .۱۴ ) ( ) ( )2 3f z u x , y i 3x y y xy= + − ) تحليلي باشد، حاصل + )f i′كدام است؟   
۱ (2i 3−  ۲ (i 3+  ۳ (i 3− +  ۴ (i 3−  

  . درست است۴گزينه  :حل
)در تابع تحليلي  )f z u iv=   : داريم+

  ( ) u v v vf z i i
x x y x

∂ ∂ ∂ ∂′ = + = +
∂ ∂ ∂ ∂

  

2جا چون  لذا در اين 3v 3x y y xy= −   : است داريم+
  ( ) ( ) ( )2 2f z 3x 3y x i 6xy y′ = − + + +  

xبا تبديل  z
y 0

→
 →

  :شود  نتيجه مي

  ( ) ( ) ( )22f z 3z z f i 3 i i i 3′ ′= + → = + = −  



  ه

  

 

١٦٦ 
 

  ریاضی مهندسی

)فرض كنيد  . ۱۵ )f z تابعي تحليلي با قسمت حقيقي ( ) ( )2xy 2 2u x , y e sin x y−= ).  است− )f   : برابر است با1′

  )٨٧مواد (  
۱ (2cos1 2isin1+   ۲ (cos1 2isin1−  ۳ (2cos1 isin1+   ۴ (cos1 isin1−   

  .  درست است۱گزينه  :حل

  ( ) u uf z i
x y

∂ ∂′ = −
∂ ∂

  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2xy 2 2xy 2 2 2xy 2 2 2xy 2 22ye sin x y 2xe cos x y i 2xe sin x y 2ye cos x y− 2 − − −= − − + − − − − − −  

zدر  y يعني =1 x و =0   : داريم=1
  ( )f 1 2cos1 2isin1′ = +  

  :گيريم  تابع زير را در نظر مي:راه ديگر

  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 22 i x y 2ixy i x yiz 2xy 2xy 2 2 2 2e e e e e cos x y isin x y
− + −− −= = = − + −  

  :لذا داريم

  ( ) ( )( )2iz 2xy 2 2 2 2ie e sin x y i cos x y−− = − − −  

 را مشخص كرد uهمساز اين توان مزدوج  مي  داده شده در مسأله است، لذا همu داراي قسمت حقيقي مانند −2izieتابع تحليلي 
)كه  )2xy 2 2e cos x y−− ) است و هم مشتق تابع − )f zطور كلي يافت كه چنين است  را به:   

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2iz iz if z i 2iz e 2ze f 1 2e 2 cos1 isin1′ ′= − = → = = +  

)با توجه به تابع مختلط  .۱۶ ) z if z
1 iz

+
=

+
يدا كنيد كه تابع  را طوري پα ثابت 

( )

2 2

2 2
x y

1 y x

α − −

− +
  . همساز باشد

۱ (1α =  ۲ (1α = −  ۳ (2α =  ۴ (2α = −  

 .  درست است۱گزينه  :حل

  
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 22 2

x xy xy x i x 1 yx i y 1 1 y ixz i x iy iw
1 iz 1 i x iy 1 y ix 1 y ix 1 y x

2x 1 x yi
1 y x 1 y x

− + + + − + −+ + − −+ + +
= = = =

+ + + − + − − − +

− −
= +

− + − +

  

 تحليلي همسازند لذا براي همساز بودن  از جنس توابعهاي حقيقي و موهومي چون قسمت
( )

2 2

2 2
x y

1 y x

α − −

− +
  : بايد

  1α =  

)اگر  .۱۷ )f z x y i x y= − + ) حاصل + )f 2 i′    كدام است؟+
۱ (1 i+  ۲ (2 i+  ۳ (1 2i+  ۴ (باشد موجود نمي .  
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 . درست است۱گزينه   :حل
xدر نقاطي كه  y 0+ x و < y 0− zاي مطابق شكل زير كه   يعني ناحيه< 2 i=   : نيز در داخل آن قرار دارد داريم+

  

( ) ( ) ( )f z x y i x y= − + +  
x y

y x

u 1 , v 1

u 1 , v 1

= =
 = − =

  

xلذا هر دو معادله كوشي ريمان  y

y x

u v

u v

=
 = −

y در اين ناحيه برقرارند و به واسطه پيوستگي توابع  x y xv , v ,u , u , v , u در اين 

)ناحيه  )f z′در اين ناحيه موجود است و داريم :  

  ( ) u vf z i 1 i
x x

∂ ∂′ = + = +
∂ ∂

  

)اگر  .۱۸ ) ( )xu x , y e x sin y ycos y−= ) باشد، تابع تحليلي − )f z u iv=    كدام است؟+
۱ (( ) zi z 1 e−−  ۲ (( ) zi 1 z e−−  ۳ (zize−  ۴ (zize−−  

  . درست است۳گزينه  :حل

  ( ) ( ) ( ){ } ( ){ }x x xu uf z i e x sin y ycos y e sin y i e x cos y cos y ysin y
x y

− − −∂ ∂′ = − = − − + − − +
∂ ∂

  

xبا تبديل  z
y 0

→
 →

  :آيد  بدست مي

  ( ) ( )zf z ie z 1−′ = − −  
  :جزء داريم به گيري به روش جز و با انتگرال
       مشتق انتگرال

z

z

z

z 1 e

1 e

0 e

−

+

−

−

−

−

−
↘

↘
  

  

( ) ( ){ } { }z z z zf z i z 1 e e ie z 1 1 ize− − − −= − − − − = − − + − =  

) ع چقدر باشد تا تابaمقدار  .۱۹ ) 2 3u x , y ax y y xy= − ) قسمت حقيقي تابع تحليلي + )f zباشد؟   
۱ (a 3= a) ۴   دلخواهa) ۳  غيرممكن) ۲  − 3= 

  . درست است۴گزينه  :حل
)اگر  )f z u iv= بودن همساز  بايد توابعي همساز باشند و براي v,uاشد هر دو قسمت حقيقي و موهومي آن يعني  تحليلي ب+

  : آن تابع معادله لاپلاس را ارضا كند، پس در اينجا بايد،هر تابعي كافي است

  ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
u u 0 2ay 6y 0 2a 6 y 0 a 3

x y
∂ ∂

+ = → + − = → − = → =
∂ ∂
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  ریاضی مهندسی

) اگر .۲۰ ) 2 3u x , y ax y y xy= − ) همساز باشد و   + )v x , y            مزدوج همساز آن فرض شـود، بـا فـرض ( )v 0,0 0= 
)حاصل  )v    كدام است؟1,1

۱ (2  ۲ (3  ۳ (4  ۴ (1  

  . درست است۱گزينه  :حل

  

2

2
2 3

2

2

u 2ay
xu ax y y xy

u 6y
y

∂
=

∂= − + → 
∂ = −∂

  

  : بايد داشته باشيمuلذا براي همساز بودن 

  
2 2

2 2
u u 0 2ay 6y 0 a 3

x y
∂ ∂

+ = → − = → =
∂ ∂

  

)حال براي يافتن  )v x , yداريم:  
  2 3u 3x y y xy= − +  

  
( )2 2 2 2

u v v 6xy y
x y y
u v v 3x 3y x 3x 3y x
y x x

∂ ∂ ∂= = + ∂ ∂ ∂ → ∂ ∂ ∂ = − = − − + = − + − ∂ ∂ ∂

  

  :آيد و بسادگي بدست مي

  ( ) 2 2 3 21 1v x , y 3xy y x x c
2 2

= + − − +  

)چون )v 0,0 c لذا =0   : بوده و داريم=0

  ( ) 1 1v 1,1 3 1 2
2 2

= + − − =  

)اگر   .۲۱ )f z     تابعي تحليلي و ( )( ) 2 2Im f z 3x 4y 3y′ = − ) و   − )f 0 ) و   =0 )f 1 ) در   zباشد، ضريب    =0 )f z 
 كدام است؟

۱ (1 i−  ۲ (1 i+  ۳ (2 i−  ۴ (2 i+  

  . درست است۳گزينه  :حل
)با فرض  )f z u iv=   : داريم+

  ( ) u v u uf z i i
x x x y

∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −
∂ ∂ ∂ ∂

  

)طبق فرض  )( ) 2 2Im f z 3x 4y 3y′ = −   :باشد لذا داريم  مي−

  
( )

( )

2 2 3 2

2 2 2 2 3

v 3x 4y 3y v x 4yx 3y x A y
x

u 3x 4y 3y u 3x y 2y y B x
y

∂ = − − → = − − + ∂
 −∂ = − − → = − + + +
 ∂
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  :اما از معادلات كوشي ريمان بايد داشته باشيم
  ( ) ( )x yu v 6xy B x 4x 6yx A y′ ′= → − + = − − +  

  :لذا بايد

  ( )
( )

( )
( )

2
1

2

B x 4x c B x 2x cx k

A y c A y cy k

′ = − − = − − + → 
′ = = +  

  

  :يعني داريم
  ( ) ( ) ( )2 2 3 2 3 2

1 2f z u iv 3x y 2y y 2x cx k i x 4yx 3y x cy k= + = − + + − − + + − − + +  

xبا تبديل  z
y 0

→
 →

  :آيد  به دست مي

  ( ) 2 3f z 2z cz iz k= − + + +  
)با اعمال دوشرط  ) ( )f 1 0 , f 0 0=   :يدآ  به دست مي=

  ( ) ( )2 3k 0 , c 2 i f z 2z 2 i z iz= = − → = − + − +  

)هاي زير در مورد تابع مختلط  يك از گزينه كدام .۲۲ ) ( )2z z z 0f z
0 z 0

 ≠= 
=

z در مبدأ     صحيح است؟=0

  .باشد پيوسته نمي) ۱
  .كند پيوسته است ولي در معادلات كوشي ريمان صدق نمي) ۲
  .باشد پذير نمي پيوسته است و در معادلات كوشي ريمان صدق مي كند اما مشتق) ۳
  .پذير است پيوسته و مشتق) ۴

 .  درست است۴گزينه  :حل
zبراي    : داريم≠0

  ( ) ( ) ( ) 22 i i i 2 2i 3 if z z z re re re r e r eθ − θ θ − θ − θ= = = =  
  :شود مشاهده مي

)كراندار=0   ) 3 i
z 0 r 0,
lim f z lim r e 0− θ

→ → ∀θ
= = ×  

zپس تابع در    . پيوسته است=0
zبراي    : داريم≠0

  ( ) ( )
3

3 i 3
3

u r cos
f z r e r cos i sin

v r sin
− θ

 = θ= = θ − θ → 
= − θ

  

  :طلبد ت كوشي ريمان ميمعادلا

  
( )

( )

2 3

3 2

u vr r 3r cos r cos
r

u vr r sin r 3r sin
r

∂ ∂ = → θ = − θ ∂ ∂θ
∂ ∂ = − → − θ = − − θ
∂θ ∂

  

rيعني (كه البته هر دو معادله فوق در مبدأ    .برقرارند) =0
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  ریاضی مهندسی

  :طبق تعريف مشتق در يك نقطه داريم

)كراندار=0   ) ( ) ( ) 3 i
2 2i

iz 0 n 0 , r 0

f z f 0 r e 0f 0 lim lim lim r e 0
z 0 re 0

− θ
− θ

θ→ → ∀θ →

− −′ = = = = ×
− −

  

)پس  )f   .باشد  موجود و برابر صفر مي0′

ــر  .۲۳ )اگ )w f z= ــد و در ــي باش ــابعي تحليل i ت
4z 2e
π

= ،
( )

w 1 2i
z z
∂

= +
∂ +

ــد حاصــل   باش
( )

w
z z
∂

∂ −
در  

i
4z 2e
π

 كدام است؟ =

۱ (1 2i+  ۲ (( )1 2i− +  ۳ (1 2i−  ۴ (( )1 2i− −  

  . درست است۱گزينه  :حل

  ( ) ( )
( ) ( )

z z x iy x iy 2x

z z x iy x iy 2iy

 + = + + − =


− = + − − =
  

  ( ) ( )

( ) ( )

w w 1 w
z z 2x 2 x

w w 1 w
z z 2iy 2i y

∂ ∂ ∂ = = ∂ + ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ = =
 ∂ − ∂ ∂

  

  

w u vi
x x x

w u iv
w u v v u u vi i i i
y y y x x x x

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂= + → →  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = − + = +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

  
( ) ( ) ( ) ( )

w w w w w wi 2i i 2
y x z z z z z z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= → = × → =

∂ ∂ ∂ − ∂ + ∂ + ∂ −
  

i
4z 2e
π

  : داريم=

  
( ) ( ) ( )w w1 2i 1 2i
z z z z
∂ ∂

= + → = +
∂ + ∂ −

  

)اگر  .۲۴ ) 2 izf z z e= باشد ماكزيمم ( )f z در ناحيه | z |    كدام است؟≥1

۱(  1 ۲( e  ۳ (2e  ۴ (1
e

  

  . درست است۲گزينه  :حل
)اي تحليلي و غير ثابت باشد آنگاه   در داخل ناحيهf(z)گاه طبق قضيه اصل ماكسيمم هر )f z مقدار ماكسيمم خود را روي مرز 

  .كند آن ناحيه اختيار مي
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)دانيم  در اين مساله مي ) 2 izf z z e=ناحيه در " ليلي است و طبيعتا همه جا تح| z | ) لذا . نيز تحليلي است≥1 )f z حداكثر 
|مقدار خود را روي مرز دايره  z |   :كند از آنجا كه  پيدا مي=1

  2 ix y| z | e e−=( ) ( )2 i x iy2 iz 2 izf z z e z e z e += = =  

   2 y| z | cos x isin x e−= +  
  : دانيميدر ضمن م

  cos x isin x 1+ =  
|روي مرز  و z | ) مقدار max است لذا 1e برابر −ye بيشترين مقدار =1 )f z برابر ( ) ( )2 11 1 e e=خواهد شد .  

z نيمدايره فوقاني از دايره cهرگاه  . ۲۵  باشد يك كران بالا براي =1
z

c

e dz
z∫كدام است؟  

۱ (eπ  ۲ (e
2

π  ۳ (2 eπ  ۴ (e
4

π  

  . درست است۱گزينه  :حل
) داشته باشيم c يك عدد حقيقي باشد كه در هر نقطه M و c طول مسير Lدانيم هرگاه  مي )f z M<آنگاه :  

  ( )
c

f z dz ML≤∫  

zحال در اين مساله از آنجاكه روي    :توان نوشت  هستيم مي=1

  
x i y x i yz

x
e e ee e e

z z z

+

= = = <  

iyeدقت داريم  cos y isin y 1= + z همواره برقرار است و روي =  است لذا روي اين مرز 1 برابر x حداكثر مقدار =1
xe e<باشد  مي.  

zاز  يعني نيمدايره فوقاني cحال از آنجاكه طول مسير    :توان گفت   است ميπ برابر =1

  
z

c

e dz e
z

< π∫  

izماكزيمم و مينيمم تابع  .۲۶ z در ناحيه −2   كدامند؟≥2

۱ (0, 4  ۲ (1, 4  ۳ (0 , 12  ۴ (1, 12  

  . درست است۱گزينه  :حل
izتابع  z همواره تحليلي و طبيعتاً در ناحيه  −2  نيز تحليلي است و طبق قضيه اصل ماكزيمم مقادير حداقل و حداكثر ≥2

iz z در ناحيه −2 z روي مرز ناحيه يعني ≥2   .دهد  رخ مي=2

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2iz 2 i x iy 2 y 2 ix y 2 x y 4y 4 x− = + − = − − + = − − + = + + +  
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  ریاضی مهندسی

zروي مرزي  2 داريم =2 2x y 4+ i و لذا در اينجا = z 2 8 4 y− = z بوده و چون روي + 2 داريم =2 y 2− ≤ ≤ + 
  :توان نتيجه گرفت پس مي

  
Max iz 2 4

Min iz 2 0

 − =


− =
z در ناحيه 2≤  

)تابع .۲۷ ) 2f z a sin z cosh bz= ) مفروض است اگر+ )f z كراندار باشد، دركل صفحه مختلطa b+كدام است؟  

۱ (2+2 i  ۲ (2-2i  ۳ (1-i  ۴ (1+ i    

  . درست است۲گزينه  :حل
)تابع  ) 2f z a sin z cos h b z=  همه جا تحليلي است و اگر بخواهد در كل مجموعه اعداد مختلط كراندار نيز باشد طبق +

)قضيه ليوويل بايد  )f z نيتابعي ثابت باشد يع:  
  ( )f z 0 a sin 2z bsin h b z 0 a sin 2z i bsin i b z 0′ = → + = → − = →  

  b 2i= aو− i b
a sin 2z ib sin ib z a 2

2z i bz
=

= → ⇒ = =
  

5هاي معادله  تعداد ريشه .۲۸ 2z 3z 1 0+ +  : كه در داخل دايره واحد قرار دارد، برابراست با =

  صفر ) ۴  3) ۳  2) ۲  1) ۱

  . درست است۲گزينه  :حل
) توابع بديهي است ) 2f z 3z= و ( ) 5g z z 1=   . تام بوده و لذا در داخل دايره واحد نيز تحليلي هستند+

0دانيم  اما طبق نامساوي مثلث مي 1 0 1z z z z+ ≤   : پس+
  ( ) 5 5g z z 1 z 1= + ≤ +  

zبنابراين روي مرز    :، خواهيم داشت)يره واحددا (=1
  ( )g z 1 1 2≤ + =  

zاز طرفي روي مرز    : داريم=1
  ( ) 2 2f z 3z 3 z 3= = =   

)لذا در روي دايره واحد موردنظر همواره  ) ( )f z g z> بوده و از آنجا كه تابع  ( )f zخل دايره واحد داراي صفر مرتبه  در دا
z( باشد دوم مي )، لذا طبق قضيه روشه تابع ) صفر مرتبه دوم تابع مزبور است=0 ) ( ) 5 2f z g z z 3z 1+ = +  نيز در ناحيه +
z   . دو صفر خواهد بود داراي>1

5دقت كنيد معادله  2z 3z 1 0+ + كند كه دو ريشه آن در داخل ناحيه  باشد و اين مساله بيان مي  در كل داراي پنج ريشه مي=
z   .باشند  واقع مي≥1

gاگر   .۲۹ , f    توابعي تام باشند و g        همواره مخالف صفر باشد و همچنين ( ) ( )z : f z g z∀  )۸۵رياضي (  :گاه  ، آن≥

۱ (( )g z 0≡  ۲ (( ) ( )k : f z kg z∃ =  ۳ (( )f z 0≡  ۴ (( ) ( )f z g z≡  
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 .  درست است۲گزينه  :حل

)، £∋zجا كه براي هر  از آن )g z )توان تعريف كرد   مي≠0 ) ( )
( )

f z
h z

g z
g تام است زيرا hدر اين صورت . = , f تام هستند و 

)چون  ) ( )f z g z< داريم ( )h z  يك تابع ثابت hار است، در نتيجه بنا به قضيه ليوويل  تابع تام و كراندh بنابراين >1
  .است

  :لذا داريم
  ( ) ( ) ( )k h z k f z kg z∃ ∈ = ⇒ =£  

1 مسير خطي واصل از      Cاگر   .۳۰ i+   3 تا 2i+    بوده و ( )10

C
I Re z dz= طبـق اصـل كـران قـدر مطلـق          « آنگاه   ∫

  :آوريم بدست مي» هاي مختلط انتگرال
۱ (5I 10 13≤ ×  ۲ (5I 10 13≥ ×  ۳ (5I 5 13≤ ×  ۴ (5I 5 13≥ ×  

 . درست است۳گزينه  :حل
) بدانيم C بوده و در هر نقطه از منحني C  طول مسيرLهرگاه  )f z M≤ آنگاه 
  :توان گفت مي

( )
C

f z dz ML≤∫  
  

  :در اين مسأله داريم
  ( ) ( ) ( )10 10 10i 10f z Re z Re r e r cos10θ= = = θ  

3 مربوط به نقطه rداكثر مقدار  حCروي مسير  2i+ باشد و البته بديهي است  مي13 است كه:  
  cos10 1θ ≤  

  ( ) ( )22: L 2 1 3 1 5= − + −   طول مسير=
  :توان گفت پس مي

  ( ) ( )( )( )1010 5

C
Re z dz 13 1 5 I 5 13≤ × → ≤ ×∫  

اصل ح .۳۱
2

2 i

0
sin 2e d

6

π
θπ + θ 

 ∫كدام است؟  

۱ (
4
π  ۲ (

2
π  ۳ (

6
π  ۴ (0  

  . درست است۲گزينه  :حل



  ه
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  ریاضی مهندسی

  :دانيم طبق قضيه ميانگين گوس مي
)اگر  )f z 0داخل دايره  در روي وz z R−   :تحليلي باشد داريم =

  ( ) ( )
2

i
0 0

0

1f z f z Re d
2

π
θ= + θ

π ∫  

  :لذا در اين مسأله با فرض

  R 0z  و =2
6
π

) و = ) 2f z sin z=  

)بديهي است  )f zيره  در روي و داخل داz 2
6
π

−   :وشتتوان ن  بوده و ميي همواره تحليل=

  
2 2

2 i 2

0

1sin 2e d 2 sin 2
6 6 2 2

π
θπ π π     + θ = π = π =     

     ∫  

2zتابع   .۳۲ z در ناحيه   +4   )۸۸رياضي (  گيرد؟      مينيمم خود را در كدام نقاط مي   ≥1
  خارج دايرة واحد ) ۴  ة واحدروي داير) ۳  درون دايرة واحد) ۲  در مبدأ ) ۱

  .  درست است۳گزينه  :حل
  :كند قضية اصل ماكسيمم بيان مي

)اي تحليلي و غير ثابت باشد آنگاه   در داخل ناحيهfهرگاه  )f zكند  مقدار ماكسيمم خود را روي مرز ناحيه اختيار مي .

)د، مينيمم مقدار اي از اين ناحيه صفر نشو  در هيچ نقطهfهمچنين اگر  )f zنيز روي مرز اين ناحيه رخ خواهد داد  .  

)از آن جا كه تابع  ) 2f z z 4= z در كل ناحيه + )هاي   تحليلي و غير ثابت است و همچنين ريشه≥1 )f z  نقاط =0

z 2i= z هستند كه در خارج ± ) لذا مينيمم مقدار  دارند، قرار ≥1 )f z 2 يعنيz  روي مرز ناحيه يعني روي +4

z  .باشد و گزينه سوم صحيح مي.  دادرخ خواهد) روي دايره يكه (=1

4zهاي معادلة     حية بسته شامل درون و روي اضلاع چهار ضلعي با رئوس جواب           نا .۳۳ 1 0+ نـاميم، مقـدار       مي D را   =

2sinماكزيمم تابع     z   روي ناحيه D    ۸۸مكانيك (   كدام است؟(  

۱( 2cosh
2
π  ۲ (21 1sinh

2 2
+  ۳ (2 2cosh

2
  ۴ (2 22 2sin sinh

2 2
+  

  .  درست است۴گزينه  :حل
  4z 1 0+ = →  



  توابع مختلط
   

 

١٧٥ 
 

  

( ) ( )( )

( )

( )

( )

( )

i
4

3i
41 2k1 ii 2k 4 44

5i
4

7i
4

2e 1 i
2

2e 1 i
2z 1 e e
2e 1 i

2

2e 1 i
2

π

π

π+π
π+ π

π

π


 = +




= − += − = = = 


= − −


 = −


  

  
( )

( )
22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

sin z sin x iy sin x cos iy cos x sin iy sin x cosh y icos x sinh y

sin x cosh y cos x sinh y sin x sinh y 1 cos x sinh y sinh y sin x

= + = + = +

= + = + + = +
  

sinاز آن جا كه تابع  zماكزيمم  همه جا تحليلي است طبق قضيه اصل ماكزيمم، مقدار sin z روي ناحية Dهاي اين  روي مرز
  .ناحيه رخ خواهد داد

2و با توجه به آن كه براي  2x
2 2

− ≤ 2sin حداكثر مقدار ≥ x 2 برابر 2sin
2

2 است و براي  2y
2 2

− ≤   حداكثر≥

2sinhمقدار  y 2 برابر 2sinh
2

  : است لذا داريم

  2 2 22 2max sin z sinh sin
2 2

= +  

  كدام گزينه زير صحيح است؟ .۳۴
  .قضيه بولتزانو در توابع مختلط نيز صادق است) ۱
  . قضيه رول در توابع مختلط نيز صادق است) ۲
)  توابعي همساز باشند الزاماvً  وu اگر) ۳ )f z u iv=   .حليلي است ت+
  كدام هيچ) ۴

  .  درست است۴گزينه  :حل
)گزينه اول نادرست است زيرا با فرض ) zf z e=شود  مشاهده مي:  

  ( ) ( )0 if 0 e 1 , f i e 1π= = π = = −  
)حال اگرچه ) ( )f 0 f i 0π )كه طوري اي قابل يافتن نيست بهz ولي اصولاً> )f z 0=  

)گزينه دوم نادرست است زيرا با فرض ) izf z e 1= )شود اگرچه  مشاهده مي− )f zپذير است   همواره پيوسته و مشتق
)و ) ( )f 0 f 2 0= π =  

)اي وجود ندارد كهzولي اصولاً )f z 0′ )زيرا (= ) izf z ie′   .)شود  هرگز صفر نمي=
uگزينه سوم نادرست است زيرا با فرض v x= ) همسازند اما تابعv وu اگرچه هر دو تابع= )f z u iv= + 

)يعني )f z x ix= x تحليلي نيست زيرا معادله كوشي ريمان يعني+ y

y x

u v

u v

=
 = −

  .كند گاه ارضاء نمي  را هيچ
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  ریاضی مهندسی

  



 

  
  
  

)اگر .۱ ) u v u vf z i
y x x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

 uاي پيوسـته بـوده و    تا هـر مرتبـه    v و uو مشتقات جزئي   تحليلي باشد    

  :تابعي همساز باشد داريم

۱(
2v 0

x y
∂

=
∂ ∂

    ۲(

2 2

2 2

2

v v 0
x y

v 0
x y

 ∂ ∂
+ =

∂ ∂

 ∂

= ∂ ∂

  

۳(

2 2

2 2

2

v v 0
x y

v 0
x y

 ∂ ∂
− =

∂ ∂

 ∂

= ∂ ∂

P    ۴(

2 2

2 2

2

v v 0
x y

u 0
x y

 ∂ ∂
− =

∂ ∂

 ∂

= ∂ ∂

  

2zماكزيمم  .۲ z− بر قرص| z |  )۸۵رياضي (    : برابر است با ≥1

۱ (0  ۲( 2  ۳ (2P  ۴( 2 1+  

csec2zهاي معادله يك دسته از جواب .۳ i=را بيابيد  .  

۱( r 2 11 2
 = −− → 

θ = π
r و  1 21 2

0

 = ++ → 
θ =

  ۲( ( )iz ln 2 1 k
2 2

π
= − − + π +  

  كدام هيچ) P    ۴هردو) ۳

اگر  .۴
2 2

2 2
u u 1

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 باشد حاصل 
2u

z z
∂

∂ ∂
  كدام است؟

۱ (1  ۲ (4  ۳ (1
4

P  ۴ (1−  

 خودآزمايي 



  ه
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  ریاضی مهندسی

)اگر  .۵ )2xu e x cos 2y ysin 2y−=    كدام است؟u  مزدوج همساز+
۱ (( )2xe ycos 2y x sin 2y−− +  ۲ (( )2xe ycos 2y x sin 2y− +  
۳ (( )2xe y cos 2y x sin 2y− −P  ۴ (( )2xe y cos 2y x sin 2y−− −  

4مزدوج همساز تابع .۶ 2 2 4u x ax y by= +    كدام است؟+
۱(( )2 24xy x y−P    ۲(( )2 24xy y x−  

۳(( )2 2 2 24x y x y−    ۴(( )2 2 2 24x y y x−  

  )۸۷هوافضا (  كدام تابع همساز است؟    .۷

۱(
2 2x yu e− +=    ۲(3 2u x 3y x cosh ycos x= − +P  

۳(( )2 2 2 2u x y x y= − +  ۴(2 2u x y x= + +  

)قسمت حقيقي مقدار اصلي  .۸ ) 2 i1 i     كدام است؟+−

۱ (( )42e cos ln 2
π

    ۲ (( )22e cos ln 2
π

  

۳ (( )42e sin ln 2
π

P    ۴ (( )22e sin ln 2
π

  

)از سممزدوج ه .۹ )u r cos ln r sin= θ − θ θكدام است؟  

۱ (( )r sin ln r cosθ + θ θP  ۲ (( )r sin ln r cos− θ + θ θ  
۳ (( )r sin ln r cos− θ − θ θ  ۴ (( )r sin ln r cosθ − θ θ  

)يك كران بالا براي .۱۰ )4 4

z 1
x iy dz

=
   كدام است؟∫+

۱(2πP  ۲(π  ۳(3
2
π  ۴(

2
π  

α,اگر  .۱۱ β2هاي معادله   ريشهz 2z 4 0− + 5 باشد حاصل = 5α + βكدام است؟  

۱ (52−  ۲ (62−  ۳ (52P  ۴ (62  

)اگر  .۱۲ )u sin x 1 sinh y= ) باشد و uاز مزدوج همسv، و− )v 1,0 ) حاصل =0 )v 1, ln 2π    كدام است؟ +

۱(  1
4

−  ۲ (5
4

−  ۳ (9
4

−P  ۴ (13
4

−  



  توابع مختلط
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)حاصل .۱۳ )
( )

2

z 0

Re z 3z
lim

Im z→

+
   كدام است؟

  P.باشد موجود نمي) ۴  3)۳  1)۲   0)۱

)روي منحني قطبي   .۱۴ )r f= θ  در نقطه ( )r, 4,
4
π θ =  

 
1 داريم 

r 2
∂θ

= −
∂

z حاصـل  
z

∂
∂

iz بـا فـرض     re θ=   كـدام 

  است؟

۱ (2 2
2 i 2

2 2

   
+ + −      

   
  ۲ (2 2

2 i 2
2 2

   
+ + −      

   
P  

۳ (2 2
2 i 2

2 2

   
− + −      

   
  ۴ (2 2

2 i 2
2 2

   
− + −      

   
  

)اگر . ۱۵ )u x, y 3xy x 2y= + ) و − )v x, y  مزدوج همساز ( )u x, y   باشد با فرض ( )v 0,0 ) حاصـل  =1 )v  كـدام   1,1
  است؟

۱(1   ۲(2  ۳(3  ۴(4P  

)اگر تابع .۱۶ ) ( ) ( )2 2f z x y y iv x, y= − )پذير باشد  در همه نقاط مشتق+ )f 1 2i′    كدام است؟+
۱(4 3i+  
۲(4 3i−  
  .ياز است نvبه ضابطه ) ۳
۴(( )f zپذير باشد و فرض مسأله نادرست است تواند همواره مشتق  نمي.P  

5هاي معادله   چند ريشه از ريشه .۱۷ 32z 3z z 8− + 1 در مجموعه  + z 2<  )۸۶رياضي (   قرار دارد؟ >

  P ريشه5) ۴   ريشه4) ۳   ريشه3) ۲   ريشه1) ۱

۱۸. 
2 2

2z 0

z z
lim

z→

   كدام است؟−

۱(0   ۲(1
2

  P.باشد موجود نمي) ۴  1)۳  

)اگر  .۱۹ ) ( ) ( )f z u r, iv r,= θ + θ تحليلي باشد حاصل u u v v
r r

∂ ∂ ∂ ∂
+ α

∂ ∂θ ∂ ∂θ
  شود؟   صفر ميα به ازاء چه مقداري از 

۱(1P  ۲(1−  ۳(2
1
r

  ۴ (2
1

r
−  



  ه
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  ریاضی مهندسی

)اگر  .۲۰ ) ( )2x y x iy z 0f z
0 z 0

 + ≠= 
=

z در 0=  

  P .باشد پذير مي  برقرار و مشتقمعادلات كوشي ريمان) ۱
   .باشد پذير نمي باشد و مشتق  ريمان برقرار نميمعادلات كوشي) ۲
  .باشد پذير نمي معادلات كوشي ريمان برقرار ولي مشتق) ۳
  كدام هيچ) ۴

)اگر  .۲۱ )f z u iv= 2 تحليلي و + 2u v+توان نتيجه گرفت  ثابت باشد مي:  
۱ (f k=P  ۲ (f 0=  ۳ (f az b=   غيرممكن) ۴  +

)تابع  .۲۲ ) 2z 3f z
z
+

z با شرط = ,x و ≠0 yمخالف صفر :  

  .پذير است روي دايره يكه مشتق) ۲   .يكه تحليلي است روي دايره) ۱
  Pكدام هيچ) ۴    هردو) ۳

)اگر  .۲۳ ) ( ) ( ) ( ) 2 2f z u r, iv r, , u r, r cos 2 cos
r

= θ + θ θ = θ − θ حاصل ( )f z′ در z i=كدام است؟   

۱ (2 2i− +P  ۲ (2 2i+  ۳(2 2i− −  ۴(2 2i−  

2zرابطه .۲۴ 1Im 0
z 1

−  ≥ − 
  باشد؟ اي مي  بيانگر چه فاصله

  صفحه سمت راستي نيم) ۲    صفحه بالايي نيم) ۱
  Pصفحة پاييني نيم) ۴    صفحه سمت چپي نيم) ۳

  izمختلط باشد،  يك عدد zاگر  . ۲۵
  . نسبت به محور حقيقي استzقرينه ) ۲  . نسبت به محور موهومي استzقرينه ) ۱

 حول مبدأ به اندازه zدوران ) ۳
2
πاست .P  ۴ ( دورانz حول مبدأ به اندازه πاست .  

0طول منحني  .۲۶ t≤ ≤ π و ( ) itz t 5i 3 e= ) چقدر است؟ + )i 1= −  

۱ (3
2

π  ۲ (2 3 π  ۳ (3 πP  ۴ (3
4

π  


