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ميانگين حسابي چند مي توانيم  در هر مرحله. روي تخته نوشته شده اند 1و  0اعداد : سوال
تمام اعداد . اضافه كنيم مجموعهبه اين ) در صورت جديد بودن(عدد مختلف روي تخته را 

  .حقيقي را بيابيد كه با اين روش مي توان بدست آورد
  

 .چه اعدادي را مطمئنا نمي شود به دست آورد؟ خوب فكر كنيد •

ن توليد كرد، زيرا در هر مرحله ميانگين را نمي توا 0و كوچكتر از  1مشخص است كه اعداد بزرگتر از 
  .قرار داردرا محاسبه مي كنيم كه به وضوح اين ميانگين نيز در همين بازه  ሾ0,1ሿچند عدد در بازه 

اين مجموعه  ميانگين چند عدد گويا را به در هر حركتزيرا . نمي توان به دست آورد نيزاعداد گنگ را 
  .اضافه مي كنيم

  .حال ببينيم چه اعدادي را مي توان به دست آورد. اعداد فعلا نظري نمي توانيم بدهيم سايردر مورد   
مي توانستيم به راحتي ذكر نمي شد، ) مسئله صورتدر (توجه كنيد كه اگر شرط مختلف بودن اعداد 

௠كسر 
௡

 )݉ ൏ n( را در حركت اول به دست آوريم.  
݉ ൈ 1 ൅ ሺ݊ െ݉ሻ ൈ 0

݊
ൌ
݉
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 .را به دست آوريد 

  مي بينيم كه 
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5 روشي براي ساخت يعني كافي است 

5حال براي به دست آوردن . ارائه دهيم  8
  بايد چه كرد؟ 8
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3براي 
  :هم داريم 4
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1نيز  1و  0با ميانگين گيري از اعداد 

  .را بدست مي آوريم 2
  

૚૞آيا مي توان  •
૛૚૜ૡૢ
 آورد؟را به دست  
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15به دنبال دو كسر براي توليد .مانند مثال قبل عمل مي كنيم 
  .هستيم 21389

ቀ 7
21388 ൌ

14
21389ቁ ൅ ቀ 8

21388 ൌ
16

21389ቁ

2 ൌ
15

21389 

7  روشي براي ساخت كافي استبراي اين منظور 
8و  21388

مي توان آيا بررسي مي كنيم . پيدا كنيم 21388
  اين دو عدد را پيدا كرد؟

ቀ 3
21387 ൌ

6
21388ቁ ൅ ቀ 4

21387 ൌ
8

21388ቁ

2 ൌ
7

21388 
  

ادامه اين روش  .مشاهده مي كنيم كه براي توليد اين عدد بايد دو عدد ديگر را در اختيار داشته باشيم
. توليد كرداين عدد را مي توان  تضمين كنيم تكافي اس توجه كنيد. مشكل و طولاني خواهد بود يكار

15اگر خوب دقت كنيد براي به دست آوردن 
8گفتيم كه كافي است دو عدد  21389

7و  21388
را به دست  21388

7بياوريم و براي به دست آوردن 
4كافي بود كه دو عدد  21388

3و  21387
8. را بسازيم 21387

هم كه همان  21388
4

هر كسر با صورت فرد از ميانگين دو عددي كه توان مخرجشان يكي كمتر  در اين روش پس. است 21387
دو برابر مي شود، اما با  شوندبا اجراي هر مرحله، تعداد اعدادي كه بايد بررسي .  است به دست مي آيد

حال اين اعداد از سه . رسدمي  2به مخرج كسر تا  شدهكمتر و كمتر  كسرها روند توان مخرجاين تكرار 
, 0حالت  12   , 15، مي توان تضمين كرد كه  موجود بودن اين اعدادبا توجه به . خارج نيستند 1

به  21389
  .دست مي آيد

࢓آيا هر عدد به شكل  •
૛࢔
࢓( را مي توان به دست آورد؟  ൏ ૛و فرد  ࢔ ( 

 در اصل مي خواستيم با ميانگين گيري ازقبل  مثالدر 
ౣష1

2
2౤ష1  و

ౣశ1
2

2౤ష1  كسر୫
2౤ پس  .را به دست آورد

࢓وجود تمامي اعداد به شكل اگر نشان دهيم كه
૛࢔ష૚

࢑به شكل  هر عدد، وجود )فرد ࢓( 
૛࢔

را )فرد ࢑( 
  .تضمين مي كند، مسئله حل است

nحالت . همان مفهوم استقراء است ،اين ൌ n، حالت 2 ൌ nرا نتيجه مي دهد،  3 ൌ ، حالت 3
n ൌ nرا نتيجه مي دهد ،   4 ൌ 4  ،n ൌ را نتيجه مي دهد و در آخر حكم براي تمامي اعداد  5

  . در مورد اين مفهوم در آينده به تفصيل توضيح مي دهيم. طبيعي ثابت مي شود
୫ه شكل بكسر هر حال بنابر آن چه گفتيم 

2౤ )m دوراين گونه به دست آرا مي توان  )فرد:  
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  .ن داديمنشا را كه مورد نياز بود،پس آن چه 

  :به گونه اي ديگر نيز مي توانيم استقرا را پياده سازي كنيم
mدر صورتي كه  ൑ 2୬ି1  با ميانگين گيري از ،୫

2౤ష1  و در حالتي كه  0و  
2୬ି1 ൏ m ൑ 2୬  با محاسبه ميانگين ،୫

2౤ష1  كسر  1و୫
2౤ را به دست مي آوريم. 

 

اما همان طور . درحال حاضر به دامنه بزرگي از اعداد دست پيدا كرديم ،همان طور كه مشاهده كرديد
تنها از  همرحل هردر  يد؛اگر دقت كرده باش. تمامي اعداد ممكن نيستنداين اعداد كه حدس زديد 

كماكان به كسر هاي . درحركات ما را ضعيف مي كاين روش عدد استفاده مي كرديم كه  2ميانگين 
1 ساده اي چون

1و   3
  . دست نيافته ايم  5

• ૚
૞
 .را به دست آوريد 

 : به عنوان مثال مي توان به يكي از روش هاي زير عمل كرد .عدد با مجموع واحد مي گرديم 5به دنبال 
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• ૚

࢔
 .طبيعي به دست آوريد ࢔را به ازاي هر  

1با توجه به ساختار هاي پيشنهادي مثال پيشين، ساختي براي 
୬

  .ارائه مي دهيم 
)I( كه اعداد به شكل نكته با در نظر داشتن اين . عدد با مجموع واحد مي گرديم  ݊به دنبال௠

2೙  را مي توان
اي هر مي دانيم به از. سعي مي كنيم حتي الامكان از اعدادي به اين شكل استفاده كنيم به دست آورد،
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2೙لذا مي توان نوشت .برقرار است: 
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)II(  با ميانگين گيري از كسر هاي 
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1مي توان 
୬

nبه ازاي  ثابت كنيمكافي است . ردتوليد كرا   ൒ 3،  

2୬ െ nሺn െ 1ሻ
2 ൒ n 

  يا معادلا
2୬ା1 ൒ nሺn ൅ 1ሻ 

  با توجه به اين كه گزارهاين 
2୬ା1 െ 2 ൌ 2 ൅ 4 ൅ڮ൅ 2୬ ൒ 2 ൅ 4 ൅ 6 ൅ڮ൅ 2n ൌ nሺn ൅ 1ሻ 

  
2୩، يعيطب kهر  يد كه به ازايتوجه كن(برقرار است  ൒ 2k.(  

به علت آزادي  ،همان طور كه حدس مي زنيد. دست پيدا كرديم ها جواباز  ه طيف ديگريب اكنون  
به دست  توانمي را  ሾ0,1ሿ، احتمالا هر عدد گويا در بازه براي ساخت هر كسر وجود دارد كه يعمل
  . آورد

• ૝
૞
 .را به دست آوريد 

4شايد بتوان 
، تعميم پذيري مي باشد نكته اي كه قابل توجهاما . به دست آورد ي سادهرا با محاسبات 5

  .از اعداد قابل تعميم باشدايده اي كه به كار مي رود بايد به مجموعه خوبي . ايده است
   4

1 عبارت  5 െ 1
1. را تداعي مي كند 5

  :را در قسمت قبل بدست آورديم 5
1
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22
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4كم كنيم، كسر  1اگر تمامي كسرهاي صورت را از  
  .حاصل مي شود 5
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୫سابقا متذكر شديم كه مي توان هر كسر به شكل 
2౤ را توليد كرد.  

  
  .دارد، به بررسي منشا اين ايده بپردازيمدر اينجا جاي 

1كار عدد  ابتدايدر  .اعداد را نقاطي روي محور اعداد حقيقي در نظر بگيريد
در را به دست آورديم كه  2

  .ر قرار داردروي محو 1و  0وسط دو نقطه 

  
3بعد از آن نقطه 

1و  0را كه وسط دو نقطه  4
مي توان گفت كه در هر مرحله چند . است به دست آورديم 2

  . نقطه از نقاطي كه قبلا يافته بوديم را انتخاب مي كنيم و مركز ثقل مجموعه را علامت مي زنيم

0 11/2 3/41/5 4/5
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يعني اگر . انجام دهيممتقارن مي توانيم به صورت نسبت به دو سر پاره خط را عمليات  ، اينتوجه كنيد
پاره  مركزي پاره خط علامت زده باشيم، با اجراي قرينه آن عمليات نسبت به را رو aطي عملياتي نقطه 

1خط،  െ a كافي در فرايند ساخت  .را مي توان به دست آوردa  از  1به جاي ميانگين گرفتن اعداد با
   .صفر استفاده كنيم و بلعكس

  
૚ି࢔ •

࢔
 .به دست آوريد ࢔را به ازاي تمامي اعداد طبيعي  

1به شكل  نشان داديم هر عددقبل در قسمت هاي 
௡

مانند قسمت  حال اگر. مي توان به دست آورد را 
1 قبل، در فرايند ساخت 

௡
به جاي يكديگر استفاده كنيم، قرينه اين عدد نسبت به مركز بازه،  0و  1از  

௡ି1كه همان 
௡

  . است، بدست مي آيد 
5بنابراين مي توان كسر هاي 

6و  6
  .ردرا محاسبه ك... و   7

  
   .را مي توان توليد كرد [0,1]حال ثابت مي كنيم كه تمامي اعداد گوياي مشمول بازه 

  .ابتدا ايده حل سوال را براي كسر ساده اي نشان مي دهيم
• ૞

ૠ
 ).خوب روي اين قسمت فكر كنيد(را به دست آوريد  

واقع  در. كه عمليات ما مستقل از طول پاره خط است دقت كنيد. توجه كنيدپاره خطي مسئله  نمودبه  
به چه نسبت يك پاره خط را مي توان با روش مذكور،  :صورت مسئله را مي توان اين گونه مطرح كرد

5را به نسبت واحد بتوان پاره خط  اگرهايي تقسيم كرد؟ 
6پاره خط به طول كرد، قسيم ت  6

را هم مي  7
5به نسبت  به همان ترتيب توان

6:  داريم از طرفي .تقسيم كرد 6
7 ൈ

5
6 ൌ

5
7 

࢓ •
࢔

࢔را به ازاي تمامي اعداد طبيعي   ൐  .به دست آوريد ݉

୬ି1كه هر عدد به شكل مي دانيم  .ايده قسمت قبل استهمان  حل سوال، ايده اصلي
୬

را مي توان   
, ሾ0كافي است بازه  .بدست آورد ୬ି1

୬
ሿ  را به نسبت୫

୬ି1 در اين صورت چون  . تقسيم كرد
୫
୬ି1 ൈ

୬ି1
୬
ൌ ୫

୬
اما چگونه بايد يك بازه را به نسبت  .بنابراين خواسته ي مسئله برآورده شده است 

୫
୬ି1 تقسيم كرد؟ 

୫به دست آوردن  در اين روش همان طور كه مشاهده مي كنيد همانند قبل 
୬

وابسته به بدست آوردن  
୫
୬ି1 به دست آوردن . است୫

୬ି1  نيز با استدلالي مشابه وابسته به بدست آوردن୫
୬ି2 و روند به  مي شود

୫ ساختنپس . مي يابدهمين ترتيب ادامه 
୫ା1 پيدا شدن ،୫

୫ା2 پيدا شدن . را نتيجه مي دهد୫
୫ା2 ،
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୫ يشپيدا
୫ା3 به شكل را نتيجه مي دهد و به همين ترتيب تمامي كسر هاي ୫

୬
 ሺn ൐ ݉ሻ  يافت مي

  .از يك ساختار استقرايي استفاده كرديمنيز در اين جا . شوند
  

ن سوال در هر يدر ا. ميكن يرا اتخاذ م يك روند منطقيمسائل، همان طور كه مشاهده كرديد براي حل 
ك مجموعه بزرگتر از يده را به يم و سپس آن ايدا كرديده مربوطه را پيقسمت به كمك اعداد كوچك، ا

  .مياعداد گسترش داد
 

  


