
  

 هندسه تحلیلی و جبر خطی

 بردار

 :3Rنمایش صفحات و محورهای مختصات در فضای 
}Rx|),,x{( ∈= )}z|)z,y,x{ها     xمحور 00  xoyصفحه ==0
}Ry|),y,{( ∈= )}y|)z,y,x{ هاyمحور 00  xozفحه ص==0
}Rz|)z,,{( ∈= )}x|)z,y,x{ هاz محور 00  yoz صفحه ==0

 : در فضا مفروض باشدz,y,x(A(اگر نقطه ی 

در مختصات نقطه دو مؤلفه مربوط به         : تصویر نقطه بر روی صفحات     
 .ت مانده و مؤلفه سوم صفر می شودصفحه ثاب

:)xoy)zروی صفحه ی Aتصویر نقطه  -1 0=  ),y,x( 0 
:)xoz)yروی صفحه ی Aتصویر نقطه  -2 0= )z,,x( 0 
:)yoz)xروی صفحه ی Aتصویر نقطه -3 0=  )z,y,(0 
:)xoy)zروی صفحه ی Aتصویر نقطه -4 γ= ),y,x( γ 

|z|      :  از این صفحهAفاصله  γ− 
)xoz)y(:)z,,xروی صفحه ی موازی          Aتصویر نقطه -5 β=β 

|y|     : از این صفحهAفاصله  β− 
),yoz)x(:)z,y               روی صفحه ی موازی A نقطه  -6 α=α 

|x|    :  صفحهاز اینAفاصله α− 

)AB:)zz,yy,xxمختصات وسط پاره خط BABABA
222
+++ 

:o),,(نسبت به نقطه ی A)z,y,x(قرینه ی نقطه  γβα 

)z,yB,x(AAOAAAO −γ−−α′⇒−=′⇒
′+

= 22222 

 
 
 
 
 

در مختصات نقطه دو مؤلفه     : قرینه ی نقطه نسبت به صفحات مختصات     
 .ابت مانده و مؤلفه ی سوم قرینه می شودمربوط به صفحه ث

 : مفروض باشدz,y,x(A(اگر نقطه ی 
)xoy)z(:)z,y,x نسبت به صفحه ی            A قرینه ی نقطه -1 0=− 
)xoz)y(:)z,y,x نسبت به صفحه ی            A قرینه ی نقطه -2 0=− 
)yoz)x(:)z,y,xنسبت به صفحه ی            A قرینه ی نقطه -3 0=− 
:)xoy)z قرینه نقطه نسبت به صفحه ی موازی    -4 γ= 

)z,y,x( −γ2 
:)xoz)y قرینه  نقطه نسبت به صفحه ی موازی -5 β= 

)z,y,x( −β2 
:)yoz)x قرینه نقطه نسبت به صفحه ی موازی -6 α= 

)z,y,x( −α2 

در مختصات نقطه مؤلفه  ی    : قرینه ی نقطه نسبت به محورهای مختصات     
 .مربوط به محور ثابت مانده و دو مؤلفه ی دیگر قرینه می شود

)ox)z,y(:)z,y,x قرینه نقطه نسبت به محور -1 00 ==−− 
)oy)z,x(:)z,y,xقرینه نقطه نسبت به محور -2 00 ==−− 
)oz)y,x(:)z,y,x قرینه نقطه نسبت به محور -3 00 ==−− 
:)ox)z,yقرینه نقطه نسبت به محور موازی -4 γ=β= 

)z,y,x( −γ−β 22 
:)oy)z,x قرینه نقطه نسبت به محور موازی -5 γ=α= 

)z,y,x( −γ−α 22 
:)oz)y,x قرینه نقطه نسبت به محور موازی -6 β=α= 

)z,y,x( −β−α 22 

 فاصله دو نقطه در فضا
z,y,x(A(اگر دو نقطه ی  z,y,x(B(و111  : باشند داریم222

2
12

2
12

2
12 )zz()yy()xx(|AB| −+−+−= 

 : از مبدأ مختصات برابر است باz,y,x(A(فاصله ی نقطه : نتیجه
222 zyx|OA| ++= 

 :مفروض باشدz,y,x(A(اگر نقطه ی 
 |xoy:               |zاز صفحه ی A فاصله ی نقطه ی -1
 |xoz:              |yاز صفحه ی A فاصله ی نقطه ی -2
 |yoz:               |xاز صفحه ی A فاصله ی نقطه ی -3

ox:   22از محور A فاصله ی نقطه ی -4 zy + 

oy:   22 از محور A فاصله ی نقطه ی -5 zx + 

oz:   22از محور Aفاصله ی نقطه ی -6 yx + 

a,a,a(a(طول بردار : طول بردار  : برابر است با321
2
3

2
2

2
1 aaa|a| ++= 

 :ویژگی های جمع بردار و ضرب عدد بردار

a,a,a(a( اگر -1 b,b,b(b(و=321  : آن گاه=321

)ba,ba,ba(ba 332211 +++=+ 

a,a,a(a(             :  باشد آن گاهR∈α اگر -2 321 ααα=α 

|a||||a| α=α 
)R)s,rسه بردار و a,b,cاگر   :داریم∋

abba) خاصیت جابجایی( +=+)1 

)cb(ac)ba()  شرکت پذیری( ++=++)2 

aoa =+)3 

o)a(a =−+)4 

a)rs()as(r =)5 

asara)sr( +=+)6 

brar)ba(r +=+)7 

aa =×1)8 

oa =×0)9 

baبردار  : روش متوازی الاضلاع   قطر متوازی الاضلاعی است که       +
 .توسط این دو بردار ایجاد می شود

 )1(شکل 
 

a انتهای بردار     Aاز: روش مثلث 
r        پیکان هم ارز با بردار b

r
 را رسم   

 bبرداری که از مبدأ به انتهای بردار         .  می رسیم Bمی کنیم به نقطه ی    
baرسم می شود،   . است+

 )2(شکل 

A

O
A′

a

b
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b(aba(: دو بردارتفاضل  −+=− 
  
 )3(شکل 

 
 
 

baپس    کشیده  a به انتهای    b پیکانی است که از انتهای بردار         −
 .می شود

 :چند تذکر

1-|ba||ba| −=+  °=θ  )1(   شکل         90

2-|ba||ba| −>+  °<θ<  )2(  شکل  900

3- |ba||ba| −<+  °<θ<°  )3(  شکل  18090

 :معادله ی برداری میانه مثلث
                    ) 1(شکل 

)ACAB(MA += 2
1 

 :مختصات محل همرسی میانه های مثلث
              ) 2(شکل 

GMAGGMAG 222 −=−⇒= 

)CB(AMAG 2223 +
+=+=⇒ 

3
CBAG ++

=⇒ 

 :مختصات محل برخورد اقطار متوازی الاضلاع
             ) 3(شکل 

2
CAGAGGCGCAG +

=⇒−=−⇒= 

                 به همین ترتیب 

42
DCBAG,DBG +++

=
+

= 

ABCD:DBCA در متوازی الاضلاع :نتیجه +=+ 

 . هر بردار به طول یک را یک برداریکه می نامند:برداریکه

 . نمایش می دهندae را با aبرداریکه بردار 

i),,(بردارهای  : بردارهای یکه محورهای مختصات    001=
r

j),,(و 010=
r

K),,(و را 100
 .ردارهای یکه محورهای مختصات گویندب

a,a,a(a(هر بردار    : نتیجه 321=
r         را می توانیم به صورت ترکیب 

i,j,kبردارهای             
rrr

:  نمایش دهیم                         
kaji),,(a
rrr

321321 +α+α=ααα= 

aکافی است بردار    : یکه کردن یک بردار   
r       را در عکس طول a

r یعنی

|a|
r
               :  ضرب کنیم یعنی1

aa e|a|aa
|a|

e
rrrr

r
r

=⇒=
1 

aهمان طور که می بینیم برداریکه بردار       
r        برداری است با طول واحد و 

aهم جهت با 
r پس بردار ae

r جهت بردار a
rرا مشخص می سازد . 

a),,(اگر دو بردار : تعریف 321 ααα
rو),,(b 321 βββ

r
مفروض باشند، 

 : ضرب داخلی آن ها که یک عدد است به صورت زیر تعریف می شود

        332211 βα+βα+βα=b.a 

=θ      : روش دیگر محاسبه ضرب داخلی دو بردار cos|b||a|b.a
rrrr

 

θ :     زاویه بین دو بردارavوb
r

aاست که از دوران بردار      
r     بر روی بردار b

r
 

 .حاصل می شود

a.bb.a                     :  خواص ضرب داخلی
rrrr

=)1 

R)b.a(b).a( ∈λλ=λ
rrrr)2 

c.ab.a)cb.(a
rrrrrrr

+=+)3 
2|a|a.a

rrr
=)4 

321321 α=α=α=⇒ααα k.a,j.a,i.a),,(a
rrrrrrr)5 

1=== k.kj.ji.i
rrrrrr

)6 

0=== i.kk.jj.i
rrrrrr

)7 

b.a|b||a||ba|
rrrrr 2222 ++=+)8 

b.a|b||a||ba|
rrrrrr 2222 −+=−)9 

2222 22 |b||a||ba||ba|
rrrrrr

+=−++)10 

b.a|ba||ba|
rrrrrr 422 =−−+)11 

)c.bc.ab.a(|c||b||a||cba|
rrrrrrrrrrrr

+++++=++ 22222)12 

a,b زاویه ی بین دو بردار -1
rr اگر θباشد داریم : 

|b||a|
b.acos rr

rr

=θ 

0332211             شرط عمود بودن دو بردار - 2 =++ bababa
rrrrrr

 

             شرط توازی دو بردار -3
3
3

2
2

1
1

b
a

b
a

b
a

b||a ==⇔
rr

 

αβγاگر  : تعریف هاو x با محور     a به ترتیب زاویه بین بردار          ,,
yهاوz      ها باشد در این صورت)cos,cos,(cos γβα   را کسینوس های 

aهادی بردار 
rت زیر به دست می آید می گویند که به صور: 

),,(اگر  321 ααα=α
rباشد داریم : 

|a|
cos

|a|
cos

|a|
cos 321 α

=γ
α

=β
α

=α 

aکسینوس های هادی همان مؤلفه های برداریکه، بردار       : 1نکته  
r می باشد  .

                                 )cos,cos,(cosea γβα=
r

 

1222: 2نکته  =γ+β+α coscoscos 

باشد آن است که    3R شرط لازم برای این که برداری در فضای           :3نکته  
جمع دو زاویه از سه زاویه ای که با محورهای مختصات ایجاد می کند در               

],[فاصله  2
3

3
ππباشد . 

 
|b.a||b||a|             : نامساوی کوشی شوارتز ≥ 

 :نتایج

a,a,a(a( اگر   -1 321=
rو)b,b,b(b 321=

r
با توجه به نامساوی بالا      

 :داریم
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2
332221

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 )bababa()bbb)(aaa( ++≥++++ 

 : به ازای هر سه عدد حقیقی داریم-2

33
2222 zyx)zyx( ++

≤
++ 

a اگر سه بردار       -
rوb

r
cو

r    درنتیجه . باشند 7و3و4ترتیب برابر     به
aحاصل ضرب داخلی دو بردار 

rوb
r

 :می شود
220 |c||ba|cbacba

rrrrrrrrr
−=+⇒=+⇒=++ 

     124929162 222 =⇒=++⇒=++ b.ab.acb.aba 
:b بر بردارaتصویر قائم بردار

r
           

b
b.b
b.ab

|b|
b.aa

rrrr

==′ 2 

aاندازه ی قائم بردار : نتیجه
r بر بردار b

r
 : برابر است با

|b|
|b.a||a| r

r
r
=′ 

b نسبت به بردار aقرینه ی بردار 
r:  

a)b
|b|
b.a(aaa

rr
−=−′=′′ 222 

 : ضرب خارجی

aضرب خارجی دو بردار    :تعریف
r

bac برداری است مانند     b و 
rrr

  که عمود بر     =×
 بایستد برای   cصفحه دو بردار و جهت آن به گونه ای است که اگر ناظری در راستای بردار                 

باشد که به صورت زیر      دورانی از دست راست به دست چپ ناظر لازم           b بر aانطباق بردار   
                      :               تعریف می شود

)b,b,b(b),a,a,a(a 321321 ==
rr

 

θ=× sin|b||a||ba|
rrrr

 

321
321

bbb
aaa
kji

|ba| =×
rr

 

 :ویژگی های ضرب خارجی دو بردار

 )ab(ba
rrrr

×−=×)1 

 R)ba(b)a( ∈λ×λ=×λ
rrrr)2 

 caba)cb(a
rrrrrrr

×+×=+×)3 

 okkjjiioaa
rrrrrrrrrr

=×=×=×⇒=×)4 

 jik,ikj,kji
rrrrrrrrr

=×=×=×)5 

 jki,ijk,kij
rrrrrrrrr

−=×−=×−=× 

 )cb(ac)ba(
rrrrrr

××≠××)6 

 0=×=× )ba.(a)ba.(b
rrrrrr

)7 

|a,b|baمساحت متوازی الاضلاع بنا شده بر دو بردار  
rrrr

=×)8 

a,bمساحت مثلث بنا شده بر دو بردار  
rr

 =× |ba|
rr

2
1)9 

 accbbaocba
rrrrrrrrrr

×=×=×⇒=++)10 

a,b,cضرب مختلط سه بردار     : تعریف
rrr    را به صورت)cb.(a

rrr
 نمایش  ×

          : می دهیم که برابر است با
),,(a 321 ααα= 

),,(b 321 βββ= 

),,(c 321 γγγ= 

321
321
321

γγγ
βββ
ααα

=× )cb.(a
rrr

 

)ab.(c)ac.(b)bc.(a)ba.(c)ca.(b)cb.(a
rrrrrrrrrrrrrrrrr

×−=×−=×−=×=×=×
 

|cb.(a(|:      حجم متوازی السطوح بنا شده بر سه بردار 
rrr

× 
  

|cb.(a(|: حجم هرم بنا شده بر سه بردار 
rrr

×6
1 

++=0 اگر - cba
rrrآنگاه باشد ، : 

cba −=+ 
acbacabaaa)c(a)ba(a ×=×⇒×−=×+×⇒−×=+× 

caba اگر -
rrrr

cbوa≠0 و×=×  :آن گاه≠
cb||a ×=0و− )cb.(aوa,b,cموازی یک صفحه اند. 

r,q,p(u(اصفراگر بردار ن     : معادله خط    D موازی خط        =
z,y,x(p(و 0000 z,y,x(P( نقطه ای مشخص و   =  نقطه ای دل خواه   =

فرض شود، در این صورت واضح است که               ∋RtوDاز خط     
 : در نتیجهوu||P.Pهموراه

tup.p                      : معادله برداری) الف
rr

= 

               : معادلات پارامتری) ب








+=
+=
+=

rtzz
qtyy
ptxx

0
0
0

 

          : معادلات متقارن)ج
r

zz
q

yy
p

xx 000 −
=

−
=

− 

ا که به ترتیب با بردارهای          ر 2Dو1D دو خط   :وضعیت دو خط   
)r11وq11و p(u 22و2qوr2(و= p(u موازی هستند در نظر         =

 .می گیریم

                 ) الف
2
1

2
1

2
1222

21 r
r

q
q

p
p

D||D
r,q,p

==⇔ 

بعضی از مؤلفه ها در یکی از دو بردار صفر باشد حتماً نظیر آن           اگر  : 1تذکر  
 :در بردار دیگر نیز صفر است، مثلاً

2
1

2
1

2121 00
r
r

q
q

,Pp,D||D ==⇔= 

برای تشخیص تقاطع   متنافرند   یا     متقاطعنباشند،  موازی  اگر دو خط    ) ب
معادلات پارامتری یکی از آن ها را در معادلات        . یا تنافر دو خط غیرموازی    

 دیگری جایگزین می نماییم، اگر از معادلات حاصل فقط یک مقدار           متقارن
برای پارامتر به وجود آید، دو خط متقاطع هستند و به ازاء مقدار به دست               

ولی اگر برای    . آمده پارامتر، مختصات نقطه تقاطع مشخص می شود         
 .پارامتر دو مقدار تعیین شود، دو خط متنافر خواهند بود

موازی یک نقطه مشترک  داشته باشند، منطبق          اگر دو خط     : 2تذکر  
  .هستند
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اگر .  را در نظر می گیریم      Lو خط Pنقطه: فاصله نقطه از خط    
DفاصلهPازL و )r,q,p(u نقطه دل خواهی  0PوLی  بردار مواز =

 :باشد در این صورت خواهیم داشتLاز خط 

|u|
|P.Pu|D ×

= 

عمودهای بی شمار بر   L، خارج   Pمی دانیم از یک نقطه مانند    : توضیح
را Lرسم می شود از این بی شمار عمود تنها یک عمود،          Lیی  خط فضا 

 . طول این عمود می باشدLازPمنظور از فاصله )PH(. قطع می کند
 

21 اگر: فاصله دو خط موازی    L||LوD    1فاصله دو خطL2وL باشد
و Pکافی است بر یکی از دو خط نقطه ای دل خواه مانند           Dبرای تعیین   

را از دستور ذیل محاسبه     Dو مقدار را انتخاب نموده    0Pبر دیگری نقطه    
 .نماییم

|u|
|P.Pu|D ×

= 

 .می باشد2Lیا1L، بردار موازی یکی از دو خط uدر این رابطه

zyx:L فاصله دو خط - zyxLو1== =−=−=  :برابر است با112

⇒⇒ ),,(PL Pzyx:L),,(و01102 0001 =⇒== 

|u|
|uP.P|D),,,(u),,,(P.P ×

=== 111011 

),,(),,(uP.P 011111001111
011

−=−−−=







=× 

3
6

3
2

111
011

222

222
==

++

+−+
=⇒

)(
D 

 :زاویه ی بین دو خط
زاویه ی αو2Lبردار موازی خط     2uو1Lبردار موازی خط   1uاگر: تعریف
 : باشد داریم2Lو1Lبین دو خط) یا قائمه(حاده 

|u|.|u|
|u.u|

cos
21

21=α 

که به ترتیب   3Lو2Lو1Lخطوط  : خط عمود بر دو خط یا دو بردار       
بر 1Lاگر  . موازی هستند را در نظر می گیریم     3uو2uو1uبا بردارهای   
نیز بر هر دو بردار     1uح است که     عمود باشد واض   3Lو2Lهر دو خط    

2u3وu 321عمود می باشد و در نتیجه uuu  :بنابراین.خواهد بود=×

321321 uuuL,LL ×=⇔⊥ 

، راستای عمود مشترک دو              1u در حقیقت           :تذکر
 .می باشد3Lو2Lخط

r,q,p(u(با بردار    Lاگر خط : تصویر نقطه روی یک خط       موازی و  =
z,y,x(A(تصویر z,y,x(B(وH، نقطه Lبر روی   =000 طه ای نق=111

 :باشد در این صورت خواهیم داشتLدل خواه از خط 

)zr 1+λ1وyq +λ1وxp(H +λ=2که در آن|u|
u.AB

=λ 

نسبت به خط   Aقرینه ی نقطه   ′A اگر   :قرینه یک نقطه نسبت به خط     
L     باشد اولاً باید نقطه یH     یعنی وسط دو نقطه یAوA′درL  صدق 

AAکند، ثانیاً باید بردار   .باشدLموازی بردار هادی ′
c,b,a(n(چنان چه بردار : معادله  صفحه  عمود باشد  Γ))((برصفحه  =

که می دانیم بر تمام خطوط واقع در صفحه و همه خطوط موازی صفحه عمود                  (
z,y,x(p(و) است 0000 نقطه ای مشخص از صفحه فرض شود در اینصورت          =

0000ه بصورت   معادله صفح  =−+−+− )zz(c)yy(b)xx(a      و با فرض 
dczbyax =++ dczbyax به صورت000  .  بیان می شود++=

zyx معادله صفحه عمود بر خط       - =−=∆ ),,( و گذرنده از نقطه    2  را  −121
 .محاسبه کنید

),,(A n),,(و−121 212 n),,(یا=− 12
11 −

= 

2222122112 −=+−−=×+−+−×= zyx:))((d 
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