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6مسائل فصل   
  

1 فرض کنید-1 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع زیر باشد در هر یک از موارد زیر فاصله 
1)100اطمینان با دمهاي برابر ، کوتاهترین فاصله اطمینان و فاصله اطمینان نااریب )%α− را براي  

  .بدست آورید θارامترپ
  

) ( , )i N θ θ    0θ >  
:توجه داشته باشید که در روابط زیر داریم   

2
( 1)( ) nf xθ χ −=       

2
2

( 1)
( 1)

n
n SQ χ

θ −

−
=   

برابر فاصله اطمینان بادمهاي   
2

2 2

( 1, ) ( 1,1 )
2 2

( 1)1 ( )
n n

n Sp α αα χ χ
θ− − −

−
− = < <  

 
2 2

2 2

( 1,1 ) ( 1, )
2 2

( 1) ( 1)( )
n n

n S n Sp
α α

θ
χ χ

− − −

− −
< <  

 
 بنابراین فاصله به صورت زیر است 

2 2

2 2

( 1,1 ) ( 1, )
2 2

( 1) ( 1)( , )
n n

n S n S

α αχ χ
− − −

− −  

  کوتاهترین فاصله اطمینان 
 

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)1 ( ) ( )n S n S n Sp a b p
b a

α θ
θ

− − −
− = < < = < <  

 

→طول فاصله   2 1 1( 1) ( )L n S
a b

= − −  
   به صورت زیر است Lبی براي مینیمم کردن که شرط جان

( )( ) 1 ( ) ( ) 0
( )

b
 Қ                     

                                   Ậ  
a

f bb bf x dx f b f a
a f a a

θ
θ θ θ

θ

α ∂ ∂
= − → − = ⇒ =

∂ ∂∫  

2

2 2 2

1 10 ( ) 0L b b b
a a a b a a

∂ ∂ ∂
= ⇒ − + = ⇒ =

∂ ∂ ∂
 

2

2

( )
( )

f ab b
a a f b

θ

θ

∂
= =

∂
 

  یر صدق کنند را طوري باید انتخاب کرد که همزمان در روابط زbوaبنابراین 
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2 2

( ) 1

( ) ( )

b

a

f x dx

a f a b f b

θ

θ θ

α


= −

 =

∫  

:فاصله اطمینان نا اریب   
 

2 2( 1) ( 1)( ) 1n S n Sp
b a

θ α
− −

< < = −  
2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( )n S n S n S n Sp p a b p a b p a Q b

b a
θ

θ λ λ
θ θ θ

− − − −′⇒ < < = < < = < < = < <
′ ′ ′

 

θλکه 
θ

′
   بنابراین داریم =

(1) 1H α= −  
  
  

1
( ) 0 ( ) ( )

( )
H bf b af aλ θ θ

λ
λ =

∂
= ⇒ =

∂
  

     باید در شرایط زیر صدق کنندb وaبنابراین 

2 2

( ) 1

( ) ( )

b

a

f x dx

a f a b f b

θ

θ θ

α


= −

 =

∫  

 توجه داشته باشید که هر سه فاصله با هم متفاوت هستند 
 

  
2) ( , )ii N θ θ    0θ >  

)θ،  2چون آماره بسنده براي  , )i iX X∑   است پس کمیت محوري را به صورت تابعی از آن در نظر می گیریم ∑
2

2 2
( 1)2 2

( 1) 1 ( , )i i n
n S nQ X X

n
χ

θ θ −

− −
= = ∑ ∑    

  
  فاصله اطمینان بادمهاي برابر 

2
2 2

2( 1,1 ) ( 1, )
2 2

( 1)( ) 1
n n

n Sp α αχ χ α
θ− − −

−
< < = −  

2

2 2 2

( 1,1 ) ( 1, )
2 2

1 ( 1) 1( ) 1
n n

n n S np s s
α α

α
χ θ χ

− − −

− − −
< < = −  

  پس فاصله اطمینان بادمهاي برابر به صورت زیر است 

2 2

( 1,1 ) ( 1, )
2 2

1 1( )
n n

n ns s
α α

θ
χ χ

− − −

− −
< <  

  فاصله اطمینان بادمهاي برابر 
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2

2

( 1) 1 1( ) 1 ( )n S n np a b p s s
b a

α θ
θ
− − −

= < < = − ⇒ < <  

  پس طول فاطله به صورت زیر است 
1 11( )L s n
a b

= − −  

   به صورت زیر است Lحال شرط جانبی براي مینیمم کردن 
  

( ) 1
b

a

f x dxθ α= −∫  

  نتیجه می شود که از این رابطه 
( )( ) ( )
( )

f ab bf b f a
a a f b

θ
θ θ

θ

∂ ∂
= ⇒ =

∂ ∂
  

)دقت کنید که در این رابطه  )f xθ2تابع چگالی
( 1)nχ   است −

  از طول فاصله اطمینان داریم 
3
2

3 3 3
2 2 2

1 1 1 10 ( ) 0
2 2

L b b b
a a aa b a

∂ ∂ ∂
= ⇒ − + = ⇒ =

∂ ∂ ∂
   

     باید در شرایط زیر صدق کنندb وaپس نتیجه می شود که 
3
2

3
2( ) ( )

( ) 1
b

a

a f a b f b

f x dx

θ θ

θ α


=


 = −


∫
  

  
  فاصله اطمینان نااریب 

1 1( ) 1n np s s
b a

θ α
− −

< < = −  
  حال داریم 

2

2

1 1 ( 1)( ) ( ) ( )n n n SH p s s p a b
b a

λ θ
θ

− − −′= < < = < <  

2 2

2 2

( 1)( ) ( )n Sp a b p a Q bθ
λ λ

θ θ
−

< < = < <
′

  

که در این رابطه 
2

2

θ
λ

θ
′

  است حال باید داشته باشیم=

(1) 1H α= −   
   1

( ) 0 ( ) ( )H bf b af aλ θ θ
λ

λ =
∂

= ⇒ =
∂

     
     باید در شرایط زیر صدق کنندb وaپس 
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( ) 1

( ) ( )

b

a

f x dx

af a bf b

θ

θ θ

α


= −

 =

∫  

  این بار همان مراحل را با کمیت محوري زیر انجام می دهیم 

( ) ( 1) (0,1)x xQ n n Nθ
θ θ
−

= = −    
  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

1 1
2 2

( ( 1) ) 1xp Z n Zα α α
θ− −

− < − < = −  

1 1
2 2

1 1 1 1 1( )p Z Z
x xnx nxα αθ− −

− < < +  

1 1
2 2

( )nx nxp
n Z n Zα α

θ
− −

< <
+ −

  

1 1
2 2

( , )nx nx
n Z n Zα α

− −
+ −

  

  : کوتاهترین فاصله اطمینان
  کمیت محوري را به صورت زیر می گیریم 

(1,1) ( ) 1nx nxN p a b α
θ θ

⇒ < < = −   

( )nx nx
b a

θ< <  
  

  پس طول فاصله به صورت زیر است 
1 1( )L nx
a b

= −  
  و شرط جانبی به صورت زیر است 

( ) 1 ( ) (0,1)
b

a

f x dx f x Nθ θα= − ⇒∫    

( )
( )

f a b
f b a
θ

θ

∂
=

∂
  

2

2 2 2

1 10 ( ) 0L b b
a a b a a

∂ ∂
= ⇒ − + = ⇒ =

∂ ∂
   

    ط زیر صدق کنند باید در شرایb وaپس 

2 2

( ) 1

( ) ( )

b

a

f x dx

a f a b f b

θ

θ θ

α


= −

 =

∫  

  فاصله اطمینان نا اریب 
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( ) (0,1) ( )nxQ N f xθθ
= =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nx nx nx nx nxH a b a b p a b
b a

θ
λ θ λ λ

θ θ θ θ
′= < < = < < = < < = < <

′ ′
  

θλ
θ

′
=  
(1) 1H α= −  

1
( ) 0 ( ) ( )H bf b af aλ θ θ
λ

λ =
∂

= ⇒ =
∂

  
     باید در شرایط زیر صدق کنندb وaپس 

( ) 1

( ) ( )

b

a

f x dx

bf b af a

θ

θ θ

α


= −

 =

∫  

  
) (0, )iii u θ               0θ >  

)چون  )nx آماره بسنده است کمیت محوري را به صورت تابعی از ( )nxکنیم  انتخاب می   
  
 
 
 

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 
( ) 2

(2)2 ln nx
Q n χ

θ
= −   

( )2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

( )2 2

(2,1 ) (2, )
2 2

2 2
( ) ( )(2, ) (2,1 )

2 2

( 2 ln ) 1

1 1( ln )
2 2

1 1( exp{ } exp{ }) 1
2 2

n

n

n n

x
p n

x
p

n n

p x x
n n

α α

α α

α α

χ χ α
θ

χ χ
θ

χ θ χ α

−

−

−

< − < = −

− −
< <

− −
< < = −

 

  پس فاصله به صورت زیر است 
2 2

( ) ( )(2, ) (2,1 )
2 2

1 1( exp{ }, exp{ })
2 2n nx x

n nα αχ χ
−

− −  

  فاصله اطمینان با کوتاه ترین طول 
   حل شده است 14-6این قسمت در مثال 

 
  فاصله اطمینان نااریب 

   حل شده است 22-6ل این قسمت در مثا
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) ( ,1)iv Beta θ                   0θ >  
 

lnکمیت محوري باید به صورت تابعی از آماره بسنده یعنی  ix∑ باشد   
2

(2 )2 ln ( )i nQ x f xθθ χ= − =∑   
  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

( 2 ln ) 1

1 1( ) 1
2 ln 2 ln

in n

n n
i i

p x

p
x x

α α

α α

χ θ χ α

χ θ χ α
θ θ

−

−

< − < = −

− < < − = −

∑

∑ ∑
 

  پس فاصله به صورت زیر است 
 

2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

1 1( , )
2 ln 2 lnn n

i ix xα αχ χ
θ θ −

− −
∑ ∑

 

  کوتاهترین فاصله اطمینان 
( 2 ln ) 1

1 1( ) 1
2 ln 2 ln

i

i i

p a x b

p a b
x x

θ α

θ α

< − < = −

− −
< < = −

∑

∑ ∑
 

  پس طول فاصله به صورت زیر است 
1 ( )

2 ln i

L b a
x

−
= −

∑
 

0 1
( ) ( )( )( ) 1

( )
b

a

L b
a a f a f bf bbf x

a f a

θ θ
θ

θ
θ

α

∂ ∂ = ⇒ = ∂ ∂  ⇒ =∂ = − ⇒ =
∂ 

∫
 

 
   باید در شرایط زیر صدق کند bوaپس 

( ) 1

( ) ( )

b

a
f x

f a f b
θ

θ θ

α = −


=

∫  

 حال اگر براي کوتاه ترین فاصله کمیت محوري را به صورت زیر تعریف می کنیم داریم 

( ) ( )
2

2
12 ln (1, )
2nu n xθ χ= − Γ =  

( )
( ) ( )

( 2 ln ) ( ) 1
2 ln 2 lnn

n n

a bp a n x b p
n x n x

θ θ α< − < = < < = −
− −

 

 

( )2 ln n

a bL
n x

−
=

−
 

2 2 21 1
2

u a bb

a
e du e e α

− − −

= − = −∫                    0 a b≤ < < ∞                  ( )∗  
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                     0 2 ln(1 )a α≤ < − −                  2ln( ) bα− ≤ < ∞  

)حال از رابطه     داریم ∗(
   

2
2 2

2

1 1 0
2 2

a
a b

b
b b ee e
a a e

−
− −

−

∂ ∂
− + = ⇒ =

∂ ∂
 

( ) ( )

2 2

2

1 1(1 ) ( ) 0
2 ln 2 ln

b a

b
n n

L b e e
a n x a n x e

− −

−

∂ ∂ − +
= − = >

∂ ∂ −
 

0a  یک تابع صعودي است پس a نسبت بهLبنابراین  =  
22

2,11 1 2ln
b

e b αα α χ
−

−− − = − ⇒ = − =  

( )

2
2,1(0, )

2 ln nn x
αχ −

−
 

2فاصله اطمینان نااریب براساس کمیت محوري  ln iQ xθ= − ∑   

( ) ( )
2 ln 2 lni i

b aH p
x x

λ θ −′= − < <
∑ ∑

  

( ) ( 2 ln ) ( 2 ln )i iH p a x b p a x bθλ θ θ
θ

′
′= < − < = < − <∑ ∑  

                                    θλ
θ

′
=                 ( 2 ln )ip a x bλ θ λ< − <∑  

(1) 1H α= −  

1
( ) 0 ( ) ( )

( )
H bf b abf aλ θ θ

λ
λ =

∂
= ⇒ =

∂
   در شرایط زیر صدق می کنند bوaپس 

( ) 1

( ) ( )

b

a
f x

bf b abf a
θ

θ θ

α = −


=

∫   

  
) (1, )v Beta θ  

صورت زیر استکمیت محوري زیر را به صورت تابعی از آماره بسنده یعنی به   
2

(2 )2 ln(1 )i nQ xθ χ= − −∑   
   مسأله حل می شود (iv)براساس این کمیت محوري به سادگی مانند قسمت 

                      
1 1) ( , )
2 2

vi u θ θ− +              θ ∈   

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر
(1) آماره بسنده ( )( , )nx x است پس کمیت محوري را به صورت زیر تابعی از آماره بسنده می گیریم    

2
( ) 2

12 ln( )
2nQ n x θ χ= − − +   
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2 2
( )(2, ) (2,1 )

2 2

1( 2 ln( ) ) 1
2np n xα αχ θ χ α

−
< − − + < = −  

2 2
( 2 , ) (2 ,1 )

2 2

1 1
2 2

( ) ( )
1 1( ) 1
2 2

n n

n np x e x e
α αχ χ

θ α−
− −

+ − < < + − = −  
 پس فاصله به صورت زیر است 

2 2
( 2 , ) ( 2 ,1 )

2 2

1 1
2 2

( ) ( )
1 1( , )
2 2

n n

n np x e x e
α αχ χ

−
− −

+ − + −  
 فاصله اطمینان با کوتاهترین طول 

( )
1 ( ,1) ( )
2nQ x Beta n f xθθ= − + =  

( ) ( ) ( )
1 1 1( ) 1 ( ) 1
2 2 2n n np a x b p b x x aθ α θ α< − + < = − ⇒ − + + < < + − = −  

Lطول فاصله به صورت  b a=    است −
  

   به صورت زیر است Lشرط جانبی براي مینیمم کردن 
1

1 1
1( ) 1 1 0

nb n n n n
na

b a bf x b a nb na
a b aθ α α

−
− −

−

∂ ∂
= − ⇒ − = − ⇒ − = ⇒ =

∂ ∂∫  
1

0 na α≤ <                      
1

(1 ) 1n bα− ≤ <    
1 1 1

1 11 1 0
n n n

n n

L a b a b
b b a a

− − −

− −

∂ ∂ −
= − = − = <

∂ ∂
  

  را می گیرد 1 نزولی است پس حداکثر مقدار خود یعنی b نسبت به Lپس 
 

1 1n na aα α− = − ⇒ =  
1پس کوتاهترین فاصله اطمینان در سطح   α−بر پایه u عبارت است از   

1

( ) ( )
1 1( , )
2 2

n
n nx x α− + −  

  
  فاصله اطمینان نااریب 

( ) ( )
1 1( ) ( )
2 2n nH p x b x aλ θ ′= + − < < + −  

( ) ( )
1 1( ) ( )
2 2n np a x b p a x bθ θ θ θ′ ′= < − + < = < − + + − <  

( )
1( )
2np a x bλ θ λ+ < − + < +              λ θ θ′= −  

( ) ( ) ( ) ( ) 1n n n nH b a H b aλ λ λ λ α= + − + ⇒ = − = −  
 

) ( , )avii p β θ  
   است پس کمیت محوري تابعی از آن است θ آماره بسنده براي x(1)می دانیم که 
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 فاصله اطمینان با دمهاي برابر 
(1) 2

(2)2 ln
x

n χ
θ

  

(1)2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

(1)2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

2 2
(1) (1)(2,1 ) (2, )

2 2

( 2 ln ) 1

1 1(exp{ } exp{ })
2 2

1 1( exp{ } exp{ })
2 2

x
p n

x
p

n n

p x x
n n

α α

α α

α α

χ χ α
θ

χ χ
β θ β

χ θ χ
β β

−

−

−

< < = −

< <

− −
= < <

 

  فاصله به صورت زیر است پس 
2 2

(1) (1)(2,1 ) (2, )
2 2

1 1( exp{ }, exp{ })
2 2

x x
n nα αχ χ

β β−

− −  

  
  فاصله اطمینان با کوتاهترین طول 

(1) 1nx
Q u n u ββ

θ
− −= =                            1u >  

(1) (1) (1)( ) 1 ( ) 1
x x x

p a b p
b a

α θ α
θ

< < = − ⇒ < < = −  
  طول فاصله به قرار زیر است 

(1)
1 1( )L x
a b

= −  
  رط مجانبی به صورت زیر است همچنین ش

1 1
b n n n

a
n u du a bβ β ββ α− − − −= − = −∫                 1 a b< < < ∞   

1

1 (1 ) na βα
−

< < −                                     
1

n bβα
−

< < ∞  

(1) 2 2

1 1( )L bx
a a a b

∂ − ∂
= −

∂ ∂
 

1
1 1

11 0
n

n n n n
n

b b aa b n a n b
a a b

β
β β β β

βα β β
− −

− − − − − −
− −

∂ ∂
− = − ⇒ − + = ⇒ =

∂ ∂
 

1 1

1 0
n n

n

L b a
a b

β β

β

− −

+

∂ −
= >

∂
 

1a را اختیار می کنیم  ،a حداقل مقدار a صعودي است پس براي a نسبت به Lپس   پس =
1

nb βα
−

  ت زیر است فاصله به صور=
(1)

(1)( , )n

x
xβ α

 

 
 

  فاصله اطمینان نااریب 
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(1) (1) (1)( ) ( ) ( )
x x x

H p p a b
b a

λ θ
θ

′= < < = < <
′  

(1)( ) ( )
x

p a b p a u bθ
λ λ

θ θ
= < < = < <

′
                          θλ

θ
′

=  

( ) ( ) ( ) (1 )n n nH a bβ β βλ λ λ λ α− − −= − = − 1aλ   و             ≥  
1a مورد نظر را طوري انتخاب کنیم که حال اگر فاصله 1λ ، آنگاه براي یک < 1aλ خواهیم داشت >  و در نتیجه رابطه بالا بزرگتر ≤

  از 

1 α−،1 خواهد بود که با شرایط تناقض دارد پسa   و در نتیجه خواهیم داشت=
1

nb βα
−

    بنابراین با انتخاب فوق داریم=
  
   

1

1

1

1n

n

β

β

λ

α λ

λ α

≥

< <

<

     

  
  

) ( , )aviii p θ β  
θ ، lnآماره بسنده برا ي  ix∑ی از آن است  است پس کمیت محوري تابع  

2
(2 )2 ln ( )i

n
x f xθθ χ
β

=∑    

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 
2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

( 2 ln ) 1i

n n

xp α αχ θ χ α
β −

< < = −∑ 

2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

1 1( ) 1
2 ln 2 lnn ni i

p x xα αχ θ χ α

β β
−

< < = −
∑ ∑

 

  پس فاصله به صورت زیر است 
2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

1 1( , )
2 ln 2 lnn ni ix xα αχ χ

β β
−∑ ∑

  

  فاصله اطمینان با کوتاه ترین طول 
  

( 2 ln ) 1ixp a bθ α
β

< < = −∑  

( ) 1
2 ln 2 lni i

a bp x xθ α
θ θ

β β

< < = −
∑ ∑

  

  پس طول فاصله به صورت زیر است 

(1 )
1

0

n

n

β

β

λ α
αλ

−

−

 −
 −
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1 ( )
2 ln i

L b axθ
β

= −
∑

  

   به صورت زیر است Lوشرط جانبی براي مینیمم کردن 
( )( ) 1 ( ) ( )
( )

0 1 ( ) ( )

b

a

f ab bf x dx f b f a
a a f b

L b f b f a
a a

θ
θ θ θ

θ

θ θ

α ∂ ∂
= − ⇒ = ⇒ =

∂ ∂

∂ ∂
= ⇒ = ⇒ =

∂ ∂

∫
  

    باید در شرایط زیر صدق کنندbوaپس 

( ) 1

( ) ( )

b

a
f x dx

f a f b
θ

θ θ

α = −


=

∫  

  فاصله اطمینان نااریب 

( ) ( ) ( 2 ln )
2 ln 2 ln

( 2 ln ) ( )

i

i i

i

xa bH p p a bx x

xp a b p a Q b

λ θ θ
β

β β
θ θ λ λ
θ β

′ ′= < < = < <

′
< < = < <

∑
∑ ∑

∑
  

  حال باید داشته باشیم 

1

(1) 1
( ) 0 ( ) ( )

H
H bf b af aλ θ θ

α
λ

λ =

= −
∂

= ⇒ =
∂

  

   درجه آزادي است 2n تابع چگالی کاي دو با fθکه
  

2) ( , )ix N µ σ        µ ∈              0σ >                   eµθ =  
 فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

( )1

1,1 1,1
2 2

(1 ) (1 )
2 2

ln

ln( ) 1

(exp{ln } exp{ln }) 1

n

n n

xQ ts
n

xp t t
n

p x t e x t
n n

α α

µ
α α

µ

µ α
σ

σ σ
α

−

   − − − −   
   

− −

−
=

−
< < = −

− < < + = −

 

 

 پس فاصله اطمینان به صورت زیر است 

(1 ) (1 )
2 2

(exp{ln },exp{ln })x t x t
n nα α

σ σ
− −

− +  

اهترین طولفاصله اطمینان با کوت  

( )1
ln

n
xQ ts

n

µ
−

−
=   
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(ln ln ) 1s sp x b x a
n n

µ α− < < − = −  

(exp{ln } exp{ln }) 1b ap x s e x s
n n

µ θ α− < = < − = −                            (1)  

 که طول این فاصله اطمینان عبارتست از 
( ) 1

b

a
f q dqθ α= −∫                             (2)  

) که  )f qθتوزیع  t  1 باn    درجه آزادي است −
   داریم (2)از رابطه 

( )( ) ( ) 0
( )

f ab bf b f a
a a f b

θ
θ θ

θ

∂ ∂
− = ⇒ =

∂ ∂
  

   داریم (1)از رابطه 

0 0

as
as bs n
n n

bs
n

L s s b b ee e
a a an n

e

−
− −

−

∂ − ∂ ∂
= ⇒ + = ⇒ =

∂ ∂ ∂
  

  باید در شرایط زیر صدق کنند b وaپس 

( ) 1

( ) ( )

b

a
as bs

n n

f q dq

e f a e f b

θ

θ θ

α = −

 =

∫
 

 فاصله اطمینان نااریب
 

   به صورت مقابل داریم Qبا انتخاب 
  

( )1n
xQ ts

n

µ
−

−
=   

(exp{ln } exp{ln }) 1s sp x b x a
n n

θ α− < < − = −  

م در نتیجه داری  
 

( ) (exp{ln } exp{ln })

ln ln( ) ( ( ) )

s sH p x b x a
n n

xp a b p a Q bs
n

λ θ

θ λ

′= − < < −

′−
= < < = < <  

 به طوري که 
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( 1, )12
2

2

ln ln

ln ln( ) , , ( )
( )

n

x

nQ Q t
s

n
λ

θ λσ
θ θ

λ λ λ
σ

σ

−

′−
−

′ − ′= =   

'),(و λvtنمایانگر توزیع   t    نا مرکزي با v درجه آزادي و پارامتر نا مرکزي λ که تابع چگالی آن در کتاب وجود دارد؛ حال  براي 
  کتاب پارسیان باید داشته باشیم ) 18 -6 (    برقراریرابطه ي

α−= 1)0(H  
                                                                                           

0)(

0

=
∂

∂

=λλ
λH                                   

  رابطه اخیر نتیجه می دهد که 

0
)1()2(

1
22

=
+

∫ +
dt

v
t
tb

a
v

vπ
          

    باید همزمان در معادلات زیر صدق کنند            b و a بنابر این











=
+

−=

∫
∫

+ 0
)1(

1)(

22
dt

v
t
t
qf

b

a
v

v

b

a
αθ

 

  
به سادگی تحقیق می شود که تنها جواب همزمان معادلات فوق عبارت .  است v  با درجه آزادي  t چگالی توزیع qfθ)(به طوري که 

  است از 

)
2

1,1( α
−−

=−=
n

tab  

  
  بنابر این فاصله اطمینان نا اریب به صورت زیر است



















+








−

−−−− n
stx

n
stx

nn )
2

1,1()
2

1,1(
lnexp,lnexp αα  

 
x ) E(1 , θ)              θ ∈  R 

∑ ، θآماره بند براي  ix است پس کمیت محوري را به صورت تابعی از آن اختیار می کنیم .  
  مهاي برابرفاصله اطمینان با د

∑ ≈= −
2
21 )(2 nixQ χθ  

αχθχ αα −=
−

−∑ 1))(2( 2

)
2

1,2(1
2

)
2

,2( nin
xP pp  

α
χ

θ
χ αα

−=
∑∑ −

−

−

1)
)(2)(2

(
1

2

)
2

1,2(

1

2

)
2

,2(

i

n

i

n

xx
P pp  

  پس فاصله به صورت زیر است
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)
)(2

,
)(2

(
1

2

)
2

1,2(

1

2

)
2

,2(

∑∑ −

−

− i

n

i

n

xx

αα χχ
 

  پس براي اطمینان با کوتاهترن طول داریم
∑ ≈= −

2
)2(1 )(2 nixQ χθ   

α−=
∑∑ −−

1)
)(2

,
)(2

(
11 ii x

b
x

aP  

  باید در روابط زیر صدق کنند  b , aکتاب پارسیان ) 13-6(که بنا به مثال 
 







=

−=∫
)()(

1)(
bfaf

qf
b

a

θθ

θ α  

  : فاصله اطمینان نا اریب 
∑ ≈= −

2
)2(1 )(2 nixQ χθ  

αθ −=
∑∑ −−

1)
)(2)(2

(
11 ii x

b
x

aP pp  

  در نتیجه داریم
 

)
)(2)(2

()(
11 ∑∑ −−

′=
ii x

b
x

aPH pp θλ  

          ))(2())(2( 11 bxaPbxaP ii pppp ∑∑ −−

′
=′= θ

θ
θθ  

          = )( λλ bQaP pp  

به طوري که 
θ
θλ

′
  باید ) 18 -6( براي تحقیق رابطه =







=
∂

∂
−=

=

0)(
1)1(

1λλ
λ

α
H
H

 

  باید در روابط زیر صدق کنند b و aکه از بالا نتیجه می شود که 







=

−=∫
)()(

1)(
afabfb

dqqf
b

a

θθ

θ α  

2 داراي توزیع xfθ)(که 
2nχاست    

  
  

15(  
  

ii) 002)( 2 fpp θθ
θθ xxxf =  

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر
   است پس کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیمnx  آماره بند در این تابع چگالی
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2
2ln4 χ

θ
≈−= nxnQ  

αχ
θ

χ αα −=−
−

1)ln4( 2

)
2

1,2(

2

)
2

,2(
pp nxnP  

αχ
θ

χ αα −=
















−




−
−

1)4
1exp4

1(exp 2

)
2

,2(

2

)
2

1,2(
pp nxP  

α

χ

θ

χ αα

−=











−










−
−

1)

4
1exp4

1exp

(
2

)
2

1,2(

2

)
2

,2(

nn xxP pp  

 
  ابرفاصله اطمینان با دمهاي بر

  این بار کمیت محوري را به صورت مقابل انتخاب می کنیم

)1,2( netaxQ n β
θ

≈=  

αθα
θ

−=⇒−= 1)(1)(
a
x

b
xPbxaP nnn pppp  

بنابر این طول فاصله به صورت مقابل است                                                                                                 

)11(
ba

xl n −=  
  حال شرط جانبی براي مینیمم کردن ما به صورت زیر است
10112 2212 ≤≤−=−⇒−=∫ − baabdqqn nnb

a

n pαα  

واضح است که                                                                                     

nn ab 2
1

2
1

01)1( αα pp ≤≤−  
  حال از رابطه قبل داریم

12

12
1212 22 −

−
−− =

∂
∂

⇒=
∂
∂

n

n
nn

b
a

a
banb

a
bn  

  طرفی داریمهمچنین از 

0)()11()11( 212

1212

212

12

222 p
ba
bax

ba
b

a
x

bb
a

a
x

b
l

n

nn

nn

n

nn +

++

−

− −
=+−=+

∂
∂

−=
∂
∂  

  
  را اختیار میکند و بنابر این با جایگذاري در رابطه زیر b=1 حد اکثر مقدارش یعنی b تابع نزولی است در نتیجه b نسبت به Lحال چون 

  : داریم 

nnnn aaab 2
1

222 111 ααα =⇒−=−⇒−=−  

),(              عبارتست از     a بر پایه α-1بنابر این کوتاهترین فاصله در سطح  
2
1
n

n
n

a

xx  

:                                                                                                    فاصله اطمینان نا اریب 
θ

nxQ =  
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αθα
θ

−=⇒−= 1)(1)(
a
x

b
x

Pb
x

aP nnn pppp  

    
θ
θλλλ

θθ
θ

θ
θλ

′
==

′
=

′
=′=⇒ ,)()()()()( bQaPbxaPbxaP

a
x

b
xPH nnnn pppppppp  

    داریمλb≥1 به شرط    Qبا توجه به توزیع  
)1()()( 2222 αλλλ −=−= nnnn abH  

1λ آنگاه براي یک  b>1حال اگر فاصله مورد نظر را طوري انتخاب کنیم که   f 1 خواهیم داشتbλ  در نتیجه رابطه ي قبل بزرگتر از ≥
1 α− 1کتاب پارسیان متناقض است که براي اجتناب از این مسئله باید ) 18 -6( خواهد بود که با شرایط ارائه شده=b  باشد و در نتیجه 

1
2na α= پس با تنتخاب فوق داریم    

( )

( )2

2 1
2

1
2

11

1
1

0

n

n
n

n

H

λλ α

λ αλ
λ α

λ α

−

−

 ≤−

= − < <


>  
  

)به سادگی معلوم می شود که  )H λ1قدار ماکزیمم خود را در   مλ  بنابر این یک فاصله اطمینان نا اریب در سطح  اختیار می کند =
1 α− بر پایه کیت محوري Q  به صورت زیر است    

( )
( )
1

2
, n

n
n

x
x

α

 
  
   

 
1 11) 0 1 0iii x xθ θ

θ
−

< < >  

  
  : برابرفاصله اطمینان با دمهاي

1 بر پایه این تابع چگالی  θآماره بند براي 
ln

n

i
i

x
=

∑
    است پس کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم 

2
2

1

2 ln
n

i n
i

Q x χ
θ =

= − ≈∑
 

2 2

2 , 2 ,1
2 2

2 ln 1i
n n

p xα αχ χ α
θ   −   

   

 
< − < = −  

 
∑

 

2 2

2 ,1 2 ,
2 2

2 ln 2 ln
1

i i

n n

x x
p

α α

θ α
χ χ   −   

   

 
− − 

 < < = −
 
 
 

∑ ∑

 
  : دمهاي برابربه صورت زیر استپس فاصله اطمینان با
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2 2

2 ,1 2 ,
2 2

2 ln 2 ln
,

i i

n n

x x

α αχ χ   −   
   

 
− − 

 
 
 
 

∑ ∑

 
  :فاصله اطمینان با کوتاهترین طول 

2 ln 1ip a x b α
θ

 
< − < = − 

 
∑

 
2 ln 2 ln

1
i ix x

p
b a

θ α

 
− − 

 < < = −
 
 
 

∑ ∑

 
  

  :بنابر این طول فاصله به صورت زیر است 
1 12 ln ,iL x
a b

 = −  
 

∑
 

  :ر است  به صورت زیLحال شرط جانبی براي مینیمم کردن 

( ) 1
b

a
f q dqθ α= −∫ )    که                 ) 2

2nf xθ χ=  
  :  مشتق بگیریم داریم b اگر از دو طرف شرط جانبی نسبت به 

( )( )( ) ( ) 0 1
( )

a a f bf b f a
b b f a

∂ ∂
− = ⇒ =

∂ ∂  
  : مشتق می گیریم و مساوي صفر قرار می دهیم b  نسبت به L حال از 

( )
2

2 2 2

1 10 2 ln 0 2i
L L a ax
b a b b b b

∂ ∂ ∂ = ⇒ − − + = ⇒ = ∂ ∂ ∂ 
∑

  
  : داریم ) 2(و ) 1(از رابطه 

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

2

f ba a f a b f b
b f a

= ⇒ =
 

  : را باید به گونه اي اختیار کنیم که همزمان در روابط زیر صدق کنند b , aبنابر این 

( )
( ) ( )2 2

1
b

a
f q dq

a f a b f b
θ α = −


=

∫
 

  
  :فاصله اطمینان نا اریب 

با انتخاب کمیت محوري 
1

2 ln
n

i
i

Q x
θ =

= −   :  داریم ∑

2 ln 2 ln
1

i ix x
p

b a
θ α

 
− − 

 < < = −
 
 
 

∑ ∑
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( )
2 ln 2 lni ix x

H p
b a

λ θ

 
− − 

 ′= < <
 
 
 

∑ ∑
 

2 2ln lni ip a x b p a x bθ
θ θ θ
−   

= < < = < − <   ′ ′   
∑ ∑  

2 ln ip a x b θ
λ λ λ

θ θ
′ 

= < − < ∃ = 
 

∑  

  : کتاب پارسیان داریم ) 18 -6(براي برقراري رابطه 
( )

( ) ( ) ( )
1

1 1

0

H

H
b f b a f aθ θ

λ

α

λ
λ

=

= −

∂
= ⇒ =

∂

 

)  به طوري که )f bθ 2 تابع چگالی احتمال
2nχ بنابر این . استb , a  را باید طوري انتخاب کنیم که در روابط زیر صدق کنند   

( )
( ) ( )

1
b

a
f q dq

b f b a f a
θ

θ θ

α = −


=

∫  

  

iv )  ( ) 1 0 0
x

f x x e x
α

α θ
θ

α
θ

θ
−−= > > αمعلوم     

  :فاصله اطمینان با دمهاي برابر
ixچون آماره بسته به صورت   α∑ است پس کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم   

2
2

2
i nQ x α χ

θ
= ≈∑  

2 2

2 , 2 ,1
2 2

2 1i
n n

p xα
α αχ χ α

θ   −   
   

 
< < = −  

 
∑  

2 2

2 ,1 2 ,
2 2

2 2
1

i i

n n

x x
p

α α

α α

θ α
χ χ   −   

   

 
 
 < < = −
 
 
 

∑ ∑
 

  :پس فاصله اطمینان به صورت زیر است 

2 2

2 ,1 2 ,
2 2

2 2
( , )

i i

n n

x xα α

α αχ χ   −   
   

∑ ∑
 

  : اریب فاصله اطمینان با کوتاهترین طول و فاصله اطمینان نا

با انتخاب کمیت محوري 
1

2 n

i
i

Q x α

θ =

=   .کتاب پارسیان حاصل می شود ) 20 -6(و ) 12 -6(  تمامی نتایج مشابه مثال ∑
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1 فرض کنید -3 nx xK یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع ( )2,N θ θ باشد :  
 بدست آورد ؟ θوش فاصله اطمینان با دمهاي برابردو فاصله اطمینان مختلف براي آیا می توان به ر) الف

  چگونه؟
)یک فاصله اطمینان نا اریب ) ب )100 1 %α− 2 برايθبدست آورید ؛   
)کوتاهترین فاصله اطمینان) ج )100 1 %α− 2 برايθ بدست آورید .  
  
  
  بلی) الف

1اولین فاصله اطمینان را با کمیت محوري 
xQ

n

θ
θ
−

) که داراي توزیع = )0,1N است ایجاد می کند   

1 1
2 2

1xp Z Z

n

α α
θ α

θ− −

 
 −

− < < = − 
  
 

 

1 1
2 2

1n xp Z n Z nα α α
θ− −

 
− + < < + = −  

 
 

1
2 2

n x n xp
n Z n Zα α

θ
−

 
 

< < + + 
 

 

  : پس اولین فاصله اطمینان با دمهاي برابر به صورت یر است 

1
2 2

( , )n x n x
n Z n Zα α

−
+ +

 

این فاصله اطمینان را با کمیت محوري  
2

2 2

( 1)n sQ
θ
−

2 که داراي توزیع =
1nχ    درجه آزادي است ایجاد می کنیم    −

                                                                                                                                                 
  

2
2 2

21, 1,1
2 2

( 1) 1
n n

n sp α αχ χ α
θ   − − −   

   

 −
< < = −  

 
 

2 2

1,1 1,
2 2

1 1 1
n n

n np s s
α α

θ α
χ χ   − − −   

   

 
 − −

< < = − 
  
 

 

  : پس دومین فاصله اطمینان با دمهاي برابر به صورت یر است 
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 2 2

1,1 1,
2 2

1 1,
n n

n ns s
α αχ χ   − − −   

   

 
 − −
 
  
 

 

 بر پایه ي کمیت محوري 2θفاصله اطمینان نا اریب براي ) ب
2

2

( 1)n sQ
θ
−

  .کتاب پارسیان بدست می آید ) 19 -6( مانند مثال =

 بر پایه ي کمیت محوري 2θفاصله اطمینان با کوتاهترین طول براي ) ج
2

2

( 1)n sQ
θ
−

کتاب پارسیان بدست ) 11 -6( مانند مثال =
  .می آید 

  
 
) فرض کنید -4 )x E θ≈:   

)آیا ) الف ), 2x x 1 یک فاصله اطمینان براي
θ

   است ؟ چرا ؟

1فاصله اطمینان دیگري براي ) ب
θ

  . را داشته باشد کوتاهترین طول بدست آورید که 
  
  

))                                                                                   الف )1 , 1
x xx e Eθ

θ θ
−

≈ ≈  

( )
1

1212 1 2 1 0.24
2

xp x x p p e e
x
θ

θ
θ

− −   < < = < < = < < = − =   
   

 

)ر فاصله  دθچون احتمال قرار گرفتن  ), 2x x وجود دارد پس این فاصله یک فاصله اطمینان براي θ است که ضریب اطمینان براي 
  . است 0.24آن 

  
  : را به صورت مقابل اختیار می کنیم  کمیت محوري)ب

2
22 xQ χ

θ
= ≈  

1 1
2 2
a bp
x x

α
θ

 < < = − 
 

 

  ول فاصله اطمینان به صورت زیر است که ط

( ) ( )1 1
2

L b a
x

= −  
 

               
  شرط جانبی براي مینیمم کردن ما به صورت زیر است 

( )
1
2 2 21 1 2 , 0

2

a bb q

a
e dq e e a bα

− − −
= − = − ≤ < < ∞∫  

0واضح است که            2ln(1 ) 2 ln(1 )a bα α≤ ≤ − − − − < < ∞     
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)ی شود که       نتیجه م) 2(حال از رابطه  )
2

2 2

2

1 0 3
2

a
a b

b
b b ee e
a a e

−
− −

−

∂ ∂
− + = ⇒ =

∂ ∂
  

)از طرفی                           )1 1 4
2

L b
a x a

∂ ∂ = − ∂ ∂ 
  

نتیجه می شود که                                              ) 4(و ) 3(از روابط 
2 2

2

1 0
2

a b

b
L e e
a x e

− −

−

 
∂ − = > ∂  

 

    

) 2( و با جایگذاري در رابطه a=0 را اختیار می کنیم یعنی a حداقل مقدار a نتیجه براي  یک تابع صعودي است درa نسبت به Lبنابر این 
  : خواهیم داشت 

22
(2,1 )1 1 2ln

b

e b αα α χ
−

−− = − ⇒ = − =  

1بنابر این کوتاهترین فاصله اطمینان در سطح  α− بر پایه Q عبارتست از          :
2
(2,1 )0,
2x

αχ − 
  
 

  

  
  
20x تایی ، 25 فرض کنید در یک نمونه تصادفی -5  باشد اگر تابع چگالی احتمال به صورت زیر باشد  =

( ) ( )21 1exp
324 2

f xθ µ µ
π

 = − − 
 

  .  بدست آورید µبراي % 90   یک فاصله اطمینان 

1 1
2 2

,x Z x Z
n nα α

σ σ
− −

 
− + 

 
 

   به صورت زیر است µبراي % 90پس فاصله اطمینان 
( )4 420 1.64 , 20 1.64 18.7 , 21.3

5 5
 − + = 
 

 

  
  
  
1 فرض کنید -6 nx xK یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع ( ) ( )2 2, , ,Nθ µ σ µ σ= باشد ؛ اگر براي 

) ، cمقدار ثابت  )τ θر صدق کند ، یک فاصله اطمینان  در رابطه زی( )100 1 α− % براي پاراش( )τ θ بدست 
  .آورید 

( )
( )

( )

2
22

1

1 1exp
22

c

x dx c

Z

τ θ
µ

σπσ
τ θ µ σ

∞

−

 − − = 
 

⇒ = +

∫  

  
1 فرض کنید  -7 2 25, ,...,x x x 2یک نمونه تصادفی از توزیع( , )N µ σ 17باشد اگرµ باشد یک فاصله =

  . بدست آورید 2σ درصدي براي 99اطمینان 
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  کمیت محوري را به صورت مقابل در نظر می گیریم 

2
2
(25)2

25sQ χ
σ

=                                 

25

1

( 17)i
i

x
s

n
=

−
=

∑
 

2
2 2
(25,0.005) (25,0.995)2

25( ) 0.99sp χ χ
σ

< < =  
ینان به صورت زیر است پس فاصله اطم  

2 2 2(0.53 2.4 )s sσ< <  
 

1 فرض کنید-8 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع زیر باشد  
0

( ) ( )

1

xF x α

β


= 



  
0

0
x

x
x

β
β

<
≤ <

≥
 

  . بدست آورید β درصد براي 95باشد یک فاصله اطمینان معلوم αاگر ) الف
  . بدست آورید α درصد براي 95معلوم باشد یک فاصله اطمینان βاگر ) ب
  
) ، βچون آماره بسنده براي ) الف )nx است کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم   

( ) ( ) 2
(2)( ,1) 2 lnn nx x

Beta n nα α χ
β β

⇒ −   

 پس داریم 
(1)2 ln

x
Q nα

β
= −  

1)100پس فاصله اطمینان  )%α− برايβ به صورت زیر است   
(1) (1)

2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

( , )
1 1exp exp

2 2

x x

n nα αχ χ
α α −

   
− −   

   

 

)دانیم اگر می ) ب )F xθتابع توزیع باشد آنگاه  
2
(2 )2 ln ( )i nn F xθ χ−∑   

  حال بر این اساس کمیت محوري عبارتست از 
2
(2 )2 ln( )i

n
xQ α χ
β

= − ∑   

1)100پس فاصله اطمینان  )%α− برايα عبارتست از   
2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2( , )

2 ln( ) 2 ln( )

n n

i ix x

α αχ χ

β β

−

− −∑ ∑
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1 فرض کنید-9 2, ,..., nX X X متغیرهاي مستقل از توزیع زیر باشند در هریک از موارد زیر فاصله اطمینان با 
1)دمهاي برابر کوناهترین فاصله اطمینان نا اریب  )%α−براي پارامتر θ بدست آورید .  

) ( ,1)ii x N iθ              1, 2,...,i n=       θ ∈   
  
  

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 
   آن باشد  است پس کمیت محوري باید تابعی از∑iix در این تابع چگالی θآماره بسنده براي پارامتر 

2 2( , )iix N i iθ  
  چون هر ترکیب خطی از متغیرهاي تصادفی نرمال خود نرمال است داریم 

( 1)(2 1) ( 1)(2 1)( , )
6 6i

n n n n n nix N θ + + + +∑   
  پس کمیت محوري عبارتست از 

( 1)(2 1)
( 1)(2 1)6 (0,1)

6( 1)(2 1) ( 1)(2 1)
6 6

i
i

n n nix ix n n nQ N
n n n n n n

θ

θ

+ +
− + +

= = −
+ + + +

∑ ∑
  

با انتخاب 
( 1)(2 1)

6

iix
y

n n n
=

+ +
   داریم ∑

1 1
2 2

1 1
2 2

( 1)(2 1)( ) 1
6

( ) 1
( 1)(2 1) ( 1)(2 1)

6 6

n n np Z y Z

y Z y Z
p

n n n n n n

α α

α α

θ α

θ α

− −

− −

+ +
− < − < − = −

− +
< < = −

+ + + +

 

  پس فاصله اطمینان با دمهاي برابر به صورت زیر است

1 1
2 2( , )

( 1)(2 1) ( 1)(2 1)
6 6

y Z y Z

n n n n n n

α α
− −

− +

+ + + +
  

 نسبت به محور عمود متقارن است آنگاه Qواضح است که چون بعد فضاي پارامتر با بعد فضاي آماره بسنده برابر و توزیع کمیت محوري
  با فاصله اطمینان با کوتاهترین طول و فاصله اطمینان نا اریب خواهد شد فاصله اطمینان با دمهاي برابر منطبق 

 ) ( )iii x E iθ            1, 2,...,i n=      θ ∈   
  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

  پس کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم .  ∑iixز  عبارتست اθآماره بسنده براي پارامتر 
( ) ( , )i iix E ix nθ θ⇒ Γ∑   

2
(2 )2 i nQ ixθ χ= ∑   
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2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2

( 2 ) 1

( ) 1
2 2

in n

n n

i i

p ix

p
ix ix

α α

α α

χ θ χ α

χ χ
θ α

−

−

< < = −

< < = −

∑

∑ ∑

 

  پس فاصله اطمینان با دمهاي برابر به صورت زیر است 
2 2

(2 , ) (2 ,1 )
2 2( , )

2 2
n n

i iix ix

α αχ χ
−

∑ ∑
 

وتاهترین طول فاصله اطمینان با ک  
2
(2 )2 i nQ ixθ χ= ∑    

 بر مبناي این کمیت محوري  داریم 

( 2 ) 1 ( ) 1
2 2i

i i

a bp a ix b p
ix ix

θ α θ α< < = − ⇒ < < = −∑ ∑ ∑
 

 که طول این فاصله اطمینان عبارتست از 
1 ( )

2 i

L b a
ix

= −
∑

                  (1)   

  عبارتست ازLحال شرط جانبی براي مینیمم کردن 

( ) 1
b

a
f q dqθ α= −∫                    (2)  

)که در آن  )f qθ 2 تابع چگالی
2nχاست  

  
 داریم ) 2(از رابطه 

( )( ) ( ) 0
( )

f ab bf b f a
a a f b

θ
θ θ

θ

∂ ∂
− = ⇒ =

∂ ∂
 

 داریم) 1(از رابطه 
( )0 1 0 1 ( ) ( )
( )

f aL b f a f b
a a f b

θ
θ θ

θ

∂ ∂
= ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

∂ ∂
  

  در فاصله اطمینان با کوتاهترین طول باید در روابط زیر صدق کنندb و aنتیجه می شود پس 

( ) 1

( ) ( )

b

a
f q dq

f a f b
θ

θ θ

α = −


=

∫   

 فاصله اطمینان نااریب 

( ) 1
2 2i i

a bp
ix ix

θ α< < = −
∑ ∑

 

 پس نتیجه می شود 

( ) ( ) ( 2 )
2 2

( 2 ) ( )

i
i i

i

a bH p p a ix b
ix ix

p a ix b p a Q b

λ θ θ

θ
θ λ λ

θ

′ ′= < < = < <

′
= < < = < <

∑∑ ∑
∑
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θλبه طوري که
θ

=
′

.        

   کتاب پارسیان باید 18-6قق رابطه براي تح
(1) 1H α= −  

1
( ) 0 ( ) ( )H bf b af aλ θ θ
λ

λ =
∂

= ⇒ =
∂

 
 

) ( ,1)iii E iθ             1, 2,...,i n=       θ ∈   
 

  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

iابتدا تعریف می کنیم  
i

xy
i

=     ،     (1) min
1

in xy
i i

 =  =  
  

  است کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم θ ،(1)yحال چون آماره بسنده براي 
( )

(1)
1

2
(1) (2)

2
(1) (2)

( , )

( 1)( )

( 1)( )

n
i y

i
y ie E i

n n y

Q n n y

θ θ

θ χ

θ χ

− −

=

∑ =

+ −

= + −

∑ ∑ 

 

 

 

  پس داریم 
2 2

(1)(2, ) (2,1 )
2 2

2 2
(1) (1)(2,1 ) (2, )

2 2

( ( 1)( ) ) 1

1 1( ) 1
( 1) ( 1)

p n n y

p y y
n n n n

α α

α α

χ θ χ α

χ θ χ α

−

−

< + − < = −

− < < − = −
+ +

 

  
  ن با دمهاي برابر عبارتست از پس فاصله اطمینا

2 2
(1) (1)(2,1 ) (2, )

2 2

1 1( , )
( 1) ( 1)

y y
n n n nα αχ χ

−
− −

+ +
 

  فاصله اطمینان با کوتاهترین طول
2با اختیار کمیت محوري    

(1) (2)( 1)( )Q n n y θ χ= + −    
   کتاب پارسیان انجام شده است داریم15-6مانند آنچه در مثال 

(1)

(1) (1)

( ( 1)( ) ) 1

( ) 1
( 1) ( 1)

p a n n y b
b ap y y

n n n n

θ α

θ α

< + − < = −

− < < − = −
+ +

 

 
  رت زیر هستند  به صو bو  a  ،15-6بنابه مثال 

         0a =                   2
(2,1 )b αχ −=  

  پس کوتاهترین فاصله اطمینان عبارتست از 
2
(2,1 )

(1) (1)( , )
( 1)

y y
n n

αχ −−
+

 

  فاصله اطمینان نااریب 
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(1) (1)( ) 1
( 1) ( 1)

b ap y y
n n n n

θ α− < < − = −
+ +

 
  در نتیجه داریم

(1) (1) (1)( ) ( ) ( ( 1)( ) ) ( )
( 1) ( 1)

b aH p y y p a n n y b p a Q b
n n n n

λ θ θ λ λ′ ′= − < < − = < + − < = + < < +
+ +

  

)به طوري که     1)( )n nλ θ θ′= + −  
0aبنابراین با شرط  λ+ >،   

( ) ( )
2 2 2( ) (1 )

a b

H e e e
λ λ λ

λ α
+ +

− − −
= − = −  

0a کتاب ، اگر 18-6براي برقراري رابطه  0a داریم−a بزرگتر یا مساوي λ اختیار شود آنگاه براي یک < λ+   و <
( ) (1 )H λ α> 2 را برابر صفر قرار می دهیم و در نتیجه داریم a که با شرط مورد نظر در تناقض است بنابراین −

(2,1 )b αχ −=  
  با انتخاب فوق داریم 

2

2

(1 )

1
0

e

e

λ

λ

α

α

−

−


−

 −




    

0
2ln 0

2ln

λ
α λ

λ α

≥
< <

≤
 

( )H λ 1)مقدار ماکزیمم خود یعنی )α− 0 را درλ  مورد نظر است بر این اساس یک فاصله اطمینان λ اختیار می کند که همان =
  یب عبارتست ازناار

 
2
(2,1 )

(1) (1)( , )
( 1)

y
n n

αχ
χ−−

+
 

 
) ( ( 1), ( 1)iiv x u i iθ θ− − +         1, 2,...,i n=      θ ∈   

 
   مشاهدات را به صورت زیر در نظر می گیریم :اثبات 

( )1 0,i
i

xy u
i

θ= −   

) می توان نشان داد که آماره بسنده براي تابع چگالی مسأله حال براساس این مشاهدات تبدیل یافته به وضوح )ny است پس کمیت 
  محوري را به صورت تابعی از آن می گیریم 

  
  فاصله اطمینان با دمهاي برابر 

( ) 2
(2)2 ln ny

Q n χ
θ

= −   
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( )2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

( )2 2

(2,1 ) (2, )
2 2

( ) ( )

2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

( 2 ln ) 1

1 1(exp{ } exp{ }) 1
2 2

( ) 11 1exp{ } exp{ }
2 2

n

n

n n

y
p n

y
p

n n
y y

p

n n

α α

α α

α α

χ χ α
θ

χ χ α
θ

θ α
χ χ

−

−

−

< − < = −

− < < − = −

< < = −
− −

 

   اطمینان با دمهاي برابر به صورت زیر است پس فاصله
( ) ( )

2 2

(2, ) (2,1 )
2 2

( , )1 1exp{ } exp{ }
2 2

n ny y

n nα αχ χ
−

− −
 

  
  فاصله اطمینان با کوتاهترین طول  

 ( ) ( ,1)ny
Q Beta n

θ
=   

)که در آن  )ny برابر است با   

max{ 1}ix
i

−  

  حال داریم 
( ) ( ) ( )( ) ( )n n ny y y

p a b p
b a

θ
θ

< < = < <  

    به صورت زیر هستند b و a کتاب پارسیان 14-6س مثال که براسا
1

1na bα= =  
1)100پس فاصله اطمینان با کوتاهترین طول در سطح  )%α−ا به صورت زیر است   

( )
( ) 1( , )n
n

n

y
y

α
 

  فاصله اطمینان نااریب 
( )ny

Q
θ

=  

  در نتیجه داریم 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n ny y y y

H p p a b p a b p a u b
b b

θ
λ θ λ λ

θ θ θ
′= < < = < < = < < = < <

′ ′
 

θλبه طوري که 
θ

′
=  

   برابرند با bو a  کتاب 22-6که براساس مثال 

1

1

n

b

a α

=

=
 

1)100در نتیجه فاصله اطمینان نااریب  )%α− عبارت است از   
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( )
( ) 1( , )n
n

n

y
y

α
 

  
) تایی از توزیعn نمایانگر میانگین نمونه اي X فرض کنید -10 ,16)N µ باشد کمترین مقدار   n را بیابید 

)که  1, 1)x x−    باشد µدرصد براي 90  یک فاصله اطمینان حداقل +
( 1 1) 0.9

( 1 1) 0.9 ( ) 0.9
4 4

( ) ( ) 0.9 2 ( ) 0.1
4 4 4

( ) 0.05 1.64 43.03
4 4

p x x

n np x p z

n n n

n n n

µ

µ

− < < + =

− < − < = ⇒ − < < =

Φ − Φ − = ⇒ Φ − =

Φ − = ⇒ − = − ⇒ =

 

24nه می شود پس نتیج    باید باشد =
  

)2در نمونه اي تصادفی از توزیع       -11 , )N µ σ            درصـد   95 و   90 تعداد نمونه چقدر باشد تا فاصله اطمینانهـاي 
داراي طولی برابر حداکثر 

5
σ باشند   

  
1)100می دانیم که طول فاصله اطمینان  )%α− براي µ به صورت زیر است   

1
2

2L Z
n α
σ

−
=  

  حال طبق صورت مسأله باید داشته باشیم 

0.95

0.975

2 3.28 1 268.96
5 5

2 3.92 1 384.16
5 5

Z n
n n

Z n
n n

σ σ

σ σ

< < ⇒ >⇒ 
< < ⇒ >


 

   است 385 برابر nپس نتیجه می شود که حداقل مقدار 
  

,...,1 فرض کنید -12 nx xنمونه تصادفی یک n 1 تایی از توزیع 1( , )
2 2

u θ θ− (1) باشد نشان دهید + ( )( , )nx x 
   استθیک فاصله اطمینان براي 

   
(1) در فاصلهθباید نشان دهیم احتمال قرارگرفتن  ( )( , )nx xرد  وجود دا  

(1)
(1) ( )

( ) (1)

( ) (0 1)n
n

x
p x x p

x x
θ

θ
−

< < = < <
−

 

  حال می دانیم 
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2
( ) (1)

1
(1)

( 1) (1 ) 0 1
1 1 1( )
2 2 2

n
n

n

v x x n n v v v

u x n u uθ

−

−

= − − − < <

= − − − < <

 

 
 

u یه وضوح مشخص است که نسبت  vوu حال بنا به تکیه گاه 
v

  معنی دار است (0,1) در فاصله 

(1)پس نتیجه می شود فاصله  ( )( , )nx x(1)ساس کمیت محوري  که برا

( ) (1)n

x
x x
θ −

−
   ساخته شده است یک فاصله اطمینان است 

  
,...,1فرض کنید -13 nX X یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع ( )E θ باشد   
1)100یک فاصله اطمینان ) الف )%α−ت آورید  براي میانگین جامعه بدس  
2یک فاصله اطمینان نااریب بر پایه ) ب ix

θ
   بدست آورید ∑

1)100یک فاصله اطمینان ) ج )%α− براي ( 1)p x    بدست آورید <
  . به کار برید θسبه فاصله اطمینان  پیدا کنید و  آن را براي محاx(1)یک کمیت محوري بر پایه )د
  

1θ کتاب پارسیان مبنی بر اینکه 22بنا به صفحه 
λ

   است تابع چگالی به صورت زیر است=

1 2
1, ,...,

x

nx x x e θ

θ
−

        ( )E x θ=  

   می گیریم پس کمیت محوري را به صورت زیر در نظر
2
(2 )

2 2
2 2(2 , ) (2 ,1 )

2 2 (2 ,1 ) (2 , )
2 2

2

2 2 2
( ) 1 ( ) 1

i
n

i i i

n n
n n

x
Q

x x x
p pα α

α α

χ
θ

χ χ α θ α
θ χ χ−

−

=

< < = − ⇒ < < = −

∑

∑ ∑ ∑

 

 

  پس فاصله اطمینان به صورت زیر است 

2 2

(2 ,1 ) (2 , )
2 2

2 2
( , )i i

n n

x x

α αχ χ
−

∑ ∑  

  )ب
2
(2 )

2

2 2 2
( ) 1 ( ) 1

i
n

i i i

x
Q

x x x
p a b p

b a

χ
θ

α θ α
θ

=

< < = − ⇒ < < = −

∑

∑ ∑ ∑

 

 

  در نتیجه داریم 
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )i i ix x x
H p p a b p a Q b

b a
λ θ λ λ

θ
′= < < = < < = < <

′
∑ ∑ ∑  

θλبه طوري که 
θ

′
   باید داشته باشیم18-6 که براي برقراري رابطه =
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1

(1) 1
( ) 0

H
H

λ

α
λ

λ =

= −
∂

=
∂

 

  در نتیجه داریم 
( ) ( )bf b af aθ θ=  

)که  )f xθ 2 تابع چگالی
( )nχ است   

  
  ) ج

( 1)p x e θ
θ

−> =  

2
(2 )

2 2
2 2(2 , ) (2 ,1 )

2 2 (2 ,1 ) (2 , )
2 2

2

2 2 2
( ) 1 ( ) 1

i
n

i i i

n n
n n

x
Q

x x x
p pα α

α α

χ
θ

χ χ α θ α
θ χ χ−

−

=

< < = − ⇒ < < = −

∑

∑ ∑ ∑

 

 

(1)می دانیم ) د ( )x E nθ حوري را به صورت زیر اختیار می کنیم  است پس کمیت م  
(1) 2

(2)

2nx
χ

θ
  

(1) (1) (1)2 2
2 2(2, ) (2,1 )

2 2 (2,1 ) (2, )
2 2

2 2 2
( ) 1 ( ) 1

nx nx nx
p pα α

α α

χ χ α θ α
θ χ χ−

−

< < = − ⇒ < < = −  

  
1 فرض کنید-14 2,X X تایی از توزیع2 یک نمونه تصادفی ( ,1)N θ (1)  باشد نشان دهید (2)( , )x x یک 

  .است و امید طول آن را محاسبه کنیدθفاصله اطمینان براي 
  

(1) در فاصله θ است باید نشان دهیم که احتمال قرار گرفتن θبراي اینکه نشان دهیم این فاصله یک فاصله اطمینان براي  (2)( , )x x 
  معنی دار است

(1)
(1) (2)

(2) (1)

( ) (0 1)
x

p x x p
x x
θ

θ
−

< < = < <
−

  

  حال داریم 
(1)

(2) (1) [0, )
v x v

u x x u
θ= − ∈

= − ∈ ∞
 

 

u نتیجه می شود که احتمال قرارگرفتن v و  uپس از تکیه گاه 
v

 معنی دار است پس این فاصله یک فاصله اطمینان براي [0,1] در فاصله 
θ است  

  حال براي قسمت بعد داریم 
2 22 1

(2) (1) 2 1 2 1
( )( ) 2 ( )

2
x xL x x x x x x −

= − = − = − =  

 حال داریم
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2 22 1 2 1
(1)

1(0,1) ( ) ( )
22 2

x x x xN Z Eχ− −
⇒ = =    

  پس داریم 
1
2

0
( ) 2 ( ) 2

2
zzE L E z e dz

∞ −
= = ∫  

با تغییر متغیر 
2
zs    داریم=

0

3( ) 2 2 ( )
2

uE L ue du π
∞ −= = Γ =∫   

,...,1 فرض کنید -15 nX X یک نمونه تصادفی n 0) تایی از توزیع, )u θ باشد می خواهیم یک فاصله 
) بدست آوریم فواصل θاطمینان براي  ) ( )( , )n nax bx ، 1 a b≤ ) و > ) ( )( , )n nx c x d+ + ، 0 c d≤  را که در >

   مقادیر معلوم اند را در نظر بگیرید dو a، b، c آن 
  سطح اطمینان براي هر یک از فواصل فوق چقدر است ) الف
 را طوري انتخاب کرد که فواصل اطمینان کوتاهترین طول را داشته باشد ؟ در مورد bو aآیا می توان ) ب
cوd چطور؟   
  
  )الف

( )
( ) ( )

1 1( ) ( )n
n n

x
p ax bx p

b a
θ

θ
< < = < <  

)که در رابطه بالا  )nx
θ

) داراي تابع چگالی  ,1)Q Beta n=است پس داریم   
1

1
1

1 1( ) ( )n n na

b

nq dq
b a

− = −∫   

1پس سطح اطمینان براي این فاصله اطمینان به صورت  1( ) ( )n n

b a
   است −

  حال براي فاصله زیر داریم 
( ) ( )( )n np x c x dθ+ < < +  

 نیست چون کمیت محوري براي فاصله بالا داراي توزیع θبراي فاصله فوق به وضوح مشخص است که این فاصله یک فاصله اطمینان براي 
)کمیت محوري به صورت ( است θوابسته به پارامتر  )( )nf x θ−(0) به ازاء هر تابع  است کهf داراي توزیع وابسته به پارامتر است (  

  ) ب
( ) ( )( )n np ax bxθ< <  

  بنابراین فاصله اطمینان مورد نظر داراي طول 
( ) ( )nL x b a= −  

   به صورت زیر است Lخواهد بود که شرط جانبی براي مینیمم کردن 
1

1
1

1 11 ( ) ( ) 1n n na

b

nq dq
b a

α α− = − ⇒ − = −∫             1 a b≤ < < ∞  

  واضح است که 
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1
11

(1 )n

a
α

≤ <
−

                     
11( )n b

α
< < ∞  

   داریم (2)حال از رابطه 
1

1
2 1 1

1 1 1( ) 0
n

n
n n

a a an n
b a a b b b

+
−

+ +

∂ ∂
− + = ⇒ =

∂ ∂
 

  ریم  دا(1)از رابطه 
1 1

( ) ( ) 1(1 ) ( ) 0
n n

n n n

L a b ax x
b b b

+ +

+

∂ ∂ −
= − = >

∂ ∂
 

   مینیمم مقدار خودش را می گیریم در نتیجه داریم b صعودي است پس b ، نسبت به  Lپس
11( )nb

α
=          1a =  

  درنتیجه فاصله اطمینان با کوتاهترین طول به صورت زیر است 
( )

( ) 1( , )n
n

n

x
x

α
 

 
1 فرض کنید    -16 2, ,..., nX X X1و 2, ,..., nY Y Y             2 دو نمونه تصادفی مستقل از توزیع هاي بـه ترتیـب( , )N aµ σ 
)2و , )N bµ σ      باشند که در آن aوb       1)100یک فاصله اطمینان  .   مقادیر مثبت و معلومی هستند )%α−  بـراي

µبدست آورید .  
  

  کمیت محوري را به صورت زیر ایجاد می کنیم 

          
2 2 2 2
2

1
2

x y

Z
a b

n m

µ

σ σ

+
−

=

+

                      

2 2
1 2( 1) ( 1)

2p

n s m s
a bs

n m

− −
+

=
+ −

         

 
 

2 2
2 1 2
( 2) 2 2

( 1) ( 1)
n m

n s m s
a b

χ
σ σ+ −

− −
+                  2 2

( 2)2

( 2)
p n m

n m s χ
σ + −

+ −
  

 

2 2

, 2 2 2

2

2
n

p
p

x y
a b

x yn mt s a bs
n m

µ

σ µ

σ

+ −

+ −

+ + −
= =

+

 

 پس کمیت محوري عبارتست از 

2 2

2

p

x yQ
a bs
n m

µ+ −
=

+
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2 2( 2,1 ) ( 2,1 )
2 2

2( ) 1
n m n m

p

x yp t t
a bs
n m

α α
µ α

+ − − + − −

+ −
− < < = −

+

 

2 2 2 2

( 2,1 ) ( 2,1 )
2 2

1 1( ) 1
2 2 2 2p pn m n m

x y a b x y a bp s t s t
n m n mα αµ α

+ − − + − −

+ +
− + < < + + = −  

   است پس فاصله اطمینان به صورت زیر
2 2 2 2

( 2,1 ) ( 2,1 )
2 2

1 1( , )
2 2 2 2p pn m n m

x y a b x y a bs t s t
n m n mα α

+ − − + − −

+ +
− + + + 

  
) فرض کنید-17 )X E λ و( )Y E µ  دو متغیر تصادفی مستقل از هم باشند   

1)100یک ناحیه اطمینان ) الف  )%α− براي ( , )µ λ بدست آورید   
}نشان دهید ) ب }( , ) ( , );c y x x y aλ µ λ µ= + 1 یک ناحیه اطمینان در سطح ≥ α− براي ( , )λ µ است   
  
  کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم ) الف

2
(4)2( )Q x yλ µ χ= +    

1)100بنابراین کمیت محوري فاصله اطمینان در سطح )%α− صورت زیر است  به  
2 2

(4, ) (4,1 )
2 2

( , ) ( , ); 2 2c y x x yα αλ µ χ λ µ χ
−

 
= < + < 

 
  

)براي اینکه نشان دهیم این ناحیه ، یک ناحیه اطمینان براي) ب , )λ µاست باید احتمال زیر وجود داشته باشد   
u x yλ µ= +    

0
( ) ( ) 1

a u a ap x y a p u a ue du e aeλ µ − − −+ ≤ = ≤ = = − −∫  
  

,...,1 فرض کنید -18 nx x یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع پیوسته ( )F xθ باشد نشان دهید 

1

( )
n

i
i

Q F xθ
=

=   یک کمیت محوري است∏

   
  اب پارسیان گفته شده است به وضوح قابل بررسی است  کت245و244اثبات این موضوع بنا به آنچه در صفحه 

 می دانیم 
( ) (0,1)iu F x uθ=   

)1حال چون توزیع  ),..., ( )nF x F xθ θ همگی مستقل از پارامتر است پس توزیع حاصلضرب آنها نیز مستقل از θ است پس چون توزیع 
Q به θ، بستگی نداردQیک کمیت محوري است  . 
  

 درصد براي 90 یک شیر و دو خط نتیجه پرتاب یک سکه در سه مرتبه است یک فاصله اطمینان -19
 احتمال شیر آمدن به دست آورید

   
)فرض کنید  )p H θ=ریم باشد پس دا 
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1
1 2 3, , (1 )x xx x x θ θ −−  

1 که در این تمرین مقدار آن برابر x عبارت است از θپس بنابه توزیع بالا ، آماره بسنده براي 
3

است حال فاصله اطمینان مجانبی براي 
θ آورده شده است عبارت است از 279 بنا به آنچه در صفحه  

1 1
2 2

(1 ) (1 )( , )x x x xx Z x Z
n nα α

− −

− −
− +  

  در نتیجه داریم
1 2 1 2( 1.64 , 1.64 ) ( 0.11,0.78)
3 27 3 27

− − = −  

   بزرگتر از صفر است پس فاصله اطمینان به صورت زیر است θحال چون 
(0,0.78)  

  
درصد 90 مرتبه یک سکه باشد یک فاصله اطمینان400 خط تنیجه پرتاب 225 شیر و 175 فرض کنید -20

  براي احتمال شیر آمدن بدست آورید
   

  بنابه آنچه در تمرین قبل گفته شد داریم 
( )p H θ=  

1
1 2 400x , x ,..., x (1 )x xθ θ −−  

  حال فاصله اطمینان به شکل زیر است

3 3

175 175 225 175 175 225( 1.64 , 1.64 ) (0.39,0.478)
400 (400) 400 (400)

× ×
− + =   

  
 یک رستوران می خواهد میانگین پول دریافت شده از نهار را برآورد کند براساس یک نمونه تصادفی -21

200σ ریال است با فرض 960 تایی میانگین نمونه برابر 36 =  
ده اظهار نظر درصد براي میانگین بدست آورید و در مورد فاصله به دست آم95یک فاصله اطمینان ) الف
  کنید
   ریال باشد98 درصد براي 95نمونه چند تایی لازم است تا طول فاصله اطمینان )ب

   
1)100فاصله اطمینان ) الف )%α− براي µ به قرار زیر است   

1 1
2 2

( , )x Z x Z
n nα α

σ σ
− −

− +  

  بنابراین داریم 
200 200(960 1.96 ,960 1.96 ) (894.6,1025.3)
6 6

− × + × =  
1)100طول فاصله اطمینان ) ب )%α− براي µ عبارتست از   

1
2

2L Z
n α
σ

−
=  
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  حال بنابه خواسته مسأله داریم 
2 1.96 20098 8 64n n

n
× ×

= ⇒ = ⇒ =  

64n پس    است=
  

,...,1 فرض کنید -22 nX X1 و,..., mY Y دو نمونه تصادفی مستقل از توزیعهاي وایبل با پارامترهاي 
1 1( , )α θ2و 2( , )α θ 1 کهα2وα 1)100 معلوم اند باشند یک فاصله اطمینان )%α− 2 براي

1

λ
λ

∆   . بدست آورید=
  

2چون  1

1 1
( , )

m n

i i
i i

y xα α

= =
∑ 1یک آماره بسنده براي ∑ 2( , )θ θ است پس کمیت محوري را به صورت زیر اختیار می کنیم   

1

2

(2 ,2 )uQ F n m
u

= ∆   

  به طوري که
1

1
1

n

i
i

x
u

n

α

==
∑

                 
2

1
2

m

i
i

y
u

m

α

==
∑

  
  حال فاصله اطمینان به صورت زیر است

1

2

2 2

1 1

( (2 ,2 , ) (2 , 2 ,1 )) 1
2 2

( (2 ,2 , ) (2 ,2 ,1 )) 1
2 2

up F n m F n m
u

u up F n m F n m
u u

α α
α

α α
α

< ∆ < − = −

< ∆ < − = −
 

  
,...,1 فرض کنید-23 nX X1 و,..., mY Y دو نمونه تصادفی مستقل از توزیعهاي گوسین معکوس با پارامترهاي 

1به ترتیب  1( , )µ λ2و 2( , )µ λ 1)100باشند یک فاصله اطمینان )%α− 2 براي

1

λ
λ

∆   .بدست آورید =
  

1در این تمرین آماره بسنده براي  1( , )µ λ 1 عبارت است از 1

1
( , ( ))

n

i
i

X x x− −

=

−∑ 

2و آماره بسنده براي  2( , )µ λ 1 عبارت است از 1

1
( , ( ))

m

i
i

Y y y− −

=

−∑   

  بنابراین کمیت محوري به صورت زیر است 
1

2

( 1, 1)uQ F n m
u

= ∆ − −  

1 1

1
1

( )

1

n

i
i

x x
u

n

− −

=

−
=

−

∑
                  

1 1

1
2

( )

1

m

i
i

y y
u

m

− −

=

−
=

−

∑
 

  بنابراین فاصله اطمینان به صورت زیر است 
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1

2

2 2

1 1

( ( 1, 1, ) ( 1, 1,1 )) 1
2 2

( ( 1, 1, ) ( 1, 1,1 )) 1
2 2

up F n m F n m
u

u up F n m F n m
u u

α α
α

α α
α

− − < ∆ < − − − = −

− − < ∆ < − − − = −
 

1)100بنابراین فاصله اطمینان  )%α− به صورت زیر است ∆ براي   
2 2

1 1

( ( 1, 1, ), ( 1, 1,1 ))
2 2

u uF n m F n m
u u

α α
− − − − −  

  
  

  7مسائل فصل 
  

  خواهیم آزمون زیر را انجام دهیم  باشد می [0,1] یک متغیر تصادفی در فاصله x فرض کنید -1
: (0,1)H x u°                     &            1 : (2,1)H x Beta  

   را بدست آورید αپرتوان ترین آزمون سطح ) الف
)نمودار) ب , )φ φα β    تابع آزمون باشد  را رسم کنید φکه  هایی ∗
  
  )الف

1 2H

H

f
x k x k

f
°

= > ⇒ >  

1
( )

0 .
x k

x
ow

ϕ
>

=


                         1
[ ( )] 1 1H k

E x dx kϕ α α
°

⇒ = ⇒ = − =∫                     1k α⇒ = −  

  ) ب

      1 1
( )

0 .
x

x
ow

α
ϕ

> −
=


                              1 2 2

1
2 1 (1 ) 2B xdx

α
α α α∗

−
= = − − = − +∫  

 
) فرض کنید -2 ,1)x c θ باشد می خواهیم آزمون زیر را انجام دهیم  

: 0H θ° =        &         1 : 1H θ =  
)نشان دهید  )

[1,3]( ) xx Iψ    پرتوان ترین آزمون سطح خودش است=
          1 1 2

( )
0 .

x
x

ow
ϕ

≤ ≤
=


 

1

22
2 2

2

2

2

1
1(1 ( 1) ) 1 2 21 1 ( 1)

(1 )
(1 ) 2 (1 2 ) 0

H

H

f xx k x kx kx k
f x

x
k x kx k

π

π
°

++ −= = > ⇒ + > − +
+ −

+

⇒ − + + − >

 

2kحال مشاهده می کنیم وقتی که  x[1,3] بگیریم فاصله =    در نامساوي بالا صدق می کند ∋
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0kپس ما یک     یافتیم که به ازاء آن نامساوي برقرار بوده به صورت زیر است<
22 4 3 0k x x= ⇒ − + − >       ⇒       1 3x≤ ≤  

2kپس به ازاء     پرتوان ترین آزمون سطح خودش به صورت زیر است =

        1 1 3
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
≤ ≤

=


 

2.6kحال خودتان نشان دهید که به ازاء  ≥ ، MPTنداریم   
  

,...,1 فرض کنید -3 nx x یک نمونه تصادفی n 1تایی از توزیع 2( , )N θ θ می خواهیم آزمون زیر را انجام باشد
 دهیم

1 2: 1, 4H θ θ° = =             &            1 1 2: 4, 1H θ θ= =  
   

0.05αپرتوان ترین آزمون سطح    را بیابید =
  می دانیم 

2

1

1

2

1

1 ( 4)
210

1 ( 2)
810

1( )
2

1( )
8

n

i
i

n

i
i

x

H

xH

ef
k

f
e

π

π

=

°
=

− −

− −

∑

= >
∑

 

2 2

1 1

1 1( 2) ( 4)
8 2 2 2

1 2
1 1

2 2
3

1 1 1 1

1 1( 2) ( 4)
8 2

3 15 10
8 4

n n

i i
i i

n nx x

i i
i i

n n n n

i i i i
i i i i

e k x x k

x x k x x c

= =

− − − −

= =

= = = =

∑ ∑
⇒ > ⇒ − − − − >

− + > ⇒ − <

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 

       
2

1 1
1 10

( )
0 .

n n

i i
i i

x x c
x

ow
ϕ = =


− <= 



∑ ∑  

2

1 1
( ( )) ( 10 )

n n

H H i i
i i

E t P x x cα ϕ α
° °

= =

= = − < =∑ ∑  

,0) فرض کنید -4 )x u θ  باشد می خواهیم آزمون زیر را انجام دهیم  

: 17H θ° =         &         1 : 93H θ =  
0.37αرین آزمون سطح پرتوان ت     را بدست آورید=
  می دانیم 

1

( )
(0,93)
( )
(0,17)

1x
H

x
H

f I
f I

°


= = ∞

       17
17 93

x
x

≤
< <

 

   نسبت صعودي است پس بر این اساس آزمون به صورت زیر است xپس مشاهدد می کنیم که با افزایش 

       1
( )

0 .
x k

x
ow

ϕ
>

=


                   17 1[ ( )] 0.37 0.37
17k

E x dxθ ϕ
°

⇒ = ⇒ =∫  

17 0.37 17 17 0.37 17 10.71k k− = × ⇒ = − × =  
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  پس آزمون به صورت زیر است

     1 10.71
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
>

=


 

  
  را رسم کنید N براي آزمون زیر مجموعه -5

       : (0,1)H x u°           &         1
1 3: ( , )
2 2

H x u  
        می دانیم

             1

( )
1 3( , )
2 2
( )
(0,1)

10 0
2

11 1
2

31
2

x

H
x

H

x
If

x
f I

x
°

 < <

= = < <

∞ < <

 

   نسبت صعودي است پس بر این اساس آزمون زیر به صورت زیر استx   پس مشاهده می کنید که با افزایش 

           1
( )

0
x k

x
x k

ϕ
>

= ≤
                  1

[ ( )] 1 1H k
E x dx kϕ α α

°
⇒ = = ⇒ − =∫          1k α⇒ = −  

1

1

3
2

1

3
2

1

1 10 [ ( )]
2 2

1 [ ( )] 1
2

H

H

B E x dx

B E x dx

α
α ϕ α

α ϕ

∗

−

∗

< < ⇒ = = = +

> ⇒ = = =

∫

∫
 

 
 
 
 

 یک متغیر تصادفی پیوسته باشد در هریک از آزمونهاي زیر پرتوان ترین آزمون سطح x فرض کنید -6
0.05α  را بدست آورید و توان آزمون را تعیین کنید =

) : (0,1)i H x N°        &         1 : (0,1)H x c  
  می دانیم 

2

1

2

1
2 2

1 2
2

1
(1 )

11
2

x
H

xH

f ex k c
f xe

π

π
°

−

+= > ⇒ >
+

 

حال نمودار 
21

2

21

x
e

x+
   پیوسته اجرا می کنیم - را بنا به تعریف لم  بنمن را رسم می کنیم و آزمون

21
2

21

x
ey c

x
= >

+
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   متقارن است y زوج است پس نسبت به محور yچون 
  
  
  
  
  
  
  

yاگر خط  c= 0.8 را مانند بالا به ازاء 1c<    رسم کنیم آزمون به صورت زیر است >
  

1 2
1

1
( )

0 .
x k or x k

x
ow

ϕ
 < >

=


                

yاگر خط  c= 1 را به ازاءc    مانند زیر رسم کنیم آزمون به صورت زیر است≤

          3
1

1
( )

0 .
x k

x
ow

ϕ
 >

=


 

2 3 3( ( )) ( ) 2 ( ) 0.05H HE x p x k p x kα ϕ
° °

= = > = > =  

3 3 2

1
( ) 0.025 1.96 ( )

0
p z k k xϕ


> = ⇒ = ⇒ = 


       1.96

.
x

o w
>  

1 1

1.96

2 21.96

1 1 1 1[ ( )] ( 1.96) 0.29
1 1H HB E x p x dx dx

n x n x
ϕ

∞ −∗

−∞
= = > = + =

+ +∫ ∫  
  
  

(6.ii  
  : (0,1)H x u°             &           1 : (1, 2)H x Beta  

  می دانیم 
1 2(1 )H

H

f
x k x c

f
°

= − > ⇒ <  

     1
( )

0 .
x c

x
ow

ϕ
<

=


 

0
( ( )) 0.05 0.05 0.05

c

HE x dx cϕ α α
°

= = ⇒ = = ⇒ =∫  

1

0.05 2

0

0.05
[ ( )] 2(1 ) (1 ) 0.975

0HB E x x dx xϕ∗ = = − = − − =∫  

 
 

(6iii  
: (0,1)H x N°            &           1 : (0,1,1)H x Lp  

  می دانیم 
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2
1

2

1
2 22

1 2 31
2

1
12 ( 1)
21

2

x
x xH

xH

ef
k e k x x k x c

f e
π

°

−

−

−
= > ⇒ > ⇒ − > ⇒ − >                      (1)  

  از این مرحله دو روش داریم 
  1kبررسی مقادیر مختلف  ) 1روش 
10اگر ) الف  0.76k≤    وجود ندارد (1)قدار منفی است پس آزمونی بنا به  یک مcباشد در آن صورت ≥
10.76اگر) ب 1.25k≤ 0در آن صورت ≥ 1c<    است پس داریم >

1 1

1 1

x c x c c c

x c x c c c

 ′ ′− > ⇒ > ⇒ = +


′′ ′′− > − ⇒ > ⇒ = −
 

  در این حالت آزمون به صورت زیر است
1

( )
0

tϕ


= 


              x c′>
.

or
o w

x c′′<   

1اگر ) ج 1.25k 1c باشد در آن صورت <    است ≤
1 1

1

x c x c c

x c

 ′′′− > ⇒ > + =


− > − ⇒⇒⇒⇒⇒ ∗∗
 

1cچون :   ∗∗توضیح     غیر ممکن است <
  پس آزمون به صورت زیر است

 1
( )

0
tϕ


= 


       

.
x c
o w

′′>  

  از طریق شکل  ) 2روش 
)2ابندا شکل  1)x 1 را رسم می کنیم دقت کنید − 0k ∞−cو < < <    است ∞

  در این شکل سه نوع تقارن وجود دارد 
0yنسبت به خط ( 1y ، خط = 1y وخط = =   براین اساس داریم  ) −

yاگر  c=  0 داشته باشیم آنگاه 1c<    را  داریم  >
1به علت تقارن به راحتی می توان بررسی کرد که  22r r=   ) خودتان نشان دهید  ( −

1پس آزمون بنا به نسبت  2( 1)H

H

f
x c

f
°

= −    به صورت زیر است<

 1
( )

0
tϕ


= 


         3x r>

.
or
o w

22x r> −
 

 
2 2 2 2 2( ) ( 2 ) ( ) ( ) 2 ( 2) 2 0.5Hp x r p x r p x r p x r p x rα

°
= < + > − = < − < − + < − − =  

   با بیابیم که در رابطه بالا صدق کند 2rحال باید 
1cاگر ) ب   باشد آزمون به صورت زیر است<

 1
( )

0
xϕ


= 


      3

.
x r
o w
>

 

3 30.05 [ ( )] ( ) 1.96H HE x p x r rϕ
° °

= = > ⇒ =  
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1 1
[ ( )] ( 1.96)H HB E x p xϕ∗ = = >  

 
u(1)می دانیم  x E=   است پس داریم 

1

1.96( 1.96)HB p x e∗ −= > =   
(6iv 

: (0,1)H x u°            &             1 : (4,1)H x Beta  

1

43
1

H

H

f x k x c
f

°

= > ⇒ >  

    
1

( )
0 .

x c
x

ow
ϕ

<
=


                            

1
0.05 1 0.05 0.95

c
dx c cα = = ⇒ − = ⇒ =∫  

    
1 0.95

( )
0 .

x
x

ow
ϕ

>
=


                    

51 4 5

0.95

14 44 (1 (0.95) ) 0.19
0.955 5

xB x dx∗ 
= = = − =


∫  

 
) فرض کنید -7 )x Ge p  باشد می خواهیم آزمون زیر را انجام دهیم  

: 0.1H p° =           &               1 : 0.2H p =  
0.19αپرتوان ترین آزمون سطح )       الف    را به دست آورید =
0.22αتوان ترین آزمون سطح پر)       ب    را به دست آورید=

  
 )       الف

(1 )xx p p−        0,1,...x =  

    
1

( )
0 .

x c
x

ow
ϕ

≤
=


                      

0 0
0.19 0.1 0.9 0.9 1.9 1

c c
x x

x x
cα

= =

= = × ⇒ = ⇒ =∑ ∑  

 )       ب

    
1 1

( )
0 .

x
x

ow
ϕ

≤
=


 

[ ( )]HE xα ϕ
°

=  

 
1

0
0.1 0.9 0.19x

x=

× =∑               
2

0
0.1 0.9 0.271x

x=

× =∑  

         پس بنا به آزمونهاي تصادفی شده داریم 

1
( )

0
xϕ δ


= 



    

2
2

.

x
x
o w

<
=  

1
2

0
0.22 0.1 0.9 (0.1 0.9 ) 0.03 0.081 0.37x

x
α δ δ δ

=

= = × + × ⇒ = × ⇒ =∑  
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1
( ) 0.37

0
xϕ


= 



    
2
2

.

x
x
o w

<
=  

,10) فرض کنید -8 ,3)x HG θ باشد آزمون زیر را انجام دهید  
: 5H θ° =        &         1 : 6H θ =   

2xاگر )        الف     را رد می کنیم احتمال خطاي توع اول و دوم را به دست آورید °H مشاهده شود فرض =
0.05αپرتوان ترین آزمون سطح )        ب    را به دست آورید=

  
 )        الف 

5 5
2 1 50 5
10 120 12
3

α

  
  
  = = =

 
 
 

              

6 4
2 1 15 4 11
10 120 2
3

β

  
   ×  = − = =

 
 
 

 

 )        ب

1

6 4
1 (5 )!(2 )! 2

5 5 (6 )!( 1)! 6
3

H

H

f x x x x xk k k x c
f x x x

x x
°

  
  − − + +   ′ ′′= > ⇒ > ⇒ > ⇒ >

− + −  
  −  

 

1
( )

0
tϕ δ


= 



   
.

x c
x c
o w

<
=     ⇒       

1
( ) 0.6

0
tϕ


= 



    

3
3

.

x
x
o w

<
=  

 
ز حالات زیر پرتوان ترین آزمون سطح  یک متغیر تصادفی گسسته باشد در هریک اX فرض کنید -9      
αرابراي آزمون :H x f° °     ،    1 1:H x f به دست آورید   

  ) الف

            
1 51

4( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 >=


         ⇒       1

1 1
( )

0 .
x

t
ow

ϕ
=

=


          ⇒     
1
4
7

16

α

β ∗

=

=
 

 

     
1

2

31
4( )

0 .

f
ft
ow

ϕ °

 >=


          ⇒                2

1 1,4
( )

0 .
x

t
ow

ϕ
=

=


           ⇒     
1
2
12
16

α

β ∗

=

=
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1

3

11
4( )

0 .

f
ft
ow

ϕ °

 >=


             ⇒                3

1 1,3,4
( )

0 .
x

t
ow

ϕ
=

=


         ⇒           
3
4
15
16

α

β ∗

=

=
 

 
 
 
 
 

  
 را  براي بقیه سطوح به عهدده دانشجو می MPبدست آوردن .   سطح بدست می آوریم 2 را فقط در MPبراي قسمت ب به بعد ) ب

  گذاریم 
  

 
MP 0.01در سطح  

             
11 5

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 >=


         ⇒           1 7
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
=

=


         ⇒            0.06β∗ =  

  
  

MP 0.05 در سطح  

        
11 2

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 >=


               ⇒             1 2
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
>

=


       ⇒             0.2β∗ =  

  ) ج
 

MP 0.02 در سطح  

    
11 4

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 >=


       ⇒                 1 2
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
=

=


            ⇒                 0.09β∗ =  

MP 0.07 در سطح  

      
11 3.3

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 >=


           ⇒                   1 2,5
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
=

=


                ⇒               0.29β∗ =  

  ) د
 

MP 0.05 در سطح  
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11 3

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 ≥=


       ⇒         1 1
( )

0 .
x

x
ow

ϕ
=

=


            ⇒             0.15β∗ =   

MP 0.1 در سطح   

         

1

1

1

1 2.5

( ) 2.5

0 2.5

f
f
fx
f
f
f

ϕ δ

°

°

°


>




= =



<


           ⇒           
1 1

( ) 0.5 2
0 .

x
x x

ow
ϕ

=
= =



              ⇒            0.275β∗ =  

  
  
  ) ه

 
MP 0.05 در سطح  

    
11 4

( )
0 .

f
fx
ow

ϕ °

 ≥=


           ⇒                   1 2,8
( )

0 .
x

x
o w

ϕ
=

= 


                ⇒                 0.2β∗ =  

MPT 0.1 در سطح   

       .

1

1

1 3.3

( ) 3.3

0 .

f
f
fx
f

ow

ϕ δ

°

°

 >



= =





        ⇒                     
1 2,8

( ) 12
0 .

x
x x

o w
ϕ δ

=
= =



 

0.05 50.1 ( 2,8) ( 12) 0.05 0.06
0.06 6

p x p xα δ δ δ= = = + = = + × ⇒ = =  

           

1 2,8
5( ) 12
6
0 .

x

x x

ow

ϕ

=
= =



                  ⇒                 0.06β∗ =  

) تایی از توزیع2 یک نمونه تصادفی Y وX فرض کنید -10 ,1)Beta θ باشد پرتوان ترین آزمون سطح 
1 (1 ln 2)
2

α =   یر به دست آورید  را براي آزمونهاي ز0.15 که برابر است با −
  ) الف

: 1H θ° =          &           1 : 2H θ =  
  ) ب

: 2H θ° =          &           1 : 1H θ =  



 45 

  )الف
1 4H

H

f
xy k xy c

f
°

= > ⇒ >  

1
( )

0
tϕ


=


     .

xy c
ow

>
 

   ارائه می کنیم cحال دو راه را براي بدست آوردن 
1(  

(1 ln 2) (1 ln 2)( ) ( 2 ln 2 ln 2 ln )
2 2

p xy c p x y c− −
> = ⇒ − − < − =  

2
(1 ln 2)4,

2

1
22 2

4 14, (1 ln 2)
2

(1 ln 2)( 2ln ) 2ln 0.51
2

p c c c e
χ

χ χ
−−

−

−
< − = ⇒ − = ⇒ = =  

   را حساب می کنیم xyوزیع ابتدا تابع ت) 2
  
  
  

( ) ( )xy
uF u p y
x

= <  

1 2 1

0
( ) ln

u
x

u
u xy dydx u u uθ θθ θ−= + = −∫ ∫  

1 1( ) 1 ( ) 1 ln (1 ln 2)
2 2H xyp xy c p c c c c cα

°
= > = − = − + = − ⇒ =  

  
   )ب

     1 0.5
( )

0 .
xy

t
ow

ϕ
>

=


 

1 1
4

H

H

f
k xy c

f xy
°

= > ⇒ <  

     1
( )

0 .
xy c

x
ow

ϕ
<

=


                   ⇒                     1( ) ( ) ln (1 ln 2)
2xyp xy c F c c c cα = < = = − = −  

   که در رابطه بالا صدق می کند را بیابیم cحال باید 
  

 را براي α یک متغیر تصادفی با تابع چگالی احتمال زیر باشد پرتوان ترین آزمون سطح X فرض کنید -11
H:آزمون θ θ

°° =       ، 1 1:H θ θ=1.  بدست آوریدθ θ°>  
) ( ) 2 1i f x xθ θ θ= + −           0 1x< <         1 1θ− ≤ ≤   

1 1 12 (1 )
2 (1 )

H

H

f xy k
f x

θ θ
θ θ

° ° °

+ −
= = >

+ −
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1 تابع   12 (1 )
2 (1 )

x
x

θ θ
θ θ° °

+ −
+ −

   صعودي است چون مشتق آن بزرگتر از صفر است X  نسبت به 

1 1 1
2 2

2 (1 ) 2 (1 ) 2 2 0
(2 (1 )) (2 (1 ))

dy
dx x x

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

° ° °

° ° ° °

− − − −
= = ≥

+ − + −
 

  پس بنا به لم بنمن پیرسن آزمون به صورت زیر است 

        1
( )

0 .
x c

x
ow

ϕ
>




 
1 2 1 2[ ( )] 2 (1 ) (1 ) ] 1 (1 )H cc

E x x dx x x c cα ϕ θ θ θ θ θ θ α
° ° ° ° ° ° °= = + − = + − = − − − =∫  

2 (1 ) ( 1) 0c cθ θ α° °+ − + − =       ⇒           
2( 1) (1 ) 4 ( 1)

2
c

θ θ θ α
θ

° ° °

°

− ± − − −
=  

  جواب اصلی به صورت مقابل است 
 

2( 1) (1 ) 4 ( 1)
2

c
θ θ θ α

θ
° ° °

°

− + − − −
=  

 
 
 

) ( ) ( 1)ii f x xθ
θ θ= +  

1
1 1( 1)

( 1)
H

H

f x r
f x

θ

θ

θ
θ °

° °

+
= >

+
    ⇒     1x cθ θ°− >      ⇒      1( ) ln x cθ θ° ′− >     ⇒     ln x r>       ⇒      x k>  

   1
( )

0 .
x k

x
ow

ϕ
>




             [ ( )] ( )HE x p x kθα ϕ
° °

= = >  
2
2( ) ( ln ln ) ( 2( 1) ln 2( 1) ln ) ( 2( 1) ln )p x k p x k p x k p kθα θ θ α χ θ

° ° ° °= > = − < − = − + < − + = = < − +  
2
2,2

2, 2( 1) ln exp[ ]
2( 1)

k k α
α

χ
χ θ

θ°
°

⇒ = − + ⇒ =
− +

 

     
2
2,1 exp[ ]

( ) 2( 1)
0 .

x
o w

αχ
ϕ θ°


= − +



 

 
 

2

2) ( )iii xθ
θ

−             0 x θ< <  

1
1 1

( )
( ) 11 (0, )2

1 (0, )1
( )

( ) (0, )
(0, )2

2 ( ) ( )
2 ( )( )

x
x

H
x

xH

xx If x I
xk

f x Ix I

θ
θ

θ
θ

θθ θθ θ
θθ

θ
° °

°

°
°

°
°

−− −  −= > ⇒ = − − ∞
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1تابع  x
x

θ
θ°

−
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   است پس بنابه لم نیمن پیرسن به صورت زیر است x خود یک تابع صعودي از 
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f
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   صعودي است چون مشتق آن بزرگتر از صفر است X نسبت به 
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  پس آزمون به صورت زیر است
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)داراي پارامتر مکانی است حال اگر بنا به آنچه در فصل بعد می خوانید این تابع چگالی  ln ( ))g x صعودي باشد تابع داراي −′

   صعودي است xاست یعنی نسبت بالا نسبت به MLRخاصیت 
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2 2
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  ر استپس آزمون به صورت زی
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  . صعودي است پس آزمون به صورت زیر است Xنسبت به 

 محدب است
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باشند علاقه مند به آزمون  یک متغیر تصادفی گسسته با تابع احتمالهاي زیر Z فرض کنید -12

: ( )H z f z° 1 و ° 1: ( )H z f z  هستیم   
0.3αپرتوان ترین آزمون سطح ) الف    را بدست آورید =
0.3αپرتوان ترین آزمون سطح ) ب } را با ناحیه بحرانی= }4c z=ایسه کنید  مق  
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0.3αاین در حالی است که هر دو آزمون داراي     مشخص است MP هستند پس به وضوح برتري آزمون =

  
 براي αی با تابع چگالی احتمالهاي زیر باشد پرتوان ترین سطح  یک متغیر تصادفX فرض کنید -13
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1 فرض کنید -14 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفی n 1 تایی از توزیع 2( , )u θ θ باشد آزمونهاي زیر را در سطح 
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x(1) فرض کنید -15 E  اگر y x θ= 0.05 پرتوان ترین آزمون سطحα : را براي آزمون = 1H θ°  و =
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  را محاسبه می کنیم yابتدا تابع چگالی 
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 که با استفاده از روشهاي عددي براحتی قابل حل است
   

 دستیابی به پرتوان ترین آزمون آماره بسنده وجود داشته باشد تابع آزمون تابعی از  نشان دهید اگر-17
  آماره بسنده خواهد بود 

  
 می دانیم اگر آماره بسنده وجود داشته باشد تابع جگالی را میتوان به صورت زیر توشت

( ) ( , ( )) ( )f x g s x h xθ θ=   
:حال اگر آزمون مورد نظربه صورت  ( )H x f xθ°°  و  

11 : ( )H x f xθ  باشد   
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  8فصل 
  

,10) فرض کنید -1 )x B θ  تابع آزمون داده شده را براي آزمون زیر در نظر گرفته اندازه آزمون را به دست 
 آورید 



 55 

: 0.3H θ° =      &      1 : 0.3H θ ≠   
1 6 1

0.4 6
( )

0.2 1
0 1 6

x or x
x

x
x

x

ϕ

> <
 ==  =
 < <

 

 
7 3 8 2

9 10 6 4 9

( 6) ( 1) 0.4 ( 6) 0.2 ( 1) 120 0.3 0.7 450 0.2 0.7

10 0.3 0.7 0.3 0.4 210 0.3 0.4 0.2 10 0.3 0.7
Hp x p x p x p xα

°
= > + < + = + = = × × + × ×

+ × × + × × × × + × × × =
 

 
  چیست ؟ این خاصیت چه اهمیتی در نظریه آزمون فرض ها دارد ؟ MLR مفهوم خاصیت -2

1خاصیت نسبت درستنمایی یکنوا به دنبال آماره اي می گردد که نسبت 
f
f

θ

θ°

  MLR خاصیت  تابعی غیر نزولی از آن باشد ، آماره اي که در

  صدق کند ناحیه رد آزمون را با بالاترین توان ایجاد می کند 
  را براساس مفهوم لم نیمن پیرسن نیز می توان درك کرد  MLRخاصیت 

 
  
) نشان دهید خانواده توزیع ها با تابع چگالی احتمال -3 ) ( ) ( ) ( )f x c h x u xθ θ θ=   MLR داراي خاصیت −

 است 

1 1 1

( ) ( ) 1
1(0, ) (0, )1 1

( ) ( )
(0, ) (0, )

1

( ) 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x

c xf x I Ic h x c c
f x c h x I c I

x

θ θ θ

θ θ θ

θ θθ θ θ
θ θ

θ θ° ° °

°
° °

°

 < <= = = 
 ∞ < <

    

  دارد  MLR  خاصیت x نسبت صعود می کند پس نسبت به xمشاهده می کنید که با افزایش 
 
  
,0)نشان دهید خانواده توزیعهاي -4 )c θ داراي خاصیت MLR  است   

2

1

(1 ( ) )
x xnθ

θ
+

   

1

2
2 2

1
2 2

2 1
1

1

(1 ( ) )( ) ( )
( ) ( )(1 ( ) )

xnf x x
xf x xn

θ

θ

θ
θ θ θ

θ θθ
θ

°

°
° °

°

+
+

= =
++

 

 
   به صورت زیر است اگر نمودار این نسبت را رسم کنیم

   داریم  MLR خاصیت x صعودي است پس نسبت بهxکه نسبت با افزایش ) براساس شکل(به وضوح مشاهده می کنید 
  
  



 56 

,0) فرض کنید -7 )x u θ  باشد براي آزمون : 1H θ° 1 و ≥ : 1H θ H فرض < 9x رد می شود اگر °  تابع ≤
  توان آزمون را محاسبه کنید

0.9

0.9 1 0.9( 9) 0.1
1

dxp x
θ

θ
θ α

θ θ
− −

≥ = = ⇒ = =∫  
 
  

) فرض کنید -8 )x Ge θ  باشد براي آزمون : 0.1H θ° 1 و = : 1H θ  پرتوان ترین آزمون یکنواخت سطح ≤
  را بدست آورید 22/0 و19/0

1 1 1 1 1
( ) (1 ) 1( )
( ) (1 ) 1

x
x

x

f x
f x
θ

θ

θ θ θ θ
θ θ θ θ

° ° ° ° °

− −
= =

− −
 

11چون 
1

θ
θ°

−
−

   دارد پس تابع آزمون به صورت زیر است MLR خاصیت x- کوچکتر از یک است پس نسبت به 

1
( )

0
xϕ δ


= 



    
.

x c
x c
o w

<
=  

1

0
0.1 0.9 0.19x

x=

× =∑  

0.19αپس براي     آزمون به صورت زیر است =
1

( )
0

xϕ


= 


   2
2

x
x

<
≥

 

0.22αبراي  =   
0.22 ( 2) ( 2) 0.03 0.081 0.37p x p xδ δ δ= < + = ⇒ = × ⇒ =  

1
( ) 037

0
xϕ


= 



   
2
2
2

x
x
x

<
=
>

 

 
1 فرض کنید -10 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع با تابع چگالی احتمال زیر باشد   

1 11( )f x x θ
θ θ

−
=             0 1x< <  

   هستیم αعلاقه مند به آزمون زیر در سطح 
:H θ θ° °>        &    1 :H θ θ°<  

1

1
1 1

1 ln 1 1( ) ln

1 ln1

( )
( )

( )

i
i

i

x
x

n

x

f x e e
f x

e

θ
θ

θ θ θ
θ

θ θ

θ
θ

°

°

° °

−

−
°

−

∑
∑

= =
∑

 

lnنسبت به ix−∑ خاصیت MLR دارد پس آزمون به صورت زیر است   
1

( )
0

xϕ


= 


   ln
.

ix c
o w

>∑             
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2 2
2 2 ,

2 ln 2( ln ) ( )

2 2( )

i
H i

n n

x cp x c p

c cp α

α
θ θ

χ χ
θ θ

°
° °

° °

−
= > = < −

= < − ⇒ = −

∑∑
 

 
  پس آزمون به صورت زیر است 

    
2
2 ,1 ln

( ) 2
0 .

i nx
x

o w

α
θ χ

ϕ
° > −= 



∑  

°n=2 ،1θ اگر ) ب 0.05α و=    را تعیین کنید         UMPT  باشد=

 
2
4,0.05

1 21 ln ln( ) 2
0 .

x xx
o w

χ
ϕ

 −
 + >= 


 

1 فرض کنید -11 2, ,..., nx x x 4)1 تایی از توزیع 5 یک نمونه, )
θ

Γ باشد پرتوان ترین آزمون یکنواخت سطح 
α را براي آزمون : 1H θ° 1 و≤ : 1H θ    را بدست آورید>

1 1

1 1( )
19

1

( )
( )

( )
ixf x

e
f x
θ θ θ

θ

θ
θ

°

°

−
°

∑
=  

   دارد پس آزمو به صورت زیر است MLRخاصیت ∑ixنسبت به 
1(20, )ix
θ

Γ∑           0
( )

1
xϕ


= 


   i

i

x c
x c

<
≥

∑
∑

 

2 2 2
40 40, 40,

2 2 2 2( ) ( ) ( )
2

i
H i

x c c cp x c p p cα α
θ

α χ χ χ
θ θ θ θ°

°

° ° ° °

= < = < ⇒ < ⇒ = ⇒ =∑∑  

    
2
40,1

( ) 2
0 .

ix
x

o w

α
θ χ

ϕ
° <= 



∑  

 

1 فرض کنید -12 1( , )
2 2

x u θ θ− :اشد می خواهیم آزمون  ب + 3H θ° 1 در مقابل ≥ : 3H θ  را انجام دهیم ≤
UMPT 0.05 اندازهα    را بدست آورده و تابع توان را بدست آورید =

1 1
1

( )
1 1( , )
2 2

( )
1 1( , )
2 2

x

x

If
f I

θ θθ

θ θ θ°
° °

− +

− +

=  

  حالت براي این نسبت  دو حالت در نظر می گیریم 

1:ول حالت ا 1
1 1 1 1
2 2 2 2

θ θ θ θ° °− < − < + < +  
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       1

1

1

1

1 10
2 2
1 11
2 2
1 1
2 2

x

f
x

f

x

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ
°

°

°

°

 − < < +

= + < < −

∞ − < < +

 

1 :حالت دوم  1
1 1 1 1
2 2 2 2

θ θ θ θ° °− < + < − < +  

    1
1

1

1 10
2 2
1 1( )
2 2
1 1
2 2

x

f
R x x

f

x

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ
°

° °

°

°

 − < < +

= + < < −

 ∞ − < < +

 

)در این حالت  )R x 0]را مقداري عضو,    در نظر می گیریم ∞(

1 هر دو حالت نسبتپس مشاهده می کنید در
f
f
θ

θ°

   داریمMLR خاصیت x صعودي است پس نسبت به x  ، نسبت به 

0
( )

1
xϕ


= 


   x c

x c
>
≤

 
13
2 5( ) 0.05 0.05 2.45

2H c
p x c dx cα

°

+
= > = = ⇒ = − =∫  

0
( )

1
xϕ


= 


   2.45

2.45
x
x

>
≤

 
1
2

2.45
( ) 1.95p x c dx

θ

θ θ
°

+
> = = −∫  

 
1 فرض کنید -13 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفیn 2 تایی از توزیع

( )θχ ، θ ∈  باشد می خواهیم آزمون  
: 8H θ° 1 و ≥ : 9H θ 0.05αاندازه UMPT  را انجام دهیم ≤    را بدست آورید=

1
2 2

1 2
1, ,..., ( )
2 ( )

2

x

n
e xx x x

θ

θ

θ

− −

Γ
  

1
1

1

2 2

11

( )2 2( )
2 ( )

2

n

i
i

f
x

f

θ θθ
θ

θ
θ

θ

θ

°°

°

°
−

=

Γ
=

Γ
∏  

1به وضوح مشخص است که تابع
f
f

θ

θ°

  نسبت به 
1

n

i
i

x
=

   است پس آزمون زیر به صورت زیر استMLR داراي خاصیت ∏
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     1

1
( )

0 .

n

i
i

x c
x

o w
ϕ =


>= 



∏                                              8
1

0.05 ( )
n

i
i

p x cθ =
=

= >∏  

 
) فرض کنید -14 ,1)x c θ  باشد تابع آزمون ϕ 1 با ناحیه بحرانیx  نشان  را به دست آورید نشان دهید<

: براي آزمون UMPT یک ϕصعودي است آیا آزمون دهید تابع توان یک تابع  0H θ° 1 و > : 0H θ    است <
  

21

2

1 1( ) ( 1) ( 1)
(1 ( ) )

( ) 1 1 0
1 ( 1)

p x Arctg
xϕ θ

ϕ

θ θ
θ

θ
θ θ

∞
Π = > = = −

Π + − Π
∂Π

= >
∂ Π + −

∫
 

   صعودي است θپس نسبت به 
  مت ج کتاب  قس361 نیست بنا به صفحه UMPTاما این آزمون یک آزمون 

  
  

1 فرض کنید -15 2, ,..., nx x x یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع ( , 1)u θ θ  باشد می خواهیم آزمون +
:H λ λ° 1 و≥° :H λ λ°> را انجام دهیم UMPT 0.05 اندازهα    را بدست آورید=

( )

1

( )

( )
( )( , )1

1( )
1 ( , )

( ) 1

( )( ) ( )
( )

n

n

nx
nn

x

n

xIL
L I x

θ θ λ

θ θ λ

λ θ θ λλ λ λ
λ λ θ λ θ λ°

°
°+°

° +
°

 < < += = 
∞ + < < +

      

)نسبت به  )nx  صعودي است پس خاصیت MLR نسبت به ( )nx داریم  
0

( )
1

xϕ


= 


   ( )

.
nx c
o w

> 1
( ) ( )n
n n

ny x y θ
λ

−= −  

1
( )0.05 ( ) ( ) ( ) ] 1 ( ) 0.05

0.95

n n n
H n cnc

n y cp x c y

c

θ λ θ λθ θ
θ

λ λ λ

λ θ

°
°

°

+ +−

° ° °

° °

− −
= > = − = = − =

= +

∫  

    ( )0 0 .9 5( )
1 .

nxx
o w

λ θϕ ° ° > +
= 


 

 
  

) تایی از توزیع 2 یک نمونه تصادفی 2Xو1X فرض کنید -16 , 1)u θ θ :باشد می خواهیم آزمون + 0H θ° = 
1و  : 0H θ  را در نظر گیرید را انجام دهیم آزمونهاي زیر <

1

1
( )

0
xϕ


= 


   (1)

(1)

0.95
0.95

x
x

>
< 1

1
( )

0
xϕ


= 


   1 2

.
x x c

o w
+ >  

   برابر باشند 2ϕو1ϕ را طوري تعیین کنید که اندازه آزمونهاي c) الف
   را بدست آورید 2ϕو1ϕ آزمونهاي تابع توان) ب
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   است 1ϕ پرتوان تر از 2ϕنشان دهید ) ج
 

   را بدست می آوریم 1ϕاول اندازه آزمون 
(1) 2(1 )x x θ− +  

1 2 1
(1) 0.950.95

( 0.95) 2(1 ) (1 ) ] 0.0025Hp x y y
°

> = − = − − =∫  

2

1 1 1

1 2 1 2 21 1

2 2 2
12

2 2 1

1

2

( ) 0.0025 1

3 1] 2 1 2 2 0.0025
2 2 2 2 2

1.93
2.07

c c x c

c

p x x c dx dx c x dx

x c cx cx c c

c
c

α

− − −

−

+ > = ⇒ = − +

= − + = − + + − = ⇒ − + =

=
 =

∫ ∫ ∫

 

 
  پس آزمون به صورت زیر است

2

1
( )

0
xϕ


= 


    1 2 1.93

.
x x

o w
+ >  

  ) ب

1

1 2 1 2
(1) 0.950.95

( ) ( 0.95) 2(1 ) (1 ) ] (0.05 .)p x y dy y
θ θ

ϕ θθ θ θ θ
+ +Π = > = − + = − − + = −∫  

  : سه حالت داریم 2ϕحال براي آزمون 
0 :حالت اول  0.465θ≤ <  

2

1 1 2
1 2 2 10.93 0.93

( ) ( 1.93) 2 0.14 0.0025p x x dx dx
θ θ

ϕ θ θ θ
θ θ θ

+ +

− −
Π = + > = = + +∫ ∫  

0.465 :حالت دوم  0.965θ< <  
1

2

1.93 1.93 2
1 2 2 1( ) ( 1.93) 1 2 3.86 0.86

x
p x x dx dx

θ

ϕ θ θ θ
θ θ θ

− −
Π = + > = − = − + +∫ ∫  

0.965:حالت سوم  θ<  
2
( ) 1ϕ θΠ =  

  . پرتوان تر است2ϕ کرد که  مشاهدهθحالت به وضوح می توان براساس حایگذاري مقادیر مختلف 
  
  

   تابع توزیعی به صورت زیر باشدF فرض کنید -17

 
0

( )
1

F x x
x


= 
 +

    
0
0

x
x

<
≥  

)با تعریف ) [ ( )]G x F x θ
θ =، 0θ 1 اگر < 2, ,..., nz z z نمونه تصادفی  یکn تایی از توزیع ( )G xθ باشد علاقه 

:مند به آزمون  1H θ° 1و= : 1H θ 0.05α اندازه UMPT هستیم <    را بدست آورید =
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1

1

1

1
1

1

,..., ( ) exp{ ln ln }
2 1 1

( ,..., ) exp{ ln ln }
1

( ) exp{( ) ln }
1

n

n
n

n
n i

i i

z zz z z
z z

zf z z z
z

f z
f z

θ

θ

θ

θ

θ
θ θ

θ θ

θ
θ θ

θ
°

°
=°

= −
+ +

= −
+

= −
+

∑ ∑

∑

 

 

به وضوح مشخص است که نسبت    
1

ln
1

n
i

i i

z
z=     داریم ∑+

        1
1 ln

1( )
0 .

n
i

i i

z c
zx
o w

ϕ =


> += 




∑                                                               2
2

1

2 ln
1

n
i

n
i i

z
z

χ
=

−
+∑   

2 2
2 2 ,0.05

1 1

0.05 ( ln ) ( 2 ln 2 ) ( 2 ) 2
1 1

n n
i i

H n n
i ii i

z zp c p c p c c
z z

α χ χ
°

= =

= = > = − < − = < − ⇒ = −
+ +∑ ∑  

       
2
2 ,0.05

1

11 ln
1 2( )

0 .

n
i

n
i i

z
zx

o w

χ
ϕ =


< += 




∑  

) تابی از 2 یک نمونه تصادفی 2X و1X فرض کنید -18 )p λباشد می خواهیم آزمون : 1H λ° 1و≥ : 1H λ > 
  را به صورت زیر تعریف کنیم 1ϕرا انجام دهیم اگر آزمون 

     1

1

01
( )

20
x

x
x

ϕ
≥

=  <
 

0.26α در سطح 1ϕنشان دهیم ) الف    پرتوان ترین آزمون یکنواخت است =
1) ب 1 2( ( ) )E x x xϕ 0.26αرا محاسبه کرده نشان دهید یک آزمون اندازه +    است =
2اگر ) ج ( )xϕ 2 را به صورت زیر تعریف کنیم نشان دهیدϕ 0.26 یک آزمون اندازهα    است =

2

1
( ) 0 .61

0
xϕ


= 



     
1 2

1 2

1 2

3
3
3

x x
x x
x x

+ >
+ =
+ <

 

 
)1تابع توان آزمون ) الف  )xϕ0.26 این آزمون در سطح  به صورت مقابل مشاهده می شود کهα    است=

 
1
( ) 1 e eλ λ

ϕ λ λ− −Π = − −  

1

2( ) 1 2 0.26eϕα λ −= Π = − =  
 1x داریم نشان می دهیم نسبت به 1xحال براي آنکه نشان دهیم پرتوان ترین آزمون یکنواخت است فرض کنید تنها یک مشاهده 

   داریم MLRخاصیت 
1

1 11( )xf e
f e

λ
θ

λ
θ

λ
λ°

°

−

−
°

=  

1چون  1λ
λ°

   فرض پرتوان ترین بودن اثبات می شود 1-8 داریم حال بنابه قضیه MLR خاصیت 1x است پس نسبت به <
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  ) ب

1 1

1 2 1 2 1 1 2

1 1 2 1

2 2 11 2

( ( ) ) ( ( ) 1 ) ( 2 )

( ) ( ) 1 1 11
0 1( ) 2 2 2

H H H

t t t
x x

E x x x p x x x t p x x x

t t tp X x p X t x
xp x x t

ϕ ϕ
° ° °

∞ ∞

= =

+ = = + = = ≥ +

     = = −
= = = − −     + =     

∑ ∑
 

0.26αت که مسئله داراي کمبود است چون براي اینکه نشان دهیم اندازه آزمون که جواب بدست آمده مشخص اس   t است باید مقدار =
  معلوم باشد 

  
  )ج

2 33
2

2 1 2 1 2
0

2 2( ( )) ( 3) 0.5 ( 3) 1 0.61 0.26
! 3!

i

H H H
i

eE x p x x p x x e
i

ϕ
° ° °

−
−

=

= + > + + = = − + =∑ 

  
   

1 فرض کنید -19 2,X X تایی از توزیع 2 یک نمونه تصادفی ( ,1)etaβ θ باشد می خواهیم آزمون 
0 1: 1 : 1H vs Hθ θ≤  آزمونی در ارتباط با ناحیه ي بحرانی زیرباشد    ϕ را انجام دهیم اگر<

1 2
3:
4

C x x x = ≤ 
 

   اریب است؟ را بدست آورید ؛ آیا آزمون فوق ناϕ تابع توان و اندازه آزمون 

( ) ( )

( )

1

2 1

31 124
1 2 2 10 0

3
4

1 31 1
2 4

3 31 1
8 5

x

p x x

x x dx dx
θ

θ
ϕ

ϕ

α

θ θ

α

−

 > = 
 

 Π = − = −  
 

= Π = − =

∫ ∫  

)براي اینکه آزمونی نا اریب باشد باید داشته باشیم                       ) ( )
0 1

sup infH Hθ ϕ θ ϕθ θ∈ ∈Π ≤ Π  

( ) ( )
0 1

5 5sup inf
8 8H Hθ ϕ θ ϕθ θ∈ ∈Π = Π =  

  .که در رابطه بالا صدق می کند 
 
 

)تابع چگالی احتمال زیر باشد که در آن          یک متغیر تصادفی با      X فرض کنید    -20 )0ϕ    تابع چگالی احتمـال 
ــت      ــتاندارد اس ــال اس )نرم ) ( ) ( )1 ,

2
f x x x xθ ϕ θ ϕ θ θ= − + + ∈ ∈   ــون       ــواهیم آزم ــی خ  م

0 1: 0 : 0H vs Hθ θ=   . را بدست آورید α  اندازه UMPT را انجام دهیم  ≠
   

  : آزمون فوق را به دو آزمون زیر تفکیک می کنیم و نشان می دهیم براي هر دو یک ناحیه ي بحرانی وجود دارد : حل 

( ) ( )0 0

1 1

: 0 : 0
: 0 : 0

H H
H H

θ θ
θ θ

= = 
Ι ΙΙ > < 
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)به وضوح مشخص است که اگر نتایجه هر دو آزمون یکی شود ناحیه ي بحرانی آزمون مسئله نیز همانند نتیجه آزمونهاي  )Ι و ( )ΙΙ 
  خواهد بود براي اثبات این موضوع به شیوه زیر عمل می کنیم 

)آزمون  )Ι  
  : این آزمون ابتدا آزمون زیر را در نظر می گیریم UMPTبراي پیدا کردن 

0 1 1 1: 0 : 0H Hθ θ θ θ′= = ∋ >  

                       :                 طبق لم پرسن داریم 

( )
( )

( ) ( )2 2
1 1

1

2

2 1 1

1 1
2 2

11
0 2

1
2

1 1 1

2

cos h
2

x x

x

x x

f x e e k
f x e

e ee k x r

θ θ
θ

θ θθ
θ

− − − +

−

−−

+
= >

+
> ⇒ >

  

1cosحال نمودار  h xθ دقت(( را در نظر بگیرید  
1cosکنید که مینیمم تابع  h xθبه ازاء تمامی مقادیر   

1θ برابر یک است ((.  
***  
***  

   که ناحیه رد به صورت زیر است بنابر نمودار واضح است

( ) 11
0 0.

x c
x

w
ϕ

 >
= 


 

   طوري انتخاب می شود که 1cکه در آن 
( ) ( )

0 0 1 1 1
2

H HE x p x c c Z αϕ α α
−

= ⇒ > = ⇒ =    

ون براي آزمون نیز خواهد بود                بستگی ندارد نتیجه می شود که این ناحیه رد پر توان ترین آزم1θکه چون ناحیه رد به مقدار 
0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= >  

 
آزمون  ( )ΙΙ   

  :براي پیدا کردن پر توان ترین آزمون براي این آزمون ابتدا آزمون زیر را در نظر می گیریم 
0 1 2 2: 0 : 0H vs Hθ θ θ θ′= = ∋ <  

 

:                 طبق لم نیمن پرسن داریم 
( )
( )

( ) ( )2 2
1 1

2

2

1 1
2 2

2 2 21
0 2

cos h
2

x x

x

f x e e k x r
f x e

θ θ
θ

θ
− − − +

−

+
= > ⇒ >    

2cosحال به وضوح می توان مشاهده کرد نمودار  h xθ 2 را که درآن 0θ  است بازمانند قبل می شود ؛ بنا بر این ناحیه رد به صورت >
   :زیر است

( ) 21
0 0.

x c
x

w
ϕ

 >
= 


 

   طوري انتخاب می شود که2cکه در آن 
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( ) ( )
0 0 2 2 1

2
H HE x p x c c Z αϕ α α

−
= ⇒ > = ⇒ =    

ابل نیز  پر توان ترین آزمون براي آزمون مقUMPT   بستگی ندارد نتیجه می شود که این ناحیه رد2θکه مجددا چون ناحیه رد به مقدار 
  خواهد بود  

0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= <     
)حال بنابر نتایج آزمون  ) ( ),Ι ΙΙ به وضوح مشخص است که UMPT براي آزمون مسئله نیز به صورت زیر خواهد بود   :  

( ) 1
2

1

0 0.

x Z
x

w

α
ϕ −

 >= 


 

 
 

1 فرض کنید    -21 nx xK   دفی   یک نمونه تصاn     1}) تایی از توزیع, , })DU θK   و θ ∈  باشـد مـی خـواهیم        
0آزمون   1 0: 0 :H vs Hθ θ θ≤ ) را انجام دهیم نشان دهید       < )xϕ       پر توان ترین آزمون یکنواخت در 
  . است αسطح 

( ) ( )

( )

0

0

1 n

n

x
x

x

θ
ϕ

α θ
∗

>=  <
 

  : براي آزمون مسئله طبق تعریف کتاب به صورت زیر است UMPTمی دانیم که 

( ) ( ) 11

0 0.
nx c

x
w

ϕ
>= 


                              ( )

1n n

n
x xx
θ θ

−   −   
   

  

( ) ( )( )2
1

1 1
n n n

n
x c

x x cx p x c
θ

ϕ θ θ θ= +

−     Π = > = − = −     
     

∑  

( )( ) ( )
0 2

1

0
0

sup 1 1
n

n
H

cx cθ ϕα α α θ
θ∈

 
= Π = − = ⇒ = − 

 
 

  : براي آزمون مسئله به صورت زیر است UMPTپس 

( ) ( ) ( )
1

01 1

0 0.

n
nxx

w

α θϕ
 > −= 


 

  :که تابع توان آن به صورت زیر است 
 

( ) ( )
2

01 1
n

xϕ
θ

α
θ

 Π = − −  
 

 

)حال نشان می دهیم که تابع توان ناحیه رد  )xϕ∗مانند بالا است  نیز ه  

( ) ( )

( )

0

0

1 n

n

x
x

x

θ
ϕ

α θ
∗

>=  ≤
 

( )
0

0 1 1

1 1
nn n n

y y

y y y yy
θθ

ϕ
θ θ θ θ θ

∗

= + =

− −       Π = − + −       
       

∑ ∑  
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( )
0 0 0

1 1 1
n n n

θ θ θα α
θ θ θ

     
= − + = − −     

     
 

 . هستند UMPTمشاهده می کنید که تابع توان هر دو یکی شده پس هر دو آنها 
  : را می توان به شیوه زیر نیز اثبات کرد 21مسئله 

  
   زیر را در نظربگیرید ابتدا آزمون

( ) ' '
0 0 1 1: :H vs Hθ θ θ θΙ = =  

1به طوري که  0θ θ>  براي آزمون '
0H در مقابل '

1H،  MP  در سطح  α بر اساس لم نیمن پیرسن به صورت زیر ایجاد می شود   

{ } ( )( )
{ } ( )( )

( )

( )

11

0 0

0
1, , 00

1
1 1, ,

0

n
n

n n

n
n

xf x
k

f x x

θθ

θ θ

θ
θθ

θ
θ

θ

 Ι  <   > ⇒ =    
Ι   ∞ >

K

K

 

0حال فرض کنیم 

1

n

k θ
θ

 
=  

 
  :  باشد در نتیجه ناحیه رد به صورت زیر خواهد بود 

( ) ( )

( )

0

0

1 n

n

x
x

x

θ
ϕ

γ θ

>=  ≤
 

  : به صورت زیر تعیین می شود γکه 
( ) ( )( ) ( )( )0 0 00 0H Hn nE x p x p xθα ϕ θ γ θ γ α = = > + ≤ ⇒ =   

( ) ( )

( )

0

0

1 n

n

x
x

x

θ
ϕ

α θ

>=  ≤
 

)پس  )xϕ ناحیه رد ، MP براي آزمون  )(Ι 1 خواهد بود  حال چون ناحیه رد بهθ بستگی ندارد این )(xϕ ، MP براي آزمون زیر 
  : نیز خواهد بود 

( ) ' '
0 0 1 1: :H vs Hθ θ θ θΙ = >  

0H براي آزمون α زیر کلاس آزمون هاي سطح 1H در مقابل 0H براي آزمون αکه چون کلاس آزمون هاي سطح   مقابل  1H در′
)است نتیجه می شود که   )xϕ ناحیه رد UMP براي آزمون مسئله خواهد بود .  

 
 

) نشان دهید 21 در مسئله -22 )xϕ∗ پر توا نترین آزمون یکنواخت اندازه α براي آزمون   
( ) 0 0 1 0: :H vs Hθ θ θ θΙ = ≠ : است   

( ) ( ) ( )
1

0 01

0 0.

n
n nx xx

w

θ α θ
ϕ∗

 > ∨ ≤= 


 

 ، آزمون را به دو زیر آزمون زیر تقسیم می کنیم و نشان می دهیم ناحیه 20براي حل این مسئله مانند مثال 
  .رد براي هر دو یکی است 
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( ) ( )0 0 0 0

1 0 1 0

: :
: :

: :
H H
H H

θ θ θ θ
θ θ θ θ

= = 
Ι ΙΙ > < 

 

  .اثبات بقیه مسئله را به عهده دانشجو می گذاریم 
  

  :  یک متغیر تصادفی پیوسته با تابع چگالی احتمال زیر باشد  X فرض کنید -23
( ) 2 11 0 1 0 2

2
f x x xθ θ θ = + − < < < < 

 
 

0.1αپر توان ترین آزمون یکنواخت در سطح   را براي آزمون =
0 1: 0 : 0H vs Hθ θ=   . بدست آورید ≠

  
  : را می توان به آزمون زیر تبدیل کرد θاین آزمون با کمی توجه به حدود پارامتر 

0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= > 
   را مشخص می کنیم MLRحال براي حل این آزمون ابتدا 

1

0

2
1

1 0
2
0

11
2
11
2

xf
y

f x

θ

θ

θ
θ θ

θ

 + − 
 = = >
 + − 
 

 

 

:                                   مثبت است yحال چون مشتق تابع 
2 2

1 0
2

2
0

0
11
2

y
x

x

θ θ

θ

−∂
= >

∂   + −    

  

1نتیجه می گیریم 

0

f
f

θ

θ

  : دارد پس آزمون به صورت زیر است MLR  خاصیت x نسبت به  

( )
1
0 0.

x c
x

w
ϕ

>
= 


 

  : به صورت زیر تعیین می شود cکه در آن 

( ) ( )
0

1

0 1 1
c

E x p x c dx c cθ θα ϕ α α== = > = = − = ⇒ = −   ∫  

0.1α در سطح UMPTپس    : به صورت زیر است =

( )
1 0.9
0 0.9

x
x

x
ϕ

>
=  ≤

 

 
 

  9مسائل فصل 
 

  به ترتیب آزمون هاي زیر را در سطح LRT از مسائل فصل دوم می خواهیم به روش  1 در مسئله -1
0.5α    انجام دهیم =
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

1

0 1

,

1,

1

1

) : 0 0

1 , 1, 0 1

ˆ1 0 1

ˆ ˆ ˆsup 1

i

i

x

x n
x

ni x
H

i

i H vs H
f x x

L x

x x
L

x x n

α
α β

α

α α

β β α α β

θ β β α α β

β θ β β

−

−
−∞

= = ≠

= − = + < <

∑= − Ι = ⇒ < <

− ∑= = −
− +

∑
∑

K

 

 
  :و تحت فرض داریم 

( ) ( ) ( )
00 0 0

ˆ ˆ ˆsup 1
1

i
n x

H
x L

x
β θ β β ∑= = −

+
 

):       داشت حال خواهیم  )
( )
( )

( )10 0
ˆ1 ˆ ˆ

ˆˆ1

i
n x

n x
nx

β β
λ β

ββ

∑−  
= =   

 −
  

)توزیع آماره  )xλ به سادگی قابل بررسی نیست پس از توزیع جانبی استفاده می کنیم   

( )
( ) ( )

2
1,11 2ln

0 0.

x
t

w
αλ χ

ϕ − − >= 


 

 
 

( )) 0,1,

N
x n x

ii f x x
N
n

θ

θ θ−  
   −  = =

 
 
 

K  

0 1: 3 : 3H vs Hθ θ= ≠  

( )
1

n
i i

i

N
x n x

L
N
n

θ θ

θ
=

−  
  −  =

 
 
 

∏  

  . براي تابع درست نمایی بالا نیازمند روشهاي ععدي است θ̂دست آوردن ب

0 1
1 1) : :
2 2

iii H vs Hα α= ≠  

 )   β )                   معلوم  ( ) ( ) ( ) ( )( )1
, 1 1 0,1,x xf x x

ββ

α β α α += − − − = K  

( ) ( ) ( )( ){ }1

1

1 1i i
n

x x

i
L

ββ

θ α α +

=

= − − −∏  

  . براي این تابع چگالی نیازمند روشهاي ععدي است α̂بدست آوردن 

( )1

1
) 1 xn

k

n x
iv x x

x
θ θ

+ − 
− 

 
K   
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0 1
1 1: :
3 3

H vs Hθ θ= ≠  

( ) ( ) 1

1

1
1

k

i
i

k
xi kn

i i

n x
L

x
θ θ θ =

=

 + −    ∑= −  
   
∏  

1

ˆ
k

i
i

kn

kn x
θ

=

=
+ ∑

 

( ) ( ) 1

1

1 ˆ ˆsup 1
k

i
i

k xi kn

i i

n x
L

x
θ θ θ =

=

 + −   ∑ = −  
   
∏  

( ) 1

0
1

11 1 2sup
3 3 3

k

i
i

kn xk
i

H
i i

n x
L L

x
θ =

=

∑+ −      = =       
      

∏  

  : رد می شود اگر 0Hحال فرض 

( )

1

1
0

1 1

3
2

k

i
i

xkn k

i
i

k k

i i
i i

x
knt c

kn x kn x
λ λ

=
−

=

= =

∑    
    
    < ⇒ <
    + +        

∑

∑ ∑
 

)که ما براي بدست آوردن ناحیه رد به رسم نمودار  )tλ به صورت تابعی از 
1

k

i
i

x
=

  ,  kn=6) k=2متوسل شدیم به طوري که  ∑

n=3(  
  :صورت زیر است  به LRTبنا به شکل مقابل ناحیه رد براي آزمون 

  

( )
1 2

1 1

2 2

1

0 0.

i i

i

i

x c or x c
x c

x
x c

w

γ
ϕ

γ

 < >
 == 

=


∑ ∑
∑
∑

 

 
 
 
 

       پس داریم 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2i i i ip x c p x c p x c p x cα γ γ= < + > + = + =∑ ∑ ∑ ∑  
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( ) ( )

( ) ( )

1

0 1

1
2

1 1: :
2 2

1
2

i
i

x
x

x
n x

f x

H vs H

L

θ
θ θ

θ θ

θθ θ

−

−

 = − 
 

= ≠

∑  ∑= − 
 

 

ˆکه به وضوح می توان نشان داد             ix
n

θ = ∑   

) رد می شود اگر  0Hفرض  ) 0tλ λ<             
  پس داریم

( ) ( ) ( )( ) 0
ˆ ˆ2 2 1

2

ii

i

x nx

x

i

i

t

n x
c

x

λ θ θ λ
−− ∑∑

= − <

∑  −
⇒ <      

∑
∑

 

2که براي بدست آوردن ناحیه رد به رسم نمودار تابع 
x

n xy
x

 −  =     
دقت  .  (∑ix عبارت است ازx متوسل شدیم که 

  .) رسم کرده ایم n=5شود که این نمودار را به ازاء 
** 
** 

  .) رسم کرده ایم n=5دقت شود که این نواحی  را به ازاء (ه صورت زیر تعیین می کنیم بر اساس نمودار بالا ناحیه رد را ب
  :  باشد ناحیه رد عبارتست از c <1 > 0اگر   )1(

( )
1

0 0.

i

i

x k
x x k

w
ϕ γ

 >
= =



∑
∑  

4kدقت شود که در ناحیه رد بالا    ه رد زیر بدست می آیند  توسط ناحیα ؛ پس بیشترین مقدار ≤

( )

( )
0

5 5

1 4
0 0.

5 1 14 0.187
4 2 2

i

H i

x
x

w

p x

ϕ

α

 ≥
= 



    = ≥ = + =    
    

∑

∑
 

1اگر  )2( 9c≤    باشد ناحیه رد به صورت زیر است ≥

( )
2 1

1 1

2 2

1

0 0.

i i

i

i

x k or x k
x k

x
x k

w

γ
ϕ

γ

 < >
 == 

=


∑ ∑
∑
∑

 

1که در ناحیه رد بالا  23, 2k k≥    است ≥
0.2αحال به عنوان مثال فرض کنید    :نگاه ناحیه رد عبارتست از  باشد آ=
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( )

( ) ( )

1 4
0

0 0.

0.2 4 0 0.4

i

i

i i

x
x x

w

p x p x

ϕ γ

γ γ

 >
= =



= > + = ⇒ =

∑
∑

∑ ∑

 

 )به نمودار زیر دقت کنید.(  به وجود آمده است c=1دقت کنید که این ناحیه  رد  به ازاء 
 
 

0.01α به تر تیب آزمون هاي زیر را در سطح LRT در مساله دوم از فصل دوم می خواهیم به روش -2 = 
 .انجام دهیم 

( )

1 1, 2
4

1) 3 0 1
4

1 4
4

x

i f x x

x

θ
θ

θ

θ

 =


+= = ≤ ≤


− =

 

0 1: 0.5 : 0.5H vs Hθ θ= ≠  

( )

1 1, 2
4
1sup 3
2
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4
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L x

x
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 =

= =

 =
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1 1, 2
3 3
4
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2

x

x x

x
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= =
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( ) ( )

0
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1
4
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x
x

x x x
w

w

λ λ
γ

ϕ γ λ λ ϕ
<

== = ⇒ = 




 

( )0.01 4 0.08
8

p x γγ γ⇒ = = = ⇒ =  

( )
( )2

1
) 0 1

1 0,1, 2,x

x
ii f x

xθ

θ
θ

θ θ

= −= ≤ ≤
− = K

 

0 1
1 1: :
2 2

H vs Hθ θ= ≠  

( ) ( )L f xθθ =  
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  :  به صورت زیر است θ̂به وضوح می توان بررسی کرد که 

1 1
ˆ

0,1, 2
2

x
x x

x
θ

= −
= 

= +

 

( ) 2

1 1
sup 2 0,1,2

2 2

x
H

x
L x x

x x
θ

= −
=    + =    + +   

 

( )
0

2

0.5 1
sup 1 0,1, 2

2

x
H

x
L

x
θ +

= −
=   = 
 

 

( ) 2

1 1
2

2 1 0,1, 2
2 4

x

x

x
x

x x
x

λ +

 = −= 
+  =  

 

)ست آوردن ناحیه رد از رسم نمودار حال براي بد )xλ کمک می گیریم   
** 
** 

) رد می شود اگر 0Hحال فرض  ) 0xλ λ< باشد پس داریم :  

0اگر  )1(
1
4

λ    باشد ناحیه رد به صورت زیر است>

( )
1

1 1

1

0 0.

x c
x x c

w
ϕ γ

>
= =



 

0حال اگر 
1
4

λ :        در این حالت عبارتست از α باشد پس ماکزیمم مقدار 7 هم باید بزرگتر مساوي 1cباشد مقدار >

( )
0 8

7

1 1 17 0.004
4 2 2

x

H
x

p x
α

α
=

   = ≥ = = =  
   

∑   

0اگر  )2(
1
4

λ     رد به صورت زیر است باشد ناحیه>

( )2

1 6
0

0 0.

x
x x

w
ϕ γ

>
= =



 

  : توسط آزمون زیر بدست می آید αدر این حالت ماکزیمم مقدار 

( )
1 6 0
0

x or x
xϕ

> =
= 


 

( ) ( )6 0 0.004 0.25 0.254p x p xα = > + = = + =  
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0اگر  )3(
1 1
4 2

λ<    در این حالت آزمون به صورت زیر است>

( )
3

3

1 0

0 0.

x k or x
x x k

w
ϕ γ

> =
= =



 

3دقت کنید که در این حالت  6k   .  است ≤

اگر ) 4( 0
1
2

λ =   باشد

 ( ) 1

1 6 0
1

0 0.

x or x
x x

w
ϕ γ

≥ =
= = −



 

  . است 0,754 در این حالت αماکزیمم مقدار 
      

0ر اگ) 5(
1
2

λ< فرم کلی آزمون به صورت زیر است   

( )

1 2

1 1

2 2

1

0 0.

x c or x c
x c

x
x c

w

γ
ϕ

γ

< >
 ==  =


 

}در این حالت  } { }2 13, 4,5 , 1, 2c c∈  . است ∋
0.76αبه عنوان مثال در سطح    )به نمودار توجه کنید( آزمون به صورت زیر است =

( )
{ }1 5 0, 1

5
0 0.

x or x
x x

w
ϕ γ

> ∈ −
= =



 

0.76αال در سطح ح = ، γ به صورت زیر بدست می آید   
( )0.76 0.754 5 0.768p xγ γ= + = ⇒ =  

 پس آزمون به صورت زیر است 

( )
{ }1 5 0, 1

0.768 5
0 0.

x or x
x x

w
ϕ

> ∈ −
= =



 

0دقت کنید که بر اساس نمودار می توان به وضوح فهمید که این نمودار بر اساس  0.515λ   . بدست می آید =
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( )

1 2
4
1 1

1 14)
1 4 41
4
1 2
4

x

x
iii f x

x

x

θ

θ

θ
θ

θ

θ

 − = −

 − = −


= − ≤ ≤
 − =


 − =


 

 
0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= ≠  

 

( )

1 2
2
3 1
8sup
3 1
8
1 2
2

H

x

x
L

x

x

θ

 = −

 = −

= 
 =


 =


 

( ) ( )
( )
( )

0

0

1 2
2
2 11
3
2 1 0 0.
3
1 2
2

x

xx
x t x

x w

x

λ λ
λ ϕ γ λ λ

 = −

 <= − = ⇒ = = 
 = 

 =


 

( ) ( )
0

2
0.01 2 0.04

0 0. H

x
t p x

w
γ

ϕ γ γ
=

= = = ⇒ =


 

 
 

( )
1,1 1) 0

1 2 0 2
x

iv f x
xθ

θ
θ

θ
= −

= ≤ ≤ − =
 

 

0 1
1 1: :
4 4

H vs Hθ θ= ≠  
 

( )
1 1,1

sup 2
1 0

H
x

L
x

θ
 = −= 
 =

 



 74 

( )

1 1,1
4
1 0
2

x
x

x
λ

 = −= 
 =


 

( ) ( ) ( )
1 0.04 1
4

0 0.0 0.

xx
x x

ww

γ λ
ϕ ϕ

 =≤ = ⇒ = 


 

( )

1

2

3

1
2
1) 0 1
2

2

x y

v f x x y

x y

θ

θ

θ

θ

− =

= = ≤ ≤

 =

 

 

0 1
1 1: :
4 4

H vs Hθ θ= ≠  

( ) 1 2 3
1sup , ,
2H L x y y yθ = =  

( )
1

2

3

3
4
1
1
4

x y

x x y

x y

λ

 =


= =

 =


 

( )

( )

( ) ( ) 3

11
4
1

0 0.4
0 0.

x

x y
x x x

w
w

λ

γ
ϕ γ λ ϕ

 <
 == = ⇒ = 





 

( )( )0 30.01 0.08Hp x yγ γ= = ⇒ =  
 

( ) 30.08
0 0.

x y
x

w
ϕ

=
= 


 

 

( )

1

2

3

1
4

1 1 1)
2 4 4

1
4

x y

vi f x x y

x y

θ

θ

θ

θ

 − =

= = − ≤ ≤

 + =
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0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= ≠  

 

( ) 1 2 3
1sup , ,
2H L x y y yθ = =  

 

( ) 1 3

2

1 ,
2
1

x y y
x

x y
λ

 == 
 =

 

( ) ( )1
10.01 0.04

0 0.
x y

x p x y
w

γ
ϕ γ γ

=
= ⇒ = = ⇒ =


 

 

( )
1 2

3 4

5 6

1 ,
4 1) , 0

4
1 ,
4

x y y

vii f x x y y

x y y

θ θ θ

θ

 =


= = ≤ ≤

 − =


 

 

0 1
1 1: :
8 8

H vs Hθ θ= ≠  
 

( )

1 2

3 4

5 6

1 ,
4
1sup ,
4
1 ,
4

H

x y y

L x y y

x y y

θ

 =

= =

 =

 

( )
1 2

3 4

5 6

1 ,
1 ,
2
1 ,
2

x y y

x x y y

x y y

λ


 =

= =

 =

 

  س آزمون به صورت زیر خواهد بودپ

( ) 30.08
0 0.

x y
x

w
ϕ

=
= 
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( )

1 1
12

2 2
12

3 3
12) 0 1

1 4
12

2 5
12

3 6
12

x

x

x
viii f x

x

x

x

θ

θ

θ

θ

θ
θ

θ

θ

− =


− =
 − =
= ≤ ≤ − =

 − =

 −

=


 

 
0 1: 0 : 0H vs Hθ θ= ≠  

 
 

( )

1 1, 4
6
1sup 2,5
4
1 3,6
3

H

x

L x

x

θ

 =

= =

 =

 

( )
0

1 1, 4
12
1sup 2,5
6
1 3,6
4

H

x

L x

x

θ

 =

= =

 =

 

( )

1 1,4
2
2 2,5
3
3 3,6
4

x

x x

x

λ

 =

= =

 =

 

( ) ( )

11
2

11
0 0.2

0 0.

x
x x

w
w

λ

γ
ϕ γ λ ϕ

 <
 == = ⇒ = 





 

 
( )( )0

0.01 1, 4 0.12Hp xγ γ= = ⇒ =  
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( )

1 1
4

1 2
4) 0 1

1 3
4

3 4
4

x

x
ix f x

x

x

θ

θ

θ
θ

θ

 =


− =


= ≤ ≤ − =


 =


 

 

0 1
1 1: :
4 4

H vs Hθ θ= ≠  

 

( )

1 1
4
1 2
4sup
1 3
2
3 4
4

H

x

x
L

x

x

θ

 =

 =


= 
 =


 =


 

( )
0

1 1
4
3 2

16sup
3 3
8
3 4

16

H

x

x
L

x

x

θ

 =

 =

= 
 =


 =


 

( )

1 1
3 2
4
3 3
4
1 4
4

x

x

x
x

x

λ

=

 =
= 

=

 =
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( )

( )

( ) ( )

11
4

41
0 44

0 0.

x

x
x x x

x
w

λ

γ
ϕ γ λ ϕ

 <
 == = ⇒ =  ≠



 

( )( ) ( )
0

0.053 4
0.01 4 0.053

0 4H

x
p x x

x
γ γ ϕ

=
= = ⇒ = ⇒ =  ≠

 

 
 

0.05α آزمون هاي زیر را در سطح  به ترتیبLRT از فصل دوم می خواهیم به روش 37 در مسا له -4 = 
  انجام دهیم 

( )
0 0 0 0 0 0

1

) : , : ,
, , , 0n

i H vs H
x x U

µ µ σ σ µ µ σ σ

µ σ µ σ µ σ

= = ≠ ≠

− + ∈ >K   
 

 
** 
** 

  بنا به نمودار بالا و ناحیه اشتراك داریم 

( )
( ) ( )

( )
1( , )

2

1
2 n

n

x xL θ σ
σ −

∞

 = Ι 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ
2 2

n nx x x x
σ µ

− −
= =  

( )
( ) ( )( )1

1sup H n

n

L
x x

θ =
−

 

( )
0

0

1sup
2HL θ

σ
=  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
0 1

02

n

n
n

x x
x x x cλ λ

σ

−
= < ⇒ − <  

  :پس آزمون به صورت زیر است 

( ) ( ) ( )11

0 0.
nx x c

x
w

ϕ
− <= 


 

    به صورت زیر تعیین می شود cکه  
( ) ( ) ( )( )0 0 1H H nE x p x x cα ϕ= = − <    

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )1

1
0 0 0

n
n

x x cp x x c p
µ µ

µ µ
σ σ σ

 − −
 = − − − < = − <
 
 

 

  :که در این صورت داریم 
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( ) ( )

( ) ( )

0 1

0

0 11
1

0

1 1 1
2

1 1 1
2

nn
n n

n
n

x ny y y

x ny y y

µ

σ
µ

σ

−

−

−
= + − < <

−
= − − < <

 

 

 

( ) ( ) ( )
11

1 1 1 1 11
0 0

,
n

n
c cp y y n F y a F y f y dy a

σ σ

−

−

 
− < = + − =    

 
∫  

1 1
1 11 1 1

1 11 1

1 1 11 11
2 2 2 2 2

n n
a

a

y a y yn dy n dy
− −

−

− −

+ + + +   = − + −      ∫ ∫  

[ ] [ ] ( )
1 11 1 1

1 1 11 1

11 2
2 2 2

n na n n
n n na

n na dy y dy a a a
− −− −

− −

 = + − = − +  ∫ ∫  

1

1
0 0 0 0

1 2
2

n n

n n
c c c cp y y n α

σ σ σ σ

−       
 − < = − + =      
        

 

( ) ( )1
0 02 2 nn nn c c cσ α σ−− + =  

  .  باید در رابطه بالا صدق کند cپس  
 

  
0 1 0 2 0 1 1 10 1 1 20) : , : , :ii H vs H Hθ θ θ θ θ θ θ θ= = ≠ ≠  

( ) ( ) ( )1 1 2 1 2 1 21, , , , ,n nx x U x xθ θ θ θ θ θ− ∞ < < < ∞ < < <K   

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1 21, ,
1 2

1 ˆ ˆ,
n

n

nx x
L x xθ θ θ θ θ

θ θ −∞ ∞

 
= Ι Ι = = − 

 

( )
( ) ( )( )

( )
( )0

20 101

1 1sup supH Hn n

n

L L
x x

θ θ
θ θ

= =
−−

 

( ) ( ) ( )1

20 10

n
nx x

xλ
θ θ

− 
=   − 

 

):                                                         رد میشود اگر 0Hپس فرض  ) ( ) ( )0 1nx x x aλ λ< ⇒ − <  
  : به صورت زیر خواهد بود αپس تابع آزمون در سطح 

( ) ( ) ( )11

0 0.
nx x a

x
w

ϕ
− <= 


 

  بدست می آید  ) i(مت   مانند قسaکه  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )20

0
10

1

1 1 1 11

n

H np x x a n F x a F x f x dx
θ

θ
α

−

= − < = + −  ∫  

( )
( ) ( ) ( ) [ ] ( )20 20

10 20

1 1

1 10 1 10 1 1 20 1 1 1
20 10

a

a

n n

n
n x a x f x dx x f x dx

θ θ

θ θ
θ θ θ

θ θ
−

−

− − = + − − − + −    − ∫ ∫  

( )
( )

( )
1

20 10
20 10 2 0

n
n

n n
n aa aθ θ α

θ θ θ θ
− = − − + = − −
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( ) ( )1
20 10 20 10

nn nn a a aθ θ α θ θ−= − − + = −  
  .  باید در رابطه بالا صدق کند aکه  

  
0 0 0 1 0 0) : , : ,iii H vs Hα α β β α α β β= = ≠ ≠  

( )1 , , , , 0 , 0nx x α β α βΓ < <K   

( ) ( )

1

1

ixn
n

i n
i

eL x
α β

αθ β
α

− −

=

∑ 
=   Γ 

∏  

 
  

ˆراي بدست آوردن که ب ˆ,β α نیاز به روش هاي محوري داریم .  
  

0 0 0 1 0 0) : , : ,iv H vs Hα α β β α α β β= = ≠ ≠  
( )1 , , ,nx x etaβ α βK   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1

1 1

1
.

n n n

i in n
i i

L x x
α

βα β
θ

α β

−
−

= =

Γ +  
= − Γ Γ  

∏ ∏  

ˆکه باز مانند قبل براي بدست آوردن  ˆ,β α نیاز به روش هاي محور یداریم .  
  

0 0 0 1 0 0) : , : ,v H vs Hµ µ λ λ µ µ λ λ= = ≠ ≠  
( )1 , , , , 0 , 0nx x IG µ λ µ λ< <K   

( ) ( )
3
22 2 2

11

exp 2
2

n
n n

i i i
ii

L x x xλθ λ µ µ
π

−

==

    = − −        
∑∏  

  به سادگی تحقیق می شود که 
1 1 1 1ˆˆ

i

x
n x x

µ λ −  
= = − 

 
∑  

( )
3

2 2
2

1

ˆ
sup

2

n
nn

H i
i

L x eλθ
π

− −
−

=

   
=        

∏  

( ) ( )
2 2 20

0 0 0
1

exp 2ˆ 2

n
n

i i
i

nx x xλ
λ λ µ µ

λ =

  = − − +  
   

∑  

)ملاحظه می شود که توزیع آماره  )xλ توان بدست آورد و باید از توزیع مجانبی استفاده کنیم  را به سادگی نمی  

( ) ( ) ( )
2
2,1

1

1 2 ln

0 0.
n

x
x x

w
αλ χ

ϕ −
 − >= 


K  

 
0 0 0 1 0 0) : , : ,vi H vs Hθ θ σ σ θ θ σ σ= = ≠ ≠  

( )1 , , , , , 0nx x C θ σ θ σ∈ <K    
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( )
( )

2

1

1

1
n

n i

i

L
x

θ
θσπ

σ=

=
 −  +  

   
∏

 

  
ˆˆ کتاب پارسیان گفته شده ، 24-3با توجه به آنچه در مثال  ,σ θ هاي محوري بدست آیند  باید از روش.  

  
0 0 0 1 0 0) : , : ,vii H vs Hµ µ σ σ µ µ σ σ= = ≠ ≠  

( )2
1 , , ,nx x LN µ σK   

( )
( )

( )2
2

12 2

1

1 1exp ln
22

n

inn
i

i
i

L x
x

θ µ
σπ σ =

=

 
= − − 

 
∑

∏
 

lniفرض کنید  iy x= حال داریم :  

( )22

1

1ˆ ˆ
n

i
i

y y y
n

µ σ
=

= = −∑  

( ) ( )
2 2 2

02 2
10 0

ˆ 1exp ln
2 2

n
n

i
i

nx xσλ µ
σ σ =

   
= − −  

   
∑  

  
) :    رد میشود اگر0Hکه فرض  ) 0xλ λ<  

)توزیع آماره  )xλ را به سادگی نمی توان بدست آورد پس از توزیع مجانبی استفاده می کنیم   

( ) ( ) ( )
2
2,11 2 ln

0 0.

x
x

w
αλ χ

ϕ −
 − >= 


 

0 0 0 1 0 0) : , : ,viii H vs Hµ µ λ λ µ µ λ λ= = ≠ ≠  
( )1 , , ,nx x E µ λK   

( ) ( )
( )( ) ( )
1

2

,
1

1exp
n

n
i x

i
L xθ λ µ µ

λ
−

−∞
=

 = − − Ι 
 

∑  

  تحقیق می شود کهبه سادگی 

( ) ( )( )1 1
1

1ˆˆ
n

i
i

x x x
n

µ λ
=

= = −∑  

( ) ( )ˆsup
n n

H L eθ λ
−

−=  

( ) ( )
0

2
0 0

10

1sup exp
n

n
H i

i
L xθ λ µ

λ
−

=

 
= − − 

 
∑  

( ) ( )1 0
10 0

ˆ 1exp
n

n

n i
i

x x n xλλ µ
λ λ =

   
= − −       

∑K  

)که در اینجا نیز توزیع  )xλ مشخص نمی شود پس از توزیع مجانبی استفاده می کنیم .  
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( ) ( ) ( )
2

1 2,1
1

1 2ln

0 0.
n

n

x x
x x

w
αλ χ

ϕ −
 − >= 


K
K  

  
1فرض کنید  -5 nx xK  یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع  ( ),1N µ باشد ، می خواهیم آزمون 

0 0 1 0: :H vs Hµ µ µ µ= 1x آزمونی در ارتباط با ناحیه بحرانی ϕ را انجام دهیم اگر ≠ c≤ یا 
2x c≥ گه در آن ( )0 1 0

1.960.1 , c
nϕπ µ µ= =   . را بدست آورید 2c باشد مقدار −

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

0 1 2 2

2 0
2 2 0

0.1 0.1 1.96 0.1

1.440.075 0.0751

H H

H

p x c p x c p z p x c

cp x c p z c
n

n

ϕπ µ

µ
µ

= ⇒ ≤ + ≥ = ⇒ ≤ − + ≥ =

 
 −

≥ = ⇒ > = ⇒ = + 
  
 

 

  
  
1 فرض کنید -6 nx xK  یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع  ( ),E µ σ باشد :  

0.1α معلوم باشد پر توان ترین آزمون یکنواخت در سطح σاگر ) الف  را براي آزمون =
0 1: 0 : 0H vs Hµ µ=    بدست آورید ؛>

LRT، 0 مجهول باشد به روش σاگر ) ب 1: 0 : 0H vs Hµ µ= 0.1α را در سطح ≠  انجام =
  دهید ؛ 

0.05αمی خواهیم آزمون زیر را در سطح ) ج    انجام دهیم ، چه روشی را پیشنهاد می کنید ؟ =
0 1: 0 , 1 : 0 , 1H vs Hµ σ µ σ= = ≠ ≠  

 
   را بررسی کنیم MRTابتدا می خواهیم ) الف

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

( )
( )

1

11

1 00
0

0

0 10, 1

1 11,

0i

i

xn

xn

xe xf
f e xe x

σ µ
µµ

σ µ µσ µ
µ µ

µ µσ

µσ

− −
∞

−− −

∞

∑ < <Ι = = ∑ <Ι 
 

)س نسبت به پ )1x خاصیت MRT داریم :  

( ) ( )
( ) ( )1
1

1
,

0 0.

x c
x x E n

w
ϕ µ σ

<= 


  

( )( ) ( ) ( )0

0 01
10.1 , 1 0.1n cp x c e n c c

n
σ µ σ µ µ

σ
− −= < − ⇒ − = ⇒ = +  
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))                              ب )
( )

( )

( )( )
1

1

1
1

ˆ ˆ, ,

n

i
i

x
n

n

i
i

nL e x
x x

σ µ

µ σ σ µ σ=

 
− −  

 

=

∑
= = =

 
− 

 
∑

  

0:         داریم 0Hو تحت فرض 

1

ˆ n

i
i

n

x
σ

=

=

∑
  

( ) ( )
0 0ˆ ˆsup , sup ,n n n n

H HL e L eµ σ σ µ σ σ− −= =  

( )( )1
0 1

1

ˆ
ˆ

nn

n i
i

nn

i
i

x x

x

σ
λ

σ
=

=

 
− 

 = =
 
 
 

∑

∑
 

  :  رد می شود اگر 0Hو فرض 
( ) ( )

1
1 1

0 0 1

1 1

1 n
n n

i i
i i

nx nx

x x
λ λ λ λ λ∗

= =

≤ ⇒ − < = ⇒ >

∑ ∑
 

( )
( )1

1

1

0 0.

n

i
i

nx

x x

w

λ
ϕ

∗

=


>= 




∑  

)                         :                                                داریم 0Hحال تحت فرض  ) ( )1

1

2, 2n
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F n

x
=

∑
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))                        ج ) ( ) 1
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ˆsup , sup ,
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H HL e L eµ σ σ µ σ =
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∑
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( )
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1
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x e x x
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λ =

− −

=

∑
= −∑  

  
)حال چون آماره  )xλی استفاده کنیم ؛ پس آزمون به صورت زیر است  را به سادگی نمی توان بدست آورد باید از توزیع مجانب ...  

( ) ( ) ( )
2

1 2,1
1

1 2ln

0 0.
n

n

x x
x x

w
αλ χ

ϕ −
 − >= 


K
K  

  
1فرض کنید  -7 nx xK  یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع  ( ),pα α β باشد می خواهیم  :  
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0آزمون ) الف 1: 1 : 1H vs Hα α=  را تعیین LRTبه روش حرانی  را انجام دهیم ناحیه ب≠
  کنید ؛ 

  .  را مشخص کنید 0Hتوزیع آماره آزمون تحت فرض ) ب
( )

( )( ) ( ) ( )

( )

1
1,

1

11 1

ˆ ˆ
ln

n n

n nx
i

i
ii

nL x
xx
x

α

α

α βθ β β α
−∞

+

==

= Ι = =
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( ) ( ) 1
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ˆˆ ˆsup ,
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i
i

n x
n

H L L eθ α β α =

− −∑
= =  

( ) ( )0
1

ˆsup 1, exp ln
ˆ

n

H i
i

nL L xθ β
α =

− 
= = − 

 
∑  

  

)  بنابراین                                                         )
1 1
ˆ1

ˆ

n n
x e αλ

α

 − − 
  =  

 
  

)با انتخاب  ) 2 2, ,
ˆ2

n t
n

n
e nc t t e T
n

ϕ
α

− = = = 
 

) ملاحظه می شود که    ) ( )nx c tλ ϕ=  

)که با توجه به نمودار  )xλ 0 به سادگی تحقیق می شود که فرضH را رد می کنیم اگر   

( )
1 T a or T b

tϕ
< >

= 


 

2 داراي توزیع 0H  تحت فرض Tکه آماره  
2 2nχ   .  است −

  
1فرض کنید  -8 nx xK  یک نمونه تصادفی n تایی از توزیع  ( )2,N µ σ باشد ، روشی را براي آزمون هاي 

  : زیر ارائه دهید 
2 2

0 1) : :i H vs Hµ σ µ σ= ≠  
0 1) : :ii H vs Hµ σ µ σ= ≠  

( )
( )2

2
1

1
2

2

1
2
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i
i

n
x

L e
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σθ
πσ

=

− −∑ 
=  
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2 1ˆ ˆ

n
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i

x x
x

n
µ σ =

−
= =

∑
 

( ) 2
2

1sup
2

n n

H L eθ
πσ

− 
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)          :                   داریم 0Hحال تحت فرض  ) ( ) ( )2
2

1

12 exp
2

nn

i
i

L xθ πµ µ
µ

−

=

 
= − 

 
∑  

   در شرایط زیر صدق می کند 0µ̂که 
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( )
2

2
1

0 0 0
1 1 4ˆ ˆ ˆ1

2

n

i
i

x
x

n
µ µ µ= − ± +

+ = ⇒ =
∑

 

2µاما از آنجایی که  σ= 0 پس بایدˆ 0µ :     باشد ، پس داریم <
2

0
1 1 4ˆ

2
x

µ
− + +

=  

( )
2 2 2

0
10 0

ˆ 1 ˆexp
ˆ ˆ2 2

n
n

i
i

nxσλ µ
µ µ =

   
= − − +  

   
∑  

  
   نا مشخص است از توزیع مجانبی استفاده می کنیم λحال چون توزیع 

( ) ( ) ( )
2
1,11 2ln

0 0.

x
x

w
αλ χ

ϕ −
 − >= 


 

  : داریم 0Hاین بار تحت فرض 

( ) ( ) ( )22 2
2

1

1) 2 exp
2

n n

i
i

ii L xθ πµ µ
µ

−

=

 
= − 

 
∑  

  
   عبارتست از 0µ̂حال 

2 2
2 2
0 0 0

4ˆ ˆ ˆ
2

x x xx xµ µ µ
− + +

+ = ⇒ =  

( ) ( )02
10 0

ˆ 1 ˆexp
ˆ ˆ2 2

n n

i
i

nx xσλ µ
µ µ =

   
= − − +  

   
∑  

  
  باز از توزیع مجانبی حل می شود 

( ) ( ) ( )
2

1 2,11 2 ln

0 0.
nx x

x
w

αλ χ
ϕ −

 − >= 


K
 

  
  
1 فرض کنید -9 nx xK یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع  ( ] ( )0,1 , 0,Uθ θ∈ باشد می خواهیم به روش 

LRT آزمون زیر را انجام دهیم  :  
( ]0 1: 1 : 0,1H vs Hθ θ= ∈  

( ) ( ) ( )( )0,
1

nL xθθ
θ

= Ι  

( )
( )

1supH n
n

L
x

θ =  

( ) ( ) ( )0
n
n nx x x cλ λ= < ⇒ <  

( ) ( )1

0 0.
nx c

x
w

ϕ
<= 
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( )( )0

11

0

c n n n
H np x c ny c cα α−= < = = ⇒ =∫  

 
  

1 فرض کنید -10 nx xK یک نمونه تصادفی k تایی از توزیع { }( )1, 2, ,DU NKهیم آزمون  باشد می خوا
   انجام دهیم LRTهاي زیر را به روش 

0 0 1 0

0 0 1 0

) : :
) : :

i H N N vs H N N
ii H N N vs H N N

≤ >
= ≠

 

 

( ) ( ) ( )1,2, ,
1) N nki L x

N
θ = Ι

K
 

( )
( )

( )( )1supH nk
n

L L x
x

θ = =  

( ) ( )( ) ( )

( )
0

0

0
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n n
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L x x N
L

x N
θ

 <= 
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( )

( )
( ) ( )0

0

1 1
0 0 0.

n n

n

x N x c
t

x N w
λ ϕ

 <  < = ⇒ = 
>  

 

  هد  یک نتیجه می دUMP و روش LRTکه به وضوح می توان مشاهده کرد که آزمون به روش 
  

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

0

00
00,

0
0

)

0

n
n n

n n
nN

n
n

x
x x NL N

ii x N
NL x

x N

λ

 
  <  = = Ι =    
  >

 

) نسبت به λپس بنا به نمودار  )nx می توان مشاهده کرد که آزمون به صورت زیر است ،   

( ) ( ) ( )1

0 0.
n nx a or x b

x
w

ϕ
< >= 


 

 
 LRT می خواهیم به روش  یک متغیر تصادفی گسسته با تابع احتمال هاي زیر باشد ؛X فرض کنید -11

0آزمون  0 1 0: :H vs Hθ θ θ θ= 0.02 را در سطح ≠ , 0.03α α=   .  انجام دهیم =
  

  جدول
  

0.03αدر سطح     آزمون به صورت زیر است =
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( ) ( )

51
8

15
0 0.8

0 0.

x
x x

w
w

λ

γ
ϕ γ λ ϕ

 <
 == = ⇒ = 





 

 γ به صورت زیر بدست می آید   

( ) 0.030.03 1
0.05

p xγ γ= = ⇒ =  

  پس آزمون به صورت زیر است 

( )
3 1
5
0 0.

x
x

w
ϕ

 == 


 

  
 آزمون LRT یک متغیر تصادفی گسسته با تابع احتمال زیر باشد ؛ می خواهیم به روش X فرض کنید -12

0H 1 را در مقابلH در سطح α انجام دهیم  .  
( )1 2 1 2

1, : 0 ,0 1,
2

H θ θ θ α θ α = ≤ ≤ < ≤ ≤ 
 

 

  
  جدول 
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0
1
1

2sup 1
1

2
2

H
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α
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α
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α
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−
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0
1 1
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sup 1 2
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x
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α
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α
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= 
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1 0
1 1

1 2
2
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x x
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λ α


 − =


= − = ±

 = ±


 



 88 

  αآزمون در سطح 

( ) ( )
1 1 21
2

0 0.0 0.

x
t t

ww

λ
ϕ ϕ

 = ±≤ = ⇒ = 


 

  
 آزمون LRTابع احتمال زیر باشد ؛ می خواهیم به روش  یک متغیر تصادفی گسسته با تXفرض کنید  -13

0 0 1 0: :H vs Hθ θ θ θ= 0.2α را درسطح ≠   .  انجام دهیم =
  

  جدول 
  

0.2α در سطح LRTآزمون  =   

( ) ( )
10 1 3, 41
17

0 0.0 0.

x
t t

ww

λ
ϕ ϕ

 =≤ = ⇒ = 


 

  
1 فرض کنید -14 1,m ny y x xK K تصادفی مستقل از هم به تر تیب با توزیع هاي  دو نمونه

( ) ( )2 2
2 2 1 1, , ,N Nµ σ µ σ باشند :  

0 آزمون LRTمی خواهیم به روش ) الف  1 2 1 1 2: :H vs Hµ µ µ µ= 0.05α را در سطح ≠ = 
  انجام دهیم ؛

2 آزمون LRTمی خواهیم به روش ) ب  2 2 2
0 1 2 1 1 2: 3 : 3H vs Hσ σ σ σ≤ 0.01α را در سطح < = 

  .انجام دهیم 
  

  . کتاب پارسیان است 378 صفحه ي 5-9دقیقا مشابه مثال ) الف(قسمت
  )ب(قسمت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 22 22
1 2 1 2 1 2 1 22 2

1 11 2

1 1, , , 2 exp
2 2

n m n nm n

i i
i i

L L x yθ µ µ σ σ π σ σ µ µ
σ σ

+ − −−
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= = − − − − 

 
∑ ∑  
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2 2 2 2 22 22
1 2 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsup , , , 2 e

m nn mm n

H L Lθ µ µ σ σ π σ σ
++ −− −−= =  

که در آن 
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2 21 1
1 2 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

n n

i i
i i

x x y y
y x

n m
σ σ µ µ= =

− −
= = = =

∑ ∑
  

  : داریم 0Hوتحت فرض 

( )
( )
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0

2
2 2 1

1 2 1 2 2
2

2
2 2 1

1 2 0 0 2
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2 بطوریکه 2 2
0 1 2

1ˆ ˆ ˆ
3
n m

m n
σ σ σ ⇒ = + +  

 

)حال با انتخاب  )
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2
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2
2

1
1 3
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σ
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  :  داریم 
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  : که در آن داریم 
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m
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+
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  : ریم  داt در مقابل λحال بنا به نمودار 
**  
**  

  :  را رد می کنیم اگر 0Hکه به سادگی تحقیق می شود که فرض 
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≥
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( ) ( )0.01 1, 1, 0.99p T a F n m a= > ⇒ − − =  

  
1 فرض کنید -15 nx xK یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع  ( )2,N aθ θخواهیم به روش  باشد می LRT 

0آزمون  1: 1 : 1H a vs H a= 0.05α را در سطح ≠   . انجام دهیم =
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   داریم 0Hحال تحت فرض 
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)که چون توزیع آماره  )xλ مشخص نیست از توزیع مجانبی استفاده می شود .  
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1فرض کنید  -16 nx xK یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع  ( ),N aθ θ  باشد              می خواهیم بـه روش 

LRT 0 آزمون 1: 1 : 1H a vs H a= 0.01α را در سطح ≠   . انجام دهیم =
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   داریم 0Hحال تحت فرض 
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)ملاحظه می شود که توزیع آماره  )xλ را به سادگی نمی توان بدست آورد و باید از توزیع مجانبی استفاده کرد .  

( ) ( ) ( )
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1 2,11 2ln

0 0.
nx x
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αλ χ
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1فرض کنید  -17 nx xKفی  یک نمونه تصادn  تایی از توزیع  ( ),U µ θ µ θ−  باشد می خواهیم به روش +

LRT 0 آزمون 1: 0 : 0H vs Hµ µ=   .را انجام دهیم  ≠

)نشان دهید آماره آزمون به صورت ) الف  ) ( ) ( )1

2
nx x

x
Z

λ
− 

=   
 

) که در آن  ) ( ){ }1max , nZ x x=    است ؛−

)نشان دهید ) ب  ),Z xλ داراي توزیع هاي مستقل از هم هستند ؛   
)تابع مشخصه ) ج  )2 ln xλ− یعنی ( )n tψ را بدست آورده و ( )lim nn

tψ
→∞

   را محاسبه کنید ؛ 
)توزیع مجانبی ) د  )2 ln xλ− را مشخص کنید .  
  

)                                  )      الف  ) ( ) ( ),
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1
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L xµ θ µ θθ
θ − +

=
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∏  

  حال به سادگی می توان نشان داد که 
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2 2
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θ µ
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   داریم 0H اما تحت فرض
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( )
( ) ( ){ }( ) ( )
1max , ,

1
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x x
L θ θ

θ − ∞

 = Ι 
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HnZ x x L
Z

θ θ  = = − =  
 

 

( ) ( ) ( )1

2

n
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x
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λ
− 
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)  آماره بنده کامل 0Hتحت فرض ) ب  ) ( )1max{ , }nx x− است توزیع ( )xλ 0 نیز تحت فرضH به علت مقیاسی بودن توزیع 
  :  زیرا  استθمستقل از پارامتر 

ix
θ

⇒  θ )             مستقل از ) ( )1nx x

θ

−
⇒  θ   مستقل از

( ) ( )1max{ , }nx x
θ

−
⇒  θ تابعی از اینهاست⇒ مستقل از ( )xλ   چون

( )xλ نیز مستقل از  θ است .  
)پس بنا به قضیه باسر  ),Z xλ مستقل از هم هستند .  

))            د  ) 2
12 ln xλ χ−    

  
1فرض کنید    -18 nx xK  از توزیع    ه تصادفی  یک نمون ( ) ( )1
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1
1f x x θ

θ θ − 1 و   =+ my yK      از  یـک نمونـه تـصادفی 
)توزیع   ) ( )2
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1
2f y x θ

θ θ − 0 آزمون   LRT  باشند می خواهیم به روش        =+ 1 2 1 1 2: :H vs Hθ θ θ θ= ≠ 
0.01α را در سطح   1 بـستگی بـه     0Hآماره آزمون تحـت فـرض       ؛ نشان دهید که توزیع       انجام دهیم    = 2,θ θ 

  .ندارد 
  

( )
( ) ( )1 2

1 1
1 ln 1 ln

1 2

n m

i i
i i

x y
n mL e

θ θ

θ θ θ = =

− + − +∑ ∑
=  

( ) ( )1 2 1 2
1 1

ln ln 1 ln 1 ln
n m

i i
i i

n m x yθ θ θ θ
= =

= + − + − +∑ ∑l  

1
11 1

1

ˆln 0
ln

n

i n
i

i
i

n nx
x

θ
θ θ =

=

∂
= − = ⇒ =

∂ ∑
∑

l  

2
12 2

1

ˆln 0
ln

m

i m
i

i
i

m my
y

θ
θ θ =

=

∂
= − = ⇒ =

∂ ∑
∑

l  

   0Hتحت فرض 

( )
( )

1 1
1 ln ln

0

n m

i i
i i

x y
n mL e

θ

θ θ = =

 
− + +  +  

∑ ∑
=  

0

1 1

ˆ
ln ln

n m

i i
i i

n m

x y
θ

= =

+
=

+∑ ∑
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( )
( ) ( )

1 1
ln 1 ln 1

1 1
ˆ ˆsup

n m

i i
i i

x y
n m

H L eθ θ θ = =

 
− + + +  

 
∑ ∑

=  

( ) 1 1

0

ln ln

0̂sup

n m

i i
i i

x y n m
n m

H L eθ θ = =

 
− + + +  +  

∑ ∑
=  

( ) ( )

1

1 1 1 10

1 1

1 1

1 1

ln

ln ln ln ln lnˆ
ˆ ˆ

ln ln

ln ln

n m n m n

i
i

n m n m

n mi i i i in m
i i i i

n m n mn mn m n m

i i
i i

n m

i i
i i

x
n m n m

x y x y y
n m

x
n m

x y
n m

x y

θ
λ

θ θ

+

=

++
= = = =

+

= =

= =

     
     +     
     +     +     = = = =
     

+     
    

   
   
   

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

ln
1

ln

n

m

i
n mn

i
i
m

i
i

x

y

=
+

=

=

 
 
 
 
 
 

 
 
 +
 
 
 

∑

∑

∑

 

  با تعریف عبارات زیر داریم 

( )1

1

ln

ln 1

n

i n
i
m n m

i
i

m x
tT t

nn y t
m

ϕ=
+

=

= =
 + 
 

∑

∑
 

( ) ( )
,

n m n

n m

n m nc n m
n m m

++  =  
 

 

)حال  )xλ می نویسیم  را بر حسب عبارات بالا  
( ) ( ) ( ) ( ), 2 , 2x c n m t T F n mλ ϕ= ∋   

)که با توجه به نمودار  )xλ 0 به سادگی تحقیق می شود که فرضHرد می شود اگر   

( ) ( ), , 0m n m n

T a or T b
c a c bϕ ϕ λ

< >
 = =

 

2 بستگی به 0Hکه مشاهده می کنید توزیع آماره آزمون تحت فرض  1,θ θ ندارد .  
  

1 فرض کنید -19 1
1 1nx x xθθ −K 2 و   1

1 2my y yθθ −K  آزمون LRT باشند ؛ می خواهیم به روش  
0 1 2 1 1 2: :H vs Hθ θ θ θ= 0.01α را در سطح ≠  انجام دهیم ؛ نشان دهید که توزیع آماره =

  . ندارد 1θ بستگی به 0Hمون تحت فرض آز
  

1به وضوح ثابت می شود که               2

1 1

ˆ ˆ
ln ln

n m

i i
i i

n m

x y
θ θ

= =

= − = −

∑ ∑
  

( )
( ) ( )

1 1
ln ln

1 1
ˆ ˆsup

n n

i i
i i

x n y m
n m

H L eθ θ θ = =

   
− + − +      

   
∑ ∑

=  
   داریم 0Hحال تحت فرض 
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0

1 1

ˆ
ln ln

n m

i i
i i

n m

x y
θ

= =

+
=

+∑ ∑
 

( ) 1 1

0

ln ln

0̂sup

n m

i i
i i

x y n m
n m

H L eθ θ = =

 
− + + +  +  

∑ ∑
=  

( ) ( )

1

1 1 10

1 1

1 1 1

1

ln

ln ln lnˆ
ˆ ˆ

ln ln ln
1

ln

n m nn

i
i

n m m

n m i i in m
i i i

n m n mn mn m n m n

i i i
i i i

m

i
i

x
n m

x y y
n m

x
n m

x y x

y

θ
λ

θ θ

=

++
= = =

+ +

= = =

=

     
     
     − −
     
     +      = = =

   
− −   

   +
 
 
 

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

 

  :با تعریف عبارات زیر داریم 

( )1

1

ln

ln 1

n

i n
i
m n m

i
i

m x
tT t

nn y t
m

ϕ=
+

=

= =
 + 
 

∑

∑
 

( ) ( )
,

n m n

n m

n m nc n m
n m m

++  =  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ), 2 , 2x c n m t T F n mλ ϕ= ∋   
)که با توجه به نمودار  )xλ 0 به سادگی تحقیق می شود که فرضHرد می شود اگر   

( ) ( ), , 0m n m n

T a or T b
c a c bϕ ϕ λ

< >
 = =

 

)فرض کنید  -20 ) ( )1 1, ,..., ,n nx y x y یک نمونه تصادفی n  تایی از توزیع  ( )0,0,1,1,N ρ باشد می خواهیم 
0 آزمون LRTبه روش  1: 0 : 0H vs Hρ ρ= 0.05αرا در سطح  ≠    . انجام دهیم=

( ) ( )
2 2

2
1 1 1

1 2
2 1

2

1
2 1

n n n

i i i i
i i i

n
x x y y

L e
ρ

ρθ
π ρ

= = =

 
− − +  −  

∑ ∑ ∑ 
 =
 − 

 

1

2 2

1 1

ˆ
ln

n

i i
i

n n

i i
i i

x y

x y
ρ =

= =

=
∑

∑ ∑
 

( )
2

2

1sup
ˆ2 1

H L eθ
π ρ

 
 =
 − 

 

( )
2 2

1 1

0

1
21sup

2

n n

i i
i i

n x y

H L eθ
π

= =

 
− +  

 
∑ ∑ =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 22
2 2 2

1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ1 exp
ˆ ˆ ˆ2 1 1 2 1

n n n n

i i i i
i i i

x x x y yρ ρ ρλ ρ
ρ ρ ρ= = =

  = − − + 
− − −  

∑ ∑ ∑  

( ) ( )
2 2 22

2
1 1 1

ˆˆ ˆ ˆ1 exp 2
ˆ2 1

n n n n

i i i i
i i i

x x y yρρ ρ ρ
ρ = = =

   = − − +  −    
∑ ∑ ∑  

)که چون توزیع آماره  )xλ مشخص نیست از توزیع مجانبی استفاده می شود .  

( ) ( ) ( )
2
1,0.951 2 ln

0 0.

x
x

w

λ χ
ϕ

 − >= 


 

i,...,1  فرض کنید -21 inx x ونه هاي تصادفی مستقل از توزیع( )1, 2,3 ; ,i ii N µ σ=   باشند می خـواهیم بـه 
  : آزمون زیر را انجام دهیم LRTروش 

2 2 2
0 1 2 3 1 0:H vs H Hσ σ σ= = =  نفی

,1 هاي بزرگ inناحیه رد آزمون مجانبی را براي  2,3i   . مشخص کنید =
  : کتاب پارسیان داریم 382 صفحه ي 7-9با توجه به مثال : حل 

( )
( )

31 2
1 2 3

1 2 3
22 2 2

1 1 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ
, ,

1 ˆ ˆ ˆ

nn n

nx x x

n n n
n

σ σ σ
λ

σ σ σ

=
 + + 
 

 

( )
( ) ( )

2
1 2 3 2,11 2ln , ,

0 0.

x x x
x

w
αλ χ

ϕ − − >= 


 

,...,1 فرض کنید  -21 kx x متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیع ( )1,..., ; 1,i ii k x B θ=  مـی خـواهیم بـه     
  : آزمون زیر را انجام دهیم LRTروش 

0 0 1 0: , 1,...,iH i k vs H Hθ θ= = =  نفی
  . هاي بزرگ مشخص کنید kناحیه رد آزمون مجانبی را براي 

( ) ( )1

1

1 ii

k
xx

i i
i

L θ θ θ −

=

= −∏  

( ) ( )( )1
1

ln 1 ln 1
k

i i i
i

x xθ θ
=

= + − −∑l  

( )
( )
1 ˆ0
1

ii
i i

i i i

xx xθ
θ θ θ

−∂
= − = ⇒ =

∂ −
l  

( ) ( )1

1

sup 1 ii

k
xx

H i i
i

L x xθ −

=

= −∏  

( ) ( )
0

1

1

sup 1 ii

k
xx

H i i
i

L θ θ θ −

=

= −∏  

( )
0 0

1

1 3
1

1,...,
1

i ix x
k

i i

i i i

x xx xλ
θ θ

−

=

   −
=       −   
∏  
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( )
( ) ( )

2
1 2 3 2,11 2ln , ,

0 0.

x x x
x

w
αλ χ

ϕ − − >= 


 

  
  

  10مسائل فصل 
  
1 فرض کنید    -1 2, ,...x x              دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیـع یکـسان ( )20,N σ     باشـد ؛ مـی 

  :یر را انجام دهیم  آزمون زSPRTخواهیم به روش 
2 2 2 2

0 0 1 1: :H vs Hσ σ σ σ= =  
  

)براي زوج ) الف ),α β داده شده فاصله تقریبی SPRTرا بدست آورید ؛   
)براي زوج   ) ب ),α β          داده شده تعداد متوسط اندازه نمونه به روش SPRT          و اندازه نمونه لازم بـه روش لـم 

  .رسون را بدست آورده و با هم مقا یسه کنید نیمن پی

( )
2

2
1

2
2
0

1
2

2 20 0
1 1 2 2

1 11 1 0 12
1

1 1... exp
2 2

i

i

x nm m m

m m i i
x i ii

eR x x x x
e

σ

σ

σ σ
σ σ σ

σ

−

− = ==

  
= = −  

   
∑ ∑∏  

20
2 2

11 0 1

1 1 1exp
2

m m

i
i

xσ
σ σ σ=

     = −   
     

∑  

)براي زوج  ),α β کرانهاي تقریبی برابر با :  
1 &

1
A Bβ β

α α
−

≈ ≈
−

 
mBتا زمانی که  R A<  ام به نمونه گیري ادامه خواهیم m مشاهده بعدي ادامه دهیم یعنی در مر حله  باشد باید به نمونه گیري براي>

  داد

20
2 2

11 0 1

1 1 1exp
2

m m

i
i

B x Aσ
σ σ σ=

     < − <   
     

∑  

20
2 2

11 0 1

1 1 1ln ln ln
2

m

i
i

b B m x A aσ
σ σ σ =

 
= < + − < = 

 
∑  

0 0

21 1

1
2 2 2 2
0 1 0 1

ln ln

1 1 1 1 1 1
2 2

m

i
i

b m a m
x

σ σ
σ σ

σ σ σ σ
=

− −
< <

   
− −   

   

∑  

  ابتدا از طریق لم نیمن پیرسن داریم ) ب
( )

0

2
Hp x cα = ≥  

( )
1

2
Hp x cβ = <  
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( ) ( )

2
2 2 20

,1 ,12 2
0 0

n n n
nc ncp c

nα α

σ
α χ χ χ

σ σ− −

 
= ≥ ⇒ = ⇒ = 

 
 

( ) ( )1

2
2 2 21

, ,2 2
1 1

H n n n
nc ncp c

nβ β

σ
β χ χ χ

σ σ
 

= ≥ ⇒ = ⇒ = 
 

 

( )

( )

2 2
,1 1

2 2
0,

n

n

α

β

χ σ
χ σ

− =  

   SPRTو از طریق 

( )
2
12 2

0 1

1 1 1
20

1 1
1

x

R x e σ σσ
σ

 
−  

 =  

( ) 20
1 1 1 12 2

1 0 1

1 1 1ln ln
2

Z R x xσ
σ σ σ

 
= = + − 

 
 

( )
0

20
1 02 2

1 0 1

1 1 1ln
2HE Z σ

σ
σ σ σ

 
= + − 

 
 

( )
1

20
1 12 2

1 0 1

1 1 1ln
2HE Z σ

σ
σ σ σ

 
= + − 

 
 

( ) ( )
( )

0

2
0
2
1

1
1 1ln 1
2 2

H

a b
E N k

k k

α α σ
σ

+ −
≈ =

+ −
 

( ) ( )
( )

1

1
1 1ln 1
2 2

H

a b
E N

k k

β β− +
≈

+ −
 

0.05αحا ل به ازاء  β= 2:       داریم = 2
0 12.94 1 , 2a b σ σ= − = = =   

( ) ( )
0 1

27.4 17.5H HE N E N= =  
  : بدست می آید n= 48از طریق لم نیمن پیرسن با جایگذاري مقادیر مختلف مقدار تقریبی 

( ) ( )
0 127.4 17.50.58 0.38

47 47
H HE N E N

n n
= = = =  

  . برقرار است MP نسبت به SPRTنمونه لازم در روش که تا حدودي فرض نصف بودن تعداد 
  
1 فرض کنید    -2 2, ,...x x               دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل بـا توزیـع یکـسان ( )0,U θ    باشـد ؛ مـی 

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRTخواهیم به روش 
0 0 1 1: :H vs Hθ θ θ θ= =  

0.1αا انتخاب ب) الف β=    را بدست آورید ؛SPRT فاصله تقریبی =
)براي ) ب )

0
; 0.05HE N α β= )و = )

1HE N را بدست آورید .  
  
  )      الف
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

0

0,0
1

1 0,

...
m

m
m m

m

x
R x x

x
θ

θ

θ
θ

Ι 
=  

Ι 
 

19 2.2
9

A B a b= = = − =  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 0

0

0,0 0 0
0, 0,

1 1 10,

1 9 2.2 ln ln ln 2.2 ln
9

m
m

m m
m

x
m x x m

x
θ

θ θ

θ

θ θ θ
θ θ θ

Ι 
< < ⇒ − − < Ι − Ι < − 

Ι 
 

 
  )   ب

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0

0
1 1 1 10, 0,

1

ln ln ln lnZ R x m x xθ θ

θ
θ

= = + Ι − Ι  

( ) ( )
0

0
1 0 0 1 1

1

ln 0 0HE m p x p xθ
θ θ θ

θ
= + < < + ∞ < <  

  
1فرض کنید    -3 2, ,...x x                دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مـستقل بـا توزیـع یکـسان ( )E θ      باشـد ؛ مـی 

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRTخواهیم به روش 
0 1: 4 : 3H vs Hθ θ= =  

 
0.1αبا انتخاب ) الف β=    نواحی سه گانه را تعیین کنید ؛ =
0.01βبا انتخاب ) ب 0.05α و = = ، ( )

0HE N و ( )
1HE N را بدست آورید .  

  
  : ریم  دا422 صفحه ي 2-10بنا به مثال ) الف

1

4 4ln lnln 93 3ln 9
4 3 4 3 4 3

m

i
i

m x m
=

−
+ < < +

− − −∑  

1
2.2 2.87 2.2 2.87

m

i
i

m x m
=

+ < < − +∑  

  )   ب

( ) 1 1 0 11
1 1

0

x xR x e θ θθ
θ

− +=  

( )1
1 0 1 1

0

lnZ xθ θ θ
θ

= + +  

( ) ( )
0 11 10.037 0.0456 2.98 4.55H HE Z E Z a b= − = = = −  

( ) ( )
0 1

2.98 0.05 4.55 0.95 2.98 0.99 4.55 0.01112.8, 63.7
0.037 0.0456H HE N E N× − × × − ×

= = = =
−
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1فرض کنید    -4 2, ,...x x         با توزیع یکـسان      دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل( )2,N µ σ      باشـد ؛ مـی 
  : آزمون هاي زیر را انجام دهیم SPRTخواهیم به روش 

0 1) : 12, 4 : 10, 2i H vs Hµ σ µ σ= = = =  
0 1) : 10, 4 : 12, 2i H vs Hµ σ µ σ= = = =  

  
0.05αبا انتخاب ) الف β=    نواحی سه گانه را تعیین کنید ؛ =
0.01αبا انتخاب  ) ب β=  و انـدازه لازم بـه روش لـم نـیمن     SPRT تعداد متوسط اندازه نمونـه بـه روش   =

  . پیرسن را بدست آورید و با هم مقایسه کنید 
  
1زفرض کنید    -5 2, ,...x x      دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیع یکـسان ( ),NB r θ   باشـد ؛ مـی 

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRTهیم به روش خوا
0 0 1 1 1 0: :H vs Hθ θ θ θ θ θ= = <  

)براي زوج ) الف ),α β داده شده فاصله تقریبی SPRTرا بدست آورید ؛   
)براي زوج ) ب ),α β داده شده ( )

0HE N و ( )
1HE N را بدست آورید .  

( ) ( ) ( ) 11
1 1

1 1
... 1 1

m

i i
i

m m
x xi ir mr

m
i ii i

r x r x
f x x

x xθ θ θ θ θ =

= =

+ − + −    ∑= − = −   
   

∏ ∏  

( ) 11 1
1

0 0

1...
1

m

i
i

x mr

m mR x x θ θ
θ θ

=
∑   −

=    −   
 

11 1 1 1

10 0 0 0

1 1ln ln
1 1

m

i
i

x mr m

i
i

B A b rm x aθ θ θ θ
θ θ θ θ

=

=

∑       − −
< < ⇒ < + <       − −       

∑  

1 1

0 0

11 1

0 0

ln ln

1 1ln ln
1 1

m

i
i

b rm a rm
x

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

=

   
− −   

   < <
   − −
   − −   

∑  

 
  )  ب

1 1
1 1

0 0

1ln
1

Z r xθ θ
θ θ

   −
= +   −   

 

( ) ( ) ( )
0

0 11 1 1
1

0 0 0 0 0

1 11ln ln
1H

r r
E Z r r

θ θθ θ θ
θ θ θ θ θ

− −     −
= + = +     −     

 

( ) ( )
( )1

2
11

1
0 1 0

1
ln

1H

r
E Z r

θθ
θ θ θ

− 
= +  − 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )0 1

0 11 1

1 1
,H H

H H

a b a b
E N E N

E Z E Z
α α β β+ − − +

= =  

 
1فرض کنید   -6 2, ,...x x     دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مـستقل بـا توزیـع یکـسان ( )1,β θ   باشـد ؛ مـی 

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRTخواهیم به روش 

0 0 1 0 0
1: : 1 0
2

H vs Hθ θ θ θ θ = = − < < 
 

 
  

0 و مثبت و      دو عدد صحیح   j و   kفرض کنید   ) الف

0

1lnc θ
θ

 −
=  

 
ln باشد ، اگر      B jc= ln و   − A kc=    ، باشـد 

  . را بدست آورید β و αمقادیر 
)مقادیر ) ب )

0HE N و ( )
1HE N را محاسبه کنید .  

  
  ) الف

( )
1 1

1

1

kc kc

jc kc jc

jc jc jc

A e e
e e e

B e e e

β β α
α α

β
β α
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− − −

− = = ⇒ − =  ⇒ = + −
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− 

 

1 jc

kc jc

e
e e
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−

−
=

−
 

( ) ( )1 1
1

kc jc jc kc

kc jc kc jc

e e e e
e e e e

β
− −

− −

− −
= − =

− −
 

( ) ( )
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11 1

1 1

21
0 0 0 0

1 1 1
0 00 0

1 1
11

xx x

x x
R x

θ θ θ θ
θ θθ θ

−

−
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= =  −−  

 

  ) ب
0 0

1 1 1
0 0

1ln 2 ln 2
1

Z x c cxθ θ
θ θ

 −
= + = − + −  

 

( )
0 1 02HE Z c cθ= − +  
( ) ( )

1 1 0 02 1 2HE Z c c c cθ θ= − + − = −  

( ) ( ) ( )
( )( )0

0

1 1

2 1

jc kc

H kc jc

k e j e
E N

e eθ

−

−

− + −
=
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( ) ( ) ( )
( )( )1

0

1 1

1 2

kc jc jc kc
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E N

e eθ

− −− + −
=
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1فرض کنید    -7 2, ,...x x            دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیع یکسان ( )p λ          باشـد ؛ مـی خـواهیم بـه روش 
SPRT آزمون زیر را انجام دهیم :  

0 1: 1 : 2H vs Hλ λ= =  
  

)براي زوج ) الف ),α β داده شده فاصله تقریبی SPRTرا بدست آورید ؛   
0.05αبراي ) ب β= = ، ( )

0HE N و ( )
1HE N را محاسبه کنید .  

  
  )   الف

( ) 1
0 1 1

1
0

...

m

i
i

x
m m

m mR x x e λ λ λ
λ

=−
∑ 

=  
 

 

1
0 1

1 0

ln
m

i
i

b m m x aλλ λ
λ=

< − + <∑  

( ) ( )1 0 1 0

1 1 1 11

0 0 0 0

ln ln ln ln

m

i
i

m mb ax
λ λ λ λ

λ λ λ λ
λ λ λ λ

=

− −
+ < < +∑  

  ) ب

( )
1

0 1 1
1 1

0

x

R x e λ λ λ
λ

−  
=  

 
 

1
1 0 1 1

0

lnZ x λλ λ
λ

= − +  

( ) ( )
0

1
1 0 1 0

0

lnHE Z λλ λ λ
λ

= − +  

( ) ( )
1

1
1 0 1 1

0

lnHE Z λλ λ λ
λ

= − +  

2.944a b= − =  

( ) ( )0

0 1

2.65
H

H

E N
E Z

−
=             &                 ( ) ( )1

1 1

2.65
H

H

E N
E Z

=  

 
  
1فرض کنید    -8 2, ,...x x        پواسـن بریـده شـده در     دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیع یکـسان

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRT باشد ؛ می خواهیم به روش λصفر با پارامتر 
0 0 1 1: :H vs Hλ λ λ λ= =  

  
0.05αبا انتخاب ) الف β=   حی سه گانه را تعیین کنید ؛ نوا=
0.01αبراي ) ب β= ) و = )

0HE N و ( )
1HE N را محاسبه کنید .  
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  ) الف
1

1
1 2
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  ) ب
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( ) ( ) ( )0 1 1 1
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ln 1 ln 1 ln lnZ e e x c xλ λ λ λ
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+
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1کنید  فرض   -9 2, ,...x x              دنباله اي از متغیر هاي تصادفی مستقل با توزیـع یکـسان ( )2,N µ σ   ،σ  معلـوم 

  : آزمون زیر را انجام دهیم SPRTباشد ؛ می خواهیم به روش 
0 0 1 0 0: :H vs Hµ µ µ µ δ δ δ= = + = ±  

  
)براي زوج ) الف ),α βنواحی سه گانه را تعیین کنید ؛ه  داده شد  
00.1براي ) ب ; 0.05 ; 50 ; 50 ; 500β α δ σ µ= = = ± = ) و = )

0HE Nو ( )
1HE N را محاسبه کنید .  
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  ) الف

( )
( ) ( )2 2

0 02
1 1

1
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∑
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