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:مقدمه

»!اي است براي همگان گنجينه تجربه هر فرد«

ها مشغول بـه دانشگاهي پس از پشت سرگذاشتن كنكور سراسري، در دانشگاه آموزان پيش دانش
مي رشته تحصيل در  و بسياري از رشته. شوند هاي گوناگون هـاي دانـشگاهي نيـاز بـه اطلاعـات

از مهارت و مهـارت. رياضيات دارند هايي  دانـشجويان ايـن، بـراي هـا براي كسب ايـن اطلاعـات
كـه پـيش نيـاز شـود مـيهدر نظر گرفت ـها، معمولاً دروسي تحت عنوان رياضيات عمومي رشته

عمومي نمره قبـولي يعني اگر دانشجويي در رياضيات.دنباشمينيز بسياري از دروس ديگر آنان 
در. بسياري از دروس ديگر را انتخاب كندتواند نمي آنگاهكسب نكند،  بنـابراين كـسب موفقيـت

.اي داردژه رياضيات عمومي، اهميت وي

بسياري از دانشجويان با نحـوة. عمومي وجود دارداتدلايل زيادي براي عدم موفقيت در رياضي
تد صحيح با اين درس آشنا نمي برخور حل مـسئله را در خـود و برخي نيز قدرت قويـت باشند،
و فراهماتعدم آشنايي با نحوة صحيح مطالعة رياضي. اند نكرده ساختن شـرايط مـوردنـ عمومي

در فـصل.دنباشـ عمـومي مـياترياضي عدم موفقيت در درسةنياز براي اين امر، از دلايل عمد 
كر مؤثر رياضي ارائهةكارهايي براي مطالع راه اول،  بـه مهـارت نكاتي راجـع،از جمله.دخواهيم

وةهـا، اسـتفادو مهـارتهاتقيتمايز حق وجه جورج پوليا،ةحل مسئل  بهينـه از جلـسات درس
حل تمرين،ج در يادداشتلسات و حـضور كارآمـد برداري مؤثر، كـسب آمـادگي بـراي امتحـان

ميةجلس .كنيم امتحان ارائه

 حـل تـستيِايه ـبـه رويكرد متمايـلرا، آنـان كارشناسـي كنكوردر آموزان دانش نحوه ارزيابي
حاليكـه در دروسدر. سـاخته اسـت توجه آنـان خـارجةاز دايرراو مسائل اثباتي كردهمسائل

رامي دانشگاهي از دانشجويان خواسته رياضيات عموميِ  عدم. كنندحل تشريحيشود تا مسائل
با  و گزاره آشنايي دانشجويان قيت در هاي رياضي يكي ديگر از دلايل مهم عدم موف اثبات مطالب

هـايو روش»اثبـات كـردن«در فصل دوم توضيحاتي در مـورد.است عمومياتدروس رياضي 
و  ،ها براي سـادگي اين روش. خواهيم كرد غيرمستقيم ارائه اثبات اثبات، از جمله اثبات مستقيم

ي نيـزة ديگر رياض را در هر زمين آنهاتوانا مي ام؛شوندمي برده كاربهها در مورد نظريه مجموعه
. بردكار به

البته زمـاني اشـتباه كـردن بـه. شايد بتوان گفت يادگيري بدون اشتباه كردن امري محال است
براي پـي.و ديگر آن اشتباه را تكرار نكنيم ما متوجه آن اشتباه شدهكه شودمي يادگيري منجر 

ن آنها به وجود آمدنة طبيعي است كه بايد به ريش،بردن به اشتباهات   عـدم آشـنايي.مود توجه



ب

ب و ريشهادانشجويان اتهاي اشتباهاتشان، يكي ديگر از دلايل عـدم موفقيـت در رياضـي عوامل
و ريشه. استعمومي مي در فصل سوم به بررسي اشتباهات از. پردازيم هاي آنها اميـدواريم پـس

 آنهـا در اين جـا بـه؛ يعني اشتباهاتي كه مطالعه اين كتاب، دانشجويان مرتكب اشتباهات جديد 
!شوندايم، نپرداخته

تمندر عصر كنوني، تك و امر آموزش نيز از ايـن مي عرصهاولوژي خود را بر ها تحميل كرده است
ز تكنولوژي آموزشي پيشرفت. باشد قاعده مستثني نمي  در ايـن راسـتا،. يـادي كـرده اسـت هاي

از. تواند بـسيار راهگـشا باشـديم رياضيات افزارهاي رياضي در امر آموزش نرم كارگيري به يكـي
و كارآمد در رياضي، نرم افزار نرم در فصل چهارم، ضمن معرفـي. باشدمي Mapleافزارهاي قوي

مي Maple، دستورات مقدماتي Mapleمختصر   كـار بـه عمومياتتوان در تدريس رياضي را كه
.دهيم برد، ارائه مي

هـاي اينترنتـي سـايت، داردي مخـاطبين بـسياري از آنجاييكه رياضيات عمومي در سطح جهـان
هـاي آدرس برخي از سايت، كتاب در ضميمة. باشند فراواني در اين زمينه مشغول به فعاليت مي 

شدآموزش رياضي . ارائه خواهد

 اميركبيـر، هـاي از دانـشگاه زيـادي اند؛ دانشجويان در تهيه اين كتاب، افراد بسياري نقش داشته
و ارائـه نقطـه نظـرات خـود با مطالعة پـيش) واحد پرند(و آزادمقشاهد، تفرش، نـويس كتـاب

و.موجب ارتقا اين كتاب شدند   ذكر نام همگي اين عزيزان فهرستي بسيار طولاني خواهـد شـد
مي ناچار از آن مي. گذريم در و دراينجا فرصت را مغتنم از صميم قلـب آرزوي موفقيـت شماريم

و آقـاي دكتـر. زان داريم براي اين عزيز افزونور پيشنهادهاي ارزنده آقاي دكتـر نـصر آزادانـي
و تلاش و سپاس آقاي ميثم نقيهاي اكبري تتكابني . گزاري است لو در تدوين كتاب قابل تقدير

از آقاي مختاري مسئول محترم انتشارات جهاد دانشگاهي اميركبيرو سركار خانم كوهستاني كه
.ه داشتند نيز سپاسگذاريمآرايي كتاب را برعهد صفحه

از. خالي از اشكال نيست مسلماً اين كتاب و راهنمائي صميم قلب لذا از كليه نظرات هاي لازم
و دانشجويان ي مد نظرآتدر قدمهاي ... مي را با منت پذيرا بوده، انشاءا گرا طرف كليه اساتيد

. خواهيم داد خود قرار
ميدرپايان، شايان ذكر است دانشجويان عز توانند اشكالات خود در زمينه موضوعات مطرح يز

. با مولفين درميان بگذارندE-mail از طريقراشده در اين كتاب
 بهزاد نجفي اكبر طيبي

ir.ac.aut@tayebi_akbarir.ac.shahed@najafi
 1386 پاييز
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 چگونه رياضي را مطالعه كنيم؟
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 چگونه رياضي را مطالعه كنيم؟)1-1

مياي شيوهشكي نيست كه هر كس به و نمي خاص موضوعات مختلف را مطالعه يك كند توان
 هاي زيادي ارائه شده در اين فصل توصيه. شيوه را براي مطالعه رياضي به همه توصيه نمود

كه. است و يا به جهت كمبود وقت موافق نبوآنها شما با بعضي از اين كاملاً طبيعي است ده
مي. نباشيدآنها همه دادنقادر به انجام حد تنها چيزي كه از شما انتظار  رود اين است كه تا

و تلاش كنيد باكه ها به شما كمك كنيم هدف ما اين است كه با ارائه اين توصيه. امكان سعي
.خود داشته باشيد توجه به كمبود وقت، بيشترين بهره را از تلاش

ا مييكساني كه مين فصل را هاي شوند، براي اين دو دسته توصيه خوانند به دو دسته تقسيم
: زيادي در اين فصل بيان شده است

مند ند كه از وضعيت رياضي خود راضي هستند ولي علاقهباشميدسته اول كساني•
ا ر اگر شما يك سبك مطالعة مؤث.ن فصل چه گفته شده استيهستند بدانند در

و نمرات خوبي در درس رياضي مي ن،گيريد داريد ز ممكن استي اين فصل براي شما
مقايسه. سبك مطالعاتي خود را تغيير دهيدكه حتي اگر نيازي نباشد. جالب باشد

 ممكن است براي شما،هاي ارائه شده در اين فصل سبك مطالعاتي خود با توصيه
.مفيد باشد

و• ميا ضعيت رياضي خود ناراضيدسته دوم كساني هستند كه از و خواهند بدانند ند
.توانند رياضي خود را تقويت كنند چگونه مي

: اغلب كساني كه در رياضي ضعيف هستند، متعلق به يكي از سه گروه زير هستند
و-1 وتر بزرگاولين ين گروه، متشكل از كساني است كه سبك مطالعاتي خوبي ندارند

با واقعاً نمي هاي دانشجويان اين گروه توصيه. يد رياضي را مطالعه نموددانند چگونه
حتي اگر نتوانند به تمام. را بسيار مفيد خواهند يافت اين فصل ارائه شده در

از،ها عمل كنند توصيه  سبك مطالعة رياضي خود را آنها اميدواريم با پيروي از برخي
.بهبود بخشند



؟چگونه در رياضيات عمومي موفق باشيم 4

 چندين ساعت رياضي مطالعه دومين گروه متشكل از كساني است كه روزانه-2
و در اين درس به خوبي كنندميا احساس امكنند، مي  كه دچار كمبود وقت هستند
ن و تغيير اميدواريم دانشجويان اين گروه نيز با پيروي از اين توصيه. كنندميعمل ها

 بهينه از زمان موفق شوند؛ زيرا با مؤثرتر شدنة خود، در استفادةدر سبك مطالع
.عه، زمان كمتري براي اين كار نياز خواهند داشتمطال

دلايل. كنند گروه سوم كساني هستند كه وقت كافي براي مطالعه رياضي صرف نمي-3
مي. متفاوتي براي اين امر وجود دارد و يا مشكلات بعضي از دانشجويان كار كنند

تا خانوادگي باعث مي رآنهاشود آن زمان لازم براي كسب موفقيت در رياضي ا صرف
 هيچ توصيه علمي نداريم جز اينكه اميدوار،صادقانه بگوييم براي اين دسته. نكنند

كل اين فصل به سبك مطالعة مؤثري دست يابند متأسفانه. باشيم پس از مطالعة
 اين امر از دانشجوياني كه به اين گروه تعلق دارند خودشان متوجهاي عمدهبخش 

و در جاي اشتباه به دن . گردندميحل راهبال نيستند
و بسياري ديگر بعضي از دانشجويان نمي دانند چه مقدار وقت براي مطالعة رياضي نياز دارند

و در عوض به موضوعات ديگري كه براي نمي  در زندگي آنها خواهند براي آن وقت صرف كنند
د متوجه باشيد كه اگر اين شما هستيد كه بايد تصميم بگيريد، ولي باي. پردازندمي،تر است مهم

آن بخواهيد درس رياضي خود را با موفقيت پشت سر بگذاريد، چاره اي به جز صرف وقت براي
.نداريد

: روانشناسان براي آموختن رياضياتةچند توصي)1-2
از در طول يك درس مواردي كه انتظار مي : رود شما بياموزيد، عبارتند

)دانستن چه چيزي(1هاتحقيق-1
)دانستن چگونه(2ها مهارت-2
bababaمثال درست بودن رابطة مثلثاتيطور به sincoscossin)sin(  يك+=+

و يافتن سينوس زاويه . درجه به كمك اين رابطة مثلثاتي يك مهارت است75حقيقت است

خطيمعادلات دستگاه زمانهمحل كردن



′=′+′
=+
cybxa
cbyax

و دستور باشد نيز يك مهارت مي

babaي كِرامِر، يعن
bcbcx ′−′
babaو=′−′

cacay ′−′
حل اين دستگاه يك حقيقت است=′−′ . براي

١. Facts 
٢. Skills 



5 چگونه رياضي را مطالعه كنيم؟: فصل اول

:ها حقيقتآموختن
و فقط يك راه قابل اعتماد براي ياد گرفتن حقايق داريم• .به عنوان يك انسان، يك

و موضوعات ديگر ارتباط دهيمآنها عبارتندها برخي از اين ارتباط. را با حقايق
: از
.كشيدن تصاوير) الف
،»همه/هر«،»آنگاه... اگر«،»نه«،»و«دنبال كلماتهب(ساختارهاي منطقي)ب
.) باشيد»وجود دارد«
.هاي رياضي ديگر ايده)ج

و سوم بيشتر توصيه مي مي. شوند نوع دوم كنند كه حقايق بعداً بهتر مورد زيرا كمك
.گيرند استفاده قرار 

آن. نخواهيد برداي بهره يك حقيقت را ياد بگيريد، اگر فقط سعي كنيد• كافي است
را. حقيقت را با حقايق بيشتري ارتباط دهيد و سريعدر اين صورت آن حقيقت تر

baxمثال معادله درجه يك طوربه. خواهيد آموختتر عميق  را با دستگاه معادلات=

خطي



′=′+′
=+
cybxa
cbyax

اگر قرار دهيم. دهيد ارتباط



′′= ba
baA،





= y
xXو



′= c
cBمي توان به كمك ضرب، در اين صورت اين دستگاه را

BAXها به فرم ماتريس كه. بيان كرد= و ارتباطي baxبا توجه به شباهت و=
BAX  كاربهتوان در مورد ديگري نيز دارند، هر اطلاعاتي در مورد يكي را مي=
. بدين ترتيب به درك بهتري از اين دو نوع معادله خواهيم رسيد. برد

تر، به كمك اعداد مختلط بين مثلثان معمولي به عنوان مثالي از يك ارتباط عميق
)sinh()sin(چون. برقرار كنيم ارتباطيلوهذلوو مثلثات)اي دايره( xiix و=

)cosh()cos( xix cos(x(وx)sin(اگر در يك اتحاد مثلثاتي به جاي، بنابراين=
ات در اين صورت به يك اتحاد مثلث،cosh(x(وxi)sinh(قرار دهيم به ترتيب
ميوهذلول cos)(sin)(1به طور مثال اتحاد. رسيمي 22 =+ xxبه اتحاد تبديل

1)(sinh)(cosh 22 =− xx12 داريم زيرا شودمي −=i.
مي• البته بسياري از اين حقايق به منظور. باشند جلسات درسي مملو از حقايق

ياو شما در نيستنددر همان مقطع زماني آموختن  و هاي بعدي ترمدر حتي جلسات
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هيچگاه سعي نكيند كل مطالب يك بنابراين. درك خواهيد كردبه طور كامل را آنها
و قضايا را به خاطر بسپاريد. جلسة درسي را به خاطر بسپاريد .كافي است تعاريف

:ها آموختن مهارت

:در آموختن يك مهارت دو مرحله وجود دارد
ة در يك جلسها مثال. قوانين براي الگو قرار دادندستهيك داشتن: مرحله اول
ميكليِّ قوانين الگو قرار دادنِ تمرينِدرسي براي .شوند ارائه شده در كلاس، مطرح
بههب: مرحله دوم بايد. در هر قدمآنهاكار بردن آن قوانين بدون نياز به مراجعه

 به نسبترااز مغزي بيشتريها بخش كه زيرا. همواره به دنبال رسيدن به مرحله دوم بود
ب ميه مرحله اول را تجربه خود اي را تصور كنيد كه اولين جلسة رانندگي راننده.ردگي كار

چنين شخصي در ابتدا براي تعويض دنده. به او آموخته شده استكليّقوانين. كند مي
و دنده ماشين نگاه مي و به كلاج پس. كند معمولاً خم شده  از اينكه در رانندگي مهارت اما

و دنده رانندگي مي به. كند پيدا كرد، بدون نگاه كردن به كلاج براي عبور از مرحله اول
حلي بيشتريها مثال توانيدميهر چه«:بايد به اين توصيه توجه داشتمرحله دوم 

ميها مثالبه. كنيد ».شوند، بسنده نكنيد يي كه در جلسه درس مطرح
ت و كپيحل مسائل و مشاهده نمودن آن ا وسط ديگران  به هيچ وجه به يادگيري آنهازبرداري

در بهترين حالت، اين امر صورت قوانين را در ذهن شما تثبيت. كند يك مهارت كمك نمي
مي شما برايو يا اينكه كند مي حل مسئله اشتباه كردهسازد روشن . ايد كه در كدام مرحله از

. كند مرحله دوم نزديك نمياما هرگز شما را به
و ساده مي معمولاً هر مهارتي بر اساس يك مهارت قبلي رايتوانيد مهارت اگر نمي. شود تر بنا

آن نميبياموزيد، ممكن است به اين دليل باشد كه يكي از مراحل مورد نياز را و يا بر دانيد
راو يا اينكه نميتسلط كافي نداريد . جا كنار هم قرار دهيديكدانيد چگونه تمام مراحل

:ها توصيه)1-3
مي حال به توصيه  ها در قالب موضوعات خاصي مانند انجام سعي شده است توصيه. پردازيم ها

ودادن ها را در سه عنوان توان توصيهمي. ارائه شوند... تكاليف، آماده شدن براي يك امتحان
: نمودبندي دسته زير كليّ
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ي-1 .ك مسابقة ورزشي نيسترياضي تماشاي
و گوش دادن به سخنراني شما نمي توانيد صرفاً با رفتن به كلاس رياضي، نگاه كردن

فعال در فرايند يادگيري طوربهبراي يادگيري رياضي بايد. معلم، رياضي را ياد بگيريد
و. شركت كنيد ي مناسبي از تدريس معلمها يادداشتبايد در كلاس حضور داشته باشيد

حل كنيد حتي اگر معلم. داريدبر منظم طوربهشما بايد. را تحويل نگيردآنهاتمرينات را
به عبارت ديگر. شب امتحان مشغول به مطالعة رياضي شويدفقطنه اينكه. رياضي بخوانيد

واقعيت اين است كه بيشتر افراد براي. بايد خودتان را در فرايند يادگيري درگير كنيد
ا در. كنندفراوان نياز دارند تلاش،متحان رياضيكسب موفقيت در معمولاً كسب موفقيت

درس رياضي نياز به تلاش بيشتري در مقايسه با كسب موفقيت در دروس غير رياضي 
در. دارد اگر بخواهيد فقط با صرف چند ساعت براي مطالعه، آن هم در روز قبل از امتحان،

م توجه خواهيد شد كه اين امر بسيار مشكل دروس رياضي نمره قبولي بگيريد، خودتان
در. خواهد بود و چه در بيرون از كلاس در يادگيري رياضي اگر نخواهيد خود را چه كلاس

.درگير كنيد، نخواهيد توانست در هيچ درس رياضي نمره خوبي بگيريد

. را دريابيدكلّيسعي كنيد تا اصول-2
ب و رواديدها در درس تاريخ موفق اي از تاريخ توان با حفظ كردن مجموعهشايد ها، اسامي
از. بود ، بايدها فرمول اما براي كسب موفقيت در رياضي علاوه بر نياز به حفظ كردن برخي

از. استفاده نمودها فرمول از اين توانميبفهميم كه چگونه  تحت شرايطها فرمولبرخي
و براي بكارگيري درست مثال طوربه. يط را در نظر داشت بايد اين شراآنهاخاصي برقرارند

hmxyبراي تعيين شيب يك خط راست ابتدا بايد آن را به صورت استاندارد +=
و سپس بگوييد ضريب بدون در نظر گرفتن اين شرط. شيب اين خط است،xبنويسيد

222ممكن است شيب خط  =+ yxبنويسيد، در حاليكه جواب درست2 را برابر ،
مي. است−1برابر و تعريف را به خاطر و يا اينكه جواب بنابراين يا اين فرمول سپاريد

!آوريدميدستبهاشتباه 
و شما بايد به درستي تشخيص دهيد از اجزاي زيادي تشكيل شدهها فرمول برخي از اند

ج از. زئي از فرمول، برابر چيستكه در مسئله شما هر اگر متوجه نشويد كه چگونه بايد
و اصل  بر كلّيفرمول استفاده كنيد  است كه فرمول را مشكل فرمول چيست، اغلب حاكم
براي مثال در درس رياضي عمومي به خاطرسپاري فرمول. به درستي استفاده كنيد

ندانيد چگونه بايد از اين فرمولا اگر ام. استاي ساده جزء به جزء كار گيري انتگرال
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و اجزاء را مناسب انتخاب نكنيد، متوجه خواهيد شد كه حفظ بودن طوربهاستفاده كنيد
. جزء به جزء به تنهايي هيچ ارزشي نداردگيري انتگرالفرمول 

.اند مطالب رياضي به هم پيوسته-3
يكت. اند بايد همواره به خاطر داشت كه دروس رياضي به هم پيوسته قريباً هر كاري كه در

البته اين. ايد گرفته، مبتني بر مطالبي است كه قبلاً ياد دهيدميكلاس رياضي انجام 
در واقع بايد.ي قبلي همين درس را بايد بدانيدها بخشموضوع فراتر از اين است كه 

و يا حتي ابتدايي را با خود داشته باشي اي از رياضيات دبيرستان، توشه در.دراهنمايي اگر
حتم در اعمال جبري توابع گويا هم طوربهاعمال جبري كسرها مشكل داشته باشيد، 

توانيد در درس رياضي اگر در مثلثات مشكل داشته باشيد، نمي. مشكل خواهيد داشت
و يا در هر درس رياضي كه از مثلثات استفاده مي .كند، موفق باشيد عمومي

مييكلّحال با در نظر داشتن سه عنوان توجه داشته. پردازيم بالا، به موضوعات خاص
و،اند ها در چندين بخش آمده باشيد كه برخي از توصيه  اين موضوع نشان دهنده اهميت

مي چند جانبه بودن اين گونه توصيه .باشد ها

: رياضياتيادگيري بهترهايي براي توصيه)1-3-1
ت هاي زير يا به قدر كافي مهم بوده توصيه و يا امكان مطرحا تحت يك عنوان مطرحاند شوند
.ي ديگر وجود نداشته استها بخش در هيچ يك از آنهاكردن 
هم. در كلاس حضور داشته باشيد• به خاطر داشته باشيد كه مطالب رياضي به

 مطالب مهمي كه در جلسات بعدي،اي را از دست بدهيد بنابراين اگر جلسه. مرتبطند
خ .واهند گرفت را از دست خواهيد دادمورد استفاده قرار

 گاهي اوقات نكات مهم در همان چند.وقت در كلاس حضور داشته باشيدسر•
ميةدقيق . شوند اول كلاس مطرح

و ببينيد• گاهي اوقات نكات مهم روي تخته نوشته.در كلاس خوب گوش دهيد
و معلم فقط نمي ميآنهاشوند نك. كند را شفاهي بيان  تأكيد آنها اتي كه معلم روي به

و از نظر او مهم مي هر چه موضوعي. باشند، توجه بيشتري داشته باشيد بيشتري دارد
تر باشد، همان قدر احتمال اينكه در امتحان از آن موضوع سؤال از نظر معلم مهم

.شود مطرح گردد، بيشتر مي
و درست برداريدها يادداشت• كه.ي خوب به سعي كنيد تمام نكاتي  آنها معلم
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و نكات مهم را از بين آنها، تا پس از كلاس كند را يادداشت كنيد اشاره مي  را پردازش
مي. استخراج كنيدآنها كند، شايد به نظر برسد چون معلم به سادگي مسائل را حل

مي. بنابراين مسائل، ساده هستند حل رسد كه مسئله اما وقتي نوبت به شما اي را
از مجموعه. شويدميآنهاجه دشواري كنيد متوجه در ي خوب به شماها يادداشتاي
مي كمك مي از. شوند كند تا به خاطر آوريد چگونه اين مسائل حل براي برخي

حل مسئله دشوار است در چنين مواردي بايد تا آنجا. معلمين نوشتن تمام جزئيات
و زمانهمالبته. كه ممكن است يادداشت برداريد يادداشت برداشتن كار گوش دادن

و وضع قراردادهايمي!). سخته ولي ممكنه(سختي است  توانيد با تمرين كردن
ميطوربه. شخصي بر اين مشكل غلبه كنيد توانيد مثال با استفاده از علائم رياضي

و يا   يعني»م«مثال با خودتان قرار بگذاريد طوربهجملات را سريعتر يادداشت كنيد
م«،»مهم«  بايد در حين نوشتنِ.»نفهميدم«يعني»؟«،»خيلي مهم«عنيي»م

! قادر به گوش كردن نيز باشيد،نكات مهم
ب• را.دكنيسؤال و از او بخواهيد تا آن مطلب اگر چيزي را نفهميديد از معلم بپرسيد

در اغلب موارد! شما به خاطر همين امر در كلاس حضور داريد.بيشتر توضيح دهد
به كردنبنابراين با سؤال.ي نيستيد كه آن مطلب را نفهميده استكسيگانهشما  ،

مر به معلم خود نيزاالبته با اين. تا آن مطلب را بفهمنددهيدميديگران نيز فرصت
كامل درك طوربه دانشجويانراايد كه آن مطلب ايد، زيرا او را متوجه كرده لطف كرده

.دو نياز به توضيح بيشتري داراند كردهن
مي. گوش دهيد به سؤالات ديگران نيز• هم،دكن زماني كه دانشجوي ديگري سؤال

و هم به پاسخي كه معلم به او مي شايد آن سؤالي. دهد، خوب گوش كنيد به سؤال او
و در عين حال مهم باشد .باشد كه هيچگاه به ذهن شما خطور نكند

ه.هاي خود را بعد از كلاس مرور كنيد يادداشت• ر جلسه درسي پس از
شويد، موضوعاتي را كه متوجه نمي. مربوط به آن جلسه را مرور كنيدهاي يادداشت

و   را در قالب چند سؤال مطرح كنيد تا از معلم يا استاد حل تمرين خود آنهايادداشت
. بپرسيد

،ها فرمولهاي كوچكي بر روي كارت.هاي شاخص تهيه كنيد اي از كارت مجموعه•
و يا صورت قضاياي مهم را بنويسيدمفاهيم، تعاري ها را به همراه داشته اين كارت.ف

و در فرصت كه باشيد با اين روش. را مرور كنيدآنهاآوريد،ميدستبههاي آزاد
.و مفاهيم مهم را به خاطر بسپاريدها فرمول
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مي.هاي صحيح را بياموزيد نمادگذاري• كنند كه شما معلمين فرض
ص نمادگذاري ميهاي و اغلب روي اين موضوع حيح را . كنند نميتأكيددانيد

}مثال طور به .باشند داراي دو معني كاملاً متفاوت مي−]2[و−2{
يك گروه مطالعاتي عضو شويد•  مطالعه در يك گروه براي دانشجويان، اغلب.در

ميزيرا افراد از زواياي مختل. مفيد است و ممكن است في به مسائل نگاه كنند
مي مسئله و دشوار به نظر رسد، براي ديگري يك مسئله ساده اي كه براي شما سخت

ب و يا عباشد .كسه
و موعد تحويل تمرينات را در جايي يادداشت كنيد كه در• تاريخ امتحانات

مي.معرض ديد شما باشد بهدا. را فراموش نكنيدآنهاشود اين امر باعث نشجويي
و به مراقب امتحان گفت  دقيقه دير10ببخشيد«: يك امتحان خود دير رسيد

و24م تو فرزندنه«:و مراقب در جواب او گفت» رسيدم  دقيقه دير10 ساعت
!»اي آمده

و حل تمرينات در نظر بگيريد• معمول مطالعه طوربه.زمان كافي براي مطالعه
ميرياضي زمان بيشتري در مقايسه با مطا به. دهد لعه دروس ديگر به خود اختصاص

 كنيد از شما خاطر داشته باشيد كه حل تمرينات زمان بيشتري از آنچه كه تصور مي
ريزي زماني با در نظر داشتن اين نكته، براي مطالعه دروس خود برنامه. خواهد گرفت

.كنيد
هر در پاي.تمرينات هر موضوع را پس از جلسه درسي آن موضوع حل كنيد• ان

 زماني را براي نگاه كردن به صورت تمرينات آن بخش درس اختصاص،جلسه درسي
از. دهيد تاميدستبهبدين ترتيب فرصتي. را حل كنيدآنهاسعي كنيد برخي آوريد

نهيا متوجه شويد كه آيا واقعاً موضوع آن جلسه را فهميده را دادنانجام.د يا  اين كار
يك.ل تمرينات موكول نكنيد موعد تحوييق آخرِابه دق زيرا در اين صورت حاصل كار

و همچنين يك مجموعه ناقص از مفاهيم است حل تمرينات .مجموعه ناقص از
ازتمرينات را بدون• و كتاب حل كنيدها يادداشت استفاده حل.يتان  پس از

و و سعي كنيد تمريها يادداشتچند مسئله ابتدايي، كتاب نات يتان را كنار بگذاريد
و.حل كنيدآنها را بدون مراجعه به مانده باقي در بيشتر امتحانات بايد بدون كتاب

بدون هيچ اطلاعاتي دربارة اين كه هر سؤال از كدام فصل انتخاب شده، به سؤالات 
و خود را براي آن آماده كنيد. پاسخ دهيد .بنابراين سعي كنيد به اين موضوع عادت

خودتان را محدود به تكاليف. ينات بيشتري حل كنيد تمر.تمرين، تمرين، تمرين•
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هر چه تمرينات بيشتري حل كنيد، به همان ميزان موفقيت. معلم نكنيدتحويلي
 راه يادگرفتن نحوه حل كردن مسائل، اين يگانه. شما در رياضي بيشتر خواهد بود

برآنهااست كه تعداد زيادي از و بدين ترتيب آمادگي بهتري حل كنيد اي امتحان را
.كسب نماييد

يك. پشتكار داشته باشيد• ممكن است همه مباحث مطرح شده در يك جلسه را با
و فهم كامل برخي از مباحث بايد تلاش بيشتري كرد. بار مطالعه نفهميد . براي درك

و به  فكر نكنيد، به درك آنهاگاهي تا چند مسئله در ارتباط با آن مباحث حل نكنيد
از. نخواهيد يافت دستآنهاواقعي يك مدت كوتاه فكر كردن درباره گاهي پس

و مبحثي كه گيج كننده به نظر مي معجزه آسايي آن مبحث طوربهرسد، به ناگهان
و ساده مي . شود روشن

و امتحانات قديمي را نگه داريد• يا.تكاليف و  پس از اينكه معلم پاسخنامه امتحان
زيرا اينها منبع خوبي براي. را دور نريزيدآنهاداد، تكاليف بازبيني شده شما را تحويل

مي سؤالات امتحان پايان .باشند ترم
خواهيد يكي از مباحث مطرح شدهمي اگر.كتاب درسي خود را فراموش نكنيد•

. در كلاس را پيگيري كنيد، فراموش نكنيد كه شما يك كتاب درسي داريد
ي زيادي وجود دارد كه ممكن است در كلاسها مثالمعمول در كتاب درسي طور به
و يا اينكه آنهابه درها مثال پرداخته نشود ي حل شده در كلاس با يك روش ديگر

حل شده باشند . كتاب درسي
و روحيه•  هميشه به بهترين نحو كار خود را انجام.خوبي داشته باشيد رويكرد

اي. فقط به گرفتن نمره قبولي فكر نكنيد. دهيد ن امر ممكن است براي شما زيرا
مثال امتحاني طوربه(مثال كافي است با يك امتحان بد طوربه. مشكلاتي را ايجاد كند

 تأكيدايد، كه در آن روي موضوعاتي كه شما براي گرفتن نمره قبولي كافي دانسته
مواجه شويد، در اين صورت نتيجه كار رد شدن در آن درس) زيادي نشده باشد

.نابراين سعي كنيد براي بالاترين نمره، خود را آماده كنيدب. خواهد بود

:برداري هايي درباره يادداشت توصيه)1-3-2
مي. در كلاس خوب گوش كنيد• نويسد، فقط به نوشتن نكاتي كه معلم بر روي تخته

ميرابرخي از نكات مهم. اكتفا نكنيد و بر روينك معلم فقط به صورت شفاهي بيان د
. ويسدن تخته نمي
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 مطمئن شويد كه تمام تذكرات توضيحي.تذكرات توضيحي را يادداشت كنيد•
و فقط براي توجيه استفاده نويسد معلم نميرامعمولاً اين تذكرات. ايد معلم را نوشته

و يا توضيح نحوه برخورد با يك حل يك مسئله از يك فرمول يا روش خاص براي
ميادسته خاص از مس .كندئل بيان

اگر معلم روي يك فرمول يا مفهوم خاص.و مفاهيم مهم را يادداشت كنيدهالفرمو•
در. نمود، با قرار دادن يك علامت در كنار آن، اين اهميت را برجسته كنيدتأكيد  سپس

. مطالعات بعدي، سعي كنيد خودتان دليل اهميت آن فرمول يا مفهوم خاص را دريابيد
 از نكات نوشته شده بر روي تخته واضح نيست، اگر قسمتي.از معلم خود بخواهيد•

.از معلم بخواهيد تا آن قسمت را توضيح دهد
اگر با مطلبي كه معلم دارد. گذاري كنيد شويد، علامت مطالبي را كه متوجه نمي•

در بيان مي و يا حداقل كلماتيككند، مشكل داريد، آن را  جا يادداشت كنيد
خالي بگذاريد تا پس از اينكه آن جزوه خط در چند.ي آن را يادداشت كنيدكليد

.قسمت را متوجه شديد، در آن فضاي خالي بنويسيد
و اصلاح كنيدها يادداشت• به هر چه سريع.ي خود را مرور تر پس از كلاس

و جا افتادگي.ي خود مراجعه كنيدها يادداشت يمطالب. ها باشيد به دنبال اشتباهات
. وقت جا افتاده اند، بنويسيدرا كه در كلاس به جهت كمبود

يها يادداشتهاي زماني منظم در بازه.يتان را مرور كنيدها يادداشتمنظم طوربه•
و در ذهن خواهيد داشت،خودتان را مرور كنيد به. بدين ترتيب مطالب را آموخته

. شودميخاطر داشته باشيد كه همين مطالب است كه در نهايت از شما خواسته
. را بياموزيدآنها هر چه زودتر هتر است،ببنابراين

:كمك گرفتن)1-3-3
كه مشكل داريد، كمك گرفتن يكي از مهمرياضي هنگامي كه با يك موضوع ترين مواردي است

ميكمك هايي براي در اين قسمت توصيه. توانيد انجام دهيدمياين زمينهدر  .شود گرفتن ارائه

د• اگر با كلاس رياضي. اريد، كمك بخواهيداگر احساس كرديد نياز به كمك
آن خود مشكل داريد چندين انتخاب داريد كه مي درمي. بهره ببريدهاتوانيد از توانيد

توجه داشته باشيد كه ساعات رفع(ساعات رفع اشكال به معلم خود مراجعه كنيد 
.يدو يا يك معلم خصوصي بگير.) اشكال براي همين منظور در نظر گرفته شده است
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كه. گرفتن را به آخرين دقيقه موكول نكنيدكمك. كمك بخواهيدبه موقع• زماني
 گرفتن در مورد آن مسئله كمكيك مسئله هستيد، بهترين زمان برايحل درگير 
اگر به موقع كمك. اند به خاطر داشته باشيد كه مطالب رياضيات به هم پيوسته. است

مينگيريد، كار را براي يادگيري مطالب بع . كنيد دي دشوارتر
ب• راه خوبي براي» من اين قسمت را نفهميدم«: گفتن اينكه.كنيدسؤالات خوبي

بايد. ممكن است آن قسمت از چندين بخش تشكيل شده باشد. گرفتن نيستكمك 
يا را نفهميدهها بخشآيا تمام. ايد دقيقاً مشخص كنيد كدام بخش را نفهميده و ايد

را نفهميدهاينكه يك بخش خاص را  روشن در مورد آن بخش طوربهايد؟ سؤال خود
.ايد، مطرح كنيد يي كه نفهميدهها بخشيا 

و درك مسئله نصف• حل. آن استحل راهتشخيص زماني كه شما از كسي براي
مي مسئله چرا زماني كه من قوانين«: بايد سؤال شما اينگونه باشد،خواهيد اي كمك

ميگيرم را به اين شكل پي مي من«:هرگز اينگونه نپرسيد» رسم؟ به جواب غلط
 در اين زمينه ديگر لطفاً چند مثال؛توانم اين نوع مسئله را حل كنم هنوز هم نمي

».براي من حل كنيد
 به هنگام گرفتن كمك.هاي خودتان را همراه خود داشته باشيد دست نوشته•

پيحل راههاي خود را كه شامل درباره يك سؤال دست نوشته  ايد گرفته هايي است كه
مي. اند را به همراه داشته باشيد ولي به جواب نرسيده كه اين امر به معلم كمك كند

. ايد، متمركز شود روي مواردي كه شما اشتباه كرده

: تكاليف دادنانجام)1-3-4
مي در ارتباط با بهرهكليّهاي در اين قسمت توصيه و در بخش گيري بيشتر از تكاليف ارائه شود

شد بعدي توصيه حل مسئله ارائه خواهد . هايي در ارتباط با

وامعلم. هدف از تعيين تكاليف را درك كنيد• تار ساختن زندگي شما،ن براي تيره
براي كمك به شما در يادگيري را كه تكاليفبل. گيرند تكاليف را در نظر نمي

ا.ندكن موضوعات مطرح شده در كلاس تعيين مي تكاليف، قدرت دادن نجام با
و مهارت حل مسئل ميةاستدلال كه. شود شما تقويت زمانيكه به خاطر داشته باشيد

ميمسائل معلم  حل اما. اند ممكن است به نظر برسد كه مسائل بسيار سادهكند، را
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 خواهيد آنهازماني كه خودتان براي حل همان مسائل اقدام كنيد، متوجه دشواري
. شد

 برخي از دانشجويان به اشتباه.في كه معلم معين كرده است را حل كنيدتكالي•
حل مي . اين يكي از اشتباهات رايج است. كنند تمرينات ديگري از كتاب را

مثال اگر معلم تمرينات با شماره زوج را براي تكليف در نظر گرفته است، طور به
ت تما را رعايت كرده مريناتمطمئن شويد كه شماره و رينات فرد را به او تحويل يد

هاي كسب مهارت در رياضيات است، اگرچه حل تمرينات بيشتر، يكي از راه. ايد نداده
است، ممكن معلم براي تكليف تعيين كردهآنچهتحويل دادن تمريناتي به غير از 

بي است نشان نيز در نظررا تكاليف موعد تحويلدر ضمن. دقتي شما باشد دهنده
.و سعي كنيد قبل از آن موعد، تكاليف را تحويل دهيدداشته باشيد

 درسي در اولين فرصت،ة پس از هر جلس.هر چه سريعتر تكاليف را انجام دهيد•
مي. تكاليف را انجام دهيد را دادنانجام.دنباش زيرا مطالب هنوز در ذهن شما  تكاليف

. يق آخر موكول نكنيدابه دق
تكاليف تمام موارد مورد نياز از قبيل جزوه، كتابدندا به هنگام انجام.مجهز باشيد•

و و خودكار .را در كنار خود داشته باشد... درسي
و.مرور كنيد• حليها مثال به جزوه درسي هر جلسه مراجعه كنيد ي كه معلم

به. ايد مطمئن شويد كه ايده اصلي هر بخش را فهميدهو را مرور كنيد است كرده
م با. علم اشاره كرده است، توجه داشته باشيداشتباهات رايجي كه همين موارد را

. كتاب درسي خودتان انجام دهيد
 تكاليف دادنسعي كنيد در انجام. افزارهاي رياضي استفاده كنيد از نرم•

. استفاده كنيدمِيپِلافزارهاي رياضي مانند محاسباتي، از نرم
مي اين امر به معلم در تصحيح تكاليف.تميز بنويسيد• .كند تحويلي شما كمك
 فقط به نوشتن جواب آخر اكتفا. خودتان را ذكر كنيدحل راهتمام جزئيات•

چنين ذكرهم. كنند هايي را قبول نمي خنامهنكنيد، بسياري از معلمين چنين پاس
.ترم كمك خواهد كرد به شما در مرور مطالب براي امتحان پايانحل راهتمام جزئيات 

رحل راه• و.ا بازبيني كنيدهاي خود هاي خودتان را بررسيحل راه هميشه برگرديد
و مطمئن شويد هيچ اشتباهي از قبيل اشتباهات محاسبه و كنيد ... اي، استدلالي

.ايد مرتكب نشده
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:مهارت حل مسئله)1-3-5
مي در اين بخش توصيه حل مسئل. گردد هايي براي تقويت مهارت حل مسئله ارائه هفرايند

جرج دان مشهور اي منسوب به رياضي مرحله4اين رويكرد. باشدمي از مراحل زير متشكل
از ميپوليا :باشد كه عبارت است

و فهميدن صحيح مسئله به منظور-1 .درك آنچه كه مورد سؤال است خواندن
حل مسئلههب-2 حل مسئله در مرحله آغازين برخي. كار بردن يك يا چند استراتژي

مسعي كنيبايد در اين حالت.م روش، ممكن است به جواب نرسياوقات با اتخاذ يك
و زمان.ممأيوس نشوي . گير است اين مرحله يكي از مراحل حساس

مي. ها پس از حل شدن مسئلهحل راهنوشتن دقيق-3  اينمتواني مطمئن شدن از اينكه
و بدون ابهام با ديگران به مباححل راه .مه بگذاريثها را به روشني

و بررسي كارهايي كه انجام دادهبرگش-4 بايد مطمئن شويم كه جواب. ايم تن به عقب
(ما صحيح است همچنين در اين) هاي ابتكاري براي بررسي آن فكر كنيد به روش.

و امكان تعميم نتايجحل راهمرحله بايد به ارائه   آمده نيز دستبههاي ديگر مسئله
.پرداخت

حل مسئله ما ممك استراتژي :ن است شامل موارد زير باشدهاي

شكلياترسيم يك نمودار• . يك
و• . تري از مسئلهي سادهها مثالبررسي موارد خاص
. بررسي مسائل مرتبط با مسئله•
. بررسي الگوهاي مناسب•
مي ترسيم جدولي براي داده• و آنچه كه درباره مسئله .دانيم ها
و تبديل شرايط• صوآننامگذاري مجهولات مسئله رت معادلاتي بر حسب اين به

و يا  كارگيري ابزارهاي رياضي كه در جبر يا درسهاي ديگرهب،تر كليّطوربهمجهولات
. ايم آموخته

مي(تعيين زير اهداف• و چنان كنم،توانم اين مسئله را حل كنم من ). اگر بتوانم چنين
و خطا كه معمولاً روش• چك«استفاده از روش آزمون و سپس »نكبحدس بزن

.شود ناميده مي
و به دنبال مثال نقض گشتن• اگر اين مسئله غلط. استفاده از روش استدلال برعكس

 افتد؟ باشد، آنگاه چه اتفاقي مي
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و امتحان كردن روشي كاملاً• كنار گذاشتن روشهاي معمول در حوزه آن مسئله
و طوربه(.متفاوت روش بردن روش كرامر، كاربهمثال كنار گذاشتن روش حذفي

حل دستگاه معادلات  و يا حتي يك روش ابتكاري ديگر براي معكوس ماتريس
 ). خطي

آن• و سپس مراجعه به .كنار گذاشتن مسئله براي مدتي
حل مسئله را هر چند وقت يكبار مرور كنيد . مطالب بالا در مورد فرايند

ب حهحال به ارائه مثالي در مورد نحوه اي در رياضياتل مسئلهكارگيري فرايند بالا در مورد
.پردازيم مي

يعني. هاي دلخواه را در يك صفحه شطرنج بيابيم هاي با اندازه بخواهيم تعداد مربعدفرض كني
ين مربع يعني مربعتر بزرگتا3×3هايو مربع2×2هاي مربع كوچك، همچنين مربع64تمام 

كه چه اتفاقي در حال جريان تا متوجه بشويمدبايد تصويري كشي). خود صفحه شطرنج(8×8
كهتر كوچكدر اينجا بهتر است مسئله را با يك حالت. است  باشد،2×2 يعني صفحه شطرنجي

و يك مربع4بديهي است كه در اين حالت. شروع كنيم و در كلّي مربع كوچك  وجود دارد
مي. مربع وجود دارد5=4+1نتيجه كه حال صفحه شطرنجي را در نظر در اين. اشدب3×3گيريم
و در نتيجه3×3و يك مربع2×2 مربع4 مربع كوچك،9حالت   مربع14=9+4+1 وجود دارد

مي. وجود دارد مي به نظر باشد، يعني با جمع كردن اعداد رسد كه الگويي در حال استخراج
مي. آيدميدستبهمربع كامل جواب   تعداد4×4زنيم كه براي صفحه شطرنج بنابراين حدس

ازعمرب و اينمي4×4حال يك صفحه شطرنج.30=16+9+4+1: هاي موجود عبارت است كشيم
مي. كنيم حدس خود را بررسي مي نحوه. توانيم ببينيم چه اتفاقي در حال جريان است در واقع

و در گوشه صفحه شطرنجK×Kقرار گرفتن مربع  يك،4×4 بالايي در سمت چپ با انتخاب هر
و K-5از  . آيدميدستبهK=1،2،3،4 ستون از صفحه به ازاي K-5 رديف اول

)5(2بنابراين K−مربع K×Kكل4×4 در يك صفحه شطرنجي و در نتيجه تعداد  وجود دارد

از مربع 304321هاي موجود عبارت خواهد بود 2222 حل شده.+++= بنابراين مسئله
و مي كل مربع. اه علت درستي آن ارائه دهيمتوانيم يك جواب به همر است هاي يعني تعداد

321...2048از موجود در صفحه شطرنج عبارت خواهد بود 2222  در مرحله.++++=
مي) مرحله چهارم(برگشتن به عقب  تعدادn×nشويم كه براي يك صفحه شطرنج متوجه

از مربع ∑هاي موجود عبارت است
=

n

i
i

1

2.
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و عموميبرا  از اين قبيلي آمده، ممكن است سؤالاتدستبهحل راهتر كردن نتايجي ادامه دادن
و يا اينكه به جاي در نظر تعداد مستطيل:مطرح كنيم هاي موجود در صفحه شطرنج را بيابيم

و يا تعداد  گرفتن صفحه شطرنج مربعي، صفحه شطرنجي مستطيل شكل را در نظر بگيريم
در مثلث و-3و يا حتي به فضاي. يك صفحه شطرنج مثلثي شكل بيابيمها را  بعدي برويم

. بشماريمتر بزرگها را در يك مكعب تعداد مكعب

:آماده شدن براي امتحان)1-3-6

مي در اين قسمت توصيه .شود هايي براي كسب آمادگي براي امتحان ارائه
ام. از همان روز اول به فكر باشيد• هر روز. تحان بعدي آماده بودهمواره بايد براي

 روز قبل از روز امتحان مطالعه3يا2حداقل. براي اين امر اختصاص دهيدوقت كمي 
و منتظر شب امتحان نباشيد . جدي خود را شروع كنيد

سرحال بودن در روز امتحان براي. شب قبل از امتحان به خوبي استراحت كنيد•
.آزمون ضروري است كسب موفقيت در

 آماده شدن براي امتحان، جهت در زمان مرور نهايي.مهارت جديدن به سراغ نرفت•
ايد تمرين كنيد، كه آموختهرا هايي مهارت. نبايد سعي كرد مهارت جديدي را آموخت
و اعتماد به نفس شما افزايش يابد .تا سرعت

و• ي خود را مرور كنيدها يادداشت.ي مهم تهيه كنيدها فرمولليستي از مفاهيم
و و دقيق از مفاهيم مطمئن شويد اين.ي مهم بسازيدها فرمولو يك ليست كامل

و از آن مهم را فهميدهها فرمول . بريدكاربه را آنهاتوانيدمياينكه تر، ايد
و مسائل بسنده نكنيد.تكاليف را مجدداً حل كنيد• . فقط به روخواني جواب تكاليف

حل كنيدآنهابلكه از اول بهلح راه. را ها را به چندين مرحله تقسيم كنيد تا
و يادگرفتن  به. تر شود سادهآنهاخاطرسپاري مطمئن شويد كه بدون نگاه كردن

حل كنيدآنهاتوانيدميهاحل راه . را
 توجه داشته باشيد كه در اكثر.و كتاب را مجدداً حل كنيدجزوهيها مثال•

خلا كتاب . بندي آن فصل وجود داردصهها در بخش پاياني هر فصل، يك قسمت
 در ضمن در طول ترم معلم نيز.معمولاً در اين قسمت سؤالات زيادي وجود دارد

حل كنيد. است سؤالاتي را در هر جلسه مطرح كرده . اين سؤالات را مجدداً خودتان
تكاليف در طول ترم، دادن به هنگام انجام. ويژگيهاي مشترك مسائل را بيابيد•

كه مي اين امر به شما. هر سؤال از كدام بخش كتاب يا جزوه طرح شده استدانيد
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از كند تا سرنخ كمك مي از. بياوريددستبههاحل راههايي در حاليكه در يك امتحان،
بنابراين در هنگام مرور مسائل سعي كنيد وجه مشترك. چنين كمكي محروم هستيد

.دهيد را تشخيص آنهاسؤالات را بيابيد تا در امتحان 
 شده در جلسات درسي را به عنوان يك واحد ارائه نكات. را بيابيدكلّيالگوهاي•

و تفاوت به شباهت. در نظر بگيريدكليّ و به ارائههاي مباحث ها  شده دقت كنيد
مثلاً آيا.ي ديگر وابسته استها بخش باشيد كه كدام بخش به كليّدنبال الگوهاي

و و انتگرال ،ايد البته الگوهايي كه شما خودتان يافتهجود دارد؟ ارتباطي بين مشتق
.بيشترين كمك را به شما خواهند كرد

به مجموعه.يك امتحان آزمايشي برگزار كنيد• و اي از سؤالات را جمع آوري كنيد
 پاسخ آنهابه جزوهعنوان يك امتحان، در مدت زماني معين، بدون استفاده از كتاب يا

.دهيد
اث• مي.بات را بياموزيدساختار كلّي تا گاهي در امتحانات از شما خواسته شود

، براي انجام دادن بهتر اين كار. شده در جلسات درسي را بازنويسي كنيدارائهاثبات 
سعي نكنيد يك اثبات را حرف به حرف ياد بگيريد«: توجه كنيدهنكتاين بايد به

سكليّبلكه سعي كنيد ساختار  و .»پس به تدريج به جزئيات برسيد اثبات را بياموزيد
مي،البته اين روش معمولاً در جلسات درسي معلم به اين. گيرد زمان بيشتري

 را كليّ هايمهم است كه خودتان ساختاراين اما. كند ساختارهاي كليّ اشاره مي
و به درستي.و درك كنيدبيابيد  كاربهزيرا در اين صورت اين ساختارها را به راحتي
 كلّي، ساختارهاي شودميهمانطوريكه به مرور به تجربه شما افزوده. اهيد بردخو

.خواهيد كردمطرح شده در مورد موضوعات را نيز بهتر درك

:جلسه امتحان)1-3-7
ترين كارهايي است كه در يك كلاس رياضي انجام شركت در جلسه امتحان يكي از مهم

ددهيد مي با.ر آن ظاهر شويدو بايد به بهترين نحو ممكن در اين قسمت چندين توصيه براي
.كنيم موفقيت پشت سرگذاشتن جلسه امتحان ارائه مي

و آسوده باشيد• مي. راحت در. باشد اين اولين قدم براي كسب موفقيت در امتحان
. ترين كارهايي است كه بايد انجام دهيد عين حال متأسفانه اين امر يكي از سخت

با هرچه مضطرب و مفاهيمها فرمولشيد، به همان ميزان احتمال فراموش كردن تر
.بدترين حالت اين است كه از امتحان وحشت داشته باشيد. رود مهم، بالاتر مي
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بايد سه بار برگه سؤالات را بازبيني. ريزي شده به سؤالات پاسخ دهيد برنامه•
ميآنها در بار اول به سراغ مسائلي برويد كه مطمئن هستيد جواب. كنيد توانيد را
مي. آوريددست به مي در بار دوم بايد مسائلي را در نظر بگيريد كه فكر توانيد كنيد
حل كنيد، اما از اين موضوع مطمئن هم نيستيدآنها  در بار آخر به سراغ سؤالات. را
را. برويدمانده باقي و نمره ممكن . آوريدميدستبهبدين ترتيب تمام امتياز

يك. به ساعت خود نگاه كنيد.ن استفاده بهينه كنيداز زما• سعي نكنيد نمره كامل
كل وقت امتحان را فقط به يك سؤال(و نامتعارف سؤال را با صرف وقت زياد مثلاً

 زيرا در اين حالت زمان كافي براي! آوريددستبه روي آن سؤال)فكر كنيد
و بدين  ترتيب فرصت حل كردن سؤالات پاسخگويي به مسائل ديگر در اختيار نداريد

. دهيدميساده بعدي را از دست
حل كردن يك مسئله دچار مشكل.مسئله را براي مدتي كنار بگذاريد•  اگر در

و مسئله شديد و تميز بنويسيد . را رها كنيد، نتايج كارتان را تا همان مرحله مرتب
و آن را كامل مجدداً به آن مسئله قبلي مراجع. بپردازيديبه مسئله ديگر ه كنيد

.كنيد
 تا حد ممكن تصحيح برگه. را در برگه پاسخنامه بياوريدحل راهتمام جزئيات•

در. ما را ارزيابي كندشتر ساده كنيد تا او دقيقبراي معلم امتحاني خودتان را
حتي اگر پاسخ شما غلط باشد، معمولاً معلم براي. هاي خود دقت كنيد استدلال

مي ما نمرهشحل راهو درست قسمتهاي جزئي  تشخيص اينكه آيا. گيرد اي در نظر
و جواب را فهميده نگذاريد، تمام جزئياتوا ايد يا نه را به حدس معلم شما مسئله

. خودتان را بنويسيدحل راه
را• رادانيد، هر آنچه حتي اگر پاسخ كامل را نمي.بدون پاسخ نگذاريد هيچ سؤالي

زيرا ممكن است معلم براي همين جواب ناقص نيز. بنويسيد،ايد كه از سؤال فهميده
بيبهاما مطمئناً. اي قائل شود نمره شداي نمرهپاسخ، هيچ سؤال .داده نخواهد

كه. قبل از اينكه شروع به پاسخگويي كنيد.مسئله را خوب بخوانيد• مطمئن شويد
اس. ايد صورت سؤال را خوب خوانده يكها جوابت اگر معلم از شما خواسته  را به

.ايد صورت خاصي بنويسيد، مطمئن شويد كه اين كار را كرده
.ي خود را مجدداً بررسي كنيدها جوابقبل از تحويل دادن برگه پاسخنامه،•
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در]4[شود مرجع براي مطالعه بيشتر در زمينه نحوه مطالعه رياضيات عمومي، توصيه مي
. مطالعه كنيدفهرست منابع در انتهاي كتاب را نيز



 فصل دوم

 چگونه اثبات كنيم؟

 تراژدي رياضيات زماني است كه يك حدس زيبا«

».با يك واقعيت زشت خراب شود



:راهنمايي براي ارائه اثبات

براي اثبات قضايا وجود ندارد، اين به آن معنا نيست كه ارائه اثبات كاملاً اگرچه هيچ الگوريتمي
و درك عالي باشند، يك هنر محسوب مي شود، بطوريكه فقط كساني كه داراي استعداد، نبوغ
درها اثبات.ندهستآن دادناحتمالاً قادر به انجام آموزان دانش دروس مقدماتي از يي كه

 رويكرداي دستههر. هاي شناخته شده قرار دارند شود، معمولاً در يكي از دسته خواسته مي
اين رويكردها قابل پيروي كردن. توان آن را تشريح نمود سيستماتيك خاص خود را دارد كه مي

مي مي و به تدريج در باشند شدآنهاتوان ا. ماهر و تاكتيكز اين دستهدر اينجا برخي يها ها
دركارگهب مطالب ارائه شده با هدف كمك به شما در جهت آغاز. دهيمميارائهرا آنها رفته شده

و همچنين درك بهترها اثباتبه خلق نمودن  ميها اثباتي خود . باشدي ديگران

و استنتاج جبر گزاره)2-1  ها
و تستي به مسائل هاي آموزشي دانشجويان در بدو يكي از آفت ورود به دانشگاه رويكرد حفظي

و غير متعارف براي آنان شده بطورباشد، مي يكه اثبات كردن درستي يك گزاره، امري ناآشنا
مي» استنتاج«هاي اثبات بپردازيم، مختصري دربارة واژة قبل از اينكه به روش. است . كنيم بحث

و يا نادرست باشد، يك گزاره تواند در منطق رياضي به هر جمله خبري كه مي درست
رهااي كه همو گزاره. دهيم نمايش ميrوp،qها را با حروفي مانند معمولاً گزاره. گوييم مي

 باشد راpاي كه ارزش آن دقيقاً عكس گزاره گزاره. ناميم درست باشد را يك توتولوژي مي
و ميpنقيض گزاره ا در دست داشتن دو گزارهب. دهيم نمايش مي¬pرا با نمادآن ناميم

qpهاي مركبي مانند توانيم گزاره ميqوpمانند qp،)تركيب عطفي(∧ تركيب(∨
و. بسازيم) تركيب دو شرطي(↔qpو) تركيب شرطي(→qp،)فصلي ارزش درستي

و نادرستي گزاره نادرستي اين گزاره  بر اساسqوpهاي هاي مركب بر اساس ارزش درستي
: شود جدول زير بيان مي
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qp↔qp→qp ∨qp ∧qp
دددددد
دنندنن
ندنددن
نننندد

س ميبا توجه به ستون كه فقطگردد كه تركيب عطفيوم جدول بالا نتيجه  زماني درست است
توان اين موضوع را با بستن سري دو كليد برق متناظرمي. هاي آن درست باشند تك مؤلفه تك
 زماني روشن است كه هر دو كليد فقط لامپ،اند زيرا در دو كليد برق كه سري شده. نمود

به. متصل باشند ميهمچنين با توجه گردد كه تركيب فصلي ستون چهارم جدول بالا نتيجه
تكفقط بامي. هاي آن نادرست باشند تك مؤلفه زماني نادرست است كه توان اين موضوع را

در. بستن موازي دو كليد برق متناظر نمود  فقط لامپ،اند كليد برق كه موازي شدهدو زيرا
در ناظرهاي بالا مبناي كاربرد جبرگزارهت. زماني خاموش است كه هر دو كليد قطع باشند ها

.دنباش مبحث مدارهاي الكتريكي مي
مي مجدد از تركيبةبا استفاد pqpتري مانند هاي مركب پيچده توان گزاره هاي بالا ∨∧ )(،

)( qp qpو¬∨ مي. ساخت¬∧¬ كهتو به عنوان يك تمرين ساده انيم نشان دهيم
)( ارزشيِهاي آخر جدولِ ستون qp qpو¬∨ در حالت كليّ اگر. باشند يكي مي¬∧¬
گوييم آن دو گزاره با هم يكي باشند، ميQوPهاي آخر جدول ارزشي دو گزاره مركب ستون
مي ميارز هم و QPنويسيم باشند ارز مانند دو برادر دو قلوهمةها، دو گزار در دنياي گزاره.≡
مي. شوند نمي باشند كه از هم تشخيص داده مي توان به جاي ديگري بنابراين هر يك را
. بردكار به

از هاي مهم در جبر گزاره ارزي برخي از هم : ها عبارتند
qpqp:دمورگانقوانين) الف ¬∧¬≡∨¬ qpqpو)( ¬∨¬≡∧¬ )(.
pqqp: قانون عكسِ نقيض)ب ¬→¬≡→.

معادل».افتد اتفاق ميqاتفاق افتد، آنگاهpاگر«گويد اينكه در واقع قانون عكسِ نقيض مي
.»است اتفاق نيفتادهpاتفاق نيفتد، آنگاهqاگر«است با اينكه 

: به دو مثال زير توجه كنيد
مي) الف .خواهد بود بنابراين زمين خيس. است باران باريده. شود اگر باران ببارد، آنگاه زمين خيس
و)ب و. شـوم درس بخوانم، آنگاه قبول مي صحيحاگر به ميزان كافي  صـحيح بـه ميـزان كـافي

شد.ام درس خوانده . بنابراين قبول خواهم
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در)ب(و) الف(آيا چيز مشتركي در مي«)الف(وجود دارد؟ اگر زمين خيس«و».بارد باران
مي)الف( بناميم، آنگاهqوp را به ترتيب».شود مي به را . بنويسيمزير فرمتوانيم

»qpqp →∧→ ))((«
مي)ب(مشابه طور به مي. شود نيز به همين فرم بيان توان نشان داد به عنوان يك تمرين ساده

qpqpكه  →∧→  آخر جدول ارزشي آن فقط، يعني در ستوناستيك توتولوژي))((
 چه باشند، همواره ارزشqوpشبه عبارت ديگر صرف نظر از اينكه ارز. باشدمي»د«
qpqp →∧→ مي. باشد درست مي))((  ازqگوييم گزاره در اين حالت

مي نتيجه ميpو→qpهاي گزاره و qpqpنويسيم شود a∧→ يكو آن)( را
توجه كنيد كه معتبر بودن اين استنتاج به اين معنا است كه استدلال. ناميم استنتاج معتبر مي
مي)ب(و) الف(صورت گرفته در   بعلاوه هر استدلال ديگري.باشد از لحاظ منطقي صحيح

qpqpكه به صورت استنتاج a∧→ يعني. اهد بودبيان شود، نيز صحيح خو)(
با جويي در ارائه اثبات براي استدلال به نوعي يك صرف . آمده استدستبه)الف(هاي مشابه

و اهميت استنتاج و بررسي صحت همين صرف،ها در رياضيات نقش ها اثباتجويي در ارائه
از استنتاج. است و پركاربرد عبارتند : هاي معروف

qpqp:انتزاع مقدم a∧→ qpp: ادخال فاصل)( ∨a
pqp:حذف عاطف a∧قياس :rprqqp →→∧→ a)()(
qpqp:رفع مؤلفه a¬∧∨ pqqp:نقيض انتزاع مقدم)( ¬¬∧→ a)(

ميطوربه. اين قوانين كاملاً طبيعي هستند اگر بدانيم«: گويد مثال قانون استنتاج رفع مؤلفه
qp  البته به كمك جدول.» درست خواهد بودqدرست نباشد، آنگاهpواستدرست∨

قانون ثال جدول ارزشيمطوربه. ها اطمينان پيدا كرد توان به صحت اين استنتاج ارزشي نيز مي
: استنتاج رفع مؤلفه عبارت است از

( ) qpqp →¬∧∨ )(pqp ¬∧∨ )(qp ∨p¬qp
ددندند
دنندند
نددددد
نندنند
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: سورها)2-2
و نادرستي آن جملـه خبـري بطوراگر در يك جمله خبري يك متغير موجود باشد، يكه درستي

مثـال طور بـه. نـاميم مـي نمـا گـزاره تغيير كند، آنگاه آن جمله خبري را يـك،با تغيير آن متغير 
»xنما با متغير يك گزاره».يك عدد زوج استxو»xاز yنمـا بـا يك گزاره».كوچكتر است

 باشد، آنگـاه آنx=4اگر».يك عدد زوج استx«نماي در گزاره. باشند ميyوxمتغيرهاي
و اگرةگزارتبديل به معمـولاً. شـود نادرسـت مـيةباشد، آنگاه آن تبديل به گزارx=5 درست

),(و ياxP)(نماها را با نمادهايي مانند گزاره yxQاي كه متغيرهاي مجموعه. دهيم نمايش مي
مي يك گزاره  را نما در آن تغيير مي آن گزاره سخن عالمكنند  سـخن عـالم مثـال طور بـه. ناميم نما

مي».يك عدد زوج استx«نماي گزاره و يـا مجموعـه اعـداد را توانيم مجموعه اعـداد طبيعـي
. بگيريمصحيح در نظر 

از با تعيين محدوده به توان آن گزارهمي» سورها«با نما يك گزاره سخنِ عالماي يك نما را تبديل
از. گزاره نمود :سورهاي متداول عبارتند

 نام: سور عمومي سور وجودي سور صفر سور يگانه

 علامت:∀∃/∃∃!
و فقط يك  نحوه تلفظ: هر، همه برخي، بعضي هيچ يكيك

:سور عمومي
طبيعي. را دارندPخاصيتxP)(نماي گزارهسخن عالمگويد تمام اعضاي مي∀xxP)(هگزار

نماي گزارهسخن عالمزماني درست باشد كه واقعاً تمام اعضاي∀xxP)(است كه
)(xPخاصيتP02مثال گزاره طوربه. را داشته باشند ≥∈∀ xRIxيك گزاره درست
02اما. باشد مي >∈∀ xRIxاز ؛ يعني صفر،سخن عالمنادرست است، زيرا يك عضو

راP نيز خاصيتسخن عالمبنابراين اگر حتي يكي از اعضاي. خاصيت مثبت بودن را ندارد
. نادرست خواهد بود∀xxP)(نداشته باشد، آنگاه گزاره 

:سور وجودي
. را دارندPخاصيتxP)(نماي گزارهسخن عالمگويد برخي از اعضاي مي∃xxP)(گزاره

 سخن عالمكم يكي از اعضاي زماني درست باشد كه دست∃xxP)(طبيعي است كه
022مثال گزاره طوربه. را داشته باشدPخاصيتxP)(نماي گزاره =−∈∃ xRIxيك

022اما. باشد گزاره درست مي =−/∈∃ xQxدر نادرست است، زيرا هيچ عدد گويايي
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022ادله مع =−xخاصيتسخن عالمبنابراين اگر هيچ يك از اعضاي. كند صدق نمي Pرا
. نادرست خواهد بود∃xxP)(نداشته باشد، آنگاه گزاره 

مي»∀«سور عمومي را با نماد همه،( به معناي»ALL«يسي دهند كه از واژه انگل نمايش
مي»∃«سور وجودي را با نماد. گرفته شده است) هر دهند كه از واژه انگليسي نمايش
»Exist«گرفته شده است» وجود دارد« به معناي.

كهb يك عدد مثبتaبراي هر عدد مثبت«با اين نمادها گزارة آنa چنان وجود دارد  از
مي» استتر كوچك : شود به صورت زير نوشته

abba >>∃>∀ 00
آنa چنان وجود دارد كه هر عدد مثبتbيك عدد مثبت«همچنين گزارة تر كوچك از

مي».است :شود به صورت زير نوشته
abab >>∀>∃ 00

:سور صفر
. را نداردPخاصيتxP)(نماي گزارهسخن عالم گويد هيچ يك از اعضاي مي/∃xxP)(گزاره

 سخن عالم زماني درست باشد كه واقعاً هيچ يك از اعضاي/∃xxP)(طبيعي است كه
02ثال گزارهمطوربه. را نداشته باشدPخاصيتxP)(نماي گزاره <∈∃/ xRIxيك گزاره

02اما. باشد درست مي ≤∈∃/ xRIxاز ؛ يعني صفر،سخن عالمنادرست است، زيرا يك عضو
راP نيز خاصيتسخن عالمبنابراين اگر حتي يكي از اعضاي. داردنامثبت بودن را خاصيت

. نادرست خواهد بود/∃xxP)(ره داشته باشد، آنگاه گزا

:سور يگانه
!)(گزاره xxP∃و فقط يكي از اعضاي مي راPخاصيتxP)(نماي گزارهسخن عالمگويد يك
كه. دارد !)(طبيعي است xxP∃و فقط يكي از اعضاي زماني درست باشد كه دق يقاً يك
!02مثال گزاره طوربه. را داشته باشدPخاصيتxP)(نماي گزارهسخن عالم =−∈∃ xRIx

!02اما. باشد يك گزاره درست مي 2 =−∈∃ xRIxدر نادرست است، زيرا دو عدد حقيقي
022معادله  =−xخاصيتسخن عالمبنابراين اگر هيچ يك از اعضاي. كنندمي صدق Pرا

و يا بيش از يكي از اعضاي  را داشته باشند، آنگاه گزارهP خاصيتسخن عالمنداشته باشد،
)(! xxP∃نادرست خواهد بود .
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:حل كنيدتمرينات زير را
 هاي زير نادرست است؟ كدام يك از گزاره-1

yxNIyNIx) الف yxNIxNIy)ب∃∋∀∋≥ ≤∈∃∈∀
εδδε)ج ≤≤>∃>∀ εδεδ)د00 ≤≤>∀>∃ 00

!3)ه xyRIxRIy !2)و∀∋∃∋= xyRIxRIy =∈∃∈∀
xyNIyNIx)ز xyNIxNIy)ح/∃∋∀∋> <∈∃/∈∀ /
10)ط >∈∃>∀ nxNInx1)ي! +<≤∈∃∈∀ kxkZkRIx

:هاي زير را به زبان سورها بيان كنيد گزاره-2

. تر است هر عدد حقيقي حداقل از يك عدد حقيقي ديگر بزرگ) الف

. تر است يك عدد حقيقي وجود دارد كه از هر عدد حقيقي ديگر بزرگ)ب

و فقط يك عدد صحيح بين)ج . قرار دارد6/2و5/3يك

. تر است هر عدد طبيعي از هر عدد صحيح منفي بزرگ)د

. بين هر دو عدد حقيقي، يك عدد گويا وجود دارد)ه

. تر است ضرب آنها از يك بزرگ براي هر عدد حقيقي مثبت وجود دارد يك عدد طبيعي كه حاصل)و

دو)ز . گويا، يك عدد گنگ وجود داردعدد بين هر

. تر است تر باشد، آنگاه از چهار نيز بزرگ اگر يك عدد حقيقي از پنج بزرگ)ط

. اگر يك عدد حقيقي از هر عدد حقيقي مثبت كوچكتر باشد، آنگاه آن عدد برابر صفر است)ي

مي قبل از اينكه به روش در ادامه براي روشن. كنيم هاي اثبات بپردازيم، يك نكته ديگر را ذكر
و عمومي ها كه قابل فهم را در مورد نظريه مجموعهآنهاشدن مباحث مطرح شده،  ، استتر تر

و در زمينه. بريمميكار به هاي ديگر دانشجويان خود بتوانند از اين اميدواريم در موارد مشابه
. به درستي استفاده كنند،رويكردهاي اثبات
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هر«به فرم استنتاج احكامي)2-3 .»xQ)( آنگاه،xP)( اگرxبراي

از در رياضيات براي تعريف نمودنِ ] مفاهيم رياضي از ساختاربسياري ])()( xQxPx →∀
ميةد كه نمايش دهندوش استفاده مي كه اين ايده از».هستندهمQهاPهمه«باشد  برخي

: تعاريف به اين فرم، عبارتند از
)(iمجموعهAمجموعهةيك زيرمجموع Bو فقط اگر ] است اگر ])()( BxAxx ∈→∈∀

BAكه با نماد و به صورت نمايش داده مي⊇ و فقطBةيك زيرمجموعA«شود است اگر
مي» نيز باشدBعضو، باشدA عضوx، اگرxاگر براي هر  Aرت ديگربه عبا. شود خوانده

و فقط اگر هر عضوBزيرمجموعهيك . نيز باشدBيك عضوA است اگر
)(iiتابع fو فقط اگر براي هر  اگرf در دامنه2xو1x يك به يك است اگر
)()( 21 xfxf 21، آنگاه= xx =.
)(iii رابطه Rروي مجموعه Aو فقط براي هر Ayx متقارن است اگر ∈,
Ryxاگر Rxy آنگاه),(∋ ∈),(.

از بسياري از گزاره ميآموزان دانشهاي رياضي كه تا خواسته  را اثبات كنند، داراي آنهاشود
:به عنوان مثال. باشند كه در آن يك تعريف به صورت بالا وجود دارد حكمي مي

)(aهاي بت كنيد براي مجموعه ثاAوBداريمBAA U⊆.
)(bهاي ثابت كنيد براي مجموعهX،YوZاگرYX ZYZXآنگاه،⊇ II ⊆.
)(cو برد آن و زيرمجموعه ثابت كنيد هر تابعي كه دامنه اي از مجموعه اعداد حقيقي باشد

. يك به يك است اكيداً صعودي باشد،
)d(1ثابت كنيد اشتراك دو رابطة متقارنR2وRروي مجموعهAنيز يك رابطة متقارن ،
.باشد مي

عبارتي بر حسب يكيd)( تاa)(هاي توجه كنيد كه حكم خواسته شده در هر يك از گزاره
هر يكd)(وc)(،b)(هاي بعلاوه گزاره. باشد ميiii)( تاi)(از تعاريف ارائه شده در 

و طبيعي است كه اين داراي يك فرض مي باشند كه ما اجازه داريم آن را درست تلقي كنيم
با. ايفا كندآنهان به حكم ها، نقش مهمي در رسيد درست تلقي نمودن فرض گزاره حال

و پر كار» اثبات مستقيم«پرداختن به روش  درميبردكه روشي معمول باشد، بحث خود را
مي مورد شيوه .كنيم هاي ارائه اثبات آغاز
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.اثبات مستقيم)2-3-1

 اثبات به روش مستقيم ناميده،اش اثبات گردد گزاره به فرم بيان اوليه،استدالالي كه در آن
و خلق.ودش مي ميها اثباتدر اين بخش چند راهكار براي ايجاد . كنيم به روش مستقيم ارائه

اثبات مستقيم نوعي از معمولاً در اولين تلاش براي اثبات درستي يك گزاره، سعي در ارائه
 يك گزاره، در واقع يك فرم غيرمستقيمِدر مقايسه با اثبات مستقيم ما در اثبات. كنيم مي
رامارزِ هم  در بخش غيرمستقيمراهكارهاي مربوط به ارائه اثبات. كنيمميثابتنطقي آن گزاره

.بعدي، مطرح خواهند شد

.هايي كه هيچ فرضي ندارند گزاره)2-3-1-1

تري در مقايسه داراي ساختار ساده، كه هيچ فرضي ندارندa)(هايي شبيه اثبات مستقيم گزاره
براي روشن ساختنرا2و1يها مثال. استd)(تاb)(هايد نياز براي گزارهي مورها اثباتبا 

. ايم در نظر گرفته ساده در اين حالتِها اثبات

BAAداريمBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.1 مثال U⊆.

BAAبراي اثبات. دلخواه باشندBوAهاي فرض كنيم مجموعه: جواب U⊆فرض ،
مي. باشدAيك عنصر دلخواه انتخاب شده ازxكنيم مي كه يعني فرض  بايد.∋Axكنيم

BAxمنشان دهي U∈.با توجه به تعريف اجتماع دو مجموعه، اين بدين معناست كه بايد
مي.»∋Bx يا∋Ax«ثابت كنيم  حكم،∋Axدانيم از آنجاييكه بنا به فرض در نتيجه

.آيدميدستبهدرنگ بي∋Bx يا∋Axمطلوب
و آنچه اجازه دهيد اثبات ارائه شده در مثال را . تحليل كنيم،ايم دادهكه انجام را تشريح كرده

اي پر يك استفاده عملي از يكي از رويكرده» ...∋Axفرض كنيم ...«نقطه شروع ما يعني
و رايج براي ارائه اثبات مي كه كاربرد رويكرد مقدماتي. است» عضوگيريروش«به مشهور باشد

]براي استنتاج حكمي به فرم  ])()( xQxPx  عبارت است از انتخاب يك شيء دلخواه∀→
هدف اين. درست باشدxP)(و بعلاوه فرض اينكه دهيم ميxكه به آن يك اسم خاص مثل

عبارت استxP)(،1در مثال. نيز بايد درست باشدxQ)(است كه نشان دهيم در اين صورت
BAx يعني،حكم مطلوبxQ)(و∋Axاز U∈باشد مي.
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مياين زير در نكات :باشند اثبات مشهود

دلخواه هر عضوي از طوربهاما در ابتداي اثبات. باشد در روند اثبات، ثابت ميxشيء) الف
بهوتواند انتخاب شود ميxQ)(وxP)(هاينما گزارهسخنِ عالم x هيچ مقدار خاصي

را قرارxكند نام صدق ميPترجيحاً براي هر شيء كه در شرط. شود اختصاص داده نمي
بايم داده ميهو اين اسم را براي دنبال كردن شيء مذكور در طول روند اثبات . بريم كار

را يجهنتقدرت اين رويكرد در اين است كه هر ،آيدميدست بهx كه درباره ايناي
ببه، نيز درست باشدPكه براي آنaتوان براي هر شيء مي .ردكار
مي» اثباتبندي چارچوب«مرحله اول اثبات، مرحله)ب يك. شود ناميده در اين مرحله
xمي انتخاب مي و فرض و آنچه كه به معناي درستيxP)(كنيم كنيم درست باشد
)(xQمي مي BAxبراي اثبات؛1در مثال(نويسيم باشد را با جزئيات بيشتري U∈

 ).∋Bx يا∋Axبايد ثابت كنيم
بيني يك اثبات، يك شروع تقريباً استاندارد، قابل پيشبندي چارچوبآموختن روند مرحله

و مقدمهوارو نسبتاً ماشين كه پس از اين مرحله ارائه براي اثبات مستقيمي اي است بوده
از. شود مي  بعلاوه هرگاه اين جزئيات را نوشته باشيم مابقي اثبات، يعني مسير رسيدن
)(xPبه حكم مطلوب )(xQباشد، گاهي بديهي مي.
)∋Axيعني(، مسير بين آنچه كه ما فرض كرديم1در اثبات ارائه شده براي مثال)ج

BAxيعني(و حكم ما U∈(بيان» درنگيب«در اثبات، اين نكته را با لفظ. بديهي بود
گيري بكار رفته است؟ بله، قانون اما در واقع چه چيزي براي توجيه اين نتيجه. كرديم
qpp استنتاجِ اي ابزار منطقي پس زمينه» ادخال فاصل«در حقيقت قانون.→∨

ارائه اي كه در ادامهي نمونهها اثباتدر. باشد كه به اين مرحله اعتبار بخشيده است مي
داخواه ببهصريح به قوانين استنتاجي كه طوربهد، يم ميكار شوند اشاره خواهيم كرد رده

البته شيوه رايج، ). ها را كمتر خواهيم نمود اين اشارهها اثباتتر شدنهبا پيچيد(
و بدون طوربهكاربردن قوانين استنتاجهب بهاي اشارهغير صريح .باشدميآنها خاص

و چه زمانيها اثباتمهارت بيشتر در ارائه براي كسب  نياز داريد تا بدانيد چگونه
ببهاين قوانين استنتاج را .بريدكار

YXYXداريمYوXهاي ثابت كنيد براي مجموعه.2 مثال c ⊆)( UIآن cX كه در
.باشد ميXعه مجمومتمم
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براي اثبات. هاي دلخواهي باشند مجموعهYوXفرض كنيم:و جواببحث

YXYX c ⊆)( UIمي )( يك عضو دلخواه انتخابي ازaكنيم فرض cXYX UI
ميب. باشد )(كنيمه عبارت ديگر فرض cXYXa UI∈.بايد نشان دهيمYa∈.در واقع

مي. چارچوب اثبات طراحي شد حكم حال بايد بفهميم چگونه براي اين.دسيرتوان از فرض به
مي منظور با تحليل آنچه كه فرض ما معني مي .كنيم دهد، آغاز

)(از آنجائيكه cXYXa UI∈اين طبق تعريف اشتراك دو مجموعه،، بنابرYa∈
cXYaو U∈كه دومي به اين معناست كه »Ya∈يا cXa∈«يا به عبارت؛ 

ك.»∌Xa يا∋Ya«ديگر كه توجه مي. باشد همان حكم ما مي∋Yaنيد توانيم حال آيا
نيازمند برقراري قانون را نتيجه بگيريم؟ اين امر∋Ya حكم يعني»∌Xa يا∋Ya«از 

pqpاستنتاجي به صورت  فاعكس قانو(∨→ اما اين استنتاج. باشدمي)لصن ادخال
pqp يعني؛برقرار نيست يك( يك توتولوژي∨→ . باشد نمي) گزاره هميشه درستيعني
و گزارهpزيرا اگر گزاره pqp درست باشد، آنگاه ارزش گزارهqنادرست  نادرست∨→

. بنابراين رويكرد مذكور محكوم به شكست است. خواهد بود
 درست است بلكه»∌Xa يا∋Ya« توجه كنيد كه با توجه به مفروضات مسئله، نه تنها

Xa∈مي. باشد نيز درست مي به بنابراين آنچه كه از مفروضات qqpفرم دانيم ¬∧∨ )(
آن مي و در نتيجه∌Xa عبارت است ازqو∋Ya عبارت است ازpباشد كه در
q¬عبارت خواهد بود ازXa∈.از قانون رفع. آيد؟ بلهميدستبهاين مقدمات آيا حكم ما

]مولفه، يعني  ] pqqp →¬∧∨ ∋Ya يعنيp ما را قادر مي سازد تا به نتيجه)(
.باشد برسيم كه حكم مطلوب ما مي

كه. كنيم حال اثبات بالا را با حذف توضيحات اضافي بازنويسي مي يكميآنچه ماند نمايشگر
در اثبات مي ميهاي درسي كتابباشد كه معمولاً :كنيم مشاهده

YXYXبراي اثبات. دلخواه باشندYوXهاي فرض كنيم مجموعه« c ⊆)( UIفرض 
)(كنيم مي cXYXa UI∈.بايد ثابت كنيمYa∈.مي كه بنا به فرض و∋Xaدانيم
cXYa U∈.بنابراين Xa∈و»Ya∈يا cXa∈«.از آنجائيكهXa∈،

». درست است∋Yaبنابراين. اشدب نادرست مي∋cXaبنابراين
حل كنيدنشود كه تمري در اين مرحله، توصيه مي درو اصول زير را در اين زمينه مطرح شده

ببهرا2و1يها مثال .بريدكار

ABAداريمBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه-1 ⊆I.
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.هايي كه يك يا چند فرض دارند گزاره)2-3-1-2
در طي مراحل مختلف يك اثبات، ابزارهاي در دسترس ما، براي رسيدن به حكم مطلوب

:عبارتند از

ميبندي چارچوبيي كه در ابتداي مرحلهها فرض) الف .كنيم اثبات عنوان
ميآنها خودمان يعني احكامي كه در يك شاخه از علم(اصول موضوعه)ب كنيم را وضع

ميآنهاو به جهت بديهي بودن،  و در صورت وجود، قضايايي) پذيريم را بدون اثبات
.ايم كه قبلاً اثبات كرده

qppقوانين استنتاج از قبيل)ج ببه1 كه در مثال→∨ و كار رديم
[ ] pqqp →¬∧∨ ببه2 كه در مثال)( .رديمكار

ازهارضف)د و انتظار داريم كه به عنوان بخشي يي كه در خود گزاره عنوان شده
و اثبات  ببهاستدلال .دنشو رده كار

درميهايي گزاره اولين نمونه از بعديمثال  آوردن حكمي دستبه يك فرض براي آنهاباشد كه
]به فرم ])()( xQxPx . در نظر گرفته شده است∀→

YXاگرZوX،Yهاي براي مجموعه كنيد ثابت.3 مثال ZYZX آنگاه،⊇ II ⊆.

YXي باشند بطوريكههاي دلخواه مجموعهZوX،Yفرض كنيم: اثبات براي اثبات.⊇
ZYZXحكم يعني II ZXbكنيممي فرض⊇ I∈.بايد ثابت كنيمZYb I∈و

ميا اثبات به بندي چارچوبدر اين جا مرحله.»∋Zbو∋Yb«يا به عبارت ديگر . رسد تمام
و به تحليل معناي حال بايد به فرض و مفروضات بالا برگرديم  بپردازيم تا دريابيم چه آنهاگزاره
از اطلاعاتي را مي به. استنتاج كنيمآنهاتوانيم ميها فرضبنا كهي بالا ∋Zbو∋Xbدانيم

ما، يعني∋Zbبه ويژه بخشي(∋Xbبعلاوه چون. آيدميدستبهيكي از دو حكم مطلوب
YX گزاره،و از طرف ديگر بنا به فرضِ)ي بالاها فرضاز  فرض از اينجا براي اولين بار(⊇

مي)شود گزاره استفاده مي كه، نتيجه و در نتيجه∋Ybگيريم ، يعني حكم مطلوب ديگر ما
.آيدميدستبهحكم اصلي ما
مياين نكات زير در :باشند اثبات مشهود

نه را روي حكم اعمال كرده» عضوگيري« اثبات، روش بندي چارچوبما در مرحله) الف و ايم
ما. روي فرض گزاره ZXbفرض كنيم ...«بنابراين عبارت آغازين I∈... «يك اشتباه.بود 
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فرض ...«متداول در بين دانشجويان مبتدي شروع كردن استدلال با عبارتي به صورت
مي. است» ...∋Xbكنيم در يعني به اشتباه در ابتداي اثبات روي فرض گزاره متمركز شوند

كنيد كه ما فرض گزاره را تقريباً در توجه. حاليكه بايد اين امر روي حكم گزاره صورت بگيرد
ب !ماي گرفتهكارهانتهاي اثبات

YXو∋Xbدر آخرين جمله اثبات، از اينكه)ب اجازه دهيد.∋Ybنتيجه گرفتيم كه⊇
)()(ببينيم چرا استنتاج  YbXb كهتوج(باشد درست مي∋→∋  همان شيءbه كنيد

و∋Xbاز آنجائيكه ). كنيم معين است كه ما در طول اثبات با آن كار مي  درست است
YbXbهمچنين گزاره شرطي  نيز درست∋Ybبنابراين باشد، نيز درست مي∋→∋

اس. خواهد بود  يعني؛تنتاج اخير نيز بنا به قانون استنتاج انتزاع مقدماما
qpqp a∧→ كه. معتبر است)( يكتوجه كنيد چه اين بار هم  قانون استنتاج، اگر
. نقش مهمي را در اثبات ما ايفا نموده است،ضمنيطور به

و قواعد بحث شده در اثبات بالا را مي هر اصول  به فرم منطقيايهگزارتوان براي اثبات
[ ])()( xQxPx ب به∀→ و هدف فقط اثبات كردن اينكه مجموعهكار  يك زيرمجموعهاي رد

مي5و4يها مثال. باشد مجموعه ديگر است، نمي .باشند روشنگر همين نكته

BAxxfثابت كنيد هر تابع خطي غير ثابت.4 مثال ، يك به يكA≠0با شرط)(=+
. است

وAفرض كنيم: اثبات دو عدد2xو1x فرض كنيمهمچنينيك عدد حقيقي غيرصفر باشد
)()(حقيقي باشند بطوريكه 21 xfxf 21بايد ثابت كنيم.= xx داريم از آنجاييكه.=

BAxxf += BAxxfو)(11 += 22 مي،)( كه نتيجه BAxBAxگيريم +=+ 21.
و ضرب اعداد حقيقيبا توجه به 21 خواهيم داشتقوانين جمع xx ، همانطوريكه=

.خواستيم مي

21 يعنـي،A روي مجموعـه2Rو1Rثابت كنيد اشتراك دو رابطه متقـارن.5 مثال RR I
.متقارن استAنيز روي

 براي اثبات.ه متقارن روي آن باشند دو رابط2Rو1R،يك مجموعه دلخواهA فرض مي كنيم:اثبات
21متقارن بودن رابطه RR Iكنيممي فرضxوyدو عنصر دلخواه Aباشند، بطوريكه 
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21),( RRyx I∈.21بايد ثابت كنيم),( RRxy I∈1عنيي),( Rxy ),(2و∋ Rxy ∈
حال از آنجائيكه بنا به مفروضات بالا ]. اثباتبندي چارچوبپايان مرحله[

21),( RRyx I∈1، بنابراين),( Ryx ),(2و∋ Ryx حال بنا به فرض گزاره.∋

1Rميمتقار و چونن ),(1باشد Ryx ),(1، بنابراين∋ Rxy لذا يكي از دو حكم مطلوب.∋
مينيز2Rاز طرف ديگر بنا به فرض گزاره. آيدميدستبهما  و چون متقارن باشد

2),( Ryx ),(2، بنابراين∋ Rxy و در نتيجه حكم لذا.∋  يكي ديگر از دو حكم مطلوب ما
. آيدميدستبهاصلي

ب حل5تا3يها مثالكارگيري قواعدهحال براي كسب مهارت در  سعي كنيد مسائل زير را
.كنيد

ABAاگرBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه-1 =I،آنگاهCA⊆.
CBو⊇BAاگرCوA،Bهاي ثابت كنيد براي مجموعه-2 .⊇CA، آنگاه⊇
)(3 حقيقيثابت كنيد تابع-3 xxg . يك به يك است=

]هاي غلطي كه حكمي به فرم رد كردن گزاره)2-3-1-3 ])()( xQxPx . دارند∀→
دراي گزارهشويم كه در آن بايد گاهي اوقات با مسائلي مواجه مي و اين  را ثابت يا رد كنيم

نآن شود كه آيا شرايطي است كه از قبل به ما گفته نمي آن.هگزاره درست است يا البته اگر
ممكن است اين صرف. ارائه يك اثبات صحيح براي آن ناممكن خواهد بود،گزاره غلط باشد

و تلاش براي اثبات يك گزار و در پيدا كردن مثال هاي آموزنده غلط جنبهةزمان اي نيز داشته
يك بخش باشد، اما نمي نقضي براي آن گزاره الهام . اثبات معتبر شودتواند سرانجام منجر به ارائه

و ويژه كه درستي گزارهمثال نقض  نحوه6مثالدر. كند اي را نقض يعني يك مثال خاص
.يمساز برخورد با چنين مسائلي را روشن مي

رد.6 مثال ZYZX اگرZوX،Yهاي براي مجموعه: كنيد اثبات يا II  آنگاه،⊇
YX ⊆) .) مقايسه كنيد3با مثال.

.ي قبل با اين مسئله برخورد كنيمها مثالكنيم مانند فرض كنيد ابتدا سعي:و جواببحث
از اثبات ما عبارت خواهدبندي چارچوبمرحله هاي مجموعهZوX،Yفرض كنيم«: بود

ZYZXدلخواهي باشند بطوريكه II YXبراي اثبات.⊇ بايد.∋Xw، فرض كنيم⊇
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و از خود بپرسيم.»∋Ywثابت كنيم كه آيا از در اين مرحله بايد به فرض گزاره برگرديم
و كنار هم قرار دادن آن با فرض حكميمتوان مي∋Ywتركيب YX به ما. برسيم يا نه⊇ اگر

كه مي ZXدرwتوانستيم نتيجه بگيريم Iآنگاه به كمك فرض گزاره،،قرار دارد 
ZYwيعني I∈بلافاصله حكم مورد نظر، يعنيYw∈به. گرفتيمميرا نتيجه اما با توجه

و براي اينكه∋Xwمفروضات بالا فقط شرط ZYw را داريم I∈به، برقرار باشد  نياز
Zw∈ن !يست داريم كه لزوماً برقرار

و ارائه يك اثبات مستقيم با شكـست مواجـه مـي در. شـود به اين ترتيب، تلاش ما براي نوشتن
:گيرد چنين شرايطي دو حالت پيش روي ما قرار مي

.راه ديگري براي اثبات وجود دارد) الف
مياي گزاره)ب .باشد كه درصدد اثبات آن هستيم، غلط

گ مزاراگر ما از درستي يا نادرستي يك و تلاشه  ما براي ارائه اثبات برايةهاي اولي طلع نباشيم
ميمنجر شوندشكست به آن آن، آنگاه بايد آزمايشاتي انجام دهيم تا ببينيم كه آيا توانيم براي

قبل از اينكه ما بتوانيم اين كار را انجام دهيم، بايد نقيض آن گزاره. يك مثال نقض بيابيم يا نه
ك را به دقت فرمول .نيمبندي

هر« به فرماي گزارهمنطقي نقيض طور به از»xQ)(آنگاهxP)(، اگرxبراي عبارت است
]نمادين، طوربه.»xQ)(اما نهxP)( بطوريكهxوجود دارد« ])()( xQxPx معادل∀¬→

]است با  ])()( xQxPx از.∃∧¬ : در اين مثال، نقيض گزاره عبارت است
ZYZXبطوريكهZوX،Yهاي وجود دارند مجموعه« II YهزيرمجموعX اما⊇

».نيست
 را چنـان بيـابيم كـه در گـزاره بـالا صـدق كننـد؟ZوX،Yهاي خاص توانيم مجموعه آيا مي

مي مجموعه :گيريم هاي زيرا در نظر

}11,8,7,4{=X،}12,11,9,8,7,2{=Yو}12,11,10,9,8,7,1{=Z
ZY=}12,11,9,8,7{در نتيجه I11,8,7{و{=ZX I.بنابراين ZYZX II ⊆

در نتيجه. ايم بنابراين يك مثال نقض ارائه كرده. باشد نميYةيرمجموعز به وضوحX ولي
ب ! استنادرستحث گزاره مورد
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: اثبات توجه كنيد اينبه نكات زير در

مي با ارائهاًصرف)الف در. را اثبات نمودكليّتوان نادرستي يك گزاره يك مثال نقض، مثال نقض
وةمقايسه با تمامي ابزار مورد نياز جهت اثبات يك گزاره، خصوصاً زمانيكه دامن  بحث وسيع

آن تري برخوردار است؛ زيرا نميسحسا نامتناهي باشد، از جايگاه توانيم جهت اثبات درستي
تككليّةگزار مثال براي اثبات اينكه به طوربه.ي موجود بپردازيمها مثالتك به اثبات درستي

)1(، عدد طبيعيnازاي هر عدد طبيعي مانند  +nnتك زوج است، نمي تك توانيم براي
اي گزارهبعلاوه تعدادي متناهي مثال خاص كه درستي. اعداد طبيعي اين ادعا را بررسي كنيم

و براي اين براي ارائه يك اثبات براي آن گزاره كافي نميكليّطوربه،كنند را تأييد مي باشند
. ارائه دهيمكليّمنظور بايد يك اثبات 

كه،6در آخرين جمله از بحث ارائه شده در مثال)ب Yزيرمجموعهبه وضوحX گفتيم
را. باشد نمي كهخاطربه توجيه كنيم؟ منطقيطوربهچگونه اين ادعا YX داريم  بوسيله⊇

[ ])()( YwXww ؛ يعنيگزارهنقيض اين بنابراين. شود تعريف مي∀∋→∋
[ ])()( YwXww هاي براي مجموعه.» نيستYةزيرمجموعX« متناظر است با∃∋∧∌

}11,8,7,4{=Xو}12,11,9,8,7,2{=Y4توجه داريم كه با انتخاب=wخواهيم
همين مثال خاص، تمام آن چيزي است كه نياز داريم تا نتيجه.Y∉4اماX∈4داشت

. نيستYزيرمجموعةXبگيريم 
YXكه براي اثباتwتوجه داشته باشيد كه اين انتخاب خاص براي)ج ب به⊅ رده شد، كار

ا ميداراي كه ين ويژگي نيز زيرا در تلاش. تصادفي نيستw=4انتخاب.∌Zwباشد
 مانع اصلي براي اتمام اثبات اين بود كه عضو،مان براي اثبات درستي اين گزارة غلط اوليه

.باشد نميZ لزوماً عضو∋Xwدلخواه انتخابي

ميو پاراگراف6 با مباحث برخاسته از مثال رابطهدر هاي زير تمرين .باشند هاي بعد از آن

:هاي زير را رد يا ثابت كنيد گزاره

ZYXZYX داريمZوX،Yهاي براي مجموعه.1 IUIU )()( ⊆.
ZXاگرZوX،Yهاي براي مجموعه.2 ZYXZYXآنگاه⊇ IUIU )()( ⊆.
و يك به يك معكوس.3 .پذير است هر تابع حقيقي پيوسته
.هر دنباله كرانداري همگراست.4
11، آنگاهz>1 يك عدد مختلط باشد به طوريكهz هر گاه-5 <<− z.
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 تاكتيك تفكيك)2-3-1-4
هايي كه قرار شدن گزارهتر پيچده اثبات، با بندي چارچوببه هنگام ارائه استدلال پس از مرحله

ثآنهااست  براي رسيدن به حكم مطلوب را توسعهو مؤثر ابزارهاي موجود بت كنيم، بايدا را
در»روش عضوگيري«. دهيم ببه8و7يها مثالكه ميكار شود، بيانگر ابزار جديدي است رده

از ميتاكتيك تفكيككه مشهور به  و در برخي ميها اثباتباشد .شود مفيد واقع

ABABA داريمBوAهاي براي مجموعهثابت كنيد.7 مثال c ⊆)()( IUIدر  كه
. باشد ميB مجموعهمتممcBآن

ABABAبراي اثبات. هاي دلخواهي باشند مجموعهBوAفرض كنيم: اثبات c ⊆)()( IUI
)()( كنيم فرض مي cBABAx IUI∈.بايد ثابت كنيمAx∈.با توجه به مفروضات

BAxبالا،  I∈يا cBAx I∈.يعني اينكه»Bx∈وAx∈«يا»Bx∉وAx∈«.
مي. دانيم كه كدام يك از دو حالت برقرار است توجه كنيد كه نمي از اما دانيم كه حداقل يكي

 ممكنِبنابراين در اين مرحله، استدلال خود را به دو حالتِ. اين دو حالت بايد برقرار باشد
مي موجود تقسيم :كنيم بندي

مي:1حالت بنـابراين بنـا بـه قـانون اسـتنتاج حـذف. است برقرار∋Axو∋Bxكنيم فرض
pqp يعني،عاطف →∧ .و حكم مورد نظر به دست آمده است∋Ax شودمينتيجه)(

قا مجدداً بنا. برقرار است∋Axو∌Bxفرض كنيم:2حالت ،نون استنتاج حذف عاطفبه
ميينت .∋Axگردد جه

حكمميدست به∋Axدر نتيجه در هر يك از دو حالت ممكن بالا، حكم و در نتيجه آيد
. آمده استدستبهمطلوب 

)()(داريمBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.8 مثال cBABAA IUI⊆.

)()(براي اثبات. هاي دلخواهي باشند مجموعهBوAفرض كنيم: اثبات cBABAA IUI⊆
)()( نشان دهيمبايد حال.∋Axكنيم فرض مي cBABAx IUI∈.من ظور براي اين

BAxبايد ثابت كنيم  I∈ياcBAx I∈.يعني»Bx∈وAx∈«يا
»cBx∈وAx∈«.
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ازخاطر به  نقشAفقط مجموعهدر اين فرض.∋Ax داشته باشيد كه فرض ما عبارت است
حل شود اين است كه چگونه بايد ارتباط بين عضو مسئله. دارد راBو مجموعهxاي كه بايد

ppدانيم كه بنا به توتولوژيمي. وارد بحث كنيم هميشه»∋Bx يا∌Bx«گزارة،∨¬
و. درست است ميكليّ با توجه به اين نكته، دو حالت جامع :گيريم زير را در نظر

مي.1حالت و∋Bx، بنابراين داريم∋Axاز طرفي بنا به فرض.∋Bxكنيم فرض
Ax∈.مي . آيد يعني يكي از دو حكم مطلوب به دست

مي.2حالت در اين صورت چون بنا به فرض.∋cBxمعادلطوربهيا∌Bxكنيم فرض
Ax∈بنابراين داريم ،cBx∈وAx∈.آيدميدستبهي حكم مطلوب ديگر يعن.

مي8نكات زير در اثبات مثال :باشند حائز اهميت
درها اثبات) الف  براساس تاكتيك آنهارا مقايسه كنيد، هر دوي8و7يها مثالي ارائه شده

و. اند تفكيك بنا شده اثبات دوم در مقايسه با اثبات اول از خلاقيت بيشتري برخوردار است
pp آن با به بازي وارد كردن توتولوژينقش ما در مي كمي پر رنگ∨¬ براي ارائه.باشد تر
هاي خلاقانه را از خارج چارچوب است كه برخي ايدهي پيچيده، نيازها اثباتبسياري از 

آ اين جنبه از ارائه اثبات، ماشين. مقدماتي استدلال، وارد آن كنيم و لذا فراگيري ن وار نيست
و علاقه مي نيازمند به تجربه و يافتن جوابي براي چراها در رياضيات با.باشد مندي به دانستن

براي اين. هاي خلاقانه ارائه دهيم توانيم اثبات بالا بردن قدرت استدلال در خودمان، ما نيز مي
رارابطهمنظور در  و احكام مرتبط با آن چه با يك مسئله، ابتدا بايد سعي كنيم مسائل  هر
از سپس بايد سعي كنيم از اين ارتباط. بيشتر بيابيم  با هم در آنهاها تا زماني كه يك يا چند تا

رامتوانيميبدين ترتيب. مورد آن مسئله كارگشا باشند، استفاده كنيم  قدرت استدلال خود
.م بخشيارتقا
و صحت ايدة تاكتيك تفكيك به حالت)ب و جامع كارايي  امري،ها در ارائه اثباتهاي ممكن

و غير قابل انكار است تنها مشكل آن براي يك دانشجوي مبتدي كه در حال. كاملاً مشهود
به اين است كه به اين ايده،باشد آموختن شيوه نوشتن اثبات مي و بتواند از آن تسلط يابد

.خوبي استفاده كند

با گزاره .تفكيك اثبات كنيدتاكتيك هاي زير را
ZXاگرZوX،Yهاي مجموعهبراي-1 ZYو⊇ ZYXآنگاه،⊇ ⊆U.
CBCAآنگاه،⊇BAگراCوA،Bهاي براي مجموعه-2 UU ⊆.
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YX داريمZوX،Y هاي براي مجموعه-3 ZYZX، هرگاه⊇ II ⊆
ccو ZYZX II ⊆.

ها موعهاثبات تساوي مج)2-3-1-5
ميها تساوي مجموعهاثبات سه رويكرد براي به ،»زمانهمشمول« كه عبارتند از كنيم اشاره
.»اي استفاده از اتحادهاي مجموعه«و»ها گزاره استفاده از جبر«

.زمانهم شمول:رويكرد اول
مي. دارداولين رويكرد كاربرد بيشتري در.باشد بعلاوه قابل بيان برحسب مطالب قبلي  بنابراين

ميتأكيداين جا روي آن .كنيم بيشتري
از بيان رسمي تعريف تساوي مجموعه :ها عبارت است

BA و فقط اگر= ] اگر ])()( BxAxx ∈↔∈∀
:با استكه معادل

[ ] [ ])()()()( AxBxxBxAxx ∈→∈∀∧∈→∈∀
BAبه عبارت ديگر و فقط اگر= ABاگر دو.⊇BAو⊇ بنابراين براي اثبات تساوي

در. ها زيرمجموعة ديگري است توانيم نشان دهيم هر يك از مجموعه مجموعه مي اين رويكرد را
مي10و9يها مثال .كنيم تشريح

ABABAداريمBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.9 مثال c =)()( IUI.

مي،زمانهمبه كمك شمول: اثبات  دهيممييعني نشان. كنيم تساوي دو مجموعه بالا را اثبات

ABABAشمول. ديگري استزيرمجموعةها هر يك از مجموعه c ⊆)()( IUIًدقيقا
و شمول ديگر7مطلبي است كه در مثال  )()( اثبات كرديم cBABAA IUI⊆در نيز

درها اثباتبا نوشتن. اثبات شده است8مثال حكم8و7يها مثالي ارائه شده  اثباتي براي
.آيدميدستبهمطلوب

.باشدمي اوليهها ولي مشروط به يك فرض، تساوي مجموعه10حكم مثال

BBAآنگاه،⊇BAاگرBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.10 مثال =U.

براي اثبات.⊇BAدلخواه باشند بطوريكهBوAهاي فرض كنيم مجموعه: اثبات
BBAتساوي =Uثابت مي كنيم BAB U⊆وBBA ⊆U.
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1.BAB U⊆شد1در مثال توجه داشته باشيد كه در اثبات اين قسمت، نيازي. قبلاً اثبات
.باشد به استفاده از فرض گزاره نمي

BBAبراي اثبات.2 ⊆Uِبا توجه به فرض BA⊆ازو با فرض» عضوگيريروش« استفاده
BAxكنيم مي U∈دهيمو نشان مي Bx∈.با توجه به فرض BAx U∈كه مي دانيم
Ax∈ياBx∈.است، بنابراين از دانيم كدام يك از اين دو حالت برقرار از آنجاييكه نمي

: كنيم تاكتيك تفكيك استفاده مي

مي:1حالت ∋Bx، حكم يعني⊇BAدر اين صورت بنا به فرض.∋Axكنيم فرض
.يما توجه كنيد كه در اين قسمت از قانون استنتاج انتزاع مقدم استفاده كرده. شود نتيجه مي

مي:2حالت مي.∋Bxكنيم فرض در از آنجاييكه اين همان حكم مطلوب باشد بنابراين حكم
.بديهي برقرار استطوربهاين حالت 

.خواستيم؛ همانطوريكه مي∋Bx ممكن داريم بنابراين در هر دو حالتِ

.ها استفاده از جبر گزاره:رويكرد دوم
و مهارت يكي از راه و مهارت ارتباط دادن آن با حقايق هاي ديگر هاي يادگيري يك حقيقت

ميدر. است در. كنيم اين بخش به يكي از اين گونه ارتباطات اشاره و اجتماع اعمال اشتراك
و تركيب فصلي در دنياي گزاره دنياي مجموعه ها ها به نوعي همان اعمال تركيب عطفي

همطوربه. باشند مي pqqpارزي مثال ها به صورت اتحاد در دنياي مجموعه،∧≡∧
ABBAاي مجموعه II اي اين است كه تساوي منظور از اتحاد مجموعه. شود ترجمه مي=

و جبر مجموعهط بين جبر گزارهارتبا. برقرار استBوAمذكور به ازاي هر دو مجموعه ها ها
مي. باشد بسيار عميق مي و يا اتحاد گزاره در واقع به كمك جدول زير از توانيم هر جمله اي

:كنيمها ترجمه ها را به متناظر آن در دنياي مجموعه دنياي گزاره

ها دنياي گزارهها دنياي مجموعه

BAIqp ∧
BAUqp ∨

MT
cAp¬
φF
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د متناظر قوانين دمورگان از جبر گزارهمثالطور به ازر جبر مجموعهها ها عبارتند
ccc BABA UI cccو)(= BABA IU اي همچنين متناظر اتحاد گزاره.)(=
)()()( rpqprqp )()()( عبارت است از∧∨≡∧∨∧ CABACBA IUIUI =.

ميه اتحادهاي مجموعهباي تبديل اتحادهاي گزاره،بنابراين در اين رويكرد و برعكس اي . شوند

.اي اتحادهاي مجموعه استفاده از:رويكرد سوم
 را آنهااي كه قبلاً درستي در اين رويكرد براي اثبات تساوي دو مجموعه از اتحادهاي مجموعه

مي ثابت كرده :اند اي زير اثبات شده فرض كنيد اتحادهاي مجموعه. كنيم ايم، استفاده

هر)1 )()()(داريمCوA،Bمجموعهسه براي CABACBA IUIUI =.
MBBداريـمBبراي هر مجموعه)2 c =Uكـه در آنMنـشان دهنـده مجموعـه مرجـع
. باشد مي
CMCيم دارCبراي هر مجموعه)3 =I.

 كـه از رويكـرد دهيممي ارائه9اي بالا، اثبات ديگري براي مثال حال براساس اتحادهاي مجموعه
.كند استفاده نميزمانهمشمول

ABABA ثابت كنيدBوAهاي براي مجموعه.11 مثال c =)()( IUI.

: در اين صورت داريم. دو مجموعه دلخواه باشندBوAكنيم فرض: اثبات
به( )()()())1(بنا cc BBABABA UIIUI =.
به( =MAI))2(بنا
به( =A))3(بنا

cBCما از حالت خاص)1( كه در بكارگيري توجه كنيد . ايـم در اين اتحـاد اسـتفاده كـرده=
 ناميـده تاكتيـك تخـصيص شناخته شده، كليّروش استفاده كردن از حالت خاص يك قضيه

بـه ويـژه در حالـت« در روند يك اثبـات اشـاره بـه كليّهرگاه در استنتاج از يك قضيه. شود مي
از،كنيدمي» خاص د، مشابه با تاكتيـكيباش تخصيص مي تاكتيك درواقع در حال استفاده كردن
مي، تاكتيك تخصيصتفكيك .ياري كنداحكام تواند ما را در راستاي اثبات برخي نيز
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.غيرمستقيماثبات)2-3-2
و حتي ضروري با گزاره اصلي مفيد ارزهمگاهي اوقات اثبات يك فرم ظاهراً متفاوت، اما منطقاً

مي. باشد مي كه. شود در چنين حالتي اثبات ما اثبات غيرمستقيم ناميده سه صورت متداول
ميآنهاي غيرمستقيم برمبنايها اثبات مييارزهمشوند، ساخته :باشند هاي منطقي زير

)4(pqqp ¬→¬≡→.

)5(pqqp ≡¬∧→¬ )()(.

)6()()( rqprqp ∨→≡→¬∧.

مي)4(ي ارز هم به مبناي يك روش اثبات غيرمستقيم اثبات به كمك«باشد كه مشهور
نيز دليل اعتبار روش ديگري براي ارائه اثبات غيرمستقيم)5(ي ارزهم. باشدمي» نقيض عكسِ
كه مي مي» ِخلف برهاناثبات به كمك«باشد  رويكردي مبناينيز)6(ي ارزهم. شود ناميده

rq« آوردن احكامي به صورتدستبهارد براي استاند .باشدمي»∨

.نقيض عكسِاثبات به كمك)2-3-2-1
] به فرماي گزارهگاهي اوقات يافتن اثباتي براي ])()( xQxPx  با شروع كردن از فرض∀→

مياگر نتوانيم بفهميم چگو. مشكل استxP)(درستي از نه و ديگرxP)( درستيتوان
 چه بايد كرد؟ گاهي اوقات در چنين، رسيدxQ)( به درستي)در صورت وجود(ها فرض

و سازگاري بيشتري با ديگر¬xQ)(شرايطي فرض درستي ي موجود ايجادها فرض هماهنگي
به مي و منجر اي از اثبات استدلال به اين صورت، در واقع نمونه. شود مي¬xP)(رستيدنمايد

مي12مثال. است نقيض عكسِبه كمك  .باشد روشنگر اين روش

و به علاوهfثابت كنيد هر تابع.12 مثال و برد آن زير مجموعه اعداد حقيقي بوده  كه دامنه
.باشد، يك تابع يك به يك استاكيداً صعودي

براي يك به يك بودن. يك تابع با شرايط بالا باشدfكنيمميفرض:و جواببحث
fهدو عدد حقيقي در دامن2xو1xطبق تعريف تابع يك به يك، بايد فرض كنيمfتابع

)()(باشند بطوريكه 21 xfxf 21و نشان دهيم= xx  بندي چارچوبة مرحل،در اين حالت.=
ايم، بدون اينكه راهي براي استفاده از فرض اكيداً صعودي يك اثبات مستقيم را تكميل كرده

21يعني اگر(fبودن xx )()( آنگاه> 21 xfxf كه. موجود باشد)> توجه كنيد



؟اضيات عمومي موفق باشيمچگونه در ري 44

)()(فرض 22 xfxf 21يعني اگر(f با قسمت شرط فرض اكيداً صعودي بودن= xx <(
و اجازه ما براي تكميل اثبات از فرضاستفادهسازگاري ندارد .دهد نميرا به

در اين رويكرد. تعريف يك به يك بودن را نتيجه بگيريمنقيض عكسِحال فرض كنيد بخواهيم
21ما با فرض  xx و هدف ما عبارت خواهد بود از اثبات≠  شروع خواهيم نمود

)()( 21 xfxf مي.≠ بنا به فرض از آنجاييكه. گيريم حال به ترتيب زير استدلال را پي

21 xx 21 است، بنابراين≠ xx 12 يا> xx مي.> :گيريم حال دو حالت ممكن زير را در نظر

21اگر:1حالت xx كه اكيداً صعودي است نتيجه ميf، آنگاه چون> )()(شود 21 xfxf <.
)()(بنابراين 21 xfxf ≠.

12اگر:2حالت xx كه اكيداً صعودي است، نتيجه ميf، آنگاه چون> )()(شود 12 xxf <.
)()(بنابراين 21 xfxf ≠.

. شود بدين ترتيب اثبات تكميل مي
تواند در آن مثمرثمر واقع شود حالتيمينقيض عكسِردي كه روش اثبات به كمك از ديگر موا

با است كه حكم گزاره داراي فرم منطقي ساده در مثال.ي گزاره باشدها فرضتري در مقايسه
.سازيم بعدي اين مطلب را روشن مي

MaMعددي حقيقي باشد كه در شرطaفرض كنيد.13مثال <>∀  صدق0
.a=0در اين صورت ثابت كنيد. كند مي

حكم. حكم گزاره توجه كنيدةبه فرم ساد:و جواب بحث كههاي قبلي اغلب مثالبر خلاف
حكمدبودن» ...آنگاه... اگر«هايي به فرم شامل تعريف . باشد ميa=0گزاره عبارت سادهاين،

 به حكم مطلوب را آغاز كنيم، در اين صورتناگر سعي كنيم اثباتي مستقيم با هدف رسيد
 هيچ مبنايي براي ارائه فرضي كه براي ارائه اثبات. كنيم جاي مناسبي براي شروع پيدا نمي

و .آميز مورد نياز است، وجود ندارد موفقيتمستقيم
منقيض عكسِبنابراين از روش و شروع ميa≠0در اين رويكرد با فرض. كنيمي استفاده كنيم

از. گزاره را استنتاج كنيم كنيم نقيض فرض سعي مي : نقيض فرض عبارت است
MaM ≥>∃ را چنان بيابيم كه مقدارMبنابراين كافي است كه عدد حقيقي مثبت.0
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ع aMتوانيم قرار دهيممي. بيشتر نباشدaدد ناصفرآن از قدرمطلق توجه داريم كه اين.=

Ma به وضوح شرطMمقدار .سازد را برآورده مي≤

مي حال به مورد سومي كه در آن اثبات به كمك عكس و نقيض اقع گردد، تواند مناسب
مي»rآنگاهqوpاگر« به فرماي گزارهفرض كنيد. پردازيم مي و م ثابت خواهي درست باشد

ميراq نقيض، با همrو نقيضp كنيم كه مي. دهند نتيجه از در اين حالت هميشه توانيم
qنادرست باشد، يعنيqفرض كنيم نقيض. استفاده كنيمنقيض عكسِروش اثبات به كمك 

 درستqوpباشد، بنابراين هر دوي نيز بنا به فرض درست ميpحال چون. درست باشد
كهمي»r آنگاهqوpاگر«حال با توجه به درستي گزاره اوليه. باشند مي rتوان نتيجه گرفت

.در تناقص است¬rي درست فرضباكهباشد درست مي

راميزيرهاي در تمرين ببهتوانيد همين رويكرد .بريدكار

ك.1 ccآنگاه،⊇BAاگرBوAهاي يد براي مجموعهنثابت AB ⊆.

BAxxfثابت كنيد اگر تابع خطي.2 .A≠0 يك به يك باشد، آنگاه)(=+
. درست باشد». تفاضل هر دو عدد صحيح، يك عدد صحيح استومجموع«فرض كنيد.3

yxوxاگرyوxبا استفاده از اين مطلب ثابت كنيد براي هر دو عدد حقيقي عدد+
 ثابت كنيد مجموع يك عدد همچنين. نيز عدد صحيح استyصحيح باشند، آنگاه 

و يك عدد غيرصحيح، عددي غيرصحيح است .صحيح

BAxو∋Ax اگر،BوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.4 I∉آنگاه ،Bx∉.

.ِخلف برهان اثبات به كمك)2-3-2-2

درةايد pqqpارزيمه پنهان ≡¬∧→¬ حكم اين است كه ما مي)()(  را باpتوانيم
qq؛ يعنيمنجر به تناقضpنشان دادن اين مطلب كه نقيض توجه. كنيم اثبات،شود مي∧¬

qqكنيد كه و هم بايد گر اين است كه گزاره يك تناقض است زيرا بيان∧¬ اي هم بايد درست
 ِخلف برهان از اثبات به كمك حالت خاصي،نقيض عكسِدر واقع اثبات به كمك. نادرست باشد

در. باشد مي و را فرض ميp، ما درستي→qp به فرماي گزارهآن براي اثبات زيرا كنيم
ppو در نتيجه به تناقصpنقيض،qسپس به كمك نقيض  .رسيم مي∧¬
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ك ميِخلف برهانه در آن اثبات به كمك از ديگر مواردي باشد، اثبات رويكردي استاندارد
مي قضايايي در نظريه مجموعه در ها مي،هاآن باشد كه اي خاص برابر كند كه مجموعه حكم ادعا

.باشد مجموعه تهي مي

.φ=cBAI، آنگاه⊇BAاگرBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.14 مثال

در:و جواببحث ازφ=cBAIتساوي براي اثبات رويكرد مستقيمفرض كنيد  روش،
شدر. استفاده كنيمزمانهمشمول  بر اساس اين كه تهيcBAI⊆φمولاين صورت

حال شمول طرف ديگر يعني. باشدمي درست اي است، زيرمجموعة هر مجموعه
φ⊆cBAIمي فرض كنيم«براي اثبات اين شمول رويكرد. گيريم را در نظر
cBAx I∈...بايد ثابت كنيمحال φ∈x.«و محكوم به شكست است . قابل بررسي نيست

مي.باشد قابل دسترسي نميφ∈xزيرا حكم كه چگونه  عضو مجموعهxتوان نتيجه گرفت
 تهي است؟

باشيم، روش نميزمانهم بر اساس روش شمول از آنجاييكه قادر به ارائه اثبات مستقيم
ميِخلف برهان هاي دلخواهي باشند بطوريكه مجموعهBوAكنيم فرض. گيريم را پي
BA⊆.فرض كنيدφ≠cBAI.بنابراين چيزي مثلxوجود دارد بطوريكه
cBAxيعني. باشد ميcBAIعضو I∈.در نتيجهAx∈وcBx∈.از طرف ديگر
∋Bxلذا.∋Bxبنابراين. درست است⊇BA، گزارهو بنا به فرضِ∋Axچون

هم.∋cBxو qq كه تناقضي به فرم∌Bxو هم∋Bxيعني از.باشد مي∧¬
. باشدتواند درست به تناقض انجاميد، بنابراين نميφ≠cBAIآنجاييكه فرض درستي

و اثبات ما تكميل شده استφ=cBAIبنابراين . درست است

:كنيمميحال چند تمرين در اين مورد ارائه
.φ=cAAI: داريمAثابت كنيد براي هر مجموعه-1
BABAB اگرBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه-2 cc =)()( IUI،آنگاه
φ=A.
: داريمBوAايه ثابت كنيد براي مجموعه-3

φ=)()()()( BABABABA cccc IIUIUIU
. يك اثبات مستقيم ارائه دهيد14اي براي مثال به كمك اتحادهاي مجموعه-4
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01، آنگاهa<0 اگرa ثابت كنيد براي هر عدد حقيقي-5 >a.
. يك عدد گنگ است2 ثابت كنيد-6

»rياq« شكل استنتاج احكامي به)2-3-2-3
)()(يارز هم rqprqp به فرم براي احكامي اثبات درهنگام نوشتن∧¬→≡→∨
»rياq«ميهب  به اين فرم ممكن است نتوان شرايطي را يافت كه تحت حكميبراي.آيد كار

مي. باشند درست ميqياrآن شرايط مطمئن شويم كدام يك از دانيم اين است كه تحت آنچه
ازي گزاره برآورده شوند، حداقها فرضهر شرايطي كه  بر همين. باشد درست ميqياrل يكي

مببندي چارچوباساس ما قادر به  حكمت براي اثباتي مستقيم برت يا مبqني بر rني
.)تپذير نيس در واقع معمولاً ارائه چنين اثباتي امكان(يم باشمين

)()(يارزهمك رويكرد غيرمستقيم بر اساسيخوشبختانه rqprqp ∨→≡→¬∧
به جاي تلاش براي استنتاج. سازد تا اين مشكل را برطرف سازيم وجود دارد كه ما را قادر مي

¬qوp ازrيل به مسئله نشان دادن استنتاج، مسئله را تبدpاز»qياr«مستقيم 
مي البته.كنيم مي راهر كدام درستي. شود نتيجه مي¬rوp ازqتوانيم نشان دهيم همچنين

ميدهيمنشان . شود، حكم اثبات

كه عبارت است از قضيه،يك مثال كلاسيك از اثباتي در اين دسته اي در جبر مقدماتي
به وضوح.»y=0ياx=0 آنگاه،xy=0 اگرyوxبراي هر دو عدد حقيقي«: گويد مي
باشند، شروع ميxy=0 دو عدد حقيقي با شرطyوxتوانيم اثبات را با فرض اينكه مي

راه. وجود نداردyياxاي از راهي براي رسيدن به صفر بودن اما در اين مرحله هيچ نشانه. كنيم
 به منظور نشان دادن اينكه در اينx≠0فرضفرار از اين مشكل عبارت است از اضافه كردن 

x، بنابراين معكوس آن يعنيx≠0 از آنجاييكه.y=0حالت بايد
و لذا زنجيري وجود دا1 رد

:از معادلات به صورت زير خواهيم داشت

00.1).(1).1(.1 ===== xxyxyxxyy
خاصيتاز، معادلاتةتوجه كنيد كه در اين زنجير.خواستيم، همانطوريكه ميy=0بنابراين
و اينكه حاصل شركت  برابر صفر است،،ضرب هر عدد حقيقي در صفر پذيري ضرب اعداد حقيقي

.استفاده شده است
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ست از آن دسته از مسائلاباشد، عبارت مورد ديگري كه اين رويكرد در آن قابل استفاده مي
در نظريه مجموعه ةاي خاص، زير مجموع اين است كه مجموعهة حكم، نشان دهندآنهاها كه

مي15در مثال را اين مطلب. باشد اجتماع دو مجموعه ديگر مي . كنيم تشريح

)(: داريمBوAهاي ثابت كنيد براي مجموعه.15 مثال cBABA IU⊆.

)(براي اثبات. دو مجموعه دلخواه باشندBوAكنيم فرض: اثبات cBABA IU⊆فرض 
)(بايد ثابت كنيم حال.∋Axكنيم مي cBABx IU∈.يعنيBx∈يا 
cBAx I∈.از آنجاييكه حكم ما به فرم»qيا r«باشد، رويكرد پيشنهادي بر اساسمي
)()(يارز هم rqprqp ميهب را∧¬→≡→∨ مي. بريم كار  حال.∌Bxكنيم فرض
مي بر cBAxشود به اثبات اساس اين فرض اضافي، هدف ما تبديل I∈يعني 
»Ax∈وcBx∈«.ما بي،∋cBxو چون∋Axبا توجه به فرض ابتدايي  درنگ بنابراين
cBAx I∈گردد نتيجه مي.

ي ارزهماگر حكم ما بيش از دو جايگزين داشته باشد، آنگاه رويكرد پيشنهادي
)()( rqprqp مي. توانيم به ترتيب زير تعميم دهيم را مي∧¬→≡→∨ كنيم فرض

از نقيض تمام جايگزين مياآنهها به غير از يكي و سعي كنيم درستي جايگزين درست باشند
مي16در مثال. را اثبات كنيممانده باقي .پردازيم به تشريح اين مطلب

كن.16 مثال ABBA اگرBوAد براي هر دو مجموعهيثابت  ياφ=A آنگاه×=×
φ=BياBA =.

مي: اثباتكلّيطرح ABBA دو مجموعه باشند بطوريكهBوAكنيم فرض ×=×.
ميبا اضافه كرد.φ≠Bوφ≠Aكنيم بعلاوه فرض مي شودن اين دو فرض، هدف ما تبديل

BAبه اثبات درستي جايگزين سوم يعني  مي.= .كنيم ادامه اثبات را به عنوان تمرين واگذار

)()(يارزهمهاي زير براي كسب مهارت در رويكرد پيشنهادي تمرين rqprqp ∨→≡→¬∧
.اند در نظر گرفته شده

. را تكميل كنيد16اثبات مثال-1

CABAهاي دلخواهي باشند بطوريكه مجموعهCوA،Bثابت كنيد اگر-2 ×=×
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CB ياφ=Aدر اينصورت =.

×=φهاي دلخواهي باشند بطوريكه مجموعهBوAثابت كنيد اگر-3 BA،در
.φ=B ياφ=Aاينصورت

 آنگاه،هاي دلخواهي باشند مجموعهCوA،Bثابت كنيد اگر-4
)()( CBACBA IUIU ⊆.

.يي بر روش هاي ديگر اثباتها يادداشت)2-4
]هايي به فرم در بخش قبل گزاره ])()( xQxPx از را بررسي نموديم، اما∀→ بسياري

به، را داريمآنهاهايي كه ما قصد اثبات گزاره در. فرم ندارنداين حكمي د اما شجويانناهر حال
 باشند، به خوبي خواهند قبلي صحيح براي تمرينات بخشها اثباتمبتدي كه قادر به نوشتن 
باتوانست با مباحث جديد يكي از دلايل اين امر. هاي جديد كنار بيايند اثبات گزارهدر رابطه

و تخصيص(ها بسياري از تاكتيككهاين است  مثل(هاو بسياري از استراتژي)مثال تفكيك
كاقبلكه در بخش)و اثبات غيرمستقيمعضوگيريروش و بررسي شدند، بردهايير معرفي

] هايي با حكم به فرم فراتر از اثبات گزاره ])()( xQxPx در اين بخش. دارند∀→
مي خلاصه دو نوع ديگر از گزارهطور به .كنيم ها را بررسي

هر« استنتاج احكامي به فرم)2-4-1 ),(بطوريكهyوجود داردxبراي yxP«

مياز دو فرم زير مفاهيم بسياري از در رياضيات براي تعريف :كنيم استفاده

*)(xxP∃
*),( yxyPx∃∀

:برخي از اين تعاريف اوليه عبارتند از

)(iكنيم فرض ميmوnگوييممي. عدد صحيح باشندnبر mاست اگر فقط پذير بخش 
mkn وجود داشته باشد بطوريكهkاگر عدد صحيح =.

)(iiتابعfهر را پوشا مي و فقط اگر براي  وجودf در دامنهf،xةدامنمه درyناميم اگر
yxfداشته باشد بطوريكه =)(.
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)(iii عدد حقيقيxو فقط اگر را گويا مي  وجود داشته باشندqوpد صحيحاعداناميم اگر

qوq≠0بطوريكه
px =.

به،رياضياتهاي مهم در احكام بسياري از گزاره  معمولاً عباراتي وجود دارند كه شامل تعاريفي
مي فرم : مثالطوربه. باشند هاي بالا

مي) الف  باشند،پذير بخشmربpوnعدد صحيح باشند بطوريكهpوm،nكنيم فرض
pnآنگاه .استپذير بخشm نيز بر+

gf آنهاپوشا باشند، آنگاه تركيبgوfاگر توابع حقيقي)ب oباشدمي نيز پوشا.

yxوxy آنگاه،عدد گويا باشندyوx اگر)ج .نيز گويا هستند+

به مبحث جديدي كه در اثبات گزاره مي)ج(تا)الف(هايي شبيه ، نام مبحث وجودشود، مطرح
ازرهي اثبات اينگونه گزاكليدةنكت. دارد توليد يا تعريف يك شيء مناسب، از آن ها عبارت است

اين درك؛ مهمة اين امر نكت دادندر انجام. نوعي كه وجودش در حكم گزاره ادعا شده است
),(حكمي به فرماثبات در معمولاً مسئله است كه  yxyPx∃∀آن yكه در اثبات ارائه

مي. باشد وابسته ميxبه،شود مي كه بنابراين انتظار  وياx قابل تعريف بر حسب خودyرود
را18و17يها مثالدر. باشند ميx قابل تعريف برحسبآنهااشيائي باشد كه  اين مطالب

.كنيم تشريح مي

.باشد نيز گويا ميxy آنگاه،عدد گويا باشندyوxثابت كنيد اگر.17لمثا

مي: اثبات  بايد نشان دهيمxyبراي اثبات گويا بودن. عدد گويا باشندyوxكنيم فرض

qوq≠0وجود دارند بطوريكهqوpاعداد صحيح
pxy بنابراين كاري كه ما در اين.=

مانند اغلب. باشد با شرايط بالا ميqوpبايد انجام دهيم ارائه يا ساختن اعداد صحيح اثبات
ت تمام شد، بايد ببينيم چه چيزي برايا اثببندي چارچوب به محض اينكه مرحلهها اثبات

. رسيدن به حكم در دسترس ما قرار دارد
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 در دست داريم شرايطكه آيا آنچه«: در يك اثبات وجودي بايد از خود بپرسيم
ميساختن چيزي را فراه نهم .»؟كند يا

كه تمام آنچه كه در دسترس ما مي يعني اينكه. باشند عدد گويا ميyوxباشد اين است

01 وجود دارند بطوريكه1qو1pاعداد صحيح  ≠qو
1

1
q
px 2qو2pبه همين ترتيب.=

02وجود دارند بطوريكه ≠qو
2

2
q
py بنابراين.=

2

2

1

1 . q
p

q
pxy و به كمك قوانين ضرب=

 خواهيم داشت اعداد حقيقي
21

21
qq
ppxy عدد صحيح دو21qqو21ppيم كه توجه دار.=

و بعلاوه مي 021باشند ≠qq)21بنابراين كافي است قرار دهيم) چرا؟ppp و=

21qqq ميهماqوp، در اين صورت= .باشندن اعداد صحيح مورد نياز

RIRIثابت كنيد اگر.18مثال →:fوgدو تابع حقيقي پوشا باشند، آنگاهfg oنيز پوشا 
.است

مي: اثبات fgبراي اثبات پوشايي. پوشا باشندgوfكنيم توابع حقيقي فرض oفرض ،
وجود دارد∋RIxبايد ثابت كنيم. يك عدد حقيقي دلخواه باشدzكنيم مي

zxfgبطوريكه =))(( o.حال با توجه به آنكهgباشد، بنابراين وجود دارد عدد پوشا مي
zyg بطوريكهz وابسته بهyحقيقي  پوشاست، بنابراين عددfبا توجه به اينكهو)(=
ywf وجود دارد، بطوريكهy وابسته بهwحقيقي  توجه كنيد كه در اين حالت.)(=

)())(())((خواهيم داشت  wfgwfgygz o===بنابراين انتخاب عدد حقيقي 
wx قرار دهيم كافي استيعني. روشن شدxمطلوب ما، يعني =.

.ايم در نظر گرفتهي وجوديها اثبات كسب مهارت درارائه به منظورراتمرين هاي زير

nm وجود دارد بطوريكهmعدد صحيح،nثابت كنيد براي هرعدد صحيح-1 <.

yx آنگاه،دو عدد گويا باشند,xyثابت كنيد اگر-2 . نيز گوياست−
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وgوfثابت كنيد اگر-3 gfدو تابع حقيقي باشند oپوشا باشد، آنگاهfنيز
.پوشاست

. اثبات به كمك استقراي رياضي)2-4-2
حك براي اثبات گزاره آناست كه∀nPn)( به فرم آنهام هايي كه يك عدد صحيحn در

مي. باشدمي) گاهي عدد صحيح نامنفي(مثبت  بنابراين. كنيم از استقراي رياضي استفاده
مياي گزاره مناسب براي ابزاراستقراي رياضي يك  كه با سور عمومي  آن سخن عالمباشد

. طبيعي باشدمجموعه اعداد

:شود از دو مرحلة زير تشكيل مي∀nPn)(هر اثبات به كمك استقراي رياضي براي
.P)2(و در صورت نيازP)1( پايه استقراةمرحل)1
] استقراةمرحل)2 ]))1()(( +→∀ nPnPn

] به فرماي گزاره، از آنجاييكه در مرحله استقرا ])()( nQnPn آن مطرح مي∀→ باشد كه در
)(nQهمان )1( +nPببه كه در اين مرحله بايد اساسيبنابراين رويكرد. است بريم همان كار

 يك عددnبا فرض اينكه. است» عضوگيري«، يعني روش قبلرويكرد معرفي شده در بخش 
و درست است، شروع ميnP)( كه براي آن باشدميطبيعي دلخواه و بر اساس اين فرض كنيم

)1( بايد ثابت كنيم)ي گزارهها فرضمثل(هر چيز ديگري كه در دسترس باشد  +nPنيز 
. درست است



 فصل سوم

 مرتكب چه اشتباهاتي نشويم؟

 يادگيري بدون اشتباه كردن محال است،«

». نكنيمات قبلي را تكرارايم كه ديگر اشتباه در عين حال ما زماني يادگرفته



:اشتباهات رايج در رياضيات عمومي
و همچنين در اين فصل برخي از اشتباهاتي كه معمولاً دانشجويان كارشناسي مرتكب مي شوند

و راهكارهايي براي اجتناب از  ميآنهادلايل اين امر پس شاهد از اين اميدواريم. گردد ارائه
ايآنها؛ يعني اشتباهاتي غير از اشتباهات جديد بهنيي كه در ميآنهاجا !باشيمشود، اشاره

:خطاهاي ارتباطي)3-1

و خجالت كشيدن دانش آموز)3-1-1 و برخورد غير دوستانه او .مغرور بودن معلم
. يكي از اشتباهات بزرگ معلمان، نفرت داشتن از مورد سؤال واقع شدن توسط دانشجويان است

و سعي در تدريس بهتر، احساس راحتي بيشتري در نظر نگرفتن دانشجويان به عنوان دشمن
و. به معلمان خواهد داد  را تشويق كند آنهابنابراين معلم بايد به سخن دانشجويان گوش كند

دا اگر معلمي صرفا. هايشان را بپرسند تا سؤال و مشوق شجويان به امر پرسشنً سخنراني كند
يك. نمود او يگزينجارا نباشد، شايد بهتر باشد يك كتاب يا يك فيلم آموزشي  براي ارائه

نه تدريس مؤثر بايد ديد كه آيا دانشجويان مطلب را درك كرده ين روش براي مؤثرتر. اند يا
 آنهاهايو نگاه كردن به چهرهآنهاهاي آوردن جواب اين سؤال گوش دادن به حرفدست به

 زيبايي آنهاكند، زيرا شايد معلم در اين مورد فقط دانشجويان ممتاز خود را لحاظ. باشد مي
مي مطالبي كه تدريس مي دا. كنند كند را بهتر درك شجويان ديگر نيازناما بايد توجه داشت كه

و البته اين امر حق مسلم  .باشدميآنهابيشتري به كمك معلم دارند
و تكبر است طبيعي است كه معلم نيز مرتكب. يكي از خصايص نفرت آور معلم، صفت غرور

بهشومياشتباه   اشاره خواهد شد، ممكن است توسط معلم نيز رخ آنهاد، در واقع اشتباهاتي كه
و طبيعي است در اين مواقع او به اين امر اعتراف كند اما ممكن است غرور او مانع اين. دهند

و به تدريس در. خود ادامه دهد امر شود برخي از معلمان به جاي اينكه اشتباه خود را بپذيرند
مواي ميان اگر معلم مغرور بوده»! دانشجويان عزيز ادامه استدلال بديهي است؛خوب«: گويند قع

او دانشجويان نمي،اي با دانشجويان نداشته باشدو رفتار دوستانه اي ارتباط سازنده توانند با
.برقرار كنند
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و كنيد معلم مرتكب اشتباه شده است، اگر فكر مي يان كلاسجودانش به كلّخجالت نكشيده
و آن را اعلام كنيد را. لطف كرده . مطرح كنيد معلم خود به صورت سؤاليباالبته اين موضوع

آن«:بگوييد» باشد7 بايد5آن«: مثال به جاي اينكه بگوييدطور به » باشد؟7نبايد،5آيا
لم ترجيحمع. همچنين اين سؤال خود را بلافاصله پس از اينكه معلم مرتكب اشتباه شد، بپرسيد

با مي خارج از كلاس يي بدون اشتباهها يادداشتدهد پس از اتمام جلسه درسي، دانشجويان
. شوند

.بندي مبهم جمله)3-1-2
را. اند رياضيات در نظر گرفته نشدهبياني رايج بشري براي زبانها رياضيات زبان خاص خود
از،دارد اها زبان اما براي بيان آن ميي رايج بشري نيز و اين خود مشكلاتيكن ستفاده درد را

اگر معلم. مختلف براي يك واژه يا اصطلاح موجود باشد زيرا ممكن است چندين تعبير.پي دارد
هايي با چندين تعبير مختلف، ممكن است از واژهنداشته باشدهاي خود دقت در انتخاب واژه

و دانشجو آن معناي مورد نظر معلم را برد انتخاب واژه يا اصطلاح. اشت نكنداستفاده كند
اتيبه مثال زير از آناليز تركيب. توان با تمرين آن را ارتقا بخشيد دقيق، يك هنر است كه مي

:توجه كنيد
مي5چند كلمة متفاوت از حرفي را بي4و دار نقطه حرف7توان  متمايز ساختةنقط حرف

بيدار نقطهيكه دو حرف بطور و تكرار نيز مجاز نباشد؟ اگر تكرار مجاز باشد نقطه با هم نياين يا د
 چطور؟

آيا منظور اين است كه آن دو حرف. مبهم است» ...با هم نيايند...«در بخش اول اين سؤال
يكطور به و يا اينكه دو حرف متمايز است؟ تعبير منظور در ميان نباشند؟ آيا متوالي نباشند

براين شرط بستگي به خواننده دارد،   اساس هر تعبيري يك جواب صحيح براي اين مسئلهو
.ارائه خواهد شد

در مورد بخش دوم اين سؤال، دانشجويان بايد به اين نكته توجه داشته باشند كه اگر يك سؤال
در يعني تمام شرايط مسئلة قبل برقرارند، مگر،در ادامه سؤال قبلي مطرح گردد شرايطي كه

.كنند سؤال دوم تغيير مي

و عدم تفاهمگاه  به واسطه قراردادهاي متفاوتي است كه در بين رياضيدانان رايج،ي اين ابهام
و برخي ديگرxf)( را باx روي متغيرfمثال برخي از رياضيدانان اثر تابعطوربه. باشد مي

مينم xfبا و معلم. دهند ايش حال اگر دانشجو از معلم قبلي خود قرارداد اول را آموخته باشد
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و دانشجو به وجود مي آيد جديد بر اساس قرارداد دوم عمل كند، يك نوع عدم تفاهم بين معلم
 در بخش ترتيبراي بيشتريها مثال(. اين اختلاف آگاه نيستندةو گاهي هر دو نيز از ريش

.)خواهيم كردئه عملگرها ارا

مي گاهي اين ابهام به واسطه بي . شود توجهي به قراردادهاي وضع شده در خود رياضيات ايجاد
532مثالطور به )32(5توان به دو معناي متفاوت را مي+× 2)53(و+×  در نظر+×

مي،گرفت كه طبق قرارداد .اشدب دومي مد نظر

بد دست)3-1-3 .خط
مي دست و حتي با خود اگر چه تعـداد. باشد خط بد يكي از موانع ايجاد ارتباط صحيح با ديگران

مي كمي از معلمان براي دست  خط ممكـن اسـتبدة اما نوشت،گيرند خط بد نمره منفي در نظر

ــاند شــما را ــت برس ــواب نادرس ــه ج ــه. ب ــل طور ب ــشجويي حاص ــال دان ∫مث + dxx )25(  را4

cxx ++ كه. آورد دست به75 نوشتة شـما. نوشته بود7 را شبيه2دليل اين اشتباه اين بود
هر بايد آن  و يا و شـخص قدر تميز باشد كه خودتان  ديگـر بـه راحتـي بتوانيـد تفـاوت حـروف

ده كاربهكاراكترهاي را.ديبرده شده را تشخيص  اشـتباه،يـج در ايـن زمينـه يكي از اشـتباهات
.به جاي يكديگر است»t«و حرف»+«گرفتن علامت

.ها نخواندن دقيق دستورالعمل)3-1-4
خوانند، بنابراين جواب درسـت، بـه يـك دانشجويان گاهي دستورالعمل سؤال را به درستي نمي

!نددهميسؤال نادرست

و ننوشتن پرا)3-1-5 .نتزهانديدن
و يـا و شما بـه دليـل تنبلـي در حين يك محاسبه، اگر نياز به قرار دادن يك جفت پرانتز باشد

. محاسـبه مرتكـب اشـتباه شـويد بعـديِة را قرار ندهيد، ممكن است در مرحل آنهاكمبود وقت 
: مثالطور به

cxxdxx ++=+∫ 73)75(3 54

:بايد به صورت

∫ ++=++=+ cxxcxxdxx 213)7(3)75(3 554

.باشد
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مثال طوربه. نوشتاري است بردن پرانتزهاي نامتقارن يكي ديگر از اشتباهات رايج كاربهچنين هم
)»725(3«( 4 ++ xxبي معني است، زيرا تعداد پرانتزهاي باز شده با تعداد پرانتزهاي بسته

ميتقارن براي برقراري. شده برابر نيست توانيم به دو صورت مختلف پرانتزها
)725(3 4 ++ xxيا 3)25(7و 4 ++ xxعمل كنيم، بنابراين بايد در اين مورد نيز دقت 

. كه كدام يك مورد نظر است بردكاربهلازم را

.روند جملاتي كه در علامت سه نقطه از دست مي)3-1-6
و مـي».الگو را ادامه دهيـد«طبق قرار داد به معناي (...) علامت سه نقطه  بـراي نوشـتن باشـد

تـا1، براي نمايش اعداد طبيعـي از 100,…1،2،3براي مثال. رود مي كاربههاي طولاني ليست
. رودميكاربه 100

تن(...) گاهي استفاده از علامت سه نقطه مثال طوربه. بلكه يك ضرورت است،ا يك قراردادهنه
n,...,3,2,1عددتا1 براي نمايش اعداد طبيعي از nو بدون استفاده از علامتميكاربه رود

. بيان آن ممكن نيست،سه نقطه
از اين قرارداد بايد زماني استفاده. كند علامت سه نقطه برخي از جملات ليست را پنهان مي

شدكاربهاي باشد كه الگوي مانده به اندازه نمود كه تعداد جملات باقي . را آشكار سازندهبرده
مي64,…,1 مثالطور به و : هاي مختلف زير تعبير كرد توان آن را به صورت مبهم است

 64,…,64:1،2،3،4تا1اعداد طبيعي بين) الف
.. 2:1،2،4،8،16،32،64ياتوانه)ب
 64:1،4،9،16،25،36،49،64تا1اعداد مربع كامل بين)ج

كه ممكن است با توجه به البته  در آن ظاهر شده است بتوان 64,…,1زمينة مورد بحث
همچنين تعداد جملات مورد نياز براي. تشخيص داد كدام يك از تعبيرهاي بالا مورد نظر است

و از فردي به فرد ديگر كاربهآشكارسازي الگوي  ممكن است برده شده نيز يك امر نسبي است
.كند فرق

درمي نادرست علامت سه نقطهكارگيري به .ي استقرايي ايجاد مشكل كندها اثباتتواند
ميطور به : خواهيم ثابت كنيم مثال فرض كنيد

6
)12)(1(21 222 ++=+++∈∀ nnnnNIn L

مي. برقرار استn=1حكم براي يك فرض و ثابتnكنيم براي  نامعين حكم برقرار است
12، عددnبه دو طرف تساوي براي حالت. نيز حكم برقرار استn+1كنيم براي مي +nرا 
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126: يعني. كنيميماضافه
)12)(1(1221 222 ++++=+++++ nnnnnnL

: در نتيجه خواهيم داشت

126
)12)(1()1(21 222 ++++=++++ nnnnnL

 زير درستو از تساوي آخر به نتيجةحال اگر دچار يك اشتباه جبري نيز بشويم. كه غلط است
.آنگاه به اشتباه قبلي خود پي نخواهيم برد. برسيم

6
)32)(2)(1()1(21 222 +++=++++ nnnnL

: اما اشتباه چيست؟ در واقع داريم
222222222 )1()1(...32112...321 ++−++++=++++++ nnnn

و عبارت حاصل2nبنابراين جمله ما خواست مسئله، در علامت سه نقطه حذف شده است
.نيست

: اشتباهات جبري)3-2

.خطاي علامت)3-2-1
مي خطاهاي علامت، رايج و نشان دهند ترين اشتباه جبري و عدم توجهبيةباشند دقتي

چه. هستنددانشجويان  بيدانشجواگر مي يان خطاهاي علامت را توجه داشته اما،دانند اهميت
 ممكن است موجب فرو ريختن، يك مهندس اشتباه در محاسباتباشيد كه يك علامت منفيِ

. شود يا يك ساختمان يك پل
نديدن«يكي از دلايل، همان. دلايل زيربنايي گوناگوني براي خطاهاي علامت وجود دارند

شدمي» پرانتزها دليل ديگر اين است كه برخي از دانشجويان. باشد كه در بخش قبل بحث
».علامت منفي به معناي يك عدد منفي است«رند كه ناخودآگاه به اين نكتة اشتباه باور دا

و اين امر باعثمي)xمنفي( را به صورت»−x«شايد ريشه اين باور اين باشد كه ما خوانيم
»−x«اينكه آيا. شده كه برخي از دانشجويان تصور كنند كه حاصل بايد يك عدد منفي باشد

اما. منفي است−x آنگاه، مثبت باشدxاگر. داردx بستگي به خود،يك عدد منفي است
−=+6، آنگاهx=−6 مثال اگر طوربه. مثبت است−x آنگاه، منفي باشدxاگر xيك 

.عدد مثبت است
مي»−x«عدم درك صحيح علامت عدد مثال درك طوربه. شود خود باعث اشتباهات بعدي
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أو مبدx فاصله بينxهندسي معنايطوربه.دشتابع قدرمطلق نيز دچار مشكل خواهد

ميمختصاتِ و فاصله، يك كميت نامنفي است محور اعداد حقيقي  بهxبه لحاظ جبري. باشد

: گردد صورت زير تعريف مي



<−
≥

= 0
0: xx

xxx
و مبتديان را دچار مشكل مي .كند اين تعريف پيچيده است

.همه چيز جمعي است)3-2-2
 در شرطyوxند، هرگاه به ازاي هر ناممي را جمعيfدر رياضيات پيشرفته تابع يا عملگر

: زير صدق كند
)()()( yfxfyxf +=+

: مثالطوربه. باشند برخي از عملگرهاي رياضي جمعي مي

.حد مجموع برابر است با مجموع حدها) الف
.ها مشتق مجموع برابر است با مجموع مشتق)ب
.ها انتگرال مجموع برابر است با مجموع انتگرال)ج

و توابع رياضيكهاما بايد توجه داشت  اين موضوع عليرغم. جمعي نيستند،بسياري از عملگرها
ميآنهاعي را براي برخي از دانشجويان هنوز شرط جم مثال بر خلاف انتظار بطور. گيرند در نظر

: داريمبرخي از دانشجويان

)sin() الف yx )sin()sin( برابر با+ yx . نيست+
)(2)ب yx با+ 22 برابر yx . نيست+

yx)ج yx برابر با+ . نيست+

yx)د +
yx برابر با1

11 . نيست+

==0مثال طوربه(yوxالبته بايد توجه داشت كه ممكن است براي مقادير خاصي از yx
هر. برقرار شود تساوي))ج(تا)الف(در  تساوي برقرار باشد،yوxاما اين به معناي اينكه براي

. نيست

)sin(در مورد yx و با+  شايد ريشه اشتباه اين باشد كه دانشجويان پرانتزها را مشاهده نموده
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yxyx در تساوي6ضرب مثل مانند يك sinتابع 66)(6 . كنند برخورد مي+=+

.همه چيز جابجايي است)3-2-3
 آنها هرگاه ترتيب تركيب،يمنامميرا جابجاييgوfدر رياضيات پيشرفته دو عملگر يا تابع

fggfمهم نباشد به عبارت ديگر oo و.= بر خلاف تصور دانشجويان بسياري از عملگرها
: مثالطوربه. شوند يا توابع با هم جابجا نمي

1)() الف xog1)( برابر با xogنيست .
)3sin()ب xبرابر با )sin(3 xنيست .

گيري جابجا زمينه اين است كه فرض كنيم عمل ضرب با عمل مشتقاشتباه رايج ديگر در اين
).(يعني به اشتباه. شود مي ′gfرا برابر با gf لايبنيتز در ابتدا مرتكب اين. در نظر بگيريم.′′

و سپس فرمول صحيح  gfgfgfاشتباه شد ′+′=′ و اين خا).(.. صيت را اثبات نمود
لا  جابجايي، اشتباه مشابه ديگر.معروف استمشتق بنيتزييمشتق، در حال حاضر به خاصيت

∫يعني به اشتباه. گيري است ضرب با عمل انتگرال dxxgxf  را برابر با)()(

∫∫ dxxgdxxf .در نظر بگيريم)()(

 . پذير است همه چيز شركت)3-2-4
و ضرب اعداد حقي cوa،bيعني به ازاي هر سـه عـدد حقيقـي. پذير است قي شركت جمع

: داريم
cbacba ++=++ )()(

cbacba )..()..( =
 در حاليكه پذيرند، كنند كه تمام اعمال رياضي شركت برخي از دانشجويان به اشتباه تصور مي

و تقسيم اين طوربه. پذيري ندارند بسياري از اعمال رياضي خاصيت شركت مثال اعمال تفريق
. ويژگي را ندارند

.حذف كردن غيرپخشي)3-2-5
:توابع كسري زير را در نظر بگيريد. است» قرار دادن پرانتزهاي زائد«اشتباه رايج ديگر

)5)(7(
1)1)(7(:)( 2

2

++
++++= xx

xxxxf
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)5)(7(
]1)1)[(7(:)( 2

2

++
++++= xx

xxxxg
و مخرج آنالبته(x+7 يعنيg تابع با حذف عامل مشترك صورت : داريم)با شرط ناصفر بودن

5
1)1()( 2

2

+
+++= x

xxxg

ا،در نظر گرفتن پرانتزهاي زائد را باfبرخي از دانشجويان صورت تابع كسري شتباه به
]1)1)[(7( 2 ++++ xxxغلطةكنند، بنابراين به نتيج تصورمي gf .رسند مي=

در. اي كسرها باشد شايد ريشه اين اشتباه دانشجويان، در عدم آگاهي آنان از برخي مفاهيم پايه
مي اين زمينه به ذكر چند قاعدة پايه :كنيم اي بسنده

yxxy، يعني داردجابجاييخاصيت ضرب اعداد حقيقي) الف بنابراين بسياري از قوانين.=
ميطوربه. متقارن است،عمل ضرب و هم از راست در جمع پخش شود، مثال ضرب هم از چپ

: يعني
yxyxyxx 2121 )( 2121و+=+ )( yxyxxxy +=+

y كليّ، يعني در حالت خاصيت جابجايي نداردقي عمل تقسيم اعداد حقي)ب
xباx

yبرابر 

. متقارن نيست)انيبرخلاف تصور بعضي از دانشجو(بنابراين قوانين عمل تقسيم. نيست

yمثال اگرچه قانونبطور
x

y
x

y
xx 2121 ،برقرار است+=+

2121 x
y

x
y

xx
y +=
+

حالت در

121كافي است قرار دهيم( برقرار نيست كليّ === xxy.( 

dcمثال طوربه. در يك كسر، پرانتزها اهميت بسياري دارند)ج
ba

+
)()/( بيانگر+ dcba ++

مي مي و حذف پرانتزها معناي متفاوتي به اين عبارت كسري .بخشد باشد

.ت ابعادياشتباها)3-2-6
، اما تحليلِمبيشتر اشتباهات اشاره شده در اين كتاب كارهايي است كه نبايد انجام دهي

،دهد جواب درست را به ما نمي،اگرچه تحليل ابعادي.م كاري است كه بايد انجام دهي1ابعادي
ميها جواببلافاصله :ي زير توجه كنيدها مثالبه. كندي غلط را مشخص

١ Dimensional analysis 
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بر. اي را به دست آوريدد كه از شما خواسته شده كه حجم ناحيهفرض كني) الف اگر جوابتان
بي. متر مربع به دست آمده باشد حسب سانتي ) واحد(بعدزيرا. شك جواب غلط است آنگاه

متر متر به سانتي در اين گونه اشتباهات، تبديل سانتي. متر مكعب است سانتياز قبيلحجم
.كه بايد كل محاسبات را مجدداً بازبيني نمودمكعب چارة كار نيست، بل

و يا مساحت ناحيه)ب اگر. اي را به دست آوريد فرض كنيد از شما خواسته شده است كه حجم
 به عوض فقطدر اين مورد نيز. شك جواب غلط است جوابتان يك عدد منفي باشد، آنگاه بي

. كردن علامت بسنده نكنيد
سكه)ج از50اگر تعيين مساحت يك و جواب شما مثلاًش توماني 5ما خواسته شده باشد

مي) واحد( بعد درست بودن عليرغم،كيلومترمربع باشد رسد كه در محاسبات جواب، به نظر
.اشتباهي صورت گرفته است

با كوچكتر با توجه به اينكه. ايد را فراموش كردهrاي به شعاع فرض كنيد فرمول مساحت كره)د
)2(تواند حتم اين فرمول نميطوربهشود شدن شعاع، مساحت نيز كوچكتر مي 2 rr −πباشد .

138542معادله)ه 2 =+ nnدر اعداد صحيح جواب ندارد؛ زيرا سمت چپ يك عدد زوج 
. است در حاليكه سمت راست يك عدد فرد است

2)12(فرمول. يك عدد طبيعي استnفرض كنيد)و
)1(3321

+
+=+++ n
nnnL

تواند صحيح باشد؛ زيرا سمت چپ يك عدد گنگ است در حاليكه سمت راست يك عدد نمي
. گويا است

:د اشتباه استدلال زيرا بيابيديحال سعي كن
با سانتي :حال داريم. دهيم نمايش ميmو متر را باcmمتر را

cmmmcmcmm 101.0)1.0()10(1001 22 =====

: ابهام در نمادها)3-3

.معكوس تابع يا معكوس عدد)3-3-1
و. مشكلات دانشجويان در يادگيري زبان رياضيات نياز به توجه بيشتري دارد اگرچه زبان رياضي دقيق

مي باشد، برخي از ناسازگاريمي سازگار sin)(مثال طوربه. شود ها نيز در آن ديده xnبرحسب اينكه n
sin()sin()(sin2(در حاليكه. معناي متفاوتي دارد،چيست xxx  اما=

)arcsin()(sin 1 xx sin)( يعني.−= xnبر حسب مقاديري كهnدهدميگيرد، تغيير معنا مي .
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و اين امر بعضي از دانشجويان را به اشتباه مي )sin( نادرستة را به نتيجآنهااندازد
1)arcsin( xx =

 براي دو منظور متفاوتa−1 در واقع ريشة اين اشتباه در اين است كه نمادگذاري.رساند مي
ميكار به و همچنين معكوس تابعي تابعa معكوس ضربي عدد حقيقي ناصفر: شود برده

.aپذير وارون

.جذر اعداد)3-3-2

b جذر نامنفيةنشان دهندbنماد. باشد داراي دو جذر ميbهر عدد حقيقي مثبت
مي±b را به صورتb عدد حقيقي مثبتدو جذر. باشد مي از. دهند نشان برخي

دوميكار بهb را براي هر دو جذر عدد حقيقي مثبتbياندانشجو برند، يعني براي آن
باه در اين باشد كه برخي از معلمان وقتي روي شايد ريشه اين اشت. گيرند مقدار در نظر مي

ميةتخت مي»b«: نويسند كلاس جذر«: در حاليكه بايد گفت،»bجذر«خوانند آن را
.»bنامنفي

.ب عملگرهايترت)3-3-3
و اولويت حدةهايي وضع شده است تا از استفاد قراردادآنهابراي ترتيب عملگرها  بيش از

حدروند، اما تعدادميكاربهپرانتزها براي جلوگيري از ابهام. پرانتزها جلوگيري شود  بيش از
ميهاپرانتز 56مثالطوربه.تواند ابهام ايجاد كند در يك عبارت، خود +a6(5 يعني( +× aو

6)5(نه +× a.بر شايد ريشه اين امر اين. عمل جمع اولويت دارد به عبارت ديگر عمل ضرب
 يعني×43مثال طوربه. نويسي جمع است ضرب ساده،هاي خاص باشد كه در حالت

444 ++.

 چند است؟−23مثال طوربه.ندبندي صحيح عملگرها آگاه نيست برخي از دانشجويان از اولويت
مي−)3(2بسياري از دانشجويان اين عدد را به صورت 9گيرند، بنابراين به جواب در نظر

اوليت» به توان رساندن«باشد، زيرا طبق قرار داد عملمي9-اما جواب صحيح. رسند مي
.دارد»زيسا قرينه«بيشتري نسبت به عمل 

از هاي رايج براي ترتيب عمل بندي اولويت :ها عبارتند
و منها عبارت»پتضجم«)الف  يعنيx5/3بنابراين. هاي داخل پرانتز، تقسيم، ضرب، جمع
x)5/3(.
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و منها عبارت» پضتجم«)ب  يعنيx5/3بنابراين. هاي داخل پرانتز، ضرب، تقسيم، جمع
)5/(3 x.
و برخي ديگر از FORTRAN طبق قرارداد مورد استفاده در زبان برنامه نويسي كامپيوتر)ج

و اگر در يك عبارتها زبان و عمل تقسيم اولويت يكساني دارند ي برنامه نويسي، عمل ضرب
 يعنيx5/3بنابراين.د در اولويت استكنار هم آمده باشند، آنكه در سمت چپ قرار دار

x)5/3(.
هاي حساب ماشين يكسان توسط يكي از دلايل به دست آوردن نتايج متفاوت براي يك عبارتِ

ها استفاده هاي متفاوتي براي عمل بندي از اولويتآنهاالكترونيكي متفاوت، اين است كه 

 براي عبارت185T حساب ماشينمثالرطوبه.كنند مي
مي4096 عدد432 در را ارائه دهد،

) نمايش علمي(24E41785163923،2 براي همين عبارت عدد195T حساب ماشينحاليكه 
بهو)2(43ريشه اين اختلاف اين است كه اولي اين عبارت را به صورت. دهد را ارائه مي دومي

)3(صورت  . كند تعبير مي42
از هاي عمل بندي بر روي اولويت از آنجاييكه يك موافقت عمومي ها وجود ندارد، براي جلوگيري

)x)5/3ي مانندهاي نامبهم بهتر است از عبارتx5/3مانند هايي ابهام به جاي عبارت
،x5

3)/5(يا،3 xاستفاده نمود .

.طوفاني از نمادهاي بي معني)3-3-4
57 مشتق سومةبرخي از دانشجويان براي محاسب 24 −+ xxميي به طر :كنندق زير عمل

xxxxxx 24141214457 2324 =+=+=−+

بيحل راهدهند، را ارائه ميx24يح اگرچه در نهايت جواب صح معني آنان از لحاظ رياضي
. كنند استفاده مي⇒)(به جاي نماد نتيجه گيري»=«در واقع آنان از نماد تساوي. است

: صورت استاين بيان صحيح محاسبه بالا به

xy
xy

xxy
xxy

24
1412

144
57

2

3

24

=′′′⇒
+=′′⇒

+=′⇒
−+=
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:خطا در استدلال)3-4

.با دقت بازبيني نكردن استدلال از ابتدا تا انتهاي آن)3-4-1
و تكاليف هاي سفانه بيشتر كتابأمت و برخي از معلمان توجهي به بازبيني كارها  درسي

شايد ريشه اين امر وجود نداشتن يك تئوري فراگير براي نحوة ارزيابي. دانشجويان ندارند
مي. دانشجويان باشديكارها رسند كه نيازي به ارزيابي كارهاي برخي از دانشجويان به اين باور

مي. باشد آنان در طول ترم نمي و فقط يك بار تكاليف را كه نويسند  را درست حل آنهااميدوارند
هم. كرده باشند ميةاما به ما گاهي اشتباه و با آگاهي يافتن نسبت ازو تمرين براآنهاكنيم ي

.آموزيمميرا مطالب جديدآنهابين بردن
هاي مهم فرايند يادگيري د، يكي از قسمتاي دادهبازبيني كارهايي كه انجام در رياضيات،

و برگردانده شد، تمام اشتباهات خود را . است سعي كنيد پس از اينكه تكاليف شما تصحيح
نت. بياموزيد  به دست آمده را از روشهاي ديگرةيجمنظور از بازبيني، يعني سعي كنيد درستي

حل كرده مثال اگر معادلهطوربه. بررسي كنيد بهها جوابايد، در پايان ببينيد كه آيا اي را ي
نه دست آمده در معادله صدق مي هاي ديگري براي براي مسائل ديگر نيز بايد روش. كنند يا

حل. بررسي درستي جواب بيابيد و اگر روشي نيافتيد، مسئله شده را براي مدتي كنار بگذاريد
و  حل كنيد سپس با همان روش قبلي بدون نگاه كردن به برگه پاسخنامه قبلي، مسئله را

اين روش وقت زيادي را از شما خواهد. ببينيد آيا جواب يكساني به دست آمده است يا نه
ه خوبي گرفت؟توان بدون پي بردن به اشتباهات در درس رياضي نمر اما چگونه مي.گرفت

 با تكاليف ديگر آنهاد، مقايسه كردناي دادهروش ديگر براي بازبيني تكاليفي كه انجام
ي متفاوتي به دست آوريد، با دقت بيشتريها جواباگر براي يك مسئله. دانشجويان است

. خودتان را بررسي كنيدحل راه

و صرف وقت كم براي حل تمرينات به وجود برخي از اشتباهات به دليل عجله كردن
و اين.آيند مي و تصحيح اين دسته از اشتباهات بايد وقت بيشتري صرف كنيد گاهي براي يافتن

.دقتي خودتان بايد بپردازيد بهايي است كه براي بي

.ي مجازيها جواب نيستندو بررسي نكردن پذير برگشتتوجهي به اينكه برخي از مراحل، بي)3-4-2
م، يك معادله ديگر به دست خواهيمرا روي دو طرف يك معادله انجام دهياگر عمل يكساني

 در آن صدقxفرض كنيد روي دو طرف يك معادله كه برخي از مقادير مجهول. آورد
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جxآنگاه همان مقادير مجهول.مكنند، عمل يكساني را انجام دهي مي ديد نيز در اين معادلة
ممكني معادلة قديم را خواهد داشت، اماها جواببه عبارت ديگر معادلة جديد. كنند صدق مي

.ي جديد را نيز داشته باشدها جواب برخيكهاست
و بعد از عمل داريمپذير برگشتبرخي از اعمال . ند، يعني ما مجموعه جواب مشابهي قبل

: مثالطور به
م«عملِ) الف مجموعة براي مثال،. استپذير برگشت» عادله در يك عدد ناصفرضرب دو طرفه

4232جواب معادله  −=−− xx8462معادله با مجموعة جواب 2 −=−− xxيكي 
در. است در واقع براي خنثي كردن عمل انجام شده، كافي است دو طرف معادلة جديد را

.معكوس آن عدد ناصفر ضرب كنيم
براي برگشت به معادله اول،. استپذير برگشت» تفريق يك عدد از دو طرف معادله«عملِ)ب

. كافي است تا دو طرف معادلة جديد را با قرينة آن عدد جمع كنيم

و معادله جديد، ممكن است پذير برگشتبرخي اعمال ي جديدي نيز داشتهها جواب نيستند
:مثالطوربه.باشد

د«عملِ) الف  فقط يكx=−3مثلاً معادله. نيستپذير برگشت»و طرف معادلهمجذوركردن
92، معادلهمرسانيمي2جواب دارد، اما وقتيكه دو طرف را به توان =xمآوري را به دست مي

.كه دو جواب دارد
دو«عملِ)ب در ضرب axطرف معادله معادله حاصل، همه. نيستپذير برگشت»−

axدر ضمني معادلة قبلي را خواهد داشت،ها جواب . نيز يك جواب جديد آن است=

حل معادلات اين است :يك روش رايج براي
عملي مشابه دادن ساختن يك دنباله از معادلات، رفتن از يك معادله به معادلة ديگر با انجام

و در نهايت رسيدن به چيزي معادله، سعي در سادهروي دو طرف يك تر كردن معادله قبلي
.از معادله اوليهx=5 شبيه

براي . باشدميناما در ضمن قابل اعتماد نيز.ي معادله بد نيستها جواباين روش براي كشف
:قابل اعتماد ساختن اين روش بايد يك قانون ديگر در نظر گرفت

بهها جواب نباشد، در انتهاي محاسبات بايد پذير برگشتگر حتي يكي از مراحلا ي
.ي مجازي احتمالي بررسي نمودها جوابدست آمده را براي تعيين

مسئلة اوليه)يها جوابيا(به همين دليل است كه در انتهاي فرايند محاسبات، نه تنها جواب
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ي ديگر نيز وجود دارند كه در معادلة اوليه صدقها جوابآيد، بلكه احتمالاً برخي به دست مي
 را در معادلة اوليه قرارها جواب هر يك از كافي است؟مكني را امتحان آنهاچگونه.دنكن نمي
ميم تا ببينيمدهي نهنكن كه آيا در آن صدق را.د يا بسياري از دانشجويان اين مرحله آخر

ميبراي روشن شدن اين مبحث،. كنند حذف مي : آوريم دو مثال

xxمعادله: مثال اول =−+ مي2122 دو2در ابتدا با اضافه كردن. گيريم را در نظر  به

2122: داريم) پذير برگشتيك مرحله(طرف معادله +=+ xx.2حال با به توان
44122: داريم) يك مرحله برگشت ناپذير(رساندن دو طرف معادله 2 ++=+ xxx.با

و تفريق مناسب در دو طرف معادله م(جمع 0822: داريم) پذير له برگشترحيك =−+ xx
حل مي حل معادلات درجه دوم و حال اين معادلة درجه دوم را با استفاده از روش متداول كنيم

ميرا به دسx=2وx=−4يها جواب .آوريمت
و فكر مي و كنند كه كار را به پايان رسانده بسياري از دانشجويان در اين مرحله توقف نموده اند

}نويسند مي }4,2 از آنجاييكه يكي از مراحل برگشت ناپذير بود،. مجموعه جواب معادله است−
هر.ي مجازي را بررسي كنيمها جواببايد احتمال وجود  وx=−4 يك از جواب هاي لذا

2=x4با قرار دادن. را در معادلة اوليه قرار مي دهيم−=xة در معادلة اوليه به رابط
40 نادرست اx=−4رسيم، بنابراين مي= مي يك جواب مجازي معادلة با قرار. باشد وليه

كه در معادلة اوليه، نتيجه ميx=2دادن }مجموعه جواب شود .است2{

xxمعادله: مثال دوم
xx

x
x 41733 23

و تفريق. گيريم را در نظر مي−+++=+ با جمع

03: داريم) پذير برگشتيك مرحله(مناسب در دو طرف معادله  23
=+

x
xx.با فاكتورگيري

2)3(0: داريم) پذير برگشتيك مرحله(
=+

x
xx.يكxيك(كنيم را از معادله حذف مي

)3(0: داريم) مرحله برگشت ناپذير =+xxازها جواب كه .x=−3وx=0ي آن عبارتند
با بررسي. ناپذير است اما يكي از مراحل برگشت. ايستند برخي از دانشجويان در اين مرحله مي

ميها جواب كه نتيجه . يك جواب مجازي استx=0شود

 يافتن،ها جواب دليل ديگر براي بررسي كردن،ي مجازيها جوابصرف نظر از موضوع
و معادله«در يك آزمون با موضوع.سباتي استاشتباهات محا به»آنهاي مجازيها جوابها
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، نصف نمره را از بينها جوابدانشجويان هشدار داده شد كه وجود يك جواب مجازي در
.ي خود غفلت كردندها جواببا اين حال در حدود يك سوم از دانشجويان از بررسي. برد مي

يك گزاره)3-4-3 . شرطي با عكسآناشتباه گرفتن
نتيجه«براي»→«نماد رياضي.يمنامميرا عكس يكديگر→ABو→BAهاي گزاره

ميكاربه» دهد مي ميراA،B«بنابراين گزاره. شود برده  نمايش→BAبارا»دهد نتيجه
معمولاً اين دو گزاره. باشد مي→ABة، گزار→BAةعكس گزارطبق تعريف.دهيم مي
من«گزاره شرطي فرض كنيم مثال طوربه.دنباش نميارز هم به مراسم عروسي بروم، آنگاه اگر

من«باشد، در اين صورت عكس آن، يعني، يك گزاره درست»خورمميچلومرغ چلومرغ اگر
، زيرا در مراسم درست نخواهد بودلزوماً»ام رفتهمراسم عروسيآنگاه من به خورده باشم، 

و. عزاداري نيز ممكن است چلومرغ بدهند اگر چه در اين مثال تشخيص معادل نبودن گزاره
. نيستاي سادهي رياضي تشخيص اين موضوع كارها مثالدر اما عكس آن ساده است، 

ش  هر دو درست باشند، به عبارت ديگر گزارة→ABو عكس آن→BAرطي اگر گزارة
 توجه.ندناممي معادلراBوAهاي در اين صورت گزاره،درست باشد↔BAدو شرطي

د همكنيد كه معادل بودن ميو گزاره، دقيقاً به معناي مثال فرض طوربه.شدبا ارز بودن آن دو
وrوp،qكنيد كه  دوتر بزرگ طول ضلعr طول اضلاع يك مثلث باشند  باشد، گزاره

222«شرطي rqp و فقط اگر مثلث مورد نظر += ، درست»ك مثلث قائم الزاويه باشدي اگر
.است

و قسمت» اگر«قسمت » فقط اگر«از گزاره دو شرطي فوق به قضيه فيثاغورث معروف است،
و معروفيت آن كمتر از اولي است .عكس آن است

شايد از اين موضوع اين. گيرند برخي از دانشجويان يك گزارة شرطي را با عكس آن اشتباه مي
و  نشأت بگيرد كه در بسياري از موقعيتهاي غير رياضي يك عبارت با عكس آن معادل است

و فقط اگر«را با مفهوم» اگر«معمولاً در زندگي روزمره،  و استفاده» اگر قابل معاوضه دانسته
. كنيم مي

و فقط«ر داد معادلرا طبق قرا» اگر« نيز در موقع تعريف يك مفهوم جديدها رياضيدان اگر
تر سختاين امر كار را براي كساني كه با زبان رياضي آشنا نيستند. گيرندمي در نظر»اگر
مي. كند مي و معمولاً مفهومي كه تعريف درشت نوشته با حروف گردد به صورت شكسته
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و در واقع نقش يك ميان مي يف به تعر. كندميي براي آن مفهوم بازرابر شفاهي شود
در» هاي معادل گزاره« . قبلي ارائه شد، توجه كنيدصفحهكه

: دهيم را ارائه ميfبراي روشن شدن بحث تعريف پيوستگي يك تابع حقيقي
fپيوسته است اگر براي هر عدد حقيقي aو هر عدد مثبتεيك عدد مثبت δ)كه

 اگرxچنان وجود داشته باشد كه براي هر عدد حقيقي) وابسته باشدεوaشايد به
δ<− axآنگاه ε<− )()( afxf.

و فقط اگر«به معناي» اگر«يف در اين تعر و براي تعريفمي» اگر  برده كاربه» پيوستگي«باشد
.شده است

.استدلال برعكس)3-4-4
، شودمي گرفته كاربه برخي از دانشجويان بوسيلةيك روش غير قابل اعتماد براي اثبات كه

مي. استاستدلال برعكس استدلال برعكس. را اثبات كنيمAخواهيم درستي گزاره فرض كنيد
، سپس)يعني آنچه كه بايد درستي آن را اثبات كنيم(،Aيعني شروع استدلال با فرض درستي

از درستي اين. واضح باشد1=1 به يك گزاره كه درستي آن مثل درستي در رسيدنسعي
ب  رسيدن به آن ناپذيري بعضي از مراحلِه برگشتنتيجة واضح، برخي از دانشجويان بدون توجه

. نيز درست استAگيرند كه گزاره نتيجة واضح، نتيجه مي
در استدلال. استتر بزرگ2 دوم از ريشه3خواهيم ثابت كنيم كه ريشه سوم فرض كنيد مي

2 با فرض درستي،برعكس
1

3
1

23 را. كنيم كار را شروع مي< 6 به توان سپس هر دو طرف

در نتيجه. رسانيم مي
6

2
16

3
1

23 





>





bccbحال با توجه به قانون. aa اه توان براي)(=

32داريم 23 89 يا به عبارت ديگر،< . اين همان نتيجه واضح است كه به دنبال آن بوديم.<

ميبرخي از دانشجويان به اشتب كه اه تصور 2كنند
1

3
1

23 اين يك اثبات. اثبات شده است<
.نيست

آن نبايد يك اثبات را با فرض درستي چيزي شروع كنيدكه مي خواستيد
.را اثبات كنيد
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مي.ندپذير برگشت مراحل استدلالةدر مثال بالا هم يك بنابراين با عكس كردن مراحل توان
89نتيجة واضح. ارائه داداثبات براي مسئله  32 را به صورت< 23 با. كنيم بازنويسي مي<

bccbتوجه به قانون aa  آن را به صورتاتوانه براي)(=
6

2
16

3
1

23 





>





حال. نويسيم مي

2 داريمو در نهايت. گيريم از هر دو طرف ريشه ششم مي
1

3
1

23 ايم بدين ترتيب ثابت كرده.<
. استتر بزرگ2 از ريشه دوم3كه ريشه سوم 

ميقبلهمانطوريكه در مثال تواند يك روش خوب براي توضيح داده شد، استدلال برعكس
قابل، زيرا يك روش غيرمبااين وجود در استفاده از آن بايد احتياط كني. باشدها اثباتكشف 

مي(البته بين كشف يك اثبات.ل براي ارائه اثبات استقبو و كه تواند غيراتفاقي، غير رسمي
و منطقي باشد) غير منطقي  و ارائه آن كه بايد دقيق . تفاوت بسياري است،باشد

 بايد،اثباتو تكميلارائهبراي،شد كشفيك اثباتايده اگر به كمك استدلال برعكس
و همانطوريكه قبلاً بحث شد،→ABرا تبديل به→BAهايي شرطي مانند گزاره كنيم

به. هميشه مجاز به اين كار نيستيم دانشجويان مبتدي هنگام استفاده از استدلال برعكس،
: مثال به استدلال زير توجه كنيدطوربه. كنند ناپذيري برخي از مراحل توجه نمي برگشت

12كنيم فرض −> xxبراي تمامي اعداد حقيقي x12. بر قرار است −xبه معني 
12جذر نامنفي −xو چون حال. از آن است، بنابراين آن نيز نامنفي استتر بزرگx است

هر مي  برسانيم كه با توجه به نامنفي بودن هر دو طرف،2دو طرف نامساوي را به توانتوانيم
122: بنابراين داريم. استپذير برگشتيك مرحله −> xx.2با كم كردنxاز دو طرف 

10: داريم و، يك نتيجهx مقداركه صرف نظر از<− بنابراين. واضح استدرست

12 −> xxبراي همه اعداد حقيقي xا به ازاي! برقرار است2ام−=xنامساوي بالا 

32تبديل به !!شود كه به وضوح نادرست است مي−<

گ .رفته را پيدا كنيدسعي كنيد اشتباه صورت
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.مشكلاتي با سورها)3-4-5
هر«يا» وجود دارد«سورها عباراتي مانند همانطوريكه در فصل قبل توضيح داديم، » براي

و فهم سورها دچار مشكلاتي هستند. هستند . بسياري از دانشجويان در مورد نحوه استفاده
ميمثال در دستگاه اعداد حقيقي كدام يك از اين طور به  باشند؟ دو عبارت درست

كهb يك عدد مثبتaبراي هر عدد مثبت) الف . از آن كوچكتر استa چنان وجود دارد
. از آن كوچكتر استa چنان وجود دارد كه هر عدد مثبتb عدد مثبتيك)ب

،تر بودن جملات رياضي در مقايسه با جملات غيررياضي شايد دليل سختي درك سورها پيچيده
RIRIfتابع حقيقي«: مثالطوربه. باشددستوريظ از لحا  روي كل خط حقيقي، پيوسته:→

 از صفرتر بزرگ از صفر، يك عدد دلتايتر بزرگو هر عدد اپسيلونaاست، اگر براي هر نقطه
 آنگاه، كوچكتر از دلتا باشدx تاaگر فاصلهاx چنان وجود داشته باشد كه براي هر نقطه

در.»كمتر از اپسيلون باشدxf)( تاaf)(فاصله و تو در اين تعريف چندين عبارت سوردار
: است برده شدهكاربهتو 

 ... براي هر عدد اپسيلون)ب ...aبراي هر نقطه) الف
كه)ج  ...xبراي هر نقطه)د ... وجود دارد دلتايي

و جملات ساخته شده از تعداد زيادي عبارت،ي غيررياضيها زباندرگرامر هاي تو درتو،
ل سخت همچنين .باشد غات، رايج نميگيري زياد نسبت به ترتيب

سورها را به عنوان مداركي در نظر بگيريد كه در يك دادگاه قانوني هر يك از دو طرف محاكمه
ميطوربه. دهند ارائه مي  روي خط حقيقيfخواهد پيوستگي تابع مثال فرض كنيد حريف شما
و عدد اپسيلون تعيينaي نقطه بدون اهميت دادن به آنچه كه شما برا. كند را اثبات

xكنيد، حريف بايد يك عدد مثبت دلتا را چنان ارائه دهد كه بدون اهميت دادن به نقطة مي
كه آنگ،كمتر از دلتاي حريف باشدaازx شما، اگر فاصلهيانتخاب اه او بايد ثابت كند
پيوستگي يك تابع حقيقي بنابراين.باشد كمتر از اپسيلون شما ميaf)(وxf)(فاصله
:شود به صورت زير بيان ميRI روي خطfمقدار

))()((00 εδδε <−⇒<−∈∀>∃>∀∈∀ afxfaxRIxRIa
ميدر چهار سور تو شود، نشان دهنده پيچيدگي تعريف تو كه در اين نحوة بيان به وضوح ديده

.پيوستگي است

كهحل راه)3-4-6 .انده رسيد نتيجة درستبه در چند مورد خاصهاي اشتباهي
ميروش غلط بر گاهي اوقات يك از حسب اتفاق به يك نتيجة درست منجر و برخي شود

مي كلّيدانشجويان آن روش را  مثال، براي ساده كردن كسر طوربه. كنندو قابل قبول تلقي
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64
و مخرج حذف كني6، اگر عدد 16 4، به جواب درستم را از صورت

ممكن است.مرسي مي1

و ساده  شدة برخي از دانشجويان به اشتباه اين روش ساده كردن را يك قانون كليّ تصور كنند

64كسر 
4 را برابر با 36

! بنويسند3

: به مثال ديگري كه در برگه امتحاني يكي از دانشجويان نوشته شده است، توجه كنيد

∫ =−=−==
π

π
π
π2

0

2
0 0sinsin0

0sin
2

2sinsincos x
xxdx 

جواب نكته جالب اين است كه اين دانشجو انتظار گرفتن بخشي از نمرة سؤال را داشت، زيرا
. درست بوده استاونهايي 

.حساب ماشيناطمينان بيش از حد به)3-4-7
مي حساب ماشينبسياري از دانشجويان ايمان دارند كه د، اماننك هايشان همواره درست عمل

و تحت برخي شرايط جواب حساب ماشينهر. اين درست نيست ي محدوديت خاص خود را دارد
(نادرست خواهد داد و كتابهمانطوري. )!نددهميهاي رياضي، گاهي جواب نادرست كه معلمان

در. باشد» راديان«و » درجه«ها تفاوت قائل نشدن بين حساب ماشينشايد بيشترين اشتباه
مي گيري زاويه هاي مهندسي از واحد درجه براي اندازه كلاس هايو در كلاسشود ها استفاده

و محاسبات پيشرفته واحد ميكاربه راديان براي اين منظور رياضيات عالي ؛ زيرا شود گرفته
ميي توابع مثلثاتي بر حسب راديان سادهها فرمول مثال در فرمول طوربه. شوند تر بيان
xxگيري مشتق cos)(sin و اگر بر حسب راديان ميx، متغير′=  درجه بر حسبxباشد

xxباشد، آنگاه اين فرمول به صورت cos180)(sin π=′حال خود قضاوت.شود بازنويسي مي

 بيان شده است؟تر كدام يك سادهكنيد كه 
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: تعميم دادن هاي بدون پشتوانه)3-5

:خطاي جذر اويلر)3-5-1
ةي تعميم يافتها برخي از دانشجويان يك فرمول يا يك نماد از يك شاخة رياضي را در شاخه

به مثال. گيرندميكاربهها معناي آن فرمول يا نماد در آن شاخه در نظر گرفتنِ بدونِ،آن شاخه
: زير توجه كنيد

و ديگري منفي: هر عدد مثبت حقيقي دو ريشه دارد  كاربه فقط وقتيbنماد. يكي مثبت
كه گرفته مي و به معنيbشود . باشدمي»bريشه دوم نامنفي« يك عدد حقيقي مثبت باشد

ميكاربه نيزط براي اعداد مختلbنماد ط هر عدد مختلطاما در مورد اعداد مختل. شود برده

ميb دو ريشة دوم دارد كه هر دو را باbناصفر  درb بنابراين معناي نماد.دهند نمايش
و دنياي تعميم يافت عدم. يعني اعداد مختلط كاملاً متفاوت است؛آنةدنياي اعداد حقيقي

baabمثال فرمول طوربه. توجه به اين تفاوت ممكن است ايجاد مشكل كند براي=
و براي اعداد مختلط نادرست استbوaعداد حقيقي نامنفيا عدم توجه به اين. درست است

: رساند نكته ما را به تناقض زير مي

111)1()1(11 −=×=−×−=−×−== ii 
در در دوران نوجواني» لئونارد اويلر«رياضيدان بزرگ  1770 سال اش شبيه به همين اشتباه را

. در يك كتاب در زمينه تئوري اعداد مختلط، منتشر كرده است

.xxمشتق)3-5-2
.1:دهند چيست؟ برخي از دانشجويان با اعتقادي راسخ جواب ميxxمشتق −xxxو پس از

البته»! با خودش يكي استxxمشتق! چه جالب«: گويندميآنهااز تعداديxxساده كردن
:اين دانشجويان بعد از حدود يك نيم سال بايد به جواب درست زير برسند

)ln1()( xxxdx
d xx +=

ريشه اين اشتباه در اين است كه دانشجويان بدون در نظر گرفتن شرايط درستي فرمول مشتق

1)( −= kk kxxdx
dكه. سپارند، آن را به خاطر مي kدر حقيقت اين فرمول زماني درست است

و هر دو طرف آن تعريف شده باشند 2مثال اگر طوربه. يك مقدار ثابت بوده
1=kآنگاه ،
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فر. مثبت باشدxبايد  كند، اما شرايط درستي آن را بايد مد مول تغييري نميتوجه كنيد كه
.نظر داشت

و به آن اشاره نيز نميkبسياري از معلمان به شرط ثابت بودن زيرا. كنند اهميت چنداني نداده
كه) شود نوشته نميهمكه در هيچ جايي(در ذهن معلم اين سنت رايج   هموارهxوجود دارد

و در اينجا براي منظورهايxوkحروف. به معني يك ثابت استkبه معني يك متغير
ميكاربهمختلفي  ، درحاليكه باشدميمعلم رياضي در استفاده از زبان رياضي روان. شوند برده

د .انشجويان، زبان رياضي يك زبان خارجي استبراي اكثر

هاي ارائه شده زيرا در تمام مثال. باشد مهم نميkبه نظر اكثر دانشجويان شرط ثابت بودن
 ندارد، چرا وجودkموقعي كه هيچ امكان ديگري براي. يك مقدار ثابت استkبراي آنان

و شرط ثابت بودندانشجو را به خاطر بسپارد؟ اما حذف همينk بايد به خود زحمت داده
كه درست هم كند؛ زيرا او از اين فرمول در جايي شرط در آينده، دانشجو را دچار مشكل مي

:در واقع. كند نيست، استفاده مي

. شرايط درستي آن به خاطر سپردهر فرمول رياضي را بايد در كنار

، اين است كه براي اكثرها فرمولريشة عدم توجه دانشجويان به شرايط درستي شايد
و دانشجويان رويشوميدانشجويان، رياضيات يك زبان خارجي محسوب بهها فرمولد  كه

و به زبانها فرمولمعمولاً شرايط درستي.ندشومي، متمركزندتر نظرشان بيگانه غيررياضي
، استاز آنجاييكه جملات فارسي براي دانشجويان آشنا.دشوميبرحسب جملات فارسي بيان 

به. كنندميروي اين قسمت تمركز كمتري دليل ديگر اين است كه دانشجويان كارشناسي
و از لحاظ رياضي هنوز به اندازة كافي رشد نكرده كه تمركز روي محاسبات گرايش دارند اند

.و مجرد به سادگي فكر كنندنظريهاي باشند درباره ايدهقادر 
 نيست، بلكهxx برابرxxمعلمي در ابتداي نيم سال تحصيلي به دانشجويان گفت كه مشتق

)ln1(جواب صحيح xxx به+ و ن خاطر نشان كرد كه اين مسئله در امتحاآنها است
و در آنهااين موضوع را در حدود ده بار در طول ترم براي. ترم خواهد آمد پايان  تكرار كرد

با اين وجود تقريباً يك سوم. يادآوري كردآنهاآخرين جلسة درس نيز اين مسئله را به
حل كردند ازدانشجويان مسئله را در پايان هاي معلم سماجتعليرغمدليل اين كار. ترم اشتباه

بهي يادبرا و وفاداري آنهادادن اين موضوع  به فرمول اشتباهي است كه آنهاپافشاري
و يا اينكه آن را . اند يادگرفته و كامل ياد بگيريدطوربهبنابراين يا فرمولي را ياد نگيريد .صحيح
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:ي رايج ديگر در حسابانهاخطا)3-6

بي نتيجه)3-6-1 .نهايت گيري نادرست درباره
ازنه هاي مربوط به نامتبرخي مسئل مي» اهينحساب مقدماتي نامت«اهي، با استفاده . شوندحل

ميةاين امر برخي از دانشجويان را به اين نتيج هم اشتباه  مسائل مربوط به نامتناهيةرساند كه
مي»ها اهينحساب مقدماتي نامت«از .شوند حل

كهمياين است كه با كمي اغماض» حساب مقدماتي«يك مثال از 01توانيم بگوييم =∞.

01البته شايد بهتر باشد كه براي كمتر به اشتباه افتادن از نماد معناي. كنيم استفاده∞→

و آن را بر يك عدد بسيار  درست اين قانون اين است كه اگر شما يك عدد متناهي را بگيريد
ميبزرگ تقسيم كنيد، يك عدد بس ميطوربه. آيد يار نزديك به صفر به دست از مثال، توانيم

 و نتيجه بگيريم كه حد 2اين قاعده استفاده كنيم
3
xزمانيكه ∞→x،برابر با صفر است

∞بنابراين 
.برابر صفر است1

را. وضعيت كاملاً متفاوت است،∞−∞در مورد زيرا داراي يك جواب نيست، بنابراين آن
كه. ناميمميمبهم  بهرفع ابهام به اين معني ،آنو تعيين مقدار دقيق∞−∞ شكلهر مسئله

و تحليل جداگانه است مسائل متفاوتي از اين دست، جواب هاي متفاوتي. نيازمند يك آناليز

xxxمثال حد توابع طوربه. دارند −+2،xx 22و3− ]1[ xxx  به نهايتبي در+−

2«ترتيب برابر
∞مشابهطوربه. است» صفر«و» نهايتبي«،»1

0و∞
 مبهم∞−∞ نيز مانند0

و جداگانه براي هر مسئله هستند و نيازمند يك تحليل پيچيده .بوده

n حد كنندمياشتباه رايج ديگر دانشجويان اين است كه فكر
n)11(  برابرn→∞ زمانيكه+

111، داريمn→∞؛ زيرا زمانيكهباشدمييك →+ nو حدn1زمانيكه ∞→nبرابر يك 

كم كردن،اين گونه استدلال. باشد مي دو. تجربگي است ناشي از  ظاهرnشما مجبوريد تا با هر

nشده در
n)11(  نهايتبي به سمت زمانهما آنها هر دو زير. سروكار داشته باشيدزمان هم+

بيتوانيدمين. كنندميحركت نهايت ميل كند اين طور تجسم كنيد كه يكي از آن دو به سمت
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و مقدماتي براي محاسبة اين حد كارساز روش. ميل كندنهايتبيو سپس ديگري به هاي آسان
بهد كه مقداشوميتر ثابت هاي پيشرفته روشبه كمك. نيستند ر اين حد، عددي است كه

و يكي از ثابت718/2 هاي بسيار مهم در رياضيات است كه به عدد نپر معروف نزديك است
و با  .دشومينمايش داده»e«است

و موجب زحمت بسياري براي دانشجويان شده است00مسئله ديگر رد. است كه باعث نگراني
و يك تعريف دقيق براي آن نداريم00واقع كه. نيز مبهم بوده : توجه كنيد
كه)الف 10 يك عدد مثبت است، آنگاهxوقتي =x.

كه)ب 00 يك عدد مثبت است، آنگاهyوقتي =y.
در؛شود را به صفر ميل دهيم، حاصل برابر يك ميx)الف(حال اگر در y)ب( در حاليكه اگر

دو.دشوميرا به صفرميل دهيم، حاصل برابر صفر براي درك بهتر مسئله بهتر است مقادير تابع
طبيعي. كنيم محاسبه…,0,4،0,2،0,1،0,05،0,025ر كوچكي مانند را براي مقاديyxةمتغير

 از سمت راست به صفر ميل كنند، مي زمانهم هر دوyوx، زماني كه00است براي تعريف
در!ا اين حد وجود نداردام. استفاده نمودyxتوان از حد تابع زيرا روي مسيرهاي مختلف

xyمثال، روي مسيرطوربه. آيد صفحه مختصات، مقادير متفاوتي براي آن به دست مي  در=
xxxصفحه، به كمك فرمول ex ln=و كه براي تمام مقادير حقيقي مثبت برقرار است

مي قاعكارگيريبه با همچنين »يك«در صفر برابرxxشود كه حد راست ده هوپيتال نتيجه
.است

.ها سريمشكلاتي با)3-6-2
كهها سريبيشترين اشتباه دانشجويان در مورد ,,...,اگر«: اين است 321 aaa«يك دنباله

321...، آنگاه سري باشدهمگرا به صفر  +++ aaaمي نيز باشد؛ اگر چه عكس اين همگرا
يي كه آنهاها مثالشايد ريشه اين اشتباه در اين است كه در اكثر. حكم همواره برقرار است

حكم ترين ساده. اند، اين حكم درست است ديده ، يعني سري هارمونيك،مثال نقض براي اين

3...سري
1

2
11 .دشومياي استفاده يات پيشرفتهن از رياضآ است كه در اثبات واگرايي+++

مييها ها مانند جمع مشكل ديگر دانشجويان اين است كه با سري فرض. كنند متناهي برخورد
∑كنيم naمي. يك سري عددي باشد nnدهيم قرار aaaS +++= L21:.حال اگر

∑ سريگوييم همگرا باشد، ميnSدنباله  naبرخي از دانشجويان سري با جملة. همگراست
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nعمومي
na )1(: كه.كنند را همگرا تلقي مي=−  توجيه آنان اين است

0)11()11(
0

=+−+−=∑
=

L
n

na.در اين مثال داريم:




+=
=

= 120
21
kn
knSn

. نيز همگرا نيستو اين دنباله همگرا نيست، بنابراين سري مذكور

. نادرست از ثابت انتگرال در نظر نگرفتن يا استفاده)3-6-3
 موجب سر در گمي بسياري از دانشجويان،در انتگرال نامعين يك تابع» گيري ثابت انتگرال«

∫زيرا در نماد. شود مي dxxf  در واقع عبارتي شبيه به.شود اي به آن نمي اشاره)(

cxx ++ 53 453 از قبيل،براي نمايش يك دسته نامتناهي از توابع2 2 ++ xx،
953 2 −+ xx56 برابرآنها كه مشتق همة رودميكاربه ...و +xاست .

درم چندين انتگرال نامعينِگيريِ مشكل ديگر اين است كه در يك مسئله، ثابت انتگرال وجود
مي»c«آن مسئله را با يك حرف   بايد،ها ثابتدرحاليكه براي مشخص كردن. دهيم نمايش

با يك مثال اهميت اين. استفاده نمود...و1c،2c از نمادهاي متمايز مثل آنهابراي هر يك از
ترين شكل آن، به صورت گيري جزء به جزء در كوتاه فرمول انتگرال. ازيمس نكته را روشن مي

:دشوميزير بيان 

∫ ∫−= udvuvudv 

:و با جزئيات بيشتر عبارت است از

∫ ∫ ′−=′ dxxvxuxvxudxxvxu )()()()()()(

xxuحال فرض كنيد 1)( xxvو= : بالا داريم، با جايگذاري اين توابع در فرمول)(=

∫∫ −−= ))()(1())(1()1)(1( 2 dxxxxxdxx
:و در نتيجه

∫ ∫+= dxxdxx
111



79م؟مرتكب چه اشتباهاتي نشوي:ومسفصل

∫حال با حذف كردن dxx
01 به تناقضبالا از دو طرف تساوي1 چطور ممكن !! رسيم مي=

كه،است اين اتفاق بيفتد؟؟ با دقت بيشتر ∫ متوجه خواهيد شد dxx
 در دو طرف تساوي1

به2cو1cيها ثابتدر واقع تساوي آخر، با انتخاب مقادير مناسب براي. آخر، يكسان نيست
:صورت زير است

21 ln1ln cxcx ++=+

1lnبه بيان ديگر، دو عبارت cx 2ln1و+ cx  توابعي منحصر به فرد را نمايش++
:نددهميند، بلكه هر يك، مجموعه اي از توابع را نمايشدهمين

1lnعبارت) الف cx ميدهمي را نشانx مجموعه همه توابعي بر حسب+ باد كه توانند

اxlnشروع از تابع  . به دست آيند1cضافه كردن يك ثابت مانندو سپس با

2ln1عبارت)ب cx ميدهمي را نشانx مجموعه همه توابعي بر حسب++ باد كه توانند

21و سپس با اضافه كردن يك ثابت مانندxlnشروع از تابع  c+به دست آيند .
 را تعيينxعليرغم ظاهر متفاوت، اين دو عبارت در واقع يك مجموعه توابع يكسان بر حسب

در. كنند مي 112قرار دهيم)ب(كافي است −= cc121قرار دهيم)الف(و يا در += cc.
.اي با هم برابر مي باشند عبارت از لحاظ مجموعهبه بيان ديگر، اين دو

∫ از رابطه درست،از دانشجويان در انتگرال معينديگر برخي ∫+= dxxdxx
 شروع111

∫∫و به رابطه نادرست كنند مي +=
b

a

b

a
dxxdxx

ريشه اين اشتباه در اين است. رسند مي111

به گرالگيري جزء به جزء براي انت كه فرمول انتگرال :صورت استاين هاي معين

∫ ∫ ′−−=′b
a

b
a

dxxvxuavaubvbudxxvxu )()()()()()()()(
)()(به بيان ديگر xvxuدر گذر از نامعين به معين با )()()()( avaubvbu  جايگزين−

xxuحال با قرار دادن.دشو مي 1)( xxvو= : در فرمول بالا خواهيم داشت)(=

dxxxaabbdxx
b
a

b
a

))(1())(1())(1()1)(1( 2∫∫ −−−=

]كه با فرض اينكه صفر متعلق به بازه ]ba,دشومي نباشد، به تساوي بديهي زير تبديل:
)lnln(11lnln abab +−−−=−
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.ها سيلنديفرا ننوشتن كامل)3-6-4
و هم در انتگرال اين مورد، هم در مشتق مي گيري  ننوشتن كامل«. شود گيري ظاهر

و«شباهت زيادي به بحث»هايلسنديفرا دارد كه قبلاً در همين» نديدن پرانتزها ننوشتن
و ريشه هر دو، و نمادفصل در مورد آن بحث كرديم و ناقص است نگارش .گذاري نامرتب

و در ابتداي آموزش مشتق گيري به دانشجويان، آنان همواره نسبت به متغيري مشابه
. شود يكه نيازي به بيان آن متغير احساس نميبطور. گيرند مشتق ميxمعمول بر حسب طور به

xfy)(نمادهاي معمول براي مشتق تابع dx: عبارتند از=
dy ،Dy،y′و)(xf در واقع.′

xfdx)(داريم 
dy dxxfdy، بنابراين=′ )(′=.

xfdy)(نماد اشتباه  به دست آمده، ممكن است در ذهن دانشجو تفاوت dxكه با حذف=′
و بند و اين حذف بي قيد او به صورتچنداني ايجاد نكند اما بعدها. درآيد يك عادت براي

شدهمين عا مي توان با ملزم كردن دانشجويان. دت بد موجب بروز مشكلات فراواني خواهد

dxمبتدي به استفاده از نماد 
dyگيري نمود براي مشتق، از مشكلات آتي پيش.

زماني. كندمياي خود را بهتر آشكار مشكل نمادگذاري نامناسب براي مشتق، در قاعده زنجيره
و اين دوu نسبت بهyچيست؟ مشتقx نسبت بهyمشتق«: از قبيلكه سؤالاتي  چيست؟

دانشجوياني كه به تفاوت قائل نشدن.ندشوميمطرح» ند؟شوميمشتق چگونه به هم مربوط

dxبين 
dy وdu

dyشد اند، در درك قاعده زنجيره عادت كرده . اي دچار مشكلات فراواني خواهند

ها خواهد شد كه همان قاعدهر قاعده تغيير متغير در انتگرالدهمين امر باعث بروز مشكلاتي
 در جدول طور مثال،به. ها تبديل شده است اي است كه به يك قاعده در مورد انتگرال زنجيره

: زير ليستي از اشتباهات دانشجويان در امتحانات ارائه شده است

 مسئله جواب اشتباه جواب درست
cx +)arctan( cx ++ )1ln( 2∫ + 21 x

dx 

cx +− −2
2
1cx +)ln( 3∫ 3x

dx 

cxx ++ |tansec|lncx +)ln(cos ∫ x
dx

cos
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cxx +− 2sin4
1

2
1cx +3sin3

1∫ xdx2sin 

 دلايل اين اشتباهات چيست؟

∫ل درست براي سه مسئله اول، دانشجويان از فرمو) الف += cuduu ||ln1طور نادرست به

آن. اند استفاده كرده به زيرا ∫ صورت نادرست را += cuu ||ln1اند يادگرفته .

21عبارت xu 3xuيا =+ xu يا= cos=و سه جواب نادرست  را داخل فرمول قرار داده

∫عبارات. اندت آوردهدس به duu
∫و1 dxu

و اگر هر دوي1  را آنها معاني بسيار متفاوتي دارند،

∫به شكل u1شدآنها بنويسيد، در مورد . دچار اشتباه خواهيد

:مسيشايد بهتر باشد اين فرمول را به صورت طولاني اما دقيق زير بنوي

∫ +=
′ cxudxxu
xu |)(|ln)(
)(

cuduuبراي مسئله آخر، دانشجويان قصد دارند كه از فرمول درست)ب +=∫ 32
3
1

آن. استفاده كنند cuuرا به صورت نادرست اما +=∫ 32
3
و در نتيجه به خاطر سپرده1 اند

∫عبارات. اند به جواب اشتباه رسيده duu2و∫ dxu . معاني بسيار متفاوتي دارند2

با»(«همانطوريكه در هر عبارت رياضي بايد هر پرانتز باز باشد،»)«يك پرانتز بسته متناظر

يا»dx«نيز بايد يك علامت ديفرانسيل از قبيل»∫«همراه با يك علامت انتگرال  ،»du «

∫عبارت. شود بردهكار به u1و بي و بايد از آن پرهيز نمود غير متعادل، مبهم .معني است

21در ضمن با تغيير متغير xu ∫ در=+ duu
∫ به انتگرال1 dxu

x2رسيم كه كاملاً مي 

∫متفاوت از dxu
. است1
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∫برخي از دانشجويان در اين كه آيا نكته ديگر اينكه، duu
cu بايد1 +||lnو يا

cu +)ln(انتگرال. شوند باشد، دچار اشتباه مي∫ duu
cu همواره با1 +||lnا. برابر استام

ترين يمان را به سادهها جوابدهيم بايد به اين نكته توجه داشت كه در رياضيات ترجيح مي
و گاهي روي اين موضوع پافشاري هم مي به ياد آوريد كه در دوران. كنيمشكل ممكن بنويسيم

را ابتدايي از ما خواسته مي و يا تفريق كسرها اشد تا جواب جمع حال. ساده كنيممكان تا حد

∫كند، آنگاه فقط مقادير مثبت را اختيار ميuاگر بدانيم تابع duu
به را مي1 توانيم

cuصورت +)ln(مي. بنويسيم توان در صورت نياز، دامنه البته گاهي اوقات به دليل اينكه
را را كوچكتر كرد بهuتعريف تابع طوريكه فقط مقادير مثبت را اختيار كند، علامت قدر مطلق

و هم مقادير منفي را اختيار كند، آنگاهuاما اگر.ميكن حذف مي ∫ هم مقادير مثبت duu
 را1

cu به صورت بايد +||lnبنويسيم .

و مجموعه گزارهجبربيست خطاي دانشجويان در)3-7 .ها ها

و نمادين جملات شرطي-1 .اشتباه در بيان رياضي
ا »يا« كلمه كارگيريبهمثال مشكلاتي در نحوه طوربه.ن نوع وجود دارندياشتباهات زيادي از

قا» الجمعهياي مانع«و» ياي فاصل«مطمئن شويد كه بين. وجود دارد علي. ايد ئل شدهتفاوت
و هم محمد آمدند، اشكالي ندارد اما در ياي مانعه الجمع. يا محمد بيايد، يعني اگر هم علي

و يا فقط محمد بايد بيايد باشد، مگرمي» ياي فاصل«به صورت»يا«اغلب كاربرد. فقط علي
. آنكه خلاف آن ذكر شود

ق-2 وانين دمورگان، يعني اشتباهي نقيض كردن جملات مركب بدون استفاده از
)(اينكه  QP QPمنطقي با طوربه را¬∨ و يا اينكه¬∨¬ هم ارز گرفتن

)( QP QPمنطقي با طوربه را¬∨ . هم ارز گرفتن¬∨¬
ميعل«مثال اگر جملة طور به مي امروز شطرنج بازي غلط باشد، آنگاه» روديكند يا به پارك
و به پارك نمي شطرنج بازي نميعلي« بنابراين. درست خواهد بود» رود كند
)( QP QPمنطقي با طور به¬∨ و هم ارز مي¬∧¬ )( همچنينباشد QP ∧¬
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QPمنطقي هم ارز با طور به ما ين اشتباه نمونها. باشد مي¬∨¬ اي از اين مطلب است كه
.كنيم كه هر عملي روي هر عمل ديگري خاصيت بخشي دارد فرض مي

به اشتباهي متمم گرفتن از مجموعه-3 ها بدون استفاده از قوانين دمورگان يعني
cccاشتباه روابط BABA UU cccو)(= BABA II  را درست فرض)(=

.كنيم مي
مي اشتباه نيز نمونهاين كنيم هر عملي روي هر عمل اي ديگر از اين مطلب است كه ما فرض

م اينجا فرض كرده. شود ديگري پخش مي ) يا اجتماع(گيري روي اشتراك تممايم كه عمل
.شود پخش مي

))()((اشتباه در بيان نمادي عبارت-4 xBxAx ))()((به صورت∃∧ xBxAx →∃.
از».وجود دارد يك عدد زوج كه اول باشد«وان مثال بيان نمادين جمله به عن عبارت است

))()(( xPxEx ))()((و نه∃∧ xPxEx و» زوج استx«يعنيxE)( كه در آن∃→
)(xPيعني»xمي.»استاول با به عنوان يك قاعده توان گفت معمولاً سورهاي وجودي

مي تركيب .باشند هاي عطفي همراه

))()((اشتباه در بيان نمادي عبارت-5 xBxAx ))()(( به صورت∀→ xBxAx ∧∀.
از».هر عدد فردي اول است«به عنوان مثال بيان نمادين جملة  عبارت است

))()(( xPxOx ))()((نهو∀→ xPxOx » فرد استx«يعنيxO)( كه در آن∀∧
مي.»اول استx«يعنيxP)(و با به عنوان يك قاعده توان گفت معمولاً سورهاي عمومي

مي تركيب .ندباش هاي شرطي همراه

هاي سوردار به ويژه در بيان عدم توانايي در تغيير سورها در نقيض كردن گزاره-6
.آنهافارسي 

ها جگر بعضي گربه«، گزارة».ها جگر دوست دارند بعضي گربه«مثال، نقيض گزارة طور به
از. باشد نمي».دوست ندارند يا».ها جگر دوست ندارند همة گربه«بلكه نقيض آن عبارت است

.»اي نيست كه جگر دوست داشته باشد هيچ گربه«

و مفهوم مجموعه وقتي كه بـا مجموعـه تـواني يـك-7  اشتباه گرفتن مفهوم عضو
.كنيممي مجموعه كار

اي شود، عبارت است از مجموعه نمايش داده ميSP)( كه با نمادSمجموعة تواني مجموعه
SP)(از عضويA باشد آنگاهS يك زير مجموعهA اگر.Sهاي متشكل از تمام زيرمجموعه
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},{مثال اگر طوربه. است rpS } باشد آنگاه= } Srp }و,⊇ } )(, SPrp و از طرف∋
}ديگر } )(, SPrp }و⊅ } Srp كه.,∌ .SP∈φ)(اماS∉φهمچنين توجه كنيد

}نمايش دادن مجموعه تهي به صورت-8 }φ.
}يك دليل براي اينكه }φست كه اين مجموعه يك عضو دارداتواند مجموعه تهي باشد اين نمي .

}ازاست نمادگذاري صحيح براي مجموعه تهي عبارت . باشدمياي بدون عضو مجموعه كهφيا{

و تفاضل مجموعه-9 .ها حذف اشتباه پرانتزها در عبارت شامل اجتماع اشتراك
CBAاگر يك ترتيب براي عملگرها در نظر نگرفته باشيم، آنگاه عبارتي مانند UI مبهم

ب مي.ودخواهد CBAتواند به معناي زيرا UI )(و يا به معناي)( CBA UIباشد كه 
به. كاملاً با هم متفاوتند بنابراين قرار دادن پرانتزها در مكان مناسب، در انتقال مقصود شما

.باشد خوانندگان امري مهم مي

. زوج مرتبيا مفهوم عضووعمفهوم تاب تشخيص تفاوت بين عدم توانايي-10
BAfنماد A است كه بايد روي هر يك از اعضاي قاعده يك فرايند يا يكfيعني:→

و نت } تابعي ازfمثال اگرطوربه. باشدBازعضوي،جه در هر بارياعمال شود به اعداد3,2,1{
)(2طبيعي با ضابطه xxf كها فرf آنگاهباشد،= به1يندي است به1،2 را به3و4 را 9را

. باشد نمي)3و9(و يا حتي زوج مرتب9 عددfبنابراين تابع. برد مي

يك اثباتعدم بررسي دقيق تعاريف-11 . به هنگام ارائه
 آنگاه،پذيري اعداد صحيح اثبات كنيم به عنوان مثال اگر بخواهم مطلبي را در مورد رابطه بخش

از مهم است كه معناي اين رابطه به درستي در .اثبات استفاده شود يك يا چند مرحله

 از اعضاي عالم سخن را اهي يا نامتنبراي تعدادي متناهيxP)(به اشتباه درستي-12
.در نظر گرفتن∀xPx)(مبني بر اثبات درستي گزاره

 يك عددaدراين صورت اگر». كوچكتر است2 ازx«: عبارت باشد ازxP)(فرض كنيد
 به ازايxP)(نماي بنابراين گزاره. درست استaP)( باشد، آنگاه2حقيقي كوچكتر از

 نادرست است، زيرا∀∋xPRIx)(اما گزارة. باشد نامتناهي عدد حقيقي درست مي
. نادرست استP)3(مثال طور به

مي براي روشن اي چندجمله. آوريم تر شدن موضوع، يك مثال ديگر
)()2)(1()( mxxxxf −−−= Lآن را در نظر بگيريد و فرض كنيدm=610كه در
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)(nPعبارت باشد از :»nيك ريشة)(xfدر اين صورت». است)(nPبراي يك ميليون
3,2,1,,610 طبيعي نخست، يعنيعدد Lاولين عدد طبيعي. درست استnكه به ازاي آن 

)(nPيكون يك ميليباشد، عدد نادرست مي ! استو

يك مثال خاص به تمامي-13 يك ويژگي خاص در .هاو حالتها مثالتعميم دادن
كهميدمثال فرض كنيطور به 8 بر2xةماند باقيx به ازاي هر عدد صحيحخواهيم ثابت كنيم

12اگر با فرض. باشد همواره برابر يك مي += nxبه ازاي يك عدد صحيح nاثبات را شروع 
و حكم را در اين حالت به اث  آنگاه حكم اصلي را فقط براي اعداد فرد ثابت،بات برسانيمكنيم

و اثبات ناقص است كرده براي تكميل اثبات بايد حكم را براي اعداد زوج نيز به اثبات. ايم
برقراري حكم براي اعداد فرد به برقراري حكم براي تمام اعداد صحيح قابل تعميم. برسانيم

.ه اثبات براي اعداد زوج باشد اگرچه ممكن است الهام بخش ايد.نيست

. رياضياستقرافراموش كردن مرحله پايه-14
تشي استقرا به كمك∀∋nPNIn)(اثبات گزاره :ل شده استكلّي رياضي از دو مرحله
]و مرحله استقراP)1( استقرامرحله پايه ])1()( +→∈∀ nPnPNIn.مثال اگر طوربه

∀∋=+1ثابت كنيمم با استقرابخواهي nnNInزيرا.برقرار است استقرا ،آنگاه مرحله
=+1اگر nn21 آنگاه +=+ nn.مي و علت اين امر اما به وضوح حكم بالا نادرست باشد

111 برقرار نيست زيرا استقرادر واقع اين است كه پايه  +≠.

. در يك اثبات استقراييnP)(اي بندي با تابع گزاره اشتباه گرفتن جمع-15

2مثال در اثبات اتحاد طور به
)1(...21 +=+++∈∀ nnnNInاستقرا به كمك ،

)(nPباشد نه فقط سمت چپ اين معادلهكل معادله مي.

)1(نوشتن نادرست- 16 +nPيك اثبات استقرايي . در
)1( معمولاً براي نوشتن،بندي شده باشد صريح فرمولطور بهnP)(هرگاه +nPكافي است 

:مثال اگرطوربه. جايگزين كنيمn+1 را باn،وار ماشين
)1(242:)( +=+++ nnnnP L

)1(باشد، آنگاه +nPازخواهد بود عبارت:
)2)(1()1(242 ++=++++ nnnL
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در محاسبات جبري شدن، به ويژه در ساده كردن عبارتدرمرتكب اشتباه-17 ها
.يك اثبات استقرائي

nnnمثال ممكن است از تساوي طور به 2222 و يا براي ساده كرد+= ن استفاده كنيد
23 )1(5)1( +++ nnتك . تك جملات استفاده كنيد به جاي فاكتورگيري از بسط دادن

 بايد به دقت محاسبات جبري، دچار مشكل هستيد استقراهرگاه احساس كرديد كه در مرحله
. خود را مجدداً بررسي كنيد

يك بار به خاطر-18 و شمولكارگيريبه عدم شمارش بيش از . اصل رد
دامثاطور به و26شگاهينل اگر در يك  دانشجوي رياضي كاربردي وجود34 دانشجوي كامپيوتر

مي،داشته باشند خوانند آنگاه تعداد دانشجويان اين دانشگاه كه كامپيوتر يا رياضي كابردي
 كامپيوترة در دو رشتزمانهمزيرا ممكن است برخي از دانشجويان. باشد دانشجو نمي60لزوماً 
 آوردن تعداد صحيح بايد تعداد دستبهبراي.ي كاربردي مشغول به تحصيل باشند رياضةو رشت

و رشتة در رشتزمانهمكهرادانشجوياني به تحصيل رياضي كاربردي مشغولة كامپيوتر
. كم نمود60از،باشند مي
و نداشتن معياري براي پرهيز از اين امر-19 .عدم توجه به شمارش بيش از يك بار

را مثال اگر بخواهيم تعداد دست دادنرطو به هاي افراد حاضر در يك جلسه به هنگام سلام دادن
يك. شود بشماريم بايد توجه داشته باشيم كه هر دست دادني دوبار حساب مي يك بار براي هر

بر. از دو طرف دست دهنده . تقسيم كنيم2بنابراين در نهايت بايد تعداد به دست آمده را

و شمولاشتبا-20 و منفي در فرمول اصل رد .ه كردن درعلامت هاي مثبت
تغ ها با زياد شدن تعداد مجموعه توجه داشته باشيد كه علامت يريهاي مورد بحث بيشتر

:نندك مي

CBACBCABACBACBA
BABABA

IIIIUU
IU

+−−−−++=

−+=



 فصل چهارم

 عمومياترياضيوMaple نرم افزار



از آن سال تاكنون. به دنيا معرفي كرد1980را دانشگاه واترلو در سال) Maple(فزار مِيپِل نرم
مي. افزار در حال گسترش است اين نرم توان در سايت زير دريافت اطلاعات راجع به ميپل را
: كرد

com.maplesoft.www
تر استفاده كنيد، هاي پايين اگر از نسخه. تنظيم شده است5/9س مِيپِل نسخة اين فصل، بر اسا

را ممكن است بعضي از دستوراتي كه در اين جا به آنها اشاره شده است، كاركرد مورد نظر
.كند هاي بالاتر چنين مشكلي بروز پيدا نمي اما در نسخه. نداشته باشد
عد در اين نرم ميافزار علاوه بر محاسبات خانوادة بزرگي. گيرد دي، محاسبات نمادي نيز صورت

بعدي-3و2تسهيلات گرافيكي. نويسي در ميپل را آسان كرده است برنامه،اي از توابع كتابخانه
وي،اند افزار در نظر گرفته شده در اين نرم و بيان هاي نموداري توابع بسيار ژگي كه براي تشريح
. باشند كارآمد مي
ااين فصل، معرفي مختصر ميپل هدف ما در يس رياضيات عمومي هاي آن در تدردرائه كاربرو

براي. البته در ميپل براي آموزش رياضيات عمومي تمهيداتي در نظر گرفته شده است. است
و سپس گزينة Tutors گزينة Toolsهاي آموزشيِ ميپل، در پنجره استفاده از اين نكته

Calculus-single Variable انتخاب كنيد را .

و توابع رياضي در ميپل)4-1 :اعمال جبري

و به توان به ترتيب براي عمل^و/،*،-،+نمادهاي هاي جمع، تفريق، ضرب، تقسيم

مي رساندن به 6547به طور مثال براي محاسبه عبارت عددي. شوند كار برده
2 2  بايد+−×

ز : ير را وارد كنيمدستور
> 2/7+4^2-5*6;

-96
7
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در»;« براي اينكه نتيجة محاسباتِ يك دستور، نمايش داده شود در انتهاي آن از علامت و
در انتهاي آن استفاده»:« صورتيكه نيازي به نمايش نتيجة محاسبات نباشد از علامت

تا. كنيم مي  شود، از دستور زير استفاده رقم اعشار نمايش داده10براي اينكه حاصل محاسبه
: كنيم مي

> evalf(2/7+4^2-5*6); 
-13.71428571  

: رقم اعشاري نياز داشته باشيم، بايد دستور زير را وارد كنيم20اگر مثلاً به
> Digits:=20:
> evalf(2/7+4^2-5*6); 

-13.714285714285714286  
و نمادهاي مهم رياضي از قبيل ثابت ، Piبه ترتيب به صورت∞و−π،e،1ها

)1exp(،Iوinfinity به طور مثال براي نمايش عدد. شوند نمايش داده ميe)تا) عدد اويلر
مي رقم اعشار دستور10 : كنيم زير را وارد

> evalf(exp(1));
2.718281828  

iبراي محاسبه عدد مختلط
i

43
62

−
: كنيم دستور زير را وارد مي+

> (2+6*I)/(3-4*I); 
- 18

25 + 26
25 I

:برخي از توابع معروف رياضي در ميپل
 exp نمايي

 ln لگاريتم طبيعي
 abs قدر مطلق
 sqrt جذر نامنفي
 factorial فاكتوريل

cot,tan,cos,sin وابع مثلثاتيت
 arccot,arctan ,arcos,arcsin معكوس توابع مثلثاتي
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 coth,tanh,cosh,sinh توابع مثلثاتي هذلولوي
,arcsinh,arccosh معكوس توابع مثلثاتي هذلولوي

arctanh,arccoth 
مي simplifyبراي ساده كردن نتيجه محاسبات نمادي، از دستور به طور. نيمك استفاده

sin)(cos)(مثال براي محاسبه عبارت مثلثاتي  22 xx مي+ : كنيم، دستور زير را وارد

> simplify(sin(x)^2+cos(x)^2);
1

:هاي زير توجه كنيد به مثال
> simplify(tan(x)*cot(x)); 

1
> simplify(tan(x)+cot(x)); 

1
cos x( ) sin x( )

مي=:متغير از علامت در ميپل براي اختصاص دادن مقدار خاص به يك (كنيم استفاده توجه.
ازx به متغير5براي تخصيص مقدار). نبايد قرار دهيم=و:اي بين كنيد كه هيچ فاصله
: كنيم دستور زير استفاده مي

> x:=5;
x := 5  

: در اين صورت خواهيم داشت
> (2*x+7)^2;

289  
و يا مقد  اختصاص ندهيم، مقدار قبليx جديدي به متغيرارتا زمانيكه ميپل خاموش نشود

براي حذف مقدار اختصاص يافته به اين متغير، از دستور زير. براي آن در نظر گرفته خواهد شد
: كنيم استفاده مي

> x:='x'; 
x := x

خط. ديگر هيچ مقدار خاصي نداردxبدين ترتيب  را قبلبه طور مثال اگر دستور آمده در دو
:م رسيدتكرار كنيم، به نتيجة زير خواهي

> (2*x+7)^2;
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2 x + 7( )2

و توابع در ميپل جبر مجموعه)4-2 :ها

مي براي معرفي مجموعه  به طور مثال براي معرفي.كنيم ها در ميپل از علامت آكولاد استفاده
:كنيم به ترتيب زير عمل ميBوAدو مجموعه

> A:={2،4،6،8}; 
A := 2, 4, 6, 8{ }  

> B:={1،3،5،7،9،6};
B := 1, 3, 5, 6, 7, 9{ }  

:كنيم از دستور زير استفاده ميAمجموعهدر3براي بررسي عضويت
> member(3,A);

false  
كهfalseخروجي . نيستAمجموعه عضو3 به اين معناست

: آيد اجتماع اين دو مجموعه با دستور زير به دست مي
> A union B; 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9{ }  
ميو بر : كنيم اي يافتن اشتراك آنها دستور زير را وارد

> A intersect B; 
6{ }

:كنيم براي يافتن تفاضل آنها دستور زير را وارد مي
> A minus B; 

2, 4, 8{ }
مي يكي از قابليت به طور مثال اگر . باشد هاي مفيد ميپل، گرفتن كمك از خود ميپل

ها وجود دارد يا نه، كافي است مجموعه ونِرِبخواهيم بدانيم كه آيا در ميپل مطلبي دربارة نمودا
: دستور زير را وارد كنيم

> ? Venn 
در اين صورت تمام اطلاعاتي كه در ميپل در مورد نمودار ون موجود است، نمايش داده

مي. شود مي را حال و مناسب خودمان توانيم از بين اين اطلاعات ارائه شده، مطلب مورد نياز
و به كا .ر بگيريمپيدا كنيم

ميمقابلاست يا نه، توسط دستورBزيرمجموعهAآيا <:شود بررسي A subset B;  
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false
 

كه falseخروجي : به مثال زير نيز توجه كنيد. نيستBزيرمجموعهAبه اين معناست

> {1،2،3} subset {1،2،3،4};
true  

)()( يعنيBوAبراي پيدا كردن تفاضل متقارن ABBA −− Uتوانيم از دستور زير مي
<: استفاده كنيم (A minus B) union (B minus A); 

1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9{ }  
)(2اگر بخواهيم تابع xxf  را بهfعمل كند، ابتدا تابعA روي تمام اعضاي مجموعه=

:كنيم صورت زير تعريف مي
> f:=x->x^2;

f := x ® x 2

:كنيم سپس دستور زير را وارد مي
> map(f,A); 

4, 16, 36, 64{ }
بهf(5) دستورx=5در يك نقطه خاص مانندfبراي محاسبه تابع مي را .بريم كار

)(2اگر تابع += xxgرا به صورت زير تعريف كنيم:
> g:=x->x+2;

g := x ® x + 2
)())((، يعنيgو تابعfدر اين صورت تركيب تابع xgfxgf =oبه صورت زير 

: شود محاسبه مي
> f(g(x)); 

x + 2( )2

:همچنين داريم
> g(f(x)); 

x 2 + 2
: كنيم دستور زير را وارد ميfتابعنمودار براي رسم

> plot(f(x),x=-1..1):
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:اعداد مختلط در ميپل)4-3
izبراي معرفي عدد مختلط : كنيم از دستور زير استفاده مي=−53

> z:=3+5*I;
z := 3 + 5 I

و به Im(z)وRe(z)هاي به ترتيب با دستورzعدد مختلط موهومي قسمت حقيقي
: كنيم دستور زير را وارد ميzبراي محاسبه مزدوج. آيندميدست 

> conjugate(3+5*I); 
3 - 5 I

مي يا اندازهو براي محاسبه طول : كنيم آن از دستور زير استفاده
> abs(z); 

34  
ميpolar(z)براي تبديل اين عدد مختلط به صورت قطبي از دستور . كنيم استفاده

 : ها در ميپلاي جبر چندجمله)4-4

)(155هاياي چندجمله 23 −+−= xxxxh45و)( 2 +−= xxxgمي : گيريم را در نظر
> h:=x^3-5*x^2+5*x-1:
> g:=x^2-5*x+4:

و تقسيم اين دو چندجمله، حاصلدر اين صورت مجموع، تفاضل با ضرب اي به ترتيب
ميh/gوh+g ،h-g،h*gدستورهاي   ازhاي براي تجزيه چندجمله. آيند به دست

:كنيم دستور زير استفاده مي
> factor(h); 

 

:كنيممي دستور زير را واردhاي چندجملهبراي يافتن صفرهاي
> solve(h=0,x); 

1, 2 + 3 , 2 - 3
 رقم اعشار داشته باشيم، به طريق زير10اگر بخواهيم تقريبي از صفرهاي به دست آمده، تا

: كنيم عمل مي

x - 1( ) x 2 - 4 x + 1( )
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> fsolve(h=0,x); 
0.2679491924, 1.000000000, 3.732050808  

:حد در ميپل)4-5
xfy)(براي محاسبة حد تابع ax در=  limit(f(x),x=a) از دستور=

: هاي زير توجه كنيد به مثال. شود استفاده مي
> limit(tan(x)/x,x=0); 

1
> limit((2*x^3+x)/(x^3+2*x+1),x=infinity); 

2
> limit(exp(x),x=-infinity); 

0
> limit(1/(x-1),x=1);

undefined  
 : طرفه حدهاي يك

اضleftو براي محاسبة حد چپ شرط right براي محاسبة حد راست شرط . افه كنيم را بايد
: به طور مثال

> limit(1/(x-1),x=1,right); 
∞

> limit(1/(x-1),x=1,left); 
∞−

)(][حد چپ تابع xxxf :آيد به صورت زير به دست ميx=0 در=−

> limit(x-floor(x),x=0, left); 
1

ازو حد را : ست آن عبارت است
> limit(x-floor(x),x=0, right); 

0
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)(][تابعبنابراين xxxf به اين موضوع را توانيمميالبته. باشد پيوسته نميx=0در=−
: بهتر درك كنيم−]1,1[كمك رسم نمودار تابع در فاصله

> plot(x-floor(x),x=-1..1);

:بررسي پيوستگي تابع)4-6
xfy)(براي بررسي پيوستگي تابع ],[ در فاصلة= baاز دستور iscont(f(x),x=a..b) 

:به طور مثال. كنيم استفاده مي
> iscont(1/x,x=1..2);

true
 

xxfاما تابع 1)( : پيوسته نيست−]2,1[ روي بازة=

> iscont(1/x,x=-1..2);
false  

:مشتق در ميپل)4-7
xfy)(براي محاسبة مشتق تابع ميdiff(f(x),x) از دستور= به. كنيم استفاده

: هاي زير توجه كنيد مثال
> diff(sin(x)*x^4,x); 

cos x( ) x 4 + 4 sin x( ) x 3

:كنيم براي محاسبة مشتق دوم به صورت زير عمل مي
> diff(sin(x)*x^4,x,x); 
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-sin x( ) x 4 + 8 cos x( ) x 3 + 12 sin x( ) x 2

: اگر مشتق پنجم را بخواهيم، بايد به صورت زير عمل كنيم
> diff(sin(x)*x^4,x 5);

cos x( ) x 4 + 20 sin x( ) x 3 - 120 cos x( ) x 2 - 240 sin x( ) x + 120 cos x( )
xxxfمشتق از)(= : عبارت است

> diff(x^(x),x); 
x x ln x( ) + 1( )  

)()arctan(براي محاسبة مشتق xxf به به كمك تعريف، ميx=1 در=  صورت توانيم
: زير عمل كنيم

> limit((arctan(x)-arctan(1))/(x-1),x=1);
1
2

:البته روش ديگر عبارت است از
> diff(arctan(x),x); 

1
1 + x 2

> subs(x=1,%); 
1
2

يعني دستور. شودمياستفاده) درصد(% علامتازبراي ارجاع به نتيجة دستور يك خط قبل، در ميپل
subs(x=1,%)با جا معادل است در اينsubs(x=1,diff(arctan(x),x)) .

آنتعيين)4-8 و نزولي بودن تابع به كمك مشتق  : صعودي

xfy)(فرض كنيد مشتق تابع )()( بناميم؛ يعنيxg)( را تابع= xfxg براي.=′
xfy)(اي كه تابع تعيين ناحيه )(0صعودي است بايد نامعادلة در آن= >′ xfرا حل 

ميsolve(g(x)>0,x)براي اين منظور دستور. كنيم به طور مشابه براي. كنيم را وارد
xfy)(اي كه تابع تعيين ناحيه )(0 در آن نزولي است بايد نامعادلة= <′ xfرا حل كنيم .

ا ميsolve(g(x)<0,x)ين منظور نيز دستوربراي به طور مثال جهت. كنيم را وارد
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xxxxfتغييرات 93)( 23 تع=+− ميي را fكنيم كه تابعميمشخص كنيم؛ يعني ين
و در چه ناحيه درچه ناحيه .هايي نزولي است هايي صعودي

> f:=x^3+3*x^2-9*x;
f := x 3 + 3 x 2 - 9 x

> g:=diff(f,x); 
g := 3 x 2 + 6 x - 9

> solve(g>0,x); 
)),1((Re)),3(,(Re ∞−−∞ OpenalRangeOpenalRange  

),3()1,( در ناحيهfبنابراين تابع +∞−−∞ Uصعودي است .

> solve(g<0); 
RealRange Open -3( ), Open 1( )( )  

 نتيجه با توجه به جهت تغييرات اين تابع،. نزولي است−)1,3( در ناحيهfدرنتيجه تابع
كه مي و درx=−3درfگيريم اين. يك مينيمم نسبي داردx=1 يك ماكزيمم نسبي

:توانيم در جدول زير خلاصه كنيم اطلاعات را مي

∞+13−∞−x
+-+y′

 جهت تغييرات صعودي نزولي صعودي

:ها در ميپل سري)4-9

∞∑براي بررسي همگرايي سري
=1

2
1

n nكنيم در ميپل از دستور زير استفاده مي :

> sum(1/n^2,n=1..infinity); 
2

6
1 π

6 اين سري، يك سري همگراست، بعلاوه به مقدار در نتيجه
2πهمگراست .
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∞∑اما در مورد سري هارمونيك؛ يعني سري
=1

1
n nداريم :

> sum(1/n,n=1..infinity); 
∞
. بنابراين سري هارمونيك، يك سري واگراست

∞∑دست آوردن دنبالة مجموع جزييِ سري براي به
=1n

naكنيمعملزير به طريق توانيم مي :

> Ps:=n->sum(a_k,k=1..n); 
 

وn→∞+ زمانيكهnPs)(بنابراين اگر حد و متناهي باشد، آنگاه سري همگراست  موجود
.در غير اين صورت سري واگراست

∞∑ به طور مثال براي سري
=1

2
1

n nداريم :

> Ps:=n->sum(1/k^2,k=1..n); 

∑
=

→=
n

k knPs
1

2
1:

> limit(Ps(n),n=infinity); 
2

6
1 π

:هاي زير توجه كنيد به مثال

∞∑سري
=

+
1

2
1

n n
n:

> Ps:=n->sum((k+1)/k^2,k=1..n); 

∑
=

+→=
n

k k
knPs

1
2
1:

> limit(Ps(n),n=infinity); 
∞
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.در نتيجه اين سري، يك سري واگراست

∞∑سري تلسكوپي
= +1 )1(

1
n nn:

> Ps:=n->sum(1/(k*(k+1)),k=1..n);

∑
= +

→=
n

k kknPs
1 )1(

1:

> limit(Ps(n),n=infinity); 
1

4 با قدر نسبت سري هندسي
∑؛ يعني3

=




1 4

3
n

n
:

> Ps:=n->sum((3/4)^k,k=1..n): 

> limit(Ps(n),n=infinity); 
3

: ميپلدرانتگرال)4-10
ميگيريِ دستورات انتگرالبراي استفاده از :كنيم ميپل، ابتدا دستور زير را وارد

> with(student): 
مي studentاي موجود در بسته به اين ترتيب توابع كتابخانه و ما توانيم فعال خواهند شد

. از آنها استفاده كنيم
ربراي محاسبه مجموع چپ xfy)(ريمان تابعستاو ],[ در بازه= ba از به ترتيب

 هايدستور
)n,b..a=x,)x(f(leftsum  و)n,b..a=x,)x(f(rightsum 

بي. كنيممياستفاده و راست ريمانِ حدِِ در  را به ترتيبxf)( تابعنهايتِ مجموع چپ
و پاييني انتگرال ],[در بازهxf)(تابعبالايي baو به ترتيب با نمادهاي مي ناميم

∫
− b

a
dxxf ∫و )(

−

b

a
dxxf مي)( و پاييني. دهيم نمايش به طور مثال انتگرال بالايي

)(2تابع xxf : كنيم محاسبه مي]2,0[ را در بازه=

> L:=n->leftsum (x^٢,x=٢..٠,n);
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),2..0,2(: nxxleftsumnL =→=
> R:=n->rightsum(x^٢,x=٢..٠,n);

),2..0,2(: nxxrightsumnR =→=
> limit(L(n),n=infinity); 

8
3

> limit(R(n),n=infinity); 
8
3

و پاييني تابع از آنجاييكه انتگرال )(2بالايي xxf باشد، اين با هم برابر مي]2,0[ در بازه=

و داريم اين بازه انتگرالتابع در ∫پذير است =
2

0

2
3
8dxx.

∫براي تقريب زدن مقدار −
2

0

2dxe xتوانيم به ترتيب زير عمل كنيم مي :

> L:=n->leftsum (exp(-x^٢),x=٢..٠,n):
> evalf(L(٦)); 

1.045029662  > R:=n->rightsum(exp(-x^٢),x=٢..٠,n):
> evalf(R(٦)); 

0.7178015416  
 عدد(٦)Rيا(٦)Lدر6هاي بهتر كافي است به جاي عدد به دست آوردن تقريببراي

بدين ترتيب خواهيم ديد كه اختلاف اين دو عدد نيز كمتر. طبيعي بزرگتري قرار دهيم
: توانيم دستور زير را وارد كنيممي(٦)Lبراي درك بهتر نحوه محاسبه. شود مي

> leftbox (exp(-x^٢),x=٢،٦..٠);
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: توانيم دستور زير را وارد كنيممي(٦)Rو براي درك بهتر نحوه محاسبه

> rightbox (exp(-x^٢),x=٢،٦..٠); 
 

xfy)(براي محاسبه انتگرال تابع ],[ در بازه= baاز دستور int(f(x),x=a..b) 
كن به مثال. كنيممي استفاده :يدهاي زير توجه

> int(x*sin(x),x=٠..Pi); 
π

> int(x*sin(٢*x),x=٠..Pi); 
π2

1−
> int(x*sin(٣*x),x=٠..Pi); 

π3
1

∫رسد كه يك ارتباطي بين حاصل انتگرال با توجه به سه مثال بالا، به نظر مي
π

0
)sin( dxkxx

مي. وجود داردkو مقدار كه با كمي دقت، حدس ∫ زنيم +−=
π π
0

1)1()sin( kdxkxx
k

حال.

اين مهم است كه به كمك. كنيماثباتوتوانيم حدس خودمان را در حالت كلي بررسي مي
. ميپل، بعضي از قضاياي رياضي را كشف كنيم

∫هاي زير سعي كنيد حاصل با توجه به مثال dxxekxرا حدس بزنيد :

> int(x*exp(x),x); 
-1 + x( ) e x

> int(x*exp(٢*x),x); 
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1
4 -1 + 2 x( ) e 2 x( )

> int(x*exp(٣*x),x); 
1
9 -1 + 3 x( ) e 3 x( )

 
∫ انتگرال dxxe x2مي را به كمك روش انتگرال : كنيم گيري جزء به جزء به طريق زير محاسبه

> intparts(Int(x*exp(٢*x),x),x); 

∫− dxexe xx )2()2(
2
1

2
1

> value(%); 
1
2 x e 2 x( ) - 14 e 2 x( )

 
به طور مثال براي محاسبه انتگرال،براي محاسبه انتگرال توابع گويارااي روش كسرهاي پاره

dxxx
x∫ ++

+
22 )1)(2(

ميبه صورت زير،1 :بريم به كار

> f:=(x+١)/((x+٢)*(x^١+٢)^٢);
f := 1 + x

x + 2( ) x 2 + 1( )2

> convert(f,parfrac,x); 
3 + x

5 x 2 + 1( )2 + x - 2
25 x 2 + 1( )

 - 1
25 x + 2( )

 > int(%,x); 
6 x - 2

20 x 2 + 1( )
 + 11

50 arctan x( ) + 1
50 ln x 2 + 1( ) - 1

25 ln x + 2( )

انتوانيم همچنين مي :به طور مثال. هاي ناسره را محاسبه كنيم تگرالدر ميپل
> int(exp(-x^٢),x=٠..infinity); 

1
2 p

و مك)4-11 :لورن در ميپل بسط تيلور
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xfy)(براي به دست آوردن بسط تيلور تابع ax حول= از دستور زيرnتا مرتبهو=
يافتن بسط تيلور براي به طور مثال.(١+f(x),x=a,n)taylor: كنيم استفاده مي

xexfتابع  ميتا مرتبه سوم،x=2 حول)(= :كنيم دستور زير را وارد

> taylor(exp(x),x=٢،٤);
e 2 + e 2 x - 2( ) + 12

e 2 x - 2( )2 + 1
6

e 2 x - 2( )3 + O x - 2( )4( )
 
يx=0اي تعيين نكنيم، ميپل بسط تيلور حول اگر نقطه مك؛ لورن تابع را به عنوان عني بسط

:به طور مثال. دهد خروجي نمايش مي
> taylor(exp(x),x,٤);

1 + x + 1
2
x 2 + 1

6
x 3 + O x 4( )

 
)(نماد 4xOمي در بسط بالا نشان يابا دهنده جملات حذف شده شد كه همگي از درجه بزرگتر

مك براي به دست آوردن چندجمله. باشندمي4مساوي  xexfع تاب3لورن درجه اي =)(،
 را وارد كرديم، به ترتيب زير عمل(٤,exp(x),x)taylorپس از اينكه دستور

:كنيم مي
> convert(%,polynom); 

1 + x + 1
2
x 2 + 1

6
x 3

مك براي مثال چندجمله )()sin(cos((تابع5لورن درجه اي xxf :يابيم را مي=
> taylor(sin(cos(x)),x,٦):
> convert(%,polynom); 

42 ))1cos(24
1)1sin(8

1()1cos(2
1)1sin( xx +−+−

)()sin(cos((توجه كنيد كه تابع xxf  هاياي چندجملهيك تابع زوج است، بنابراين در=
. شوند هاي فرد ظاهر نمي لورن آن توان مك

حل كنيد تمرين . هاي زير را به كمك ميپل

حل كنيد-1 : معادلات زير را

)sin(3) الف xx 013)ب= 23 =−++ xxx(1)جcosh( 2 += xx
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ia فرض كنيد-2 43 ibو=+ 34 2b دو عدد مختلط باشند، حاصل=−
a

b
a  را به+

. دست آوريد

)8cos()8sin(|)2cosh(ln((| مقدار عددي عبارت-3 ππ  را تا بيست رقم اعشار به+−

آ .وريددست

: حد توابع زير را در نقطه داده شده بيابيد-4

1) الف
62

3
3

+
++−

x
xx؛+∞=xب()tan())(sin( xx0؛=x.

ار اين پيوسته است؟ اين موضوع را با رسم نمود−]3,2[ كدام يك از توابع زير در فاصله-5
:توابع نيز بررسي كنيد

]2[) الف xx xx)ب−
x

3
1

2 −
+.

xexy مشتق مرتبه پنجم تابع-6 كه. محاسبه كنيدx=1 را در=32 سپس نشان دهيد

0696اين تابع در معادله ديفرانسيل  2 =−′+′′−′′′ x
yyyyتعيين كنيد. كند صدق مي

مي اين تابع در چه ناحيه و يا نزولي به هايي صعودي باشد، سپس با رسم نمودار تابع در نواحي
. دست آمده صحت جواب خود را بررسي كنيد

∞∑ سري-7
=1

)4
3(

n
nnو دنباله مجموع جزيي آن را با اگر. يش دهيد نماnS را در نظر بگيريد

|| نمايش دهيم، در اين صورت مقدارaمقدار همگرايي اين سري را با  80Sa . را بيابيد−

و پاييني تابع-8 xxf با محاسبه انتگرال بالايي ، نشان دهيد اين تابع]2,0[ در بازه)(=
. پذير است بازه انتگرالدر اين

:هاي زير را محاسبه كنيد انتگرال-9

∫) الف dxxe x4ب(∫
1

0

4 dxxe x
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∫)ج xdxx 2cossinد(∫
π

0
2cossin xdxx

∫ با محاسبه مقدار انتگرال-10
π

0
)sin()sin( dxlxkxبه ازاي چند مقدار خاص kوl،

ك همين امر را در مورد انتگرال. بيابيدlوk براي انتگرال بالا بر حسبلّيفرمول

∫
π

0
)cos()cos( dxlxkxانجام دهيد .

: هاي زير را در نقطه داده شده بيابيد بسط تيلور تابع-11

xey) الف sin=1؛=xب()sin( xey .x=0؛=

مك فرض كنيد چندجمله-12 =+1لورن تابع اي درجه پنجم xyبرابر )(xpد باش.
.′p)0(وp)0(مطلوبست



 ائمضم

 عمومياتهاي آموزش رياضي آدرس سايت

 واژه نامه

 منابع



: عمومياتآدرس سايتهاي آموزش رياضي

                                       Stewart:http://www. Stewatrcalculus.comeسايت-1
 را در اين سايت حساب اشتباهات ماشينولاحات رياضيطاص، تاريخچه نمادها،مسائل مبازر طلب

.خواهيد يافت

                Visual Calculs :http://archives.math.utk.edu/visual.calculsسايت-2
سؤالاتي. هدف عمده سايت نشان دادن نقش تكنولوژي به ويژه كامپيوتر در آموزش حسابان است

.شده استنيز براي ارزيابي اطلاعات حسابان كاربران در نظر گرفته 

Math.DR:/math.dr/org.matforum://http سايت-3
آن مي و پاسخ به. را دريافت كنيدهاتوانيد سؤالات خودتان را در اين سايت مطرح نموده همچنين

و مي  1994 از سال.توانيد به آنها جواب بدهيد سؤالات مطرح شده توسط ديگران دسترسي داريد
ب از. كاركرده استهآغار ميط دانشجوي دكتري به 300بيش . دهند ور داوطلب به سؤالات پاسخ

.هاي مختلف رياضي عمومي در آن موجود است اخهشمسائل مبارزطلبي در

4-Smath .O.S:1htm.calculus/calculus/com.osmaths.www://http

Karls Calculs Tutor:/org.karlscalculus.www://http سايت-5
. هاي رياضي عمومي پوشش داده شده است تمامي سر فصلو شروع به كار كرده1996از سال
ب درسؤالات حل شده است،آن سياري مي. مرحله به مرحله را در صورت نياز توانيد سؤالات خودتان
در. بپرسيد .ن وجود داردآيك اتاق مباحثه نيز

Calculus Ideas :/net.hoye.www://http سايت-6

: History of Mathematics سايت-7
httpp://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/index.html                            

و تاريخچه مفاهيم رياضي نامه رياضي زندگي . را در اين سايت خواهيد يافتدانان
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MIT :html.index/edu.mit.ocw://http سايت دانشگاه-8
و مفيدي وجود دارد رشته در مورد در آزمون.هاي مختلف دانشگاهي مطالب جالب هاي برگزار شده

م.اين دانشگاه به همراه پاسخ آنها موجود است .باحثه نيز وجود دارد گروه

                   Integral Wolform:http://integral.Wilrorm. com/index.jsp سايت-9
و تاريخچه انتگرال محاسبه انتگرال، اين سايتهدف عمده . استهاي مختلف

             Function Wolform :http://function.wolform.com /index.jsb سايت-10
مي،هدف عمده و تاريخچه آنها ا. باشد بررسي توابع در اين سايت هزار نكته در مورد توابع87ز بيش
.موجود است

11-org.mathforms://http
و موضوعات مختلف رياضيها تمرين .ت وجود دارددر اين سايو پيوند به مطالب

12-html.index/mathlest/org.nctm.illuminations://http
.نرم افزارهايي براي ارزيابي اطلاعات حسابان موجود است

13-http://develpment.shodor.org/interactivate/activities/#fun                       
و پيشرفته رياضي وجود دارد در اين سايت بازي .هايي بر اساس موضوعات ساده

41-html.index/Lessons/slaniu~/edu.rich.math://http
.باشدمي  C.Laniusجزوه درسي پروفسور، در واقع اين سايت

و عبارات رياضيات عمومي اين بخش را با ارائه يك واژه نامه تخصصي رياضي كه در آن اصطلاحات
 هاي آموزشي نامه براي استفاده بهتر از اين سايت از اين واژه. بريم گردآوري شده است، به پايان مي

.توانيد استفاده كنيد مي



Absolute Convergence همگرايي مطلق First Derivative مشتق اول
 Acceleration شتابFirst Derivative Test آزمون مشتق اول

Fundamental Theorem of Calculus
 قضيه اساسي حسابان

Alternating Series سري متناوب

 Global MaximumAlternating Series Test ماكزيمم مطلق
 هاي متناوب آزمون همگرايي سري

 Antiderivative of a Function پاد مشتق يك تابع Global Minimum مينيموم مطلق
Area below a Curve مساحت زيرمنحنيHarmonic Series سري هارمونيك

Area between Curvesها مساحت بين منحنيHigher Derivative مشتقات مراتب بالاتر
Area of an Ellipse مساحت يك بيضي Hyperbolic Trigonometry هذلولوي مثلثات

Implicit Differentiation Average Value of a Function مشتق ضمني
 ين يك تابعمقدار ميانگ

Bounded Function تابع كراندار Integration by Parts انتگرال جز به جز
 Bounded Sequence دنباله كراندار Intermediate Value Theorem قضيه مقدار مياني
Bounds of Integration كرانهاي انتگرال Interval of convergence بازه همگرايي
Calculus حسابان Improper Integral انتگرال ناسره
Chain Ruleاي قاعده زنجيره Increasing Function تابع صعودي

Comparison Test آزمون مقايسهIndefinite Integral انتگرال نامعين
Conditional Convergence مشروط همگرايي Infinite Geometric Series سري هندسي

Constant Term جمله ثابت Infinity نهايت بي
Continuous Function تابع پيوسته Integrable Function پذير تابع انتگرال

Converge همگراIntegral Rules دستورات انتگرال
 Convergence Tests آزمونهاي همگرايي Integral Test آزمون انتگرال
Convergent Sequence دنباله همگرا L'Hôpital's Rule قاعده هوپيتال

Convergent Series سري همگراLimit حد
Critical Point نقطه بحرانيLimit Comparison Test آزمون مقيسهحدي

Critical Value مقدار بحرانيLimit from the Left حد چپ
Decreasing Function تابع نزوليLimit from the Right حد راست

Definite Integral انتگرال معينLocal Maximum ماكزيمم نسبي
Derivative مشتقLocal Minimum مينيموم نسبي

 Differentiable پذير مشتقMean Value Theorem قضيه مقدار ميانگين
Mean Value Theorem for Integrals

ها قضيه مقدار ميانگين انتگرال
Discontinuous Function تابع ناپيوسته

nth Degree Taylor Polynomial 
n-اي تيلور امين چندجمله 

Divergent Sequence دنباله واگرا

Divergent Series سري واگراnth Derivative سري تيلور
n-امين مجموع جزيي nth Partial Sumقضيه مقدار اكسترمم Extreme Value Theorem
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p-ها سريp-series
Parametric Derivative Formulas 

 مشتق پارامتري
Partition of an Interval افراز يك بازه

Polar Derivative Formulas
 فرمول مشتق قطبي

Power Series هاي تواني سري
 Radius of Convergence شعاع همگرايي
 Ratio Test آزمون نسبت

 Rolle's Theorem قضيه رل
 Root Test آزمون ريشه

Sandwich Theorem يه ساندويچقض
Second Derivative مشتق دوم

 Second Derivative Test آزمون مشتق دوم
Tangent Line خط مماس
Taylor Polynomial اي تيلور چندجمله

Taylor Series سري تيلور
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