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. n-+oo~ Jk(n - k)

( o~ , • )

( o~ , • )
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او برای او، نام به
١ عمومͬ ریاضͬ پایان ترم

٩٣/١٠/٢۵
ساعت ٣ امتحان: وقت

کنید. حساب را زیر نامعین انتگرال های .١∫
۲x

۱− x۴ dx. ∫(الف)
ex sinxdx. (ب)

ͬ شود؟ ماکسیمم م [۰, π۳ ] بازه از نقطه ای در چه زیر ضابطه  با f تابع .٢

f(x) =

∫ x

x/۲

sin t

t
dt.

.ex > ۱+ x داریم x حقیقͬ عدد هر برای کنید ثابت الف ) .٣

همͽراست: زیر سری دهید نشان ب)
∞∑
n=۱

ln(۱+
۱
n۲ ).

کنید. حساب π
۴ حول را sin x تابع تیلور سری الف ) .۴

sin x تابع به حقیقͬ x هر برای سری این که دهید نشان تیلور چندجمله ای خطای تقریب قضیه از استفاده با ب)
همͽراست.

کنید: حساب را زیر حد .۵

lim
n→∞

n∑
k=۱

ln(n)− ln(k)√
nk

.

باشید. موفق
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�À¡ ��÷��
ü®�þ¤ ��Üä ùbÀØÈ÷�¢a(30 �� 1 ý�ûùøÂð ) 1 üõ�Þä ü®�þ¤ �Â�ö�þ�� ö�½µõ�22-01595-96 ñøa� ñ�ÆÞ�÷

95/10/30 :¾þ¤��................. :ù¤�Þª................ :´¨���´ä�¨ 3 :ö�½µõ� �Àa õ
�b ðÂ� Âû ¤¢ ø À�Æþ��� ü÷�½µõ� �b �Âµê¢ ¤¢ °��Â� �� �¤ ����b ¨ ¾¨�� .´¨� ñ��b ¨ 6 Ûõ�ª ö�½µõ� ßþ� •.À�û¢ ¾¨�� ñ��b¨ ×þ �� ÍÖê ø ÍÖê ��Âµê¢�þ "´¨� ¼®�ø' ö�� ü��¤�±ä ö¢Â� ¤�î �� ¥� ø À��î ñ�Àµ¨� ¢�¡ ý�û���� üµ¨¤¢ ö¢�¢ ö�È÷ ý�Â� •.À��î ��ûÂ� "´¨� üúþÀ�'.´¨� á��Þõ ö�½µõ� �bÆÜ� ñ�Ï ¤¢ ��Æ� ß�ª�õ ¥� ù¢�Ôµ¨� •.¢�ªüÞ÷ ù¢�¢ ¾¨�� üó��b¨ º�û �� ö�½µõ� �bÆÜ� ñ�Ï ¤¢ •

.À��î �±¨�½õ �¤ Âþ¥ ý�ûñ�ÂÚµ÷� .1 ñ��b¨(Óó�) ∫

tan−1(√x)dx(�) ∫

√9+ x2
x4 dx(�) ∫

x2 − 2x − 1
(x − 1)2(x2 + 1)

dxÀ�û¢ ö�È ÷ .∫ 10 f(x)dx =
12 �î üðÄ þø ß þ� � � Àª� � � µ¨� � � üã �� � f : [0,1] −→ R À� � î Âê .2 ñ��b¨.f(c) = c �î ý¤�Ï ´¨� ¢���õ c ∈ [0,1]ø (2,1) ,(1,0) §��¤ �� xy �b ½Ô¬ ¤¢ ü·Ü·õ �� ¢øÀ½õ �b ���÷ ö�¤ø¢ ¥� Û¬�� ÝÆ� Ý¹� (Óó�) .3 ñ��b¨.À����� �¤ y ¤�½õ ñ�� (3,0).À����� �¤ x = 2 �� x = 1 ¥� f(x) =

√52 ∫

x
20 √5t3 + 2t dt �bÎ��® �� f â��� ü�½�õ ñ�Ï (�).À��î �±¨�½õ �¤ Âþ¥ À� ¤�ÀÖõ ß�ãõ ñ�ÂÚµ÷� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .4 ñ��b¨

lim
n→∞

( 1
√4n2 − 0 +

1
√4n2 − 1 +

1
√4n2 − 4 + · · · +

1
√4n2 − (n − 1)2)
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ý�ÂÚÞû ��Àî ,´¨� ÕÜÎõ ý�ÂÚÞû ��Àî À��î É¿Èõ ,Âþ¥ ¤¢ ùÀª ù¢�¢ ý�ûýÂ¨ ¥� ×þ Âû ý�Â� .5 ñ��b¨.�Âð�ø ��Àî ø ´¨� ¯øÂÈõ(Óó�) ∞
∑

n=1 (−1)n

(
√

n2 + 1− n
)(�) ∞

∑

n=1 ((n + 1
n

)

n+1
−

(

n + 1
n

)

)

−n(�) ∞
∑

n=3 1
(n lnn)

√

ln(lnn)(¢) ∞
∑

n=1 (−1)n
(n!)2
(2n)! .À����� �¤ Âþ¥ ý¢Àä ýÂ¨ á�Þ¹õ ,ü¨À�û ýÂ¨ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .6 ñ��b¨

∞
∑

n=1 (−1)n−1n(n + 1)2n

,ùÂÞ÷ 10 :2 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 20=7+7+6 :1 ñ��b¨ .ùÂÞ÷ âþ¥��,ùÂÞ÷ 10 :4 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 20=10+10 :3 ñ��b¨.ùÂÞ÷ 10 :6 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 30=7+6+7+10 :5 ñ��b¨ùÂÞ÷ 100 :á�Þ¹õ
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�À¡ ��÷��
aü®�þ¤ ��Üä ùbÀØÈ÷�¢Ý�Æþ�÷üõ (�)

x2 − 2x − 1
(x − 1)2(x2 + 1)

=
A

(x − 1)2 +
B

x − 1 +
Cx + D

x2 + 1Ýþ¤ø�üõ ´¨¢ �� ø






























B + C = 0
A − B − 2C + D = 1
B + C − 2D = −2
A − B + D = −1ø C = −1 ,B = 1 ,A = −1 À � îü õ �� ¹ þ� � � ÷ ß þ� � îÅ� .D = 1

x2 − 2x − 1
(x − 1)2(x2 + 1)

=
−1

(x − 1)2 +
1

x − 1 +
−x + 1
x2 + 1�¹�µ÷ ¤¢ ø

∫

x2 − 2x − 1
(x − 1)2(x2 + 1)

dx =

∫

−1
(x − 1)2 dx+

∫ 1
x − 1dx

+

∫

−x + 1
x2 + 1 dx

=
1

x − 1 + ln |x − 1| − 12 ln(x2 + 1) + tan−1 x + C. �Ý�Æþ��� Ý�÷���üõ Âê �� ���� �� :2 ñ��b¨
∫ 10 (f(x)−x)dx =

∫ 10 f(x)dx−
∫ 10 xdx =

12− 12 = 0.¤�ÀÖõ �b �Ìì Â���� Å� ´¨� �µ¨��� üã��� f ö�� ,ÂÚþ¢ üêÂÏ ¥��î ý¤�Ï ´¨� ¢���õ c ∈ [0,1] ,ñ�ÂÚµ÷� ý�Â� ü÷��õ
∫ 10 (f(x) − x)dx = (1− 0)(f(c) − c) = f(c) − c.

� .f(c) = c �Áó ø f(c) − c = 0 �¹�µ÷ ¤¢��¢�ãõ � � Í¡ ø¢ âÏ�Ö � ¥� ùÀª ù¢�¢ ¶Ü·õ (Óó�) :3 ñ��b¨¤¢ Å� .Àþ�üõ ´¨¢ �� x ¤�½õ �� y = −x + 3 ø y = x − 1¤�½õ �� ¢øÀ½õ �b ���÷ ö�¤ø¢ ¥� Û¬�� ÝÆ� Ý¹� Ý�û��¡üõ âì�ø�bÎ��® �� f â��� ü�½�õ Âþ¥ ø x

f(x) =







x − 1 : 1 ≤ x ≤ 2
−x + 3 : 2 ≤ x ≤ 3

1 üõ�Þä ü®�þ¤ �Â�ö�þ�� ö�½µõ� Û��Æõ Û�95/10/30.dx = dv ø tan−1(
√

x) = u Ý �û¢üõ ¤�Â ì (Óó�) :1 ñ��b¨Ý� � î Âê Ý� ÷�� �üõ ø 12√x(1+ x)
dx = du �¤�¬ ßþ� ¤¢�¹�µ÷ ¤¢ .x = v

∫

tan−1(√x)dx = x tan−1(
√

x) − 12 ∫ √
x1+ x

dx.Å� .dx = 2tdt �Áó ø x = t2 ù�Ú÷� ,√x = t Âð� ñ��
∫

tan−1(
√

x)dx = x tan−1(
√

x) − 12 ∫ t1+ t2 (2tdt)

= x tan−1(
√

x) −
∫

t21+ t2 dt

= x tan−1(
√

x)−
∫

dt+

∫ 11+ t2 dt

= x tan−1(
√

x) − t + tan−1 t + C

= x tan−1(
√

x)−
√

x+tan−1(
√

x)+C

= (1+ x) tan−1(√x) −
√

x + C.�Áó ø dx = 3(1+ tan2 t)dt ù�Ú÷� ,x = 3 tan t Âð� (�)
∫

√9+ x2
x4 dx =

∫

√9+ 9 tan2 t34 tan4 t

(3(1+ tan2 t)dt
)

=

∫ 3
cos t34 sin4 t

cos4 t

( 3
cos2 t

dt

)

=
19 ∫ cos t

sin4 t
dt.Å� ,cos tdt = du Ýþ¤ø�üõ ´¨¢ �� sin t = u Âê �� ñ��

∫

√9+ x2
x4 dx =

19 ∫ 1
u4 du

= − 127 1
u3 + C

= − 127 1
sin3 t

+ C

= − 127 1
sin3(tan−1(x3 ))

+C

= − 127(√9+ x2
x

)3
+C.
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.an =
√

n2 + 1−n Ý�û¢üõ ¤�Âì üµ��¤ ý�Â� (Óó�) :5 ñ��b¨���� .Àª��üõ∑∞

n=1 (−1)nan �¤�¬ �� ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨ Å�.À÷�´±·õ �ûan �î Ý��îüõýÂ¨ üþ�ÂÚÞû �Àµ��
∞
∑

n=1 (−1)nan�bÎ��® �� �¤ f : R −→ R Âð� .Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤
f(x) =

√

x2 + 1− xù�Ú÷� ,ÝþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢
f ′(x) =

x
√

x2 + 1 − 1 =
x −
√

x2 + 1
√

x2 + 1 < 0.Âû ý�Â� �Áó ø ´¨� üóø�÷ �fÀ�î� üã��� f �î Àû¢üõ �¹�µ÷ ��÷ ßþ��b ó�±÷¢ �Ø�þ� ü�ãþ .an+1 < an �þ f(n + 1) < f(n) ,n ∈ N,ß���Ýû .´¨� üóø�÷ ý��ó�±÷¢ ,(an)

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(

√

n2 + 1−n

)

= lim
n→∞

1
√

n2 + 1+ n

= lim
n→∞

1
n

√1+ 1
n2 + 1 = 0.

∑

∞

n=1 (−1)nan ýÂ¨ ,�ø� � µ õ ý�ûýÂ¨ ö�õ¥� Â �� � � Å�.´¨�ÂÚÞûýÂ¨ üþ�ÂÚÞû ñ��
∞
∑

n=1 ∣∣(−1)nan

∣

∣ =

∞
∑

n=1 anýÀ� �b Æ þ� Ö õ ö� õ¥� Â �� � � ,¤� îÁ õ ýÂ¨ .Ý � � îüõ ü¨¤Â � �¤ø ´¨�Âð�ø∑∞

n=1 1
n
ýÂ¨ �Âþ¥ ,´¨�Âð�ø

lim
n→∞

an1
n

= lim
n→∞

√

n2 + 1− n1
n

= lim
n→∞

n
√

n2 + 1+ n

= lim
n→∞

1
√1+ 1

n2 + 1 =
12 ..´¨� ¯øÂÈõ ý�ÂÚÞû ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨ ,�¹�µ÷ ¤¢Ý�û¢üõ ¤�Âì üµ��¤ ý�Â� (�)

an =

(

(

n + 1
n

)n+1
−
(

n + 1
n

)

)−n

.� �� � .À ª� �ü õ∑∞

n=1 an �¤�¬ � � ùÀ ª ù¢�¢ ýÂ ¨ Å �ö�� .À÷�´±·õ �ûan �î Ý��îüõ
lim

n→∞

n

√
an = lim

n→∞

(

(

n + 1
n

)n+1
−
(

n + 1
n

)

)−1
= lim

n→∞

(

n + 1
n

)−1((
n + 1

n

)n

−1)−1
= lim

n→∞

(1+
1
n

)−1((1+
1
n

)n

−1)−1

´¨� Â��Â� ��÷ ,V ,ÝÆ� ßþ� Ý¹� .Ý��î �±¨�½õ �¤ y ¤�½õ ñ����
V = 2π

∫ 31 xf(x)dx

= 2π

(

∫ 21 xf(x)dx +

∫ 32 xf(x)dx

)

= 2π

(

∫ 21 x(x − 1)dx +

∫ 32 x(−x + 3)dx

)

= 2π

(

(13x3 − 12x2)∣∣
∣

21 +

(−13 x3 +
32x2)∣∣

∣

32)
= 2π

(

(83−2)−(13−12)+

(

−9+
272 )−(−83 +6))

= 4π.Û�Æ÷�ÂÔþ¢ ��Æ� ü¨�¨� �b �Ìì ø ýÂ�¹÷¥ ùbÀä�ì ¥� ù¢�Ôµ¨� �� (�),ñ�ÂÚµ÷� ø
f ′(x) =

√52 (2x

√5x6 + 2x2 ). �¹�µ÷ ¤¢1+ f ′(x)2 = 1+
54(4x2(5x6 + 2x2)

)

= 1+ 25x8 + 10x4
= (1+ 5x4)2.�� ´¨� Â��Â� ,L ,x = 2 �� x = 1 ¥� ��ÜÎõ ü�½�õ ñ�Ï Å�

L =

∫ 21 √1+ f ′2(x) dx

=

∫ 21 (1+ 5x4)dx

= (x + x5)
∣

∣

21
= (2+ 32) − (1+ 1)

= 32. ��� ´¨� Â��Â� ��ÜÎõ À� :4 ñ��b¨
lim

n→∞

n
∑

i=1 1
√4n2 − (i − 1)2 = lim

n→∞

n
∑

i=1 1
n

√4−
(

i−1
n

)2
= lim

n→∞

1
n

n
∑

i=1 1
√4−

(

i−1
n

)2 =

∫ 10 1
√4− x2 dx

= sin−1 ( x2)∣∣∣10 = sin−1 (12)− sin−1 0 =
π6 . �



∞
∑

n=2 n(n − 1) xn−2 =
2

(1− x)3 (−1 < x < 1).�¹�µ÷ ¤¢
∞
∑

n=1 (n + 1)n xn−1 =
2

(1− x)3 (−1 < x < 1).ß � êÂ Ï Å³¨ ø x = −12 Ý � û¢ü õ ¤�Â ì �� � ýø� Æ � ¤¢ ö� � î�:Ý��îüõ �Â® 12 ¤¢ �¤ ùÀõ� ´¨¢ �� ýø�Æ�
∞
∑

n=1 (−1)n−1 n(n + 1)2n−1 =
1627 ,

∞
∑

n=1 (−1)n−1 n(n + 1)2n
=

827 . �

=
1

e − 1 < 1,.´¨� ÕÜÎõ ý�ÂÚÞû ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨ ,�Èþ¤ ö�õ¥� Â���� Å�Ý�û¢üõ ¤�Âì üµ��¤ ý�Â� (�)
an =

1
(n ln n)

√

ln(ln n)
(n ≥ 3).� �� � .À ª� �ü õ∑∞

n=3 an �¤�¬ � � ùÀ ª ù¢�¢ ýÂ ¨ Å �.À÷�´±·õ �ûan �î Ý��îüõ�bÎ��® �� �¤ f : [3,∞) −→ R â��� ö��î�
f(x) =

1
(x ln x)

√

ln(ln x).´¨� üóø�÷ ø �µ¨��� ,´±·õ üã��� f ��®ø �� .ÝþÂ�ðüõ ÂÑ÷ ¤¢ñ�ÂÚµ÷� ,a ≥ 3 ý�Â�
∫

a3 f(x)dx =

∫

a3 1
(x lnx)

√

ln(ln x)
dxù�Ú÷� ,√ln(ln x) = u Âð� ,¤�Ñ�õ ßþ� ý�Â� .Ý��îüõ �±¨�½õ �¤�Áó ø ln(ln x) = u21

x ln x
dx = 2udu. �¹�µ÷ ¤¢

∫

a3 f(x)dx =

∫

√
ln(ln a)

√
ln(ln 3) 2u

u
du

= 2(√ln(ln a) −
√

ln(ln3)

)

.Å�
lim

a→∞

∫

a3 f(x)dx = ∞.´¨�Âð�ø ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨ ,ñ�ÂÚµ÷� ö�õ¥� Â���� ,�¹�µ÷ ¤¢ øÝ�û¢üõ ¤�Âì üµ��¤ ý�Â� (¢)
an = (−1)n

(n!)2
(2n)!

.ö�� .Àª��üõ∑∞

n=1 an �¤�¬ �� ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨ Å�
lim

n→∞

|a
n+1|
|an|

= lim
n→∞

((n+1)!)2
(2n+2)!
(n!)2
(2n)!

= lim
n→∞

(n + 1)2
(2n + 1)(2n + 2)

= lim
n→∞

(1+ 1
n

)2
(2+ 1

n

)(2+ 2
n

) =
14 < 1,�¹�µ÷ ¤¢ ø �ÂÚÞû∑∞

n=1 |an| ýÂ¨ ,´±Æ÷ ö�õ¥� Â���� Å�
� .´¨� ÕÜÎõ ý�ÂÚÞû ùÀª ù¢�¢ ýÂ¨�î Ý��îüõ ���� :6 ñ��b¨

∞
∑

n=0 xn =
11− x

(−1 < x < 1).´¨¢ �� ��� ýø�Æ� ß�êÂÏ ¥� x �� ´±Æ÷ ýÂ�ðÕµÈõ ¤�� ø¢ ��:Ýþ¤ø�üõ
∞
∑

n=1 nxn−1 =
1

(1− x)2 (−1 < x < 1),
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�À¡ ��÷��
ü®�þ¤ ��Üä ùbÀØÈ÷�¢a(4 �� 1 ý�ûùøÂð ) 1 üõ�Þä ü®�þ¤ �Â�ö�þ�� ö�½µõ�22-01597-98 ñøa� ñ�ÆÞ�÷

97/10/20 :¾þ¤��................. :ù¤�Þª................ :´¨���´ä�¨ 3 :ö�½µõ� �Àa õ
�b ðÂ� Âû ¤¢ ø À�Æþ��� ü÷�½µõ� �b �Âµê¢ ¤¢ °��Â� �� �¤ ����b ¨ ¾¨�� .´¨� ñ��b ¨ 6 Ûõ�ª ö�½µõ� ßþ� •.À�û¢ ¾¨�� ñ��b¨ ×þ �� ÍÖê ��Âµê¢.À�Æþ��÷ ý��� Àþ��µª�÷ �¤ ¢�¡ ��Ê¿Èõ �î ü÷�½µõ� �b�Âµê¢ ÀÜ� ´È� ¤¢ •¼®�ø' ö�� ü��¤�±ä ö¢Â� ¤�î �� ¥� ö�Øõ��üµ� ø À��î ñ�Àµ¨� ¢�¡ ý�û���� üµ¨¤¢ ö¢�¢ ö�È÷ ý�Â� •.À��î ��ûÂ� "´¨� üúþÀ�' �þ "´¨�.´¨� á��Þõ ö�½µõ� �bÆÜ� ñ�Ï ¤¢ ��Æ� ß�ª�õ ¥� ù¢�Ôµ¨� •.À��î �±¨�½õ �¤ Âþ¥ ý�ûÀ� .1 ñ��b¨(Óó�) lim

n→∞

n3( 1
(n2 + 12)2 +

1
(n2 + 22)2 + · · · +

1
(n2 + n2)2)(�) lim

n→∞

2× 4× 6× · · · × 2n1× 4× 7× · · · × (3n − 2) .À��î �±¨�½õ �¤ Âþ¥ ý�ûñ�ÂÚµ÷� .2 ñ��b¨(Óó�) ∫ π/20 sin x

sin x + cosx
dx(�) ∫ 1− x + 2x2 − x3

x(x2 + 1)2 dx(�) ∫ 13+ 2 cosx
dx .À��î ü¨¤Â� �¤ Âþ¥ ý�ûýÂ¨ üþ�Âð�ø �þ üþ�ÂÚÞû .3 ñ��b¨(Óó�) ∞

∑

n=1 (1− cos
1
n

)(�) ∞
∑

n=1 (

n

√
a − 1)

(a > 1)(�) ∞
∑

n=1 (

n2 + 1
n2 + n + 1)n2
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.Ý�û¢üõ ö�¤ø¢ y ¤�½õ ñ�� �¤ x = e Í¡ ø x = 1 Í¡ ,x ¤�½õ ,y = lnx ü�½�õ �� ¢øÀ½õ �b ���÷ .4 ñ��b¨.À����� �¤ ö�¤ø¢ ßþ� ¥� Û¬�� ÝÆ� Ý¹� .5 ñ��b¨:Àþ¤ø� ´¨¢ �� �¤ Âþ¥ ü÷��� ýÂ¨ (üþ�ÂÚÞû �b Ü¬�ê) üþ�ÂÚÞû ùb¥�� ø üþ�ÂÚÞû á�ãª (Óó�)
∞
∑

n=1 (5− 2x)n

n
.ýÂ¨ Û¬�� Å³¨ ø Àþ¤ø� ´¨¢ �� 1 �bÎÖ÷ ñ�� �¤ f(x) =

x1+ x
�bÎ��® �� f â��� ¤�Ü�� ýÂ¨ (�).À����� �¤ Âþ¥

∞
∑

n=1 (−1)n+1n2n+1´��� �¤ Âþ¥ ��Ø�� ¥� ×þ Âû üµ¨¤¢ ,�¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� �µ¨��� üã��� f : [0,1] −→ R À��îÂê .6 ñ��b¨.À��î.´¨� ÂÔ¬ ´��� â��� f ù�Ú÷� ,∫ 10 f(xt)dt = 0 ,x ∈ [0,1] Âû ý�¥��� Âð� (Óó�)�î üðÄþø ßþ� �� ¢¤�¢ ¢��ø c ∈ (0,1) ù�Ú÷� ,Àª�� ÂþÁ�ÕµÈõ [0,1] ýø¤ f Âð� (�)
∫ 10 f(x)dx = f(0) +

f ′(c)2 .

,ùÂÞ÷ 10+10+5 :2 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 5+5 :1 ñ��b¨ .ùÂÞ÷ âþ¥��,ùÂÞ÷ 15 :4 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 5+5+5 :3 ñ��b¨.ùÂÞ÷ 7+8 :6 ñ��b¨ ,ùÂÞ÷ 10+10 :5 ñ��b¨ùÂÞ÷ 100 :á�Þ¹õ
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ترم پایان آزمون

١ ͳعموم ͳریاض درس

٩٩ تیر ٢٣

خدا نام به

توجه زیر موارد به است، آمده بعد صفحه ی در که سؤالات به پاس گویی از قبل لطفاً ،Έی ͳعموم ͳریاض درس محترم دانشجویان

فرمایید:

و نموده بارگذاری cw شریف افزار درس سامانه ی در باید تنها را خود پاس و دارد نمره ۶ و بوده سؤال ١٢ شامل آزمون این ‐١

بپرهیزید. درس محترم اساتید ایمیل یا ͳآموزش دستیاران ایمیل به  پاس ارسال از

دانشجویی̥ شماره  باید حتماً فایل نام و شده بارگذاری خوانا و مناسب کیفیت با PDF فایل Έی قالب در باید حتماً پاس ‐٢

باشد. نگارنده شخص

ندارد. وجود تاخیر با پاس بارگذاری امان و است تیر ٢۵ روز صبح ٨ ساعت تا پاس ارسال مهلت ‐٣

به شخصاً باید حتماً و نموده استفاده (ͳبرنامه نویس (فاقد ساده ماشین حساب و آدامز کتاب از مͳ توانید آزمون به ͳده پاس در ‐۴

نیست. مجاز دیΎری ابزار هیچ از استفاده و داده پاس سوالات

موفقیت آرزوی با

http://cw.sharif.edu/
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نشان دهید: باشد، مختلط مزدوج ͳمعن به «بار» علامت اگر هستند. مختلط صفحه در متمایز ͳنقاط 𝑍۴, 𝑍۳, 𝑍۲, 𝑍۱ ١ سوال

. 𝑍۲−𝑍۱
𝑍۲−𝑍۱

= 𝑍۳−𝑍۱
𝑍۳−𝑍۱

اگر تنها و اگر دارند قرار خط Έی روی 𝑍۳, 𝑍۲, 𝑍۱ الف)

. 𝑍۲−𝑍۱
𝑍۲−𝑍۱

+ 𝑍۴−𝑍۳
𝑍۴−𝑍۳

= ۰ اگر تنها و اگر است عمود 𝑍۴, 𝑍۳ از گذرا خط بر 𝑍۲, 𝑍۱ از گذرا خط ب)

بΎیرید. نظر در را 𝑓(𝑥) = ۲𝑥 − ln 𝑥 − ۴ ضابطه ی با 𝑓 ∶ [۲, ۳] ⟶ ℝ تابع ٢ سوال

دارد. ریشه Έی دقیقاً 𝑓 نشان دهید الف)

نیست. ͳانقباض 𝑓 ریشه ی حول فاصله ای هیچ در 𝑥 + 𝑓(𝑥) تابع ب)نشان دهید

خودش به توی را [۲, ۳] فاصله ی 𝑔 نشان دهید و شود ͳانقباض 𝑔(𝑥) = 𝑥+𝜆𝑓(𝑥) تابع که بدست آورید طوری را 𝜆 ج)عدد

.( |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| باشیم داشته 𝑥, 𝑦 هر برای که شود یافت ۰ ≤ 𝑘 < ۱ هرگاه گوییم ͳانقباض را 𝑔 مͳ برد.(

کنید. محاسبه ۱۰−۳ تقریب با را 𝑓 ریشه ی 𝑔 تابع Έکم به د)

آونگ طول کنید محاسبه مشتق ابزارهای و مفاهیم از استفاده با بΎیرید. نظر در را ۲۰𝑐𝑚 طول به (پاندول) آونگ Έی ٣ سوال

دوره ی 𝑇 آن در که 𝑇 = ۲𝜋√𝐿𝑔 (یادآوری: یابد. افزایش ثانیه ۰/۰۵ حداقل آونگ تناوب دوره ی تا یابد افزایش چقدر

است) گرانش شتاب 𝑔 و آونگ طول 𝐿 و تناوب

کانال وارد رودخانه از بتواند که ͳقایق طول بیشترین ساخته شده است. 𝑏 عرض به عمودی ͳکانال 𝑎 عرض به رودخانه ای از سوال۴

کرد) صرف نظر آن عرض از مͳ توان که است به گونه ای (قایق است؟ چقدر شود

. lim
𝑛→∞

𝑛(𝑎 ۱𝑛 − ۱) روبه رو: حد محاسبه ی مطلوبست 𝑎 > ۰ هر برای سوال۵

کنید. رسم ͳحقیق اعداد روی را 𝑓 تابع نمودار و نموده محاسبه مبدأ در را 𝑓(𝑥) = 𝑥۲

𝑒𝑥۲ تابع مشتقات همه ی سوال۶

.∫(۱ − 𝑥۲)− ۵
۲ 𝑑𝑥 محاسبه کنید: را روبه رو نامعین انتگرال تحویل رابطه Έی از استفاده با سوال٧

.∫𝜋
۰

𝑥𝑓(sin 𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋
۲ ∫𝜋

۰
𝑓(sin 𝑥)𝑑𝑥 نشان دهید: [۰, 𝜋] روی 𝑓 پیوسته ی تابع هر برای سوال٨

بزنید. تخمین را خطا حداکثر کنیم. استفاده [− ۱
۱۰ , ۱

۱۰ ] بازه ی روی arctan 𝑥 تابع از ∫𝑥
۰

𝑒−𝑡۲𝑑𝑡 تقریب برای مͳ خواهیم سوال٩

محاسبه کنید. ۱۰−۳ تقریب با را ∫۱
۰

sin 𝑥𝑥 𝑑𝑥 مقدار تیلور سری تقریب Έکم به سوال١٠

استفاده کنید) ͳتوان سری های از مͳ توانید (راهنمایی: محاسبه کنید. را ∫۱
۰

ln 𝑥
۱−𝑥 𝑑𝑥 ناسره انتگرال سوال١١

چیست؟ سری این همΎرایی شعاع محاسبه کنید. ͳمقدمات توابع حسب بر را
∞
∑
𝑛=۱

𝑛(𝑛 + ۱)𝑥𝑛 ͳتوان سری سوال١٢

٢
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خ  دا ب  ه ن  ام

۱ س  وال در رای  ج اش  ت  ب  اه  ات خ  ص  وص در ت  وض  ی  ح  ات  ی

اس  ت. ب  وده زی  ر م  وارد م  ت  وج  ه ب  ی  ش  ت  ر دان  ش  ج  وی  ان اش  ت  ب  اه  ات

دان  ش  ج  وی  ان ،𝑥 ت  ا ۰ ب  ی  ن م  ن  اس  ب 𝑐 ی  ک ب  رای ،𝐸 = 𝑓″(𝑐)
۲ 𝑥۲ ی  ع  ن  ی خ  ط  ا، ف  رم  ول در و ب) ق  س  م  ت در •

ن  م  ی ک  ن  ن  د. م  ح  اس  ب  ه را 𝑓″ ب  ه م  رب  وط ب  الای ک  ران و م  ی ده  ن  د ق  رار 𝑥 ی  ا ص  ف  ر را 𝑐

ی  ع  ن  ی خ  ط  ا، م  ح  اس  ب  هٔ از ح  اص  ل ن  ت  ی  ج  ه از دان  ش  ج  وی  ان ،𝑓 − ۱
۸ < ۰ اث  ب  ات ب  رای و ج) ق  س  م  ت در •

ب  رای ح  س  اب م  اش  ی  ن از م  س  ت  ق  ی  م ب  ه ط  ور و ن  م  ی ک  ن  ن  د اس  ت  ف  اده ،𝑓 − ۱
۸ − 𝐿− ۱

۸ < ۱
۳۲ ن  ام  س  اوی

م  ی ک  ن  ن  د. اق  دام 𝐿− ۱
۸ م  ح  اس  ب  هٔ

اس  ت. cos ۱ < ۳
۴ دادن ن  ش  ان ب  رای ح  س  اب م  اش  ی  ن از اس  ت  ف  اده دی  گ  ر رای  ج اش  ت  ب  اه •

ن  ظ  ر در را 𝑓(۰) = ۰ و 𝑓(−۱) > ۰ ف  ق  ط و ن  م  ی ک  ن  ن  د اس  ت  ف  اده ج) ق  س  م  ت ن  ت  ی  ج  ه از د) ق  س  م  ت در •
⋯ م  ی رون  د خ  ط  ا ب  ه و م  ی گ  ی  رن  د

ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی درس پ  ای  ان ت  رم آزم  ون ۱ س  وال پ  اس  خ

ال  ف) ق  س  م  ت راه ح  ل
ب  ا اس  ت ب  راب  ر ،𝑥 = 𝑎 ن  ق  ط  هٔ ح  ول 𝑓(𝑥) خ  ط  ی ت  ق  ری  ب م  ی دان  ی  م

𝐿(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎).

م  ی ش  ود خ  ط  ی ت  ق  ری  ب ،𝑥 = ۰ ن  ق  ط  هٔ ح  ول ،𝑓(𝑥) = sin𝑥 − 𝑥cos(𝑥 + ۱) ب  رای پ  س

𝐿(𝑥) = 𝑓(۰) + 𝑓′(۰)𝑥,

زی  ر م  ح  اس  ب  ات ب  ه ت  وج  ه ب  ا ک  ه

𝑓(۰) = sin ۰− ۰ ⋅ cos ۱ = ۰,
𝑓′(𝑥) = cos𝑥 − cos(𝑥 + ۱) + 𝑥sin(𝑥 + ۱),
⟹ 𝑓′(۰) = cos ۰− cos ۱+ ۰ ⋅ sin ۱ = ۱− cos ۱,

۱
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داری  م
𝐿(𝑥) = ۰+ (۱− cos ۱)𝑥 = (۱− cos ۱)𝑥.

م  ی ش  ود 𝑓 − ۱
۸ ت  ق  ری  ب  ی م  ق  دار پ  س

𝑓 − ۱
۸ ≈ 𝐿− ۱

۸ = cos ۱− ۱
۸ .

ب) ق  س  م  ت راه ح  ل
م  ی دان  ی  م ب  اش  د، ت  ق  ری  ب خ  ط  ای 𝐸 = 𝑓(𝑥) − 𝐿(𝑥) و ص  ف  ر ح  ول 𝑓(𝑥) خ  ط  ی ت  ق  ری  ب 𝐿(𝑥) اگ  ر

𝐸 = 𝑓″(𝑐)
۲ 𝑥۲, 𝑥 ت  ا ۰ ب  ی  ن م  ن  اس  ب 𝑐 ی  ک ب  رای

داش  ت را زی  ر ت  خ  م  ی  ن م  ی ت  وان پ  س
|𝐸| ≤ 𝑀

۲ 𝑥۲,

روی س  وپ  ری  م  م ب  اش  د، 𝑥 < ۰ (اگ  ر م  ی ب  اش  د. ،𝑥 > ۰ ب  رای ،[۰, 𝑥] ب  ازهٔ روی |𝑓″| س  وپ  ری  م  م 𝑀 آن در ک  ه
ب  ود.) خ  واه  د [𝑥, ۰] ب  ازهٔ

داری  م 𝑓(𝑥) = sin𝑥 − 𝑥cos(𝑥 + ۱) ب  رای

𝑓″(𝑥) = −sin𝑥 + ۲sin(𝑥 + ۱) + 𝑥cos(𝑥 + ۱).

داری  م (ال  ف) ق  س  م  ت ت  ق  ری  ب خ  ط  ای ب  رای پ  س

|𝐸| ≤ 𝑀
۲  ۱۸

۲
= 𝑀
۱۲۸,

اس  ت. ۰, ۱۸ ب  ازهٔ روی |𝑓″| س  وپ  ری  م  م 𝑀 آن در ک  ه

داری  م ،۰ ≤ 𝑥 ≤ ۱
۸ ب  ه ای  ن ک  ه ت  وج  ه ب  ا و م  ث  ل  ث ن  ام  س  اوی ب  ه ک  م  ک ط  رف  ی از

𝑓″(𝑥) = −sin𝑥 + ۲sin(𝑥 + ۱) + 𝑥cos(𝑥 + ۱) ,

≤ | − sin𝑥| + ۲sin(𝑥 + ۱) + 𝑥cos(𝑥 + ۱) ≤ ۱+ ۲+ ۱
۸ = ۲۵

۸ < ۴.

و ،𝑀 ≤ ۲۵
۸ < ۴ ن  ت  ی  ج  ه در

|𝐸| ≤ 𝑀
۱۲۸ ≤

۲۵
۸
۱۲۸ < ۴

۱۲۸ = ۱
۳۲ .

۲



ج) ق  س  م  ت راه ح  ل
م  ی دان  ی  م (ب) و (ال  ف) ق  س  م  ت ط  ب  ق

cos ۱− ۱
۸ − 𝐸 ≤ 𝑓 − ۱

۸ ≤ cos ۱− ۱
۸ + 𝐸,

م  ی ب  اش  د. |𝐸| ≤ ۱
۳۲ آن در ک  ه

ن  وش  ت م  ی ت  وان اس  ت، ن  زول  ی ۰, 𝜋
۲  روی ک  س  ی  ن  وس ت  اب  ع چ  ون ط  رف  ی از

۰ < 𝜋
۴ < ۱ < 𝜋

۲ ⟹ ۰ < cos ۱ < cos 𝜋
۴ = √۲

۲ < ۳
۴ ,

خ  لاص  ت  ا ی  ا
cos ۱ < ۳

۴ .

ب  ه ک  م  ک ح  ال
 𝑓 − ۱

۸ ≤ cos ۱− ۱
۸ + 𝐸,

داری  م ،𝐸 ≤ |𝐸| ≤ ۱
۳۲ و ای  ن ک  ه ،cos ۱ < ۳

۴ ی  ع  ن  ی ،cos ۱ ب  رای اخ  ی  ر ت  خ  م  ی  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا و

𝑓 − ۱
۸ ≤ cos ۱− ۱

۸ + 𝐸 <
۳
۴ − ۱
۸ + ۱

۳۲ = − ۱
۳۲ + ۱

۳۲ = ۰,

ی  ا
𝑓 − ۱

۸ < ۰.

د) ق  س  م  ت راه ح  ل
م  ی دان  ی  م (ج) ق  س  م  ت ب  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑓 − ۱
۸ < ۰.

ط  رف  ی از

𝑓(−۱) = sin(−۱) − (−۱) cos(−۱+ ۱) = −sin ۱+ ۱ = ۱− sin ۱ > ۰.

ح  داق  ل وج  ود ب  ی  ن  ی م  ق  دار ق  ض  ی  هٔ از اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی 𝑓 چ  ون و ،𝑓(−۱) > ۰ و 𝑓 − ۱
۸ < ۰ چ  ون ح  ال

اس  ت. ش  ده ت  ض  م  ی  ن 𝑓(𝑐) = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه 𝑐 ∈ −۱,− ۱
۸ ⊂ (−۱, ۰) ی  ک

ه) ق  س  م  ت راه ح  ل

۳



اوّل: روش
داری  م س  اده، م  ح  اس  ب  ات  ی و ،cos ۱ < ۳

۴ ی  ع  ن  ی (ج)، ق  س  م  ت در cos ۱ ب  ه م  رب  وط ت  خ  م  ی  ن ب  ه ت  وج  ه ب  ا

𝑓′(𝑥) = 𝑥sin(𝑥 + ۱) + cos𝑥 − cos(𝑥 + ۱),

𝑓′(۰) = ۰+ ۱− cos ۱ > ۱− ۳
۴ > ۱

۴ > ۰,

𝑓′(−۱) = −۱sin ۰+ cos(−۱) − cos ۰ = cos ۱− ۱ < ۳
۴ − ۱ < − ۱

۴ < ۰.

ح  داق  ل وج  ود ب  ی  ن  ی م  ق  دار ق  ض  ی  هٔ از اس  ت، پ  ی  وس  ت  ه ت  اب  ع  ی 𝑓′ چ  ون و ،𝑓′(−۱) < ۰ و 𝑓′(۰) > ۰ چ  ون ح  ال
اس  ت. ش  ده ت  ض  م  ی  ن 𝑓′(𝑑) = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه 𝑑 ∈ (−۱, ۰) ی  ک

دوم: روش
𝑓(۰) = ۰ چ  ون ک  ه ط  رف  ی از اس  ت. ب  رق  رار 𝑐 ∈ (−۱, ۰) ی  ک ب  رای 𝑓(𝑐) = ۰ م  ی دان  ی  م (د) ق  س  م  ت از
ت  ض  م  ی  ن 𝑓′(𝑑) = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه 𝑑 ∈ (𝑐, ۰) ⊂ (−۱, ۰) ی  ک ح  داق  ل وج  ود رول ق  ض  ی  هٔ ط  ب  ق پ  س م  ی ب  اش  د،

اس  ت. ش  ده

۴



خ  دا ب  ه ن  ام

۲ س  وال در رای  ج اش  ت  ب  اه  ات خ  ص  وص در ت  وض  ی  ح  ات  ی

اس  ت. ب  وده زی  ر م  وارد م  ت  وج  ه ب  ی  ش  ت  ر دان  ش  ج  وی  ان اش  ت  ب  اه  ات

ش  ود. دق  ت ب  ای  د ق  ط  ر و ش  ع  اع ت  ف  اوت ب  ه و اس  ت ش  ده خ  واس  ت  ه ق  ط  ر ب  ه ارت  ف  اع ن  س  ب  ت •

و ح  ج  م راب  ط  هٔ دو ه  ر از داری  م ن  ی  از پ  س ق  ط  ر، و ارت  ف  اع ی  ع  ن  ی داری  م، م  ت  غ  ی  ر دو چ  ون س  وال، ای  ن در •
ک  ن  ی  م. اس  ت  ف  اده ج  ان  ب  ی، م  س  اح  ت

م  ش  ت  ق ه  م  چ  ن  ی  ن اس  ت. ص  ف  ر آن، ب  ودن ث  اب  ت دل  ی  ل ب  ه ق  ط  ر، ب  ه ن  س  ب  ت ح  ج  م م  ش  ت  ق ک  ه داش  ت ت  وج  ه ب  ای  د •
ب  ی  اب  ی  م. را م  ی  ن  ی  م  م ن  ق  ط  هٔ ک  ان  دی  د ت  ا م  ی گ  ذاری  م ص  ف  ر ب  راب  ر را م  س  اح  ت

ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی درس پ  ای  ان ت  رم آزم  ون ۲ س  وال پ  اس  خ

م  ی ده  ی  م ق  رار

ق  اع  ده ,𝐷=ق  ط  ر
اس  ت  وان  ه =ارت  ف  اع ℎ,

اس  ت  وان  ه 𝑉=ح  ج  م =𝜋ℎ𝐷
۲

۴ ,

اس  ت  وان  ه ک  ف 𝜋𝐷=م  س  اح  ت
۲

۴ ,

اس  ت  وان  ه ج  ان  ب  ی م  س  اح  ت =𝜋𝐷ℎ.

ی  ع  ن  ی اس  ت  وان  ه، ث  اب  ت ح  ج  م ب  رای م  س  ئ  ل  ه، م  ف  روض  ات ط  ب  ق

اس  ت  وان  ه 𝑉=ح  ج  م =𝜋ℎ𝐷
۲

۴ ,ث  اب  ت=

م  ق  دار م  ی خ  واه  ی  م
اس  ت  وان  ه ب  دن  ه ی ک  ل م  س  اح  ت = 𝑆 = 𝜋𝐷

۲

۴ +𝜋𝐷ℎ,

ک  ه ک  ن  ی  د ت  وج  ه اس  ت  وان  ه، ب  دن  ه ی ک  ل م  س  اح  ت ب  ه  ی  ن  ه س  ازی از ق  ب  ل ک  ن  ی  م. ک  م  ی  ن  ه را

𝑉 =𝜋ℎ𝐷
۲

۴ ⟹ ℎ= ۴𝑉
𝜋𝐷۲ ⟹ اس  ت  وان  ه ب  دن  ه ی ک  ل م  س  اح  ت = 𝑆 = 𝜋𝐷

۲

۴ + ۴𝑉
𝐷 .

۱

ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



ق  ط  ر م  ت  غ  ی  ر ب  ه ن  س  ب  ت آن م  ش  ت  ق ی  ع  ن  ی م  ی ک  ن  ی  م؛ ک  م  ی  ن  ه گ  رف  ت  ن م  ش  ت  ق ب  ه ک  م  ک را اس  ت  وان  ه ب  دن  ه ی ک  ل م  س  اح  ت ح  ال
ک  ل م  س  اح  ت ش  دن ک  م  ی  ن  ه ب  اع  ث ق  ط  ر، ب  رای آم  ده ب  ه دس  ت م  ق  دار ای  ن م  ی ی  اب  ی  م. را ق  ط  ر و داده ق  رار ص  ف  ر ب  راب  ر را

م  ی ش  ود. اس  ت  وان  ه ب  دن  ه ی

𝑆′ = 𝑑𝑆
𝑑𝐷 = 𝜋𝐷۲ −

۴𝑉
𝐷۲ = ۰ ⟹ 𝐷۳ = ۸𝑉

𝜋 .

ب  راب  ر ق  ط  ر ب  ه ارت  ف  اع ن  س  ب  ت ،𝐷۳ = ۸𝑉
𝜋 ی  ع  ن  ی ف  وق، اخ  ی  ر راب  ط  هٔ و ℎ = ۴𝑉

𝜋𝐷۲ راب  ط  ه  ه  ای ب  ه ت  وج  ه ب  ا ح  ال
ب  ا م  ی ش  ود

ℎ
𝐷 = ۴𝑉

𝜋𝐷۳ =
۴𝑉

𝜋 ⋅ ۸𝑉𝜋
= ۱

۲ .

۲



خ  دا ب  ه ن  ام

۳ س  وال در رای  ج اش  ت  ب  اه  ات خ  ص  وص در ت  وض  ی  ح  ات  ی

اس  ت. ب  وده زی  ر م  وارد م  ت  وج  ه ب  ی  ش  ت  ر دان  ش  ج  وی  ان اش  ت  ب  اه  ات

ت  ا اس  ت ح  س  اب  ان اس  اس  ی ق  ض  ی  هٔ و زن  ج  ی  ره ای ق  اع  ده از اس  ت  ف  اده م  ش  ت  ق، ی  اف  ت  ن راه ب  ه  ت  ری  ن ال  ف) ق  س  م  ت ب  رای •
ک  رد. اس  ت  ف  اده ب) ق  س  م  ت در و ی  اف  ت را ب  ح  ران  ی) ن  ق  اط (ی  ع  ن  ی اوّل م  رت  ب  هٔ م  ش  ت  ق ری  ش  ه ه  ای ب  ت  وان

ب  ح  ران  ی، ن  ق  اط در دوم م  ش  ت  ق ب  ودن م  ن  ف  ی ی  ا م  ث  ب  ت ت  ع  ی  ی  ن ب  ه م  رب  وط م  ح  اس  ب  ات ب  رای ت  ن  ه  ا ب) ق  س  م  ت در •
م  ش  ت  ق! ری  ش  ه ه  ای ی  اف  ت  ن ن  ه و ب  ودی  د ح  س  اب م  اش  ی  ن از اس  ت  ف  اده ب  ه م  ج  از

ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی درس پ  ای  ان ت  رم آزم  ون ۳ س  وال پ  اس  خ

م  ی دان  ی  م ان  ت  گ  رال و دی  ف  ران  س  ی  ل ح  س  اب اس  اس  ی ق  ض  ی  ه ی و زن  ج  ی  ره ای ق  اع  دهٔ از ال  ف) ق  س  م  ت راه ح  ل

𝑑
𝑑𝑥

𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑏′(𝑥)𝑓 𝑏(𝑥) − 𝑎′(𝑥)𝑓 𝑎(𝑥) .

م  ی ده  د ن  ت  ی  ج  ه ،𝑓(𝑥) =
۲𝑥

𝑥
𝑒−𝑡۲ 𝑑𝑡ب  رای س  اده م  ح  اس  ب  ه ای پ  س

𝑓′(𝑥) = ۲𝑒−۴𝑥۲ − 𝑒−𝑥۲,

م  ت  ع  اق  ب  ا و
𝑓″(𝑥) = −۱۶𝑥𝑒−۴𝑥۲ + ۲𝑥𝑒−𝑥۲ .

ک  ه ن  ق  اط  ی اب  ت  دا ب  اش  د. م  ن  ف  ی دوم م  ش  ت  ق و ص  ف  ر اوّل م  ش  ت  ق ک  اف  ی  س  ت م  اک  س  ی  م  م ی  اف  ت  ن ب  رای ب) ق  س  م  ت راه ح  ل
م  ی ی  اب  ی  م. را اس  ت ص  ف  ر اوّل م  ش  ت  ق آن در

𝑓′(𝑥) = ۲𝑒−۴𝑥۲ − 𝑒−𝑥۲ = ۰ ⟹ ۲𝑒−۴𝑥۲ = 𝑒−𝑥۲

⟹ 𝑒۳𝑥۲ = ۲ ⟹ 𝑥=±

ln۲
۳ .

چ  ون ح  ال

𝑓″
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝+

ln۲
۳

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = −۱۶

ln۲
۳ ۲

−۴
۳ + ۲


ln۲
۳ ۲

−۱
۳ < ۰,

۱
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و

𝑓″
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝−

ln۲
۳

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = +۱۶

ln۲
۳ ۲

−۴
۳ − ۲


ln۲
۳ ۲

−۱
۳ > ۰,

دوم، م  رت  ب  هٔ م  ش  ت  ق آزم  ون ط  ب  ق پ  س اس  ت،

𝑥 = +

ln۲
۳

اس  ت. م  وض  ع  ی م  اک  س  ی  م  م ن  ق  ط  هٔ

۲



خ  دا ب  ه ن  ام

۴ س  وال در رای  ج اش  ت  ب  اه  ات و ن  م  ره ده  ی خ  ص  وص در ت  وض  ی  ح  ات  ی

اس  ت. ب  وده زی  ر م  وارد م  ت  وج  ه ب  ی  ش  ت  ر دان  ش  ج  وی  ان اش  ت  ب  اه  ات

ج  م  ع ه  م ب  ا را اوّل ج  م  ل  هٔ ۴ ول  ی م  ی ک  ن  ن  د، م  ح  اس  ب  ه درس  ت را 𝑛 = ۳ دان  ش  ج  وی  ان ب) ق  س  م  ت در •
اس  ت. ش  ده ک  م ن  م  ره ۷ ق  س  م  ت ه  ا، ب  ق  ی  ه ب  ودن درس  ت ص  ورت در اوّل. ج  م  ل  هٔ ۳ ب  ه ج  ای م  ی ک  ن  ن  د،

ب  ا را خ  ط  ا ب  ن  اب  رای  ن و اس  ت م  ت  ن  اوب س  ری ب  گ  وی  ن  د ب  ع  د ک  ه ن  ن  وش  ت  ه ان  د را 𝑓(۱) دان  ش  ج  وی  ان ب) ق  س  م  ت در •
در ح  ال  ت، ای  ن در ب  پ  ردازن  د. م  ط  ل  ب ادام  ه ب  ه و گ  رف  ت  ه ن  ظ  ر در م  ت  ن  اوب، س  ری ه  ای خ  ط  ای ب  ه اس  ت  ن  داد

اس  ت. ش  ده ک  م ن  م  ره ۵ ق  س  م  ت ه  ا، ب  ق  ی  ه درس  ت  ی ص  ورت

ن  ادرس  ت ک  ه گ  رف  ت  ه ان  د ن  ظ  ر در ۰٫۰۰۱ از ک  م  ت  ر را س  ری +𝑛)-ام ۱) ج  م  ل  هٔ دان  ش  ج  وی  ان ب) ق  س  م  ت در •
م  ی گ  رف  ت  ن  د. ن  ظ  ر در ۰٫۰۰۰۵ از ک  م  ت  ر ب  ای  د اس  ت.

م  ق  ای  س  ه ۰٫۰۰۱ ی  ا ۰٫۰۰۰۵ ب  ا را اوّل ج  م  ل  هٔ ۳ ی  ا ج  م  ل  ه ۴ ت  وض  ی  ح  ی ه  ی  چ ب  دون دان  ش  ج  وی  ان ب) ق  س  م  ت در •
درس  ت، ن  ت  ی  ج  ه گ  ی  ری ص  ورت در ح  ت  ی ک  ن  ن  د. ج  م  ع ه  م ب  ا را اوّل ج  م  ل  هٔ چ  ن  د ب  ای  د گ  رف  ت  ه ان  د ن  ت  ی  ج  ه و ک  رده ان  د
ج  م  ل  هٔ م  ق  دار ک  ه ک  ن  ن  د ت  وج  ه ح  ال  ت  ی ک  ه در م  گ  ر اس  ت، ن  ش  ده داده ب  ی ت  وض  ی  ح پ  اس  خ ه  ای ب  ه ای  ن ن  م  ره ای
درس  ت ص  ورت در و ن  م  ره ۵ م  ط  ل  ب ای  ن ق  ی  د ص  ورت در ک  ه ب  اش  د ک  م  ت  ر ۰٫۰۰۰۵ از ب  ای  د 𝑛)-ام + ۱)

اس  ت. ش  ده داده ای  ش  ان ب  ه ن  م  ره ۸+ ۵ م  ق  ای  س  ه، در +𝑛)-ام ۱) ج  م  ل  هٔ ن  وش  ت  ن

و اش  ت  ب  اه ای  ن ب  رای ن  م  ره ۴ ک  ه ن  وش  ت  ه ان  د اش  ت  ب  اه را س  ری +𝑛)-ام ۱) ج  م  ل  هٔ دان  ش  ج  وی  ان ب) ق  س  م  ت در •
اس  ت. ش  ده ک  م ح  ل راه ادام  ه ب  رای دی  گ  ر ن  م  ره ۱۲ ب  ال  ط  ب  ع

م  س  ت  ق  ی  م  ا را ش  ده داده ان  ت  گ  رال ت  ی  ل  ور س  ری ب  ودن  د ک  رده س  ع  ی دان  ش  ج  وی  ان از زی  ادی ت  ع  داد ال  ف) ق  س  م  ت در •
اس  ت. ش  ده داده آن ه  ا ب  ه ن  م  ره ۲ ی  ا ۱ آن  ه  ا، ت  لاش ب  ه خ  اط  ر ول  ی ن  ب  وده ان  د، ه  م م  وف  ق ال  ب  ت  ه ک  ه ب  ن  وی  س  ن  د

ی  ک ع  م  وم  ی ری  اض  ی درس پ  ای  ان ت  رم آزم  ون ۴ س  وال پ  اس  خ

ال  ف) ق  س  م  ت راه ح  ل
ی  ع  ن  ی م  ی ن  وی  س  ی  م، را sin𝑥 م  ک  ل  ورن ب  س  ط اب  ت  دا

sin𝑥 = 𝑥− 𝑥
۳

۳! +
𝑥۵
۵! −

𝑥۷
۷! +⋯+ (−۱)𝑛 𝑥۲𝑛+۱

(۲𝑛+ ۱)! +⋯ .

۱
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داری  م و ،𝑥 = 𝑡۲ م  ی ده  ی  م ق  رار ح  ال

sin(𝑡۲) = 𝑡۲ − 𝑡
۶

۳! +
𝑡۱۰
۵! −

𝑡۱۴
۷! +⋯+ (−۱)𝑛 𝑡۴𝑛+۲

(۲𝑛+ ۱)! +⋯ .

م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه ،[۰, 𝑥] ب  ازهٔ روی ف  وق، س  ری از ج  م  ل  ه ب  ه ج  م  ل  ه ان  ت  گ  رال گ  ی  ری ب  ا

𝑓(𝑥) =
𝑥

۰
sin(𝑡۲)𝑑𝑡

= 𝑥
۳

۳ − 𝑥۷
۷×۳! +

𝑥۱۱
۱۱× ۵! −

𝑥۱۵
۱۵×۷! +⋯+ (−۱)𝑛 𝑥۴𝑛+۳

(۴𝑛+۳) × (۲𝑛+ ۱)! +⋯

=
∞

𝑛=۰
(−۱)𝑛 𝑥۴𝑛+۳

(۴𝑛+۳) × (۲𝑛+ ۱)! .

ب) ق  س  م  ت راه ح  ل
م  ی ش  ود ،𝑓(۱) ی  ع  ن  ی ،𝑥 = ۱ ب  ه ازای ق  ب  ل ق  س  م  ت ان  ت  گ  رال م  ق  دار

𝑓(۱) =
۱

۰
sin(𝑡۲)𝑑𝑡 = ۱

۳ −
۱

۷×۳! +
۱

۱۱× ۵! −⋯+ (−۱)𝑛
(۴𝑛+۳) × (۲𝑛+ ۱)! +⋯

=
∞

𝑛=۰

(−۱)𝑛
(۴𝑛+۳) × (۲𝑛+ ۱)! .

ج  م  ل  ه ای ت  ا ک  اف  ی  س  ت ک  ن  ی  م، ح  س  اب اع  ش  ار رق  م ۳ ت  ا را اس  ت م  ت  ن  اوب س  ری ی  ک ک  ه ف  وق ج  واب ای  ن ک  ه ب  رای
𝑛 -ام ج  م  ل  هٔ ت  ا ک  ه م  ت  ن  اوب س  ری  ی  ک در خ  ط  ا ح  داک  ث  ر م  ی دان  ی  م ب  اش  د. ۵

۱۰۰۰۰ از ک  م  ت  ر آن خ  ط  ای ک  ه ب  روی  م پ  ی  ش
پ  س اس  ت. ک  م  ت  ر 𝑛)-ام، + ۱) ج  م  ل  هٔ ی  ع  ن  ی ن  ش  ده، اس  ت  ف  اده ج  م  ل  هٔ اول  ی  ن ق  درم  ط  ل  ق از اس  ت، ش  ده ن  وش  ت  ه

م  ی ن  وی  س  ی  م

 (−۱)𝑛
(۴𝑛+۳) × (۲𝑛+ ۱)! ≤

۵
۱۰۰۰۰,

ه  ر ب  رای ف  وق ن  ام  س  اوی ی  ع  ن  ی م  ی ب  اش  د. 𝑛 = ۳ ع  ب  ارت ای  ن ب  رق  راری ب  رای ص  ح  ی  ح ع  دد ک  وچ  ک ت  ری  ن ک  ه
ب  ه م  رب  وط ج  م  لات ج  م  ع ب  ا اع  ش  ار، رق  م ۳ ت  ا ،𝑥 = ۱ ب  رای را ت  ق  ری  ب  ی م  ق  دار پ  س اس  ت. ب  رق  رار ،𝑛 ≥ ۳

داری  م. زی  ر ب  ه ص  ورت ،𝑛 = ۰, ۱,۲ ان  دی  س ه  ای


۱

۰
sin(𝑡۲)𝑑𝑡 ≈ ۱

۳ −
۱

۷×۳! +
۱

۱۱× ۵! =
۲۸۶۷
۹۲۴۰ .

رق  م ۳ ت  ا ب  ودن دق  ی  ق ک  ردی  م: اس  ت  ف  اده اع  ش  ار رق  م ۳ ت  ا دق  ت م  ع  ن  ای در آدام  ز ک  ت  اب ق  رارداد از راه ح  ل، در ت  ذک  ر:
ب  اش  د ۰٫۰۰۱ از ک  م  ت  ر ع  دد دو ت  ف  اض  ل اگ  ر ک  ه ش  ود دق  ت ش  ود. ۰٫۰۰۰۵ از ک  م  ت  ر م  ق  دار دو ت  ف  اض  ل ی  ع  ن  ی اع  ش  ار

۲



ع  دد دو م  ث  لا ه  س  ت  ن  د، ب  راب  ر اع  ش  ار رق  م ۳ ت  ا ه  م ب  ا ع  دد دو ک  ه ن  م  ی ده  د ن  ت  ی  ج  ه ل  زوم  ا

𝑎 = 𝜋 = ۳٫۱۴۱۵۹۲⋯

و
𝑏 = ۳٫۱۴۰۹

ن  ی  س  ت  ن  د. ب  راب  ر اع  ش  ار رق  م ۳ ت  ا 𝑏 و 𝑎 ول  ی م  ی ب  اش  د، |𝑎 − 𝑏| < ۰٫۰۰۱ ب  ه وض  وع ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را

۳

ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com

ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



CamScanner



CamScanner



CamScanner



CamScanner



CamScanner



(١۴٠١ (زمستان ١ عمومͬ ریاضͬ

پایان ترم آزمون

دقیقه ٢١٠ آزمون: زمان رنجبر دکتر و رزوان، دکتر خانه دانͬ، دکتر جمالͬ، دکتر مدرسین:

١ سوال

کنید. محاسبه را زیر انتگرال های

،
∫

dx
sin۴ x+cos۴ x

نمره) ۵) آ)

.
∫∞
٠

dx
(١+x٢)٣

نمره) ۵) ب)

٢ سوال

a) کنید محاسبه را ͬ شود م توصیف زیر معادلات توسط که سه بعدی شͬء حجم و سطح نمره) ١٠)
است). مثبتͬ ثابت

x٢ + y٢ ≤ a٢, y٢ + z٢ ≤ a٢.

٣ سوال

بͽیرید. نظر در را
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ x٣n−٢ توانͬ سری

همͽراست؟ سری ،x از مقادیری چه ازای به نمره) ۵) آ)

کنید. محاسبه مقدماتͬ نگاشت های حسب بر را سری نمره) ۵) ب)

کنید. محاسبه را
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ مقدار نمره) ٢) ج)

۴ سوال

بͽیرید. نظر در را Sn آن جزئͬ مجموع و S =
∑∞

n=١
١
n٢ سری

١

ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



پایان ترم آزمون

دهید نشان نمره) ۵) آ)

Sn +

∫ ∞

n+١

dx

x٢
< S < Sn +

∫ ∞

n

dx

x٢
.

٣−١٠ از خطا شود، استفاده n ≥ N برای Sn از S به جای اگر که بیابید را N بهترین نمره) ٣) ب)
باشد. نابیشتر

که بیابید طوری را N شود، استفاده Sn + ١
٢

(∫∞
n

dx
x٢

+
∫∞
n+١

dx
x٢

)
از S جای به اگر نمره) ٢) ج)

باشد. نابیشتر ٣−١٠ از خطا n ≥ N برای

۵ سوال

است. مثبتͬ صحیح عدد n که کنید، محاسبه (٠, ١] بازه روی را |xn lnx| مطلق ماکزیمم نمره) ۵) آ)

بجای را
∫ ١
٠ lnx

∑n
k=١

xk

k!
dx استفاده از حاصل خطای تیلور، قضیه از استفاده با نمره) ۵) ∫ب) ١

٠
(ex − ١) ln xdx

است. مثبتͬ صحیح عدد n که کنید، محاسبه

کنید. محاسبه ١٠−۴ تقریب با را
∫ ١
٠ (e

x − ١) ln xdx انتگرال نمره) ٣) ج)

۶ سوال

دهید نشان ریمان انتگرال تکنیͷ های از استفاده با باشد. مثبت عددی p کنید فرض نمره) ١٠)

lim
n→∞

∑n
k=١ k

p

np+١ =
١

p+ ١
.

٧ سوال

دقیق شرح (با باشد همͽرا
∫ ١
٠

dx
sin(xp)

ناسره انتگرال که بیابید چنان را p مثبت اعداد تمامͬ نمره) ١٠)
محاسبات).

٢
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(١۴٠١ (زمستان ١ عمومͬ ریاضͬ

پایان ترم آزمون پاسخ

دقیقه ٢١٠ آزمون: زمان رنجبر دکتر و رزوان، دکتر خانه دانͬ، دکتر جمالͬ، دکتر مدرسین:

١ سوال پاسخ

داریم: cos٢ x = ١+cos ٢x
٢ و sin٢ x = ١−cos ٢x

٢ مثلثاتͬ اتحادهای از استفاده با ∫آ)
dx

sin۴ x+ cos۴ x
=

∫
٢dx

١+ cos٢ ٢x

داریم: cos٢ ٢x = ١+cos ۴x
٢ مثلثاتͬ اتحاد از استفاده با مجددا، نمره). ١)∫

dx

sin۴ x+ cos۴ x
= ۴

∫
dx

٣+ cos ۴x

داریم: u = tan ٢x متغیر تغییر و cos ۴x = ١−tan٢ ٢x
١+tan٢ ٢x مثلثاتͬ اتحاد از استفاده با حال نمره). ١)∫

dx

sin۴ x+ cos۴ x
=

∫
du

٢+ u٢
نمره) ١)

=

√
٢
٢

tan−١
(

u√
٢

)
+ c نمره) ١)

=

√
٢
٢

tan−١
(√

٢ tan ٢x
٢

)
+ c. نمره) ١)

١
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پایان ترم آزمون پاسخ

داریم: x = tan t متغیر تغییر از استفاده با ∫ب) ∞

٠

dx

(١+ x٣(٢
=

∫ π
٢

٠
cos۴ t dt نمره) ١)

=

∫ π
٢

٠

(
١+ cos ٢t

٢

)٢

dt نمره) ١)

=
١
۴

∫ π
٢

٠

(
١+ ٢ cos ٢t+ cos٢ ٢t

)
dt

=
١
۴

(
π

٢
+ ٢

∫ π
٢

٠
cos ٢t dt+

∫ π
٢

٠

١+ cos ۴t
٢

dt

)
نمره) ١)

=
١
۴

π

٢
+ ٢

∫ π
٢

٠
cos ٢t dt︸ ︷︷ ︸

٠

+
π

۴
+

١
٢

∫ π
٢

٠
cos ۴t dt︸ ︷︷ ︸

٠

 نمره) ١)

=
٣π
١۶

. نمره) ١)

٢ سوال پاسخ

حجم:

V = ٨
∫ a

٠
dV = ٨

∫ a

٠

(√
a٢ − y٢

)٢
dy = ٨

∫ a

٠
(a٢ − y٢)dy = ٨(a٣ − a٣

٣
) =

١۶a٣

٣
,

نمره). ۵)
سطح:

S = ١۶
∫ a

٠

√
a٢ − y٢dS = ١۶

∫ a

٠

√
a٢ − y٢

√
١+

((√
a٢ − y٢

)′)٢

dy

= ١۶
∫ a

٠
ady = ١۶a٢,

نمره). ۵)

٣ سوال پاسخ

٢
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پایان ترم آزمون پاسخ

داریم: an = (−١)n+١

٣n−٢ دنباله ی تعریف با آ)

١
R

= lim
n→∞

∣∣∣∣an+١

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ ١
٣n+١
١

٣n−٢

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣٣n− ٢
٣n+ ١

∣∣∣∣ = ١⇒ R = ١. نمره) ١)

به و x٠ = ٠ مرکز به ͬͽهمسای در ،
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ x٣n−٢ توانͬ سری درس، قضایای مطابق
توانͬ سری همͽرایی نمره). ١) است مطلق همͽرای (−١, ١) بازه ی یعنͬ ،R = ١ شعاع

ͬ کنیم. م بررسͬ جداگانه x = −١ و x = ١ برای را
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ x٣n−٢

داریم: x = ١ برای •
∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
x٣n−٢ =

∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
.

و ،|an+١| ≤ |an| و an+١an < ٠ داریم n طبیعͬ عدد هر برای این که به توجه ∞∑با
n=١

(−١)n+١

٣n−٢ سری که گرفت نتیجه ͬ توان م لایب نیتز آزمون با مطابق ،limn→∞ an = ٠
نمره). ١) همͽراست
داریم: x = −١ برای •

∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
x٣n−٢ =

∞∑
n=١

−١
٣n− ٢

.

نتیجه ͬ توان م حدی مقایسه آزمون از استفاده با و
∑∞

n=١
١
n

همساز سری واگرایی به توجه با
نمره). ١) واگراست

∑∞
n=١

−١
٣n−٢ سری که گرفت

نمره). ١) همͽراست x ∈ (−١, ١] هر برای
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ x٣n−٢ توانͬ سری درنتیجه،

داریم: ،x ∈ (−١, ١) هر برای ب)

١
١+ x٣

=
∞∑
n=٠

(−١)nx٣n.

داریم: n← n− ١ اندیس تغییر با

١
١+ x٣

=
∞∑
n=١

(−١)n−١x٣n−٣.

درنتیجه، نمره). ١)

١
١+ x٣

=
∞∑
n=١

(−١)n−١x٣n−٣ ⇒
∫ x

٠

dt

١+ t٣
=

∞∑
n=١

(−١)n+١
∫ x

٠
t٣n−٣dt نمره) ١)

⇒
∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
x٣n−٢ =

∫ x

٠

dt

١+ t٣
نمره) ١)

٣
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پایان ترم آزمون پاسخ

داریم کسر ͷتفکی از استفاده با

١
١+ t٣

=
١
٣

(
١

١+ t
+
−t+ ٢

١− t+ t٢

)
نمره) ١)

نتیجه: در و

⇒
∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
x٣n−٢ =

١
۶

(
ln

∣∣∣∣x٢ + ٢x+ ١
x٢ − x+ ١

∣∣∣∣+ ٢
√
٣ tan−١(

٢x− ١√
٣

) +
π√
٣

)
. نمره) ١)

داریم: آبل قضیه از استفاده با و x = ١ در
∑∞

n=١
(−١)n+١

٣n−٢ x٣n−٢ توانͬ سری همͽرایی به توجه با ج)
∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
= lim

x→١−

∞∑
n=١

(−١)n+١

٣n− ٢
x٣n−٢ =

١
۶

(
ln ۴+ ٢

π√
٣

)
=

١
٣

(
ln ٢+

π√
٣

)
.

نمره) ٢)

۴ سوال پاسخ

داریم: آ)

S = Sn +
∞∑

k=n+١

١
k٢

. (٠. ١)

داریم: ،x > ٠ روی f(x) = ١
x٢

تابع بودن نزولͬ اکیدا به توجه با بعلاوه، نمره) ١)∫ k+١

k

dx

x٢
<

١
k٢
⇒

∞∑
k=n+١

∫ k+١

k

dx

x٢
<

∞∑
k=n+١

١
k٢

⇒
∫ ∞

n+١

dx

x٢
<

∞∑
k=n+١

١
k٢

⇒ Sn +

∫ ∞

n+١

dx

x٢
< S

داریم: مشابه طور به نمره) ٢)∫ k

k−١

dx

x٢
>

١
k٢
⇒

∞∑
k=n+١

∫ k

k−١

dx

x٢
>

∞∑
k=n+١

١
k٢

⇒
∫ ∞

n

dx

x٢
>

∞∑
k=n+١

١
k٢

⇒ Sn +

∫ ∞

n

dx

x٢
> S

۴
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پایان ترم آزمون پاسخ

درنتیجه، نمره). ٢)

Sn +

∫ ∞

n+١

dx

x٢
< S < Sn +

∫ ∞

n

dx

x٢
.

داریم: قبل قسمت نامساوی از استفاده با ∫ب) ∞

n+١

dx

x٢
< S − Sn <

∫ ∞

n

dx

x٢
⇒ ١

n+ ١
< S − Sn <

١
n
,

نابیشتر ٣−١٠ از Sn با S تقریب خطای ،n ≥ N برای که N بهترین محاسبه برای لذا، نمره). ٢)
نمره). ١) N = ١٠٣ درنتیجه، . ١

N+١ ≥
١

١٠٠١ و ١
N
≤ ١

١٠٠٠ باشیم داشته است کافͬ باشد،

داریم: (الف) قسمت نامساوی از استفاده با S∣∣∣∣ج) − (Sn +
١
٢

(∫ ∞

n

dx

x٢
+

∫ ∞

n+١

dx

x٢

))∣∣∣∣ < ١
٢

(∫ ∞

n

dx

x٢
−
∫ ∞

n+١

dx

x٢

)
=

١
٢n٢ + ٢n

نابیشتر ٣−١٠ از Sn + ١
٢

(∫∞
n

dx
x٢

+
∫∞
n+١

dx
x٢

)
با S تقریب خطای این که برای لذا، نمره). ١)

نمره). ١) n ≥ ٢٢ یعنͬ ، ١
٢n٢+٢n ≤ ٣−١٠ باشیم داشته است کافͬ باشد،

۵ سوال پاسخ

درنتیجه، .xn > ٠ و lnx ≤ ٠ داریم x ∈ (٠, ١] هر و n مثبت صحیح عدد برای آ)

f(x) = |xn lnx| = −xn lnx, ∀x ∈ (٠, ١],

داریم: x ∈ (٠, ١) برای این ترتیب، به نمره). ١)

f ′(x) = −xn−١ (n lnx+ ١) ,

توجه با نمره). ١) است (٠, ١] بازه ی در f تابع ایستای نقطه تنها x = e−١/n درنتیجه، نمره). ١)
ͬ توان م ،limx→٠+ f(x) = ٠ و f(١) = ٠ این که و ،(٠, ١] بازه ی روی f نامنفͬ تابع پیوستگͬ به
مطلق ماکزیمم x = e−١/n نقطه ی یعنͬ ،(٠, ١] بازه ی در f تابع ایستای نقطه تنها که گرفت نتیجه
برابر (٠, ١] بازه ی روی f(x) مطلق ماکزیمم مقدار درنتیجه، است. (٠, ١] بازه ی روی |xn lnx|
اول) مشتق علامت (تعیین اول مشتق آزمون از استفاده با نمره). ٢) است f(e−١/n) = ١/(ne)

داد. نشان را x = e−١/n ایستای نقطه ی بودن مطلق ماکزیمم ͬ توان م نیز دوم مشتق آزمون یا

۵
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پایان ترم آزمون پاسخ

داریم: ،x = ٠ نقطه ی حول ex تابع برای تیلور قضیه از استفاده با اول: راه حل ب)

ex − ١ =
n∑

k=١

xk

k!
+

es

(n+ ١)!
xn+١,

درنتیجه، نمره). ١) است x و ٠ بین نقطه ای s آن در ∫که ١

٠
(ex − ١) ln xdx =

∫ ١

٠
lnx

n∑
k=١

xk

k!
dx+

∫ ١

٠

es

(n+ ١)!
xn+١ lnxdx

⇒
∫ ١

٠
(ex − ١) ln xdx−

∫ ١

٠
lnx

n∑
k=١

xk

k!
dx =

∫ ١

٠

es

(n+ ١)!
xn+١ lnxdx نمره) ٢)

⇒

∣∣∣∣∣
∫ ١

٠
(ex − ١) ln xdx−

∫ ١

٠
lnx

n∑
k=١

xk

k!
dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ١

٠

|es|
(n+ ١)!

|xn+١ lnx|dx

≤ ١
(n+ ١)(n+ ١)!

نمره) ٢)

شده حاصل x ∈ [٠, ١] هر برای ex ≤ e این که و (الف) قسمت از استفاده با آخر نامساوی که
∫است. ١

٠ lnx
∑n

k=١
xk

k!
dx از استفاده با

∫ ١
٠ (e

x − ١) ln xdx محاسبه ی خطای این که برای نمره) ٣) ج)
باشیم: داشته است کافͬ باشد، کم تر ١٠−۴ از

١
(n+ ١)(n+ ١)!

≤ ١٠−۴ ⇒ n ≥ ۶. نمره) ١)

با است برابر نظر مورد تقریب ∫بنابراین، ١

٠
lnx

۶∑
k=١

xk

k!
dx =

۶∑
k=١

١
k!

∫ ١

٠
xk lnxdx نمره) ١)

=
۶∑

k=١

١
(k + ١)(k + ١)!

نمره) ١)

است. آمده بدست جزء به جزء انتگرال گیری ͷتکنی با ،
∫ ١
٠ xk lnxdx محاسبه ی از آخر تساوی که

قسمت در انتگرال تخمین خطای ،x = ٠ نقطه ی حول ex تیلور بسط از استفاده با برخͬ رایج: اشتباه
صورت به را ∫(ب) ١

٠
(ex − ١) ln xdx−

∫ ١

٠
lnx

n∑
k=١

xk

k!
dx =

∫ ١

٠
lnx

(
∞∑

k=n+١

xk

k!

)
dx

۶
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پایان ترم آزمون پاسخ

ͬ توان نم کلͬ حالت در که داشت توجه باید کرده اند. خارج انتگرال از را سری کافͬ، دلیل ارائه بدون سپس
است. شده کسر نمره ͷی اشتباه این برای کرد. خارج انتگرال از را سری

۶ سوال پاسخ

ریمان انتگرال پذیر تابع برای و [٠, ١] بازه ی از k = ٠, ١, . . . , n ،xk = k
n

افراز گرفتن نظر در با
داریم: f : [٠, ١]→ R∫ ١

٠
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
k=٠

١
n
f (k/n) . (٠. ٢)

درنتیجه،

lim
n→∞

∑n
k=١ k

p

np+١ = lim
n→∞

١
n

n∑
k=٠

(
k

n

)p

=

∫ ١

٠
xpdx نمره) ٨)

=
١

p+ ١
. نمره) ٢)

است. شده داده نمره ٣ باشد، شده نوشته (٠. ٢) رابطه ی فقط اگر توجه:

٧ سوال پاسخ

دقیق شرح (با باشد همͽرا
∫ ١
٠

dx
sin(xp)

ناسره انتگرال که بیابید چنان را p مثبت اعداد تمامͬ نمره) ١٠)
داریم: توجه ابتدا در محاسبات).

lim
x→٠+

١
sin(xp)

١
xp

= lim
x→٠+

xp

sinxp
= ١.

که ͬ شود م یافت چنان δ > ٠ ،ε = ١
٢ برای حد تعریف مطابق لذا،

١
٢xp
≤ ١

sin(xp)
≤ ٣

٢xp
, ∀x ∈ (٠, δ).

۵) هستند واگرا دو هر یا و همͽرا دو هر یا
∫ ١
٠

dx
xp و

∫ ١
٠

dx
sin(xp)

انتگرال دو مقایسه، آزمون به بنا درنتیجه،
به توجه با لذا، واگراست. p ≥ ١ برای و همͽرا ٠ < p < ١ برای

∫ ١
٠

dx
xp p‐انتگرال ͬ دانیم م نمره).

نمره). ۵) واگراست p ≥ ١ برای و همͽرا ٠ < p < ١ برای نیز
∫ ١
٠

dx
sin(xp)

بالا، استدلال
عدم صورت در باشد. شده ارائه کامل و درست استدلال با باید واگرایی و همͽرایی بازه های تعیین توجه:

است. نشده داده کامل نمره لازم استدلال ارائه
رایج: اشتباه

٧
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پایان ترم آزمون پاسخ

.
∫ ١
٠

dx
sin(xp)

با
∫∞
a

dx
sin(xp)

گرفتن اشتباه •

تنها ،ͷکوچ خیلͬ مثبت xهای برای ١
sin(xp)

> ١
xp نامساوی مبنای بر مقایسه آزمون از استفاده •

این کنار در که افرادی برای لذا، ͬ دهد. م نتیجه را p ≥ ١ برای
∫∞
a

dx
sin(xp)

انتگرال واگرایی
است. شده داده ٧ نمره ندادند، ارائه ٠ < p < ١ برای انتگرال همͽرایی برای کافͬ دلیل استدلال،

٨
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تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی درس پايان ترم آزمون بارم بندی

است.) فـايل اين بعدی صفحات در شده نوشته راه حل های مبنای بر (بارم بندی ها

(.∑ ۱
np + n

سری واگرايی يا (هم گرايی يک. سوال

.p > ۱ حالت در سری همگرايی نمره: ۵ •

.p ≤ ۱ حالت در سری واگرايی نمره: ۵ •

می شود. کسر دوم بخش از نمره ۲ p = ۱ حالت در سری هم گرايی يا واگرايی در اشتباه صورت در ◦

(.∫∞
۱

lnx
x۲ dx ناسره (انتگرال دو. سوال

. lnx
x۲ اوليه تابع محاسبه نمره: ۵ •

انتگرال مقدار نهايی محاسبه و R→ +∞ وقتی lnR+۱
R حد محاسبه نمره: ۵ •

می گيرد. تعلق نمره ۵ مقدار، محاسبه بدون انتگرال هم گرايی درست اثبات صورت در ◦
ندارد. نمره ای دقيق) اثبات (بدون هم گراست انتگرال که اين به اشاره صرف ◦

تيلور) سری و ناسره انتگرال نامعين، انتگرال محاسبه ، x
(۱+x)۲ (تابع سه. سوال

گيرد. می تعلق نمره درستی ميزان به شود ارائه درست حل راه و جواب که صورتی در و دارد نمره ۵ بخش هر
ندارد. نمره ای اثبات)  (بدون انتگرال واگرايی به اشاره صرف ب،  بخش در ◦

تعلق نمره ای، توابع ساير سری محاسبه در استفـاده بدون ۱
۱−x تابع تيلور سری به اشاره صرف پ، بخش در ◦

نمی گيرد.
درستی صورت در باشد، شده محاسبه سری اول جمله چند ضرايب مشتق محاسبه با صرفـاً اگر پ، بخش در ◦

می گيرد. تعلق نمره ۲ حداکثر محاسبات

(.y =
√۱ + cos۲ x دوران از حاصل حجم (محاسبه چهار. سوال

می دهد. را حجم آن حاصل که درست انتگرالی عبارت نوشتن نمره: ۲ •

حجم درست مقدار آوردن دست به و معين انتگرال محاسبه و cos۲ x اوليه تابع محاسبه نمره: ۸ •

تحدب) و وارون مشتق بودن، صعودی اکيداً . ۲ex
۱+x۲ (تابع پنج. سوال

گيرد. می تعلق نمره درستی ميزان به باشد شده نوشته درست کاملا که درصورتی تنها و دارد نمره ۵ بخش هر

۱
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تعالی باسمه
۱۴۰۲ بهار ،۱ عمومی رياضی درس پايان ترم آزمون راه حل

مقـادير کدام برای و هم گرا
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری ،p مثبت حقيقی مقـادير کدام برای کنيد تعيين دليل ذکر با .۱
واگراست.

راه حل.
واگراست. p ≤ ۱ هر برای و هم گرا p > ۱ هر برای سری اين

،n هر برای که کنيد توجه ،p > ۱ که حالتی برای ابتدا

np < np + n ⇒ ۱
np + n

<
۱
np

هم  گراست. حالت اين در نيز
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری مقـايسه، آزمون طبق هم گراست، p > ۱ برای
∞∑
n=۱

۱
np سری چون

بنابراين و np ≤ n  ،p ≤ ۱ که حالتی در

np + n ≤ ۲n ⇒ ۱
np + n

≥ ۱
۲n

واگراست. نيز
∞∑
n=۱

۱
np + n

سری می گيريم نتيجه مقـايسه، آزمون طبق واگراست،
∞∑
n=۱

۱
n

که آن جا از حالت اين در

۱
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کنيد. محاسبه را آن مقدار و هم گراست زير انتگرال دهيد نشان .۲∫ +∞

۱
lnx

x۲ dx

راه حل.
را v(x) = −۱

x و u(x) = lnx منظور اين برای می کنيم. محاسبه را lnx

x۲ اوليه تابع جزء به جزء روش کمک به
می گيريم. نظر ∫در

lnx

x۲ dx =

∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x)dx

=
− lnx

x
+

∫ ۱
x۲dx =

− lnx

x
− ۱

x
+ C

∫پس +∞

۱
lnx

x۲ dx =
(

lim
R→+∞

− lnR− ۱
R

)
−
(− ln۱− ۱

۱
)
=
(

lim
R→+∞

− lnR− ۱
R

)
+ ۱

و lim
R→∞

۱
R = ۰ که کنيد توجه اما بيابيم. را lim

R→+∞
− lnR−۱

R حد حاصل بايد انتگرال محاسبه برای بنابراين
است زير حد برابر (∞∞ (ابهام هوپيتال قـاعده طبق lim

R→+∞
lnR
R حد

lim
R→+∞

۱
R

۱ = ۰

است. ۱ برابر آن مقدار و هم گراست ∫ +∞
۱

lnx
x۲ dx انتگرال می دهد نتيجه محاسبات اين دادن قرار هم کنار

(جانشانی) متغير تغيير از استفـاده با می توان اوليه تابع محاسبه برای جايگزين حل  راه يک عنوان به توضيح.
جزء روش کمک به جديد فرم اين در سپس و کرد تبديل ∫ ue−udu فرم به انتگرال (u = lnx (معادلاً  x = eu

کرد. محاسبه را اوليه تابع ديگری روش هر يا جزء به

۲
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بگيريد. نظر در را f(x) = x

(۱ + x)۲
ضابطه با f : R− {−۱} → R تابع .۳

آوريد. دست به را ∫ f(x)dx نامعين انتگرال الف)
نيست.) انتگرال مقدار محاسبه به نيازی هم گرايی صورت (در هم گراست؟ ∫ ۱

−۱ f(x)dx انتگرال آيا ب)
آوريد. دست به را x = ۰ حول f(x) تابع تيلور سری پ)

راه حل.
می نويسيم (۱+x)۲ و ۱+x مخرج های با کسر دو مجموع صورت به را f(x) نامعين انتگرال محاسبه برای الف)

باشند. ثابت اعداد آن صورت های که
x

(۱ + x)۲
=

A

۱ + x
+

B

(۱ + x)۲
=

A(۱ + x) +B

(۱ + x)۲
=

Ax+ (A+B)

(۱ + x)۲

می دهد نتيجه که باشند برابر هم با بايد بالا کسر صورت در ثابت ضريب و x ضريب بنابراين

A = ۱, A+B = ۰ ⇒ A = ۱, B = −۱

پس
x

(۱ + x)۲
=

۱
۱ + x

− ۱
(۱ + x)۲

نتيجه در ∫و
x

(۱ + x)۲
dx =

∫ ۱
۱ + x

dx−
∫ ۱

(۱ + x)۲
dx = ln |x+ ۱|+ ۱

x+ ۱ + C

الف بخش محاسبه طبق ∫ب) ۱

−۱
x

(۱ + x)۲
dx =

(
ln |x+ ۱|+ ۱

x+ ۱
)∣∣∣۱

−۱
= (ln ۲ +

۱
۲)− lim

x→−۱+

(
ln(x+ ۱) + ۱

x+ ۱
)

حد اين محاسبه به ادامه در است. lim
x→−۱+

(
ln(x + ۱) + ۱

x+۱
)

حد وجود معادل انتگرال هم گرايی بنابراين
می پردازيم.

lim
x→−۱+

ln(x+ ۱) + ۱
x+ ۱ = lim

x→−۱+

(x+ ۱) ln(x+ ۱) + ۱
x+ ۱

می کنيم. محاسبه را کسر اين صورت حد ابتدا

lim
x→−۱+

(x+ ۱) ln(x+ ۱) = lim
x→−۱+

ln(x+ ۱)
۱

x+۱

است. زير حد حاصل برابر بالا حد مقدار (∞∞ (ابهام هوپيتال قـاعده از استفـاده با که

lim
x→−۱+

۱
x+۱
−۱

(x+۱)۲
= − lim

x→−۱+
(x+ ۱) = ۰

و می کند ميل بی نهايت به کسر کل پس می کند، ميل ۰ به کسر مخرج و ۱ به کسر صورت زير حد مورد در پس
می کند.) ميل +∞ به کسر مخرج و صورت علامت به توجه با واقع (در نيست. هم گرا انتگرال بنابراين

۳
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برابر ۱
۱−x تابع تيلور سری پ)

∞∑
n=۰

xn = ۱ + x+ x۲ + x۳ + · · ·

کنيد دقت بود. خواهد
d

dx

( ۱
۱− x

)
=

۱
(۱− x)۲

بود خواهد زير سری برابر و است محاسبه قـابل ۱
۱−x تيلور سری از مشتق گرفتن با ۱

(۱−x)۲ تيلور سری پس
∞∑
n=۰

nxn−۱ = ۱ + ۲x+ ۳x۲ + ۴x۳ + · · ·

هم سری ها حاصل ضرب قـاعده از استفـاده يا ۱
(۱−x)۲ از مشتق گرفتن با مستقيم صورت به می توان را سری (اين

کرد.) محاسبه
می رسيم. ۱

(۱+x)۲ سری به بالا عبارت در x جای به −x دادن قرار با ادامه در
∞∑
n=۰

n(−۱)n−۱xn−۱ = ۱− ۲x+ ۳x۲ − ۴x۳ + ۵x۴ − ۶x۵ + · · ·

زير برابر که کنيم ضرب x در را بالا تيلور سری است کافی x
(۱+x)۲ تابع تيلور سری به رسيدن برای نهايت در

بود. خواهد
∞∑
n=۰

n(−۱)n−۱xn = x− ۲x۲ + ۳x۳ − ۴x۴ + ۵x۵ − ۶x۶ · · ·

برابر f اوليه تابع که الف قسمت محاسبه از استفـاده با می توان پ، بخش برای ديگری راه حل عنوان به توضيح.
گرفتن مشتق با سپس و کرد محاسبه را ln(x+ ۱) + ۱

۱+x سری ابتدا است، آمده دست به ln(x+ ۱) + ۱
۱+x

رسيد. f(x) سری به

۴
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واقع x =
+π

۲ و x =
−π
۲ خط های بين که x محور و y =

√۱ + cos۲ x منحنی به محدود مسطح ناحيه .۴
است؟ قدر چه حاصل ناحيه حجم می دهيم. دوران x محور حول را شده

راه حل.
است. زير انتگرال حاصل برابر نظر مورد ∫حجم +π

۲

−π
۲

π
(√۱ + cos۲ x

)۲
dx = π

∫ +π
۲

−π
۲
(۱ + cos۲ x)dx

.cos۲ x = ۱
۲(۱ + cos(۲x)) بنابراين و cos(۲x) = ۲ cos۲ x − ۱ که کنيد توجه cos۲ x انتگرال محاسبه برای

∫پس
cos۲ x dx =

∫ ۳
۲dx+

۱
۲
∫

cos(۲x)dx =
۱
۲x+

۱
۴ sin(۲x) + C

بنابراين ∫و +π
۲

−π
۲

cos۲ x dx =
(۱

۲x+
۱
۴ sin(۲x)

)∣∣+π
۲

−π
۲
=
(۱

۲π +
۱
۴(sinπ − sin(−π)

)
=

۱
۲π.

نتيجه در

نظر مورد حجم = π

∫ +π
۲

−π
۲
(۱ + cos۲ x)dx = π

∫ +π
۲

−π
۲

۱dx︸ ︷︷ ︸
π۲

+π

∫ +π
۲

−π
۲

cos۲ xdx︸ ︷︷ ︸
۱
۲π۲

=
۳
۲π

۲.

۵

ebrahim shahebrahimi
Typewriter
EbiMath.com



است. صعودی اکيداً تابعی f(x) = ۲ex
x۲ + ۱ تابع کنيد ثابت الف) .۵

بيابيد. را (۲, ۰) نقطه در تابع اين وارون نمودار به مماس خط شيب ب)
می کند. تعريف محدب تابعی ۱ < x دامنه روی f(x) تابع کنيد ثابت پ)

راه حل.
می کنيم. بررسی را آن اول مشتق علامت تابع بودن صعودی اکيدأ بررسی برای الف)

f ′(x) =
۲ex(x۲ + ۱)− ۲x(۲ex)

(x۲ + ۱)۲ =
۲ex(x۲ + ۱− ۲x)

(x۲ + ۱)۲ =
۲ex(x− ۱)۲
(x۲ + ۱)۲

تابع، بودن صعودی اکيداً بررسی برای است. صعودی تابع پس f ′(x) ≥ ۰ ،x حقيقی مقدار هر برای وضوح به
بازه ها روی f می دهد نتيجه اين است. مثبت اکيداً (۱,+∞) و (−∞,۱) بازه های روی f مشتق که کنيد توجه

است. صعودی اکيداً R کل در بنابراين و است صعودی اکيداً [۱,+∞) و (−∞,۱]

داريم وارون تابع مشتق قضيه طبق دهيم، نمايش f−۱ نماد با را تابع وارون اگر ب)

(f−۱)′(۲) = (f−۱)′(f(۰)) = ۱
f ′(۰)

خط شيب که می دهد نتيجه اين .(f−۱)′(۲) = ۱
۲ لذا و f ′(۰) = ۲ الف، بخش در مشتق محاسبه به توجه با

است. ۱
۲ برابر x = ۲ نقطه در f−۱ نمودار بر مماس

است. مثبت x > ۱ هر برای تابع دوم مشتق دهيم نشان است کافی پ)

f ′′(x) =
۲ex((x− ۱)۲ + ۲(x− ۱))(x۲ + ۱)۲ − ۲× ۲x(x۲ + ۱)۲ex(x− ۱)۲

(x۲ + ۱)۴
=

۲ex
(x۲ + ۱)۳

(
x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱)

.x۴−۴x۳+۸x۲−۴x−۱ > ۰ ،x > ۱ هر برای کنيم ثابت است کافی هستند، مثبت هميشه x۲+۱ و ex چون
می کنيم. استفـاده ۴ درجه چندجمله ای اين برای g(x) نماد از محاسبات ادامه سادگی برای

g(x) = x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱.

مشتق محاسبه با .g(۱) = ۰ وضوح به

g′(x) = ۴x۳ − ۱۲x۲ + ۱۶x− ۴
g′′(x) = ۱۲x۲ − ۲۴x+ ۱۶ = ۱۲(x− ۱)۲ + ۴

،x > ۱ هر برای ،g′(۱) = ۴ چون و است صعودی اکيداً تابعی خود g′(x) تابع g′′(x) > ۰ ،x هر برای چون
.g(x) > g(۱) = ۰ لذا و است صعودی اکيداً تابعی x > ۱ برای g می دهد نتيجه اين .g′(x) > g(۱) > ۰

۶
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و f ′′(x) > ۰ می دهد نتيجه کرديم اشاره راه حل ابتدای در که طور همان x > ۱ برای g(x) بودن مثبت
است. محدب تابعی x > ۱ دامنه روی f بنابراين

دامنه در x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱ بودن مثبت برای هم ديگری روش های از می توان پ، بخش در توضيح.
زير تساوی به توجه با مثال، برای کرد، استفـاده x > ۱

g(x) = x۴ − ۴x۳ + ۸x۲ − ۴x− ۱ = (x− ۱)۴ + ۲(x۲ − ۱)

است. مثبت خود نتيجه در و است مثبت عبارت دو مجموع g(x) ،x > ۱ اگر

۷
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