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 اهداف
 :رودبخوانی انتظار میرا به دقت این فصل اینکه از  پس

  

  تشخیص دهید.با توجه به نمایش اعشاری گویا بودن یا گنگ بودن یک عدد حقیقی را 

 .گویا بودن یا گنگ بودن حاصل ترکیب اعداد حقیقی را با چهار عمل اصلی تشخیص دهید 

  کاربرد آن را بدانیدقدر مطلق یک عدد حقیقی را بشناسید و. 

 مقدمه

 

 خوارزمیمعروف به شمسی( محمد پسر موسی  159-229)

 "است در میان عددیک  پایهمیشه یابم در می، نگرمخوب می اندازدمیو کتاب حساب را به به آنچه که مردم وقتی "

عدد  آنعضو کوچکترین که  استای این اعداد مجموعه. ترین اعداد آشنا بوده استبا ساده روی آورد در واقع شمردنبه  وقتیبشر از 

 نامند:می مجموعه اعداد طبیعیرا  این مجموعه .نیز در این مجموعه قرار دارد یکی بیشتر از هر عضوشو است  یک

   , , , ... , , ,...    1 1 1 1 1 1 1 2 3 

عدد نشان دهد. به همین دلیل نیز را  عددیهر یکی کمتر از که  پیدا کردنیاز بشر  ،پیشرفت علوم روابط تجاری و تر شدنپیچیدهبا 

 رسید: مجموعه اعداد صحیحکرد و به شناخت اضافه میبه اعدادی که  را اعداد منفیو  صفر

 ..., , , , , , , ,...   3 2 10 1 2 3 

 



. کند گیریاندازهطول، وزن و زمان را  مانند یهایکمیت، شمارش تا به غیر از کردرا وادار در زندگی مدرن او  روزمره انسان نیازهای

وقتی آید ندرت پیش می به مثلاً. دروی آور کسرهابه برای همین و  بودندکافی ن صحیحاعداد  ،هااین کمیت گیریبرای اندازه اماّ

یک  طول گیریبرای اندازه به طور مثال اشد.ب گیریاندازه واحد بر حسب صحیحعددی دقیقاً مساوی با  گیریمطولی را اندازه می

 شود:طول پارچه کامل  هااز این نصفه تا 3 قرار دادنبا کنار هم  تارا نصف کنیم  ویم واحدشمجبور ممکن است  پارچه

 
1 3

3
2 2

 

به طولی با اندازۀ  بگذاریمها را کنار هم تا از این قسمتaقسمت مساوی تقسیم کنیم و  bاگر واحد را به  در واقع
a

b
 رسیم:می 

a
a

b b
 

1
 

 گویند.میاعداد گویا که به آن مجموعه  دهندمیرا تشکیل  موعۀ بزرگتری از اعدادهایشان مجهمۀ این اعداد و قرینه

 

 

 اعداد گویا
برای اینکه گیریم. مثلاً دو عدد را درنظر می نسبتیا  اختلافآنها  ۀبا اعداد صحیحی سر و کار داریم که برای مقایس در زندگی روزمره

 در بهرام اگر تیراندازی ۀدر یک مسابقکنیم. ولی محاسبه میاین دو عدد را  اختلافدمای هوای دو شهر را در یک روز مقایسه کنیم 

بهرام  کنیم؟چگونه مهارت این دو نفر را مقایسه می دنزببار به هدف  9بار شلیک  20 در هومان و دنزببار به هدف  12بار شلیک  30

 نسبتبار بیشتر به هدف زده است اماّ هومان ماهرتر است. زیرا  3
9
20

 نسبتاز  بزرگتر 
12
30

 است. 

 نکته

گرفته شده است. تقسیم یک  خارج قسمتبه معنای  Quotientدهیم که از ابتدای کلمۀ مینشان  مجموعه اعداد گویا را با 

 مجموعه اعداد گویا برابر با نسبت هر دو عدد صحیح است به شرط آنکه مخرج صفر نباشد:

, ,
a

a b b
b

 
    
 

0 

 



 مثال

 ؟نیستهای زیر برابر با مجموعه اعداد گویا کدام یک از مجموعه

1),
a

a b
b

 
  

 
   2 ),

a
a b

b

  
  

 
 

3), ,
a

a b b
b

 
   

 
 ها( همۀ گزینه4   0

 پاسخ:

آن مثبت  به عدد گویای برابری برسیم که مخرجمخرج  با قرینه کردن صورت وتوانیم می اگر مخرج یک عدد گویا، منفی باشد

 است. مثلاً:

 

 

  
 

  

1 22 2
5 1 5 5

 

. پس است عضو  کههمیشه مثبت فرض کرد  توانمی عدد گویا را هرمخرج  و چون مخرج یک عدد گویا صفر نیست، پس

نیز مساوی با  (2) گزینۀقرینۀ هر عدد صحیح نیز عددی صحیح است. پس اعداد گویا است. از طرفی مجموعه  برابر با (1)گزینۀ 

تواند صفر باشد. است و نمی عضو دهد که صورت یک کسر را نشان می aمقدار  (3). اماّ در گزینۀ مجموعه اعداد گویا است

ای از اعداد زیرمجموعه (3)در حالیکه صفر عضو اعداد گویا است. پس گزینۀ  ؛مساوی با صفر نیست (3)پس هیچ کسری در گزینۀ 

 درست است. (3)گویا است که با آن برابر نیست. گزینۀ 

  آید.کرده بودند که نکتۀ مهمی به شمار میرا کشف اعداد گویا  هایویژگیاز همان ابتدا یکی از ریاضیدانان 

 نکته

 پایانی عدد گویای دیگر وجود دارد.عدد گویای مختلف تعداد بیبین هر دو 

بین دو عدد گویای  دهیم کهمینشان به طور مثال 
1
2

3و  
4

 عدد گویای مختلف وجود دارد. پایانیتعداد بی 

 



یک مخرج مشترک است و  4دهیم. می: این دو عدد گویا را با یک مخرج مشترک نمایش اولروش 
1 2
2 4

 . اماّ چون صورت دو کسر

3
4

و  
2
4

 ؛توان پیدا کرد. ولی جای نگرانی نیستبین این دو کسر نمی 4پس کسری با صورت صحیح و مخرج  ،هستندمتوالی  اعدادی 

بنویسیم  8نوشت. مثلًا اگر این دو کسر را با مخرج  4 دیگر را با مخرج مشترک بزرگتر یعنی مضاربدو کسر این توان چون می

توانیم کسر می
5
8

 را پیدا کنیم:

   
1 4 5 6 3
2 8 8 8 4

 

,اعداد  12و با مخرج  
6 7 8 9
12 12 12 12

,اعداد  16و با مخرج   , 
8 9 10 11 12
16 16 16 16 16

کنیم. پس با بزرگتر شدن میرا پیدا  

 پایان است.دهد تعداد این کسرها بیمخرج مشترک کسرهای بیشتری را پیدا خواهیم کرد که نشان می

 گویا و عدددهر میانگین  است که بین آن دو عدد قرار دارد و خوشبختانه دانیم میانگین هر دو عدد مختلف عددی: میدومروش 

 همیشه عددی گویا است.

 

 حالا میانگین
5
8

و  
3
4

 ینب قرار دارد و در نتیجه عدد این دوکسر گویای دیگری است که بین  
1
2

 و 
3
4

 با همین الگوپس نیز هست.  

 پیدا کنیم. مختلف گویای عدداد دلخواهی بیشتر از هر تعدتوانیم می

 

را به اشتباه انداخت.  ریاضیدانان اولیهنهایت عدد گویای دیگر وجود دارد، حقیقت که بین هر دو عدد گویای مختلف بی اماّ کشف این

هر نقطه باید عددی گویا باشد پس خیال کردند آنها  ،پایان استچون تعداد نقاط روی یک پاره خط نیز همانند تعداد اعداد گویا بی

  اند.به همۀ اعداد دست یافتهدر نتیجه و 

 کافی نیست.هندسه  علم هایبرای هدفگویا  اعدادکشف کردند که سال قبل از میلاد حضرت مسیح  600ها حدود ونانیتا اینکه ی

اندازه گیری را  واحداگر دریافتند که آنها به یک کشف تکان دهنده دست پیدا کرده بودند. ریاضیدانان یونانی با شگفتی و نومیدی 

هایی کشف چنین طول امکان ندارد هم ضلع و هم قطر یک مربع عددی گویا بر حسب آن واحد باشد. درنظر بگیرندهر اندازۀ دلخواهی 

 د که گویا نیستند.نروی محور اعداد کشف شو د گویا پرداخته شود و نقاط بسیار دیگریهای اعدامطالعۀ ویژگیموجب شد تا بیشتر به 



 مبیشتر بدانی

 

 
 

 روی اعداد گویا قدم بزنیم!

وی عدد گویای فرض کنید ر
1
2

برابر روی محور اعداد قدم بزنید تا به عدد هایی هید با گامخوااید و میایستاده 
4
3

 برسید. 

 



گام پنجم روی عدد  باشد تا باید گام چقدرهر  ۀانداز
4
3

فاصلۀ ؟ قرار بگیرد 
1
2

تا  
4
3

تفاضل حاصل برابر با  


  
4 1 8 3 5
3 2 6 6

 

با تقسیم  حالا است.
5
6

 :آیدبدست میگام  هر اندازۀ 5بر  

   
5 5 1 1

5
6 6 5 6

 

 گیرد:قرار می زیر شما روی اعداد ردّ پایپس 

               
1 1 4 2 4 1 5 5 1 1 7 7 1 8 4

1 1
2 6 6 3 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 3

 

 

 نکته

  اگر
a

b
و  

c

d
دو عدد گویا باشند آنگاه  

a c

b d
    و

a c

b d
    و

a c

b d
  . 

  اگر
c

d
 آنگاه  0

a c a d

b d b c
   . 

  اگرa  آنگاه
a

a  
1

 .. پس 

 

 

 مثال

 های زیر درست و کدام نادرست است؟کدام یک از گزاره

الف( اگر 
x

y
 دو عدد صحیح هستند. yو  xعددی گویا باشد حتماً  



اگر ب( 
a c

b d
  آنگاهa d b c   .و برعکس 

 پاسخ:

x مثلاً با فرض اینکهگزارۀ )الف( نادرست است.  
4
3

yو   
2
5

 آنگاه این دو عدد غیر صحیح هستند؛ در حالیکه: 

x

y
    

4
4 5 203

2 3 2 6
5

 

مثلاً گزارۀ )ب( نیز نادرست است. 


1 4
2 3

درحالیکه ؛     1 3 2 دهد این مثال نقض نشان می است.نتیجۀ نادرستی   4

 شرط استفاده از طرفین وسیطن این است که هر عدد گویا رابرای مقایسۀ دو کسر، طرفین وسطین کردن همیشه درست نیست. 

اینکه  دانستنحالا با  .باشدمثبت  آن مخرجبنویسیم که با کسری  برابر





1 1
2 2

آنگاه  



1 4
2 3

به درستی     1 3 2 4 

 دهد.را نتیجه می

 

که صورت و مخرج آن  در نظر بگیریمبرابر با کسری را هر عدد گویا  اگرمهران و مهدی در حال قدم زدن روی اعداد گویا هستند. 

های کدامیک از این دو گام. زنندقدم می 3گویا با مخرج  اعدادروی  مهدیو  7مخرج با  گویا داعداروی  مهران عددی صحیح است،

 نفر بزرگتر است؟

 

مهران روی اعداد گویا به شکل 
a

7
)مثلاً  

4
7

زند. با دانستن اینکه ( قدم می 
a

a 
1

7 7
 ( 

4 1
4

7 7
اندازۀ هر گام مهران ( پس  

1
7

هر گام مهدی است. با همین استدلال اندازۀ  
1
3

های مهران است. همین واقیعت ساده بزرگتر از گامهای مهدی گاماست. پس  

پای مهدی( حداقل یک عدد گویا با صورت صحیح و  ردّ )بین دو  3دهد بین هر دو عدد گویا با صورت صحیح و مخرج نشان می

 پای مهران( وجود دارد. ردّ)یک  7مخرج 

وجود ردّ پایی از مهران بین آن دو عدد امّا هیچ  داشته باشد؛وجود  ردّ پایی از مهدی دو عدد گویا پیدا کرد که بین آنهاتوان آیا می

 نداشته باشد؟



 

تواند های خود مهران میپس گام وجود ندارد. 7ا صورت صحیح و مخرج ب هیچ کسر دیگری مهران بین دو ردّ پای متوالیبدیهی است 

بین زینۀ خوبی برای پاسخ مسئله باشد. مثلاً گ
2
7

و  
3
7

عدد گویایی با صورت صحیح هیچ ردّ پای دیگری از مهران وجود ندارد ولی  

 :دارد وجود 3و مخرج 

 
2 1 3
7 3 7

 

 

 

 تست

 ؟هستند صحیحیک عدد  برابر باجاهای خالی این چند تا از کسرهای زیر با هم مساوی هستند. 

       
45

51 52 53 54 55 56 57 100
 

1 )5  2 )7  3 )10  4 )17 

 نمایش اعشاری اعداد گویا

 )پایان دار( اعداد اعشاری مختوم

توانیم نمایش اعشاری یک کسر گویا را بدست می با تقسیم اعشاری صورت بر مخرج هر عدد گویا برابر با نسبت دو عدد صحیح است.

آوریم. مثلاً نمایش اعشاری عدد گویای 
13
4

 آید:بدست می 4بر  13از تقسیم اعشاری  



/ /  





13 4

13
12 3 25 3 25

4
10

8

20

20

0

 

3/مایش اعشاری ن به  برای رسیدنیک آدرس در حقیقت  25
13
4

به ما نشان  است 3مساوی با  که ر صحیح این عددمقدا. است 

3/ نقطۀکه  دهدمی  قرار دارد: 4 و 3 روی پاره خط واصل 25

 

ده پارۀ  اندازۀ هر قسمت دریعنی  گوییم.می ده پارۀ اولکنیم که به این مرحله قسمت مساوی تقسیم می 10را به  4تا  3فاصلۀ بین 

با  برابر اول
1
10

3/ عدددر  یاعشارقسمت است. رقم اول    عدد مورد نظربرای رسیدن به  دهداست به ما نشان می 2که برابر با  25

 .بگذاریمقسمت از ده پارۀ اول را پشت سر  2 باید

 

3/در مرحلۀ دوم، فاصلۀ بین  3/و  2 هر  اندازۀ بنابراین گوییم.می ده پارۀ دومکنیم که به آن قسمت مساوی تقسیم می 10را به  3

مساوی با  قسمت در ده پارۀ دوم 
1 1

10
10 100

3/عدد  یاعشارقسمت رقم دوم  است.   دهد به ما نشان می است 5برابر با که  25

بعد همگی صفر هستند پس به  سوم اعشار به رقم چون. پشت سر بگذاریمقسمت از ده پارۀ دوم را  5باید  برای رسیدن به مقصد

3/مقصد یا همان عدد   ایم:رسیده 25

 



عدد اعشاری مختوم )پایان دار( آن را  باشند،صفر بعد از آن  همۀ ارقامکه  رقمی وجود داشته باشدیک عدد  یقسمت اعشاردر  اگر

 :. مثلاًگویندمی

 که برابر با  1400عدد اعشاری  ارقام/  .هستندهمگی صفر است از رقم اول به بعد  14000000...

  20/عدد  اعشاریارقام /که برابر با  2 ...20  است از رقم دوم به بعد همگی صفر هستند. 20000

  به بعد همگی صفر هستند. چهارماز رقم  1078/ارقام اعشاری عدد 

 نکته

را حذف کنیم و عدد حاصل را در  ممیّزکافی است  نمایش کسری آنبرای پیدا کردن . استگویا  عددیهر عدد اعشاری مختوم 

 را در مخرج ضرب کنیم. 10های اعشار، عدد . سپس به تعداد رقمبنویسیمصورت کسر 

 

 مثال

12/،  47نمایش کسری اعداد  4 ، /003200  ،/0  را پیدا کنید. 775

 پاسخ:

1 ) 
0

47 47
47

110
     2 )/  

124 62
12 4

10 5
    

3 )/ /  
 

32 4
003200 0032

10 10 10 125
 4 )/    

3
775 31

0 775
4010

 

 

و  2که فقط بر اعداد اول  است 10توانی از مخرج آن با کسری برابر است که صورت آن صحیح و یک عدد اعشاری مختوم فهمیدیم 

 .نخواهد بودقابل قسمت  5و  2به عدد اولی غیر از کسر این مخرج  پس از ساده کردن، . بنابراینقابل قسمت است 5

 نکته

که کسر گویای  دو عدد صحیح باشند Aو  x فرض کنید
x

A
گویای  نمایش اعشاری عددفقط وقتی  ساده شدنی نیست. 

x

A
 

 .قابل قسمت نباشدبه عدد اول دیگری  5یا  2 به غیر از  A کهمختوم است 

 

 



 مثال

الف( نمایش اعشاری 
315
300

 فهمیمساده کردن صورت و مخرج می با مختوم است. زیرا 
315 105
300 100

شمارندۀ اولی مخرج  که 

/ در واقع. ندارد 5و  2غیر از 
315

105
300

. 

 ب( نمایش اعشاری
51
120

زیرا مختوم است.  
51 17
120 40

عدد . اگر ندارد 5و  2اولی غیر از  شمارندۀ 40عدد  و  3 140 2 را  5

ضرب کنیم حاصل برابر با  25در  3 3 32 5 کنیم: ضرب می 25پس صورت و مخرج را در . است 10شود که توانی از می 10






17 25 425
40 25 1000

/ دهد که نشان می  
51

0 425
120

. 

 

 اعداد اعشاری متناوب

عدد گویای
41
22

نمایش اعشاری بخش پذیر است. پس  11 به عدد اول 5و  2مخرج آن به غیر از ساده شدنی نیست و  
41
22

تواند نمی 

 شوند.های اعشاری به طور متناوب تکرار میولی جالب اینجاست که با ادامۀ تقسیم رقم باشدمختوم 

/ ...

41 22

22 1 863636363 

برای پیدا کردن  یعنی. باشد 22 مقسوم علیه یا همان ازکمتر باید باقیمانده ، در هر مرحله رسدمیوقتی تقسیم به قسمت اعشاری 

چون  است. 21، ... و یا 2، 1، 0یکی از اعداد باقیمانده هر رقم در خارج قسمت، 
41
22

ای در هیچ مرحلهاقیمانده ب مختوم نیست 

یادداشت را ها باقیماندههر مرحله از تقسیم در اگر که  است 21، ... و یا 2، 1یکی از اعداد باقیمانده نتیجه  در .باشدصفر تواند نمی

تکراری باشد. البته ممکن است زودتر به باید  اُم باقیمانده22تقسیم در  . پس حداکثربینیمباقیماندۀ مختلف می 21حداکثر  کنیم

پس بعد از چند  آید.ای است که در هر مرحله بدست مییک باقیماندۀ تکراری برسیم. از طرفی هر رقم اعشار متناظر با باقیمانده

 مرحله از تقسیم ارقام قسمت اعشاری نیز باید تکرار شوند:



/

41 22

22 1 863

0

176

0

13

19

14

8

2

0

66

14

 

. در این نمایش اعشاری، برسد ی تکراریاعشار هایرقم بهخارج قسمت نیز باید پس  تکرار شده است 14باقیماندۀ در تقسیم بالا چون 

 گوییم:به آن دورۀ تناوب میو نویسیم های تکراری را زیر یک پاره خط میرقم

/ /... 
41

1 8636363 1 863
22

 

 نکته

 کسر صورت و مخرج فرض کنید
x

B
بخش پذیر  5و  2به عدد اولی به غیر از  Bساده شدنی نیست. اگر  کهصحیح است  دو عدد 

نمایش اعشاری  آنگاهباشد، 
x

B
 گوییم.می متناوببه نمایش اعشاری این اعداد،  .دارد دورۀ تناوب وست )بی پایان( امختوم نا 

 

 مثال

/الف(  /... 
5

0185185185185 0 185
27

/ب(    /... 
5

0 20833333 0 208 3
24

 

 

 نکته

 و دارای تناوب است.نامختوم است یا  دار()پایان مختومعدد گویا  یکنمایش اعشاری 

x/خواهیم عدد اعشاری می 1 1/ دقت کنید که. پیدا کنیمرا روی محور اعداد  6 1/بزرگتر از  6 در . زیرا  هر رقم اعشار است 6

1/ عدد 1/در  است؛ درحالیکه 6مساوی با  6  . در واقع:همگی صفرندعد ی از رقم دوم به باعشارقسمت  6

/ /... .....1 60000 1 6666666 



1/برای نمایش « هاده پاره»توان از روش هرگز نمی ها پارهست و مراحل دهامختوم نااستفاده کرد. زیرا نمایش اعشاری این عدد  6

است که  برابر با یک کسر گویاعدد اعشاری متناوب هر  که این است و خبر خوش نکتۀ جالبامّا  .شود که به مقصد برسیمتمام نمی

 بینید.در ادامه روش پیدا کردن این کسر را می کند.برای پیدا کردن آن روی محور کار را ساده می

/دانیم می /x   10 10 1 6 16 x/. دو عدد  6 1 x/و 6 10 16 دارند. بنابراین بدون اینکه لازم  برابرقسمت اعشاری  6

 شوند:با هم ساده میدر عمل تفریق ، قسمت اعشاری آنها شروع کنیم ترین رقم اعشارباشد عملیات تفریق را از سمت راست

/ /x x

x x

     

   

10 16 6 1 6 16 1 15

5
9 15

3

 

1/برای پیدا کردن بنابراین  هایی به طول گاماز مبدأ شروع به قدم زدن با کافی است  6
1
3

/اُم روی عدد 5گام  .کنیم  
5

1 6
3

 

 :گیردمیقرار 

 

 مثال

y/ گویای نمایش کسری عدد 1 3  را پیدا کنید. 12

 :باشد یتکرارهای فقط شامل رقمکنیم تا قسمت اعشاری و یا ... ضرب می 1000یا  100یا  10را در  yعدد  .گام یک

/y 10 13 12 

قرار گرفته  ممیّزبلافاصله بعد از  دورۀ تناوبباشد. زیرا ممکن است این گام ممکن است برای بعضی از اعداد اعشاری متناوب لازم ن

 .باشد

قسمت اعشاری عدد حاصل با قسمت اعشاری کنیم که یا ... ضرب میو  1000یا  100یا  10در طوری خروجی گام قبل را  .گام دو

 :یکسان شودعدد گام قبل 

/y 10 100 1312 12 

 کنیم:خروجی گام یک را از خروجی گام دو کم می .گام سه

/ /y y   1000 10 1312 12 13 12 1299 



 آید:بدست می yکسر گویایی برای  ۀ گام سه،با حل کردن معادل .گام چهار

y y   
1299 433

990 1299
990 330

 

 

 فعالیت

 نمایش کسری اعداد گویای زیر را پیدا کنید.

2/الف(  3/ب(   3 1 1/پ(  20 9  

 

 

 تست

 کدام یک از جملات زیر درست است؟

 حاصلضرب هر دو عدد اعشاری متناوب، یک عدد اعشاری متناوب است.الف( 

 هر دو عدد اعشاری متناوب، یک عدد اعشاری متناوب است. ب( حاصلجمع 

 معکوس یک عدد اعشاری متناوب، یک عدد اعشاری متناوب است.ج( 

 ( هیچکدام4 جب و ( 3 ج( الف و 2  الف و ب( 1

 پاسخ:

نمایش اعشاری مثلاً است.  نادرست (الف)جملۀ 
7
3

و  
3
7

 مختوم ولی حاصلضرب آنها مساوی با عدد ؛هر دو متناوب هستند که 

/  .است 1000...

نمایش اعشاری مثلاً است.  نادرست (ب)جملۀ 
2
3

و   
1
3

 .است 1 مختوم ولی حاصلجمع آنها مساوی با عدد ؛هر دو متناوب هستند 

مایش اعشاری مثلاً ناست.  نادرست (ج)جملۀ 
2
3

/ عدد مختوم ولی معکوس آن مساوی با ؛متناوب است 
3

1 5
2

 است. 

 درست است. 4پس گزینۀ 

 



 اعداد گنگ
 پرگار را دهانۀقرار دارد.  1 عددآن روی  مجاور و رأس عدد صفربینید که یک رأس آن روی یک مربع به ضلع واحد می در شکل زیر

محور اعداد را در قسمت مثبت کمان رسم شده  دهیم.قرار می 0 عدد و سوزن پرگار را روی کنیممیبه اندازۀ قطر این مربع باز 

 کند.قطع می x ای به نامنقطه

 

xپس  است. 2مربع مساوی با این اندازۀ قطر  دانیمبا استفاده از قضیۀ فیثاغورث می  نمایش عددی گویا  xآیا نقطۀ  .2

 گویا نیست:عددی  2در ادامه ثابت خواهیم کرد که چنین نیست و  است؟

برابر با نسبت دو عدد صحیح است که بعد از  2 بنابراین .است گویاعددی  2 که درست استاین فرض کنیم  (لفبرهان خُ )

 و مخرج، برابر باساده کردنِ صورت 
a

b
دو عدد صحیح هستند که در تجزیه به اعداد اول هیچ عامل  bو  aیعنی . شده است 

 برسانیم: 2اگر طرفین تساوی زیر را به توان مشترکی ندارند. 

   a
b

a a
b a

b b
      

22 2 2 2
2

2 2 2 2 

b22  پس با توجه به تساوی اخیر است.  2مضربa2  ضرب عدد حاصلنابراین . بباشد 2نیز باید مضربa خودش باید زوج باشد.  در

  باید زوج باشد. aعدد  خودپس 

 .است 2مضرب  a:شمارۀ یکنتیجۀ 

a با دانستن اینکه حالا n  :گیریمنتیجه می 2

b a a n n n b n      2 2 2 22 2 2 4 2 

 . زوج است b دهدهمانند قبل نشان میکه 

 .است 2مضرب  b:شمارۀ دونتیجۀ 

 پس .عامل مشترکی ندارند bو  aزیرا از ابتدا فرض کرده بودیم که  ؛ما را با یک تناقض روبرو کرده است شمارۀ یک و دونتیجۀ 

 اشتباه است. 2 در مورد گویا بودن ما اول فرض



این نمایش نیز یک نمایش اعشاری دارد که  2اعشاری دارد.  ینمایشهر نقطه روی محور اعداد متناظر با یک عدد است که 

1/اعشار برابر با تا سه رقم  2پیدا کرد. مثلاً با توجه به شکل زیر نمایش اعشاری  «هاده پاره»توان به روش اعشاری را می 414 

 است:

 

تواند مانند اعداد گویا مختوم یا نمی 2. نمایش اعشاری عدد پیدا کردتوان هر رقم اعشار را برای این می «هاده پاره»با ادامه دادن 

 :غیرمتناوب باشد باید 2بنابراین نمایش اعشاری متناوب باشد. 

/ ...1 414213562373095048801688724209698078569671875376948072 

 نکته

)بخوانید کیو  اعداد گنگ را با  ۀمجموعگوییم. می گنگ یعدد متناظر با عدد گویایی نباشد،اعداد که وی محور هر نقطه ربه 

دهند، مجموعه به اجتماع همۀ اعداد گویا و همۀ اعداد گنگ که همۀ نقاط روی محور اعداد را تشکیل می دهیم.پریم( نشان می

 دهیم:نشان می به معنی حقیقی( Real)اختصاری از کلمۀ  گوییم و با می حقیقیاعداد 

 

 



 

 

 نکته

 .گنگ استعددی  n مربع کامل نباشد آنگاه nاگر 

 

 مثال

دانش این  از محدودۀ که برابر با نسبت اندازۀ محیط دایره به قطر آن است عددی گنگ است. اثبات گنگ بودن  عدد ( الف

 دنبالۀ کتاب خارج است. نکتۀ مهم این است که 2 ، 3 ،  نیز همگی گنگ هستند.  ، ...4

/ ...  3 141592653589793238462643383279502884197169399375105 

 :یک عدد حقیقی استبینید قسمت اعشاری آن می ی که درالگویبا  x( عدد پ

/ ...x 1 202002000200002000002 

 عدد گنگ است. یک xپس  شوند.ها تکرار نمیرقمنیست و  متناوب الگواین با این حال که قسمت اعشاری الگو دارد ولی 

1/د(  /عددی گویا است. زیرا  44 /   
144 144 12

1 44 1 2
100 10100

. 

 

 فعالیت

چه اعدادی را نشان  gو  a ،b ،c ،d ،e ،fنقاط ایم. واحد از محور اعداد رسم کرده 1زیر خطی موازی با فاصلۀ در شکل 

 کدم یک گویا و کدام گنگ هستند؟ دهند؟می



 

 

 فعالیت

x ،yاگر    وz  از جملات زیر درست است؟ کدام یک 

yالف(  z    

xب(  y   

ج( 
y

x
  

 ( هیچکدام4  3( 3  2( 2  1( 1

 4گزینۀ  پاسخ:

y فرض کنیم  zاست. پس  yنیز مانند نمایش اعشاری  y. نمایش اعشاری 2   yنیر گنگ است. اماّ  2 z 0 

هر دو عدد زیر گنگ هستند برای الف:  دیگرمثال نقض دهد که الف غلط است. این مثال نقض نشان می صفر عددی گویا است. و

 زیرا نامختوم و غیر متناوب هستند.

/

/

...

...

y

z





101001000100001

010110111011110
 

/حالیکه در  /...y z  1111111 1 xاگر  عددی گویا است. است که 1 0  باشد آنگاهx y 0 دهد ب نیز که نشان می

 غلط است.

اماّ در عبارت 
y

x
تواند صفر باشد. زیرا در غیر اینصورت مخرج نمی 

y

x
تعریف شده نیست.  

y

x
عددی گنگ است زیرا اگر گویا  

و  xباشد آنگاه حاصلضرب دو عدد گویای 
y

x
که برابر با  

y
x y

x
   است نیز باید گویا باشد که نیست! پس جملۀ ج درست

 درست است. 1است. پس گزینۀ 

 

 بیشتر بدانیم



 نهایت عدد گنگ دیگر وجود دارد.، بیمختلف بین هر دو عدد گنگ

aدو عدد گنگ باشند که  bو  aفرض کنید  اثبات: b فاصلۀ .a  تاb  از تفریقb a آید که دو حالت دارد: بدست می 

1 )b a  تا  2. مثلًا فاصلۀ1  است که گویاست. 1برابر با  2

2 )b a   تا  2. مثلًا فاصلۀ2  است که گنگ است. 3برابر با  3

 

دانیم ( می1در حالت )
b a

2
جمع کنیم به عدد  aنیز عددی گویا است و اگر با  

b a
a




2
 رسیم که هم گنگ استمی 

توانیم بی نهایت عدد گنگ می روشقرار دارد. پس با همین   bو  aو هم بین  )چون مجموع گنگ و گویا، عددی گنگ است(

 دیگر پیدا کنیم. 

b( 2در حالت ) a  عددی گنگ است که یک بسط اعشاری نامختوم و غیر متناوب مانند/ ...X x x x1 2 . در این بسط دارد 3

bها ارقام اعشاری آن است. چون ixمقدار صحیح و  X اعشاری a  .تواند همۀ پس نمیگنگ است، پس عدد صحیح نیست

ix ها  صفر باشند. پس اولینix  که ناصفر است را در نظر بگیرید. عدد مختوم/ ... iT X x x bگویاست و از  1 a  کوچکتر

a. پس هستنداُم همگی صفر iبعد از رقم ارقام اعشاری است، زیرا  T  عددی گنگ است که ازa  بزرگتر و ازb  کوچکتر

 نهایت عدد گنگ دیگر بسازیم.توانیم بیاست. با همین روش می

 

aبا فرض اینکه  b اعداد حقیقی بین  همۀa  وb :برابر با مجموعۀ زیر است 

 L x a x b    

امّا خود  ؛تعلق دارند Lبه مجموعۀ  bو  aپس همۀ نقاط بین  ،نمایش یک عدد حقیقی است ر اعدادهر نقطه روی محواز آنجا که 

a  وb  عضوL  استدو نقطۀ توخالی که دو سر آن دهیم را با یک پاره خط نمایش می مجموعهاین نیستند. به همین دلیل. 

 

 مثال

مجموعۀ  A x x    1 زیر عضو  کدام یک از اعدادروی محور اعداد حقیقی نمایش دهید و مشخص کنید را  2

A ؟و کدام نیستند هستند 

1/( الف 1/( ب   9   ( پ   9



 پاسخ:

توخالی را  2و نقطۀ توپُر را  1را نیز دارد. به همین دلیل نقطۀ  1است که  2و  1شامل همۀ اعداد حقیقی بین  A مجموعۀ

 دهیم.نمایش می

 

/الف(   1 1 9 /پس  2 A1 9. 

/ب(  1 9 /. پس 2 A1 9. 

پ(   پس  4  4 . از طرفی چون 2 1  پسA . 

 

 مثال

و  برابر با مجموعه نقاط شکل زیر باشد Aاگر  |B x x  1  آنگاهA B برابر با کدام گزینه است؟ 

 

1 ) |x x   2 1  2 ) |x x   2 0 

3 ) |x x    3 1 4 ) |x x   3 1 

 برابر با مجموعه نقاط نیم خط شکل زیر است. Bمجموعۀ پاسخ: 

 

Aاعضای  B پاره خط متناظر با  همۀ اعدادی رویA پس  قرار ندارند. هستند که روی نیم خط بالاA B  متناظر با نقاط

 شکل زیر است:

 

که برابر با مجموعۀ  |x x   2  درست است. 1است. پس گزینۀ  1

 

 فعالیت



اگر  |A x x   B|و  2 x A
x

 
  
 

1
Aآنگاه   B کدام گزینه است؟ برابر با 

1 ) 

2 ) 

3 ) 

4 ) 

 

 قدر مطلق
اعدادی که سمت راست  هر نقطه روی محور اعداد نمایش یک عدد حقیقی است و به غیر از نقطۀ صفر، همگی دارای علامت هستند.

کمیتی است  دو نقطهفاصلۀ . اماّ هستندعلامت منفی  اعدادی که سمت چپ صفر واقعند دارایعلامت مثبت و صفر قرار دارند دارای 

 تواند منفی باشد.که هیچوقت نمی

 مثال

 با توجه به شکل زیر:

 

 چقدر است و چه علامتی دارد؟ yو  xب( فاصلۀ   چه علامتی دارد؟ xالف( 

 باشد؟ 5برابر با  صفروجود دارد که فاصلۀ آن تا  wت( آیا نقطۀ دیگری به غیر از   دارد؟ چه علامتی z2پ( 

 پاسخ:

الف(  x    4  عددی با علامت مثبت است. x. پس 4

 است که عددی مثبت است. 3برابر با  yو  xب( فاصلۀ 

zپ(   2 20  . عدد صفر نه مثبت است و نه منفی. زیرا صفر نه از خودش بزرگتر و نه از خودش کوچکتر است.0

 است. 5صفر نیز برابر با  عددی است که فاصلۀ آن تا است 5که برابر با  wقرینۀ ت( بله. 



 

 

 نکته

 دهیم.نشان می( a)بخوانید قدرمطلقِ  aگوییم و با نماد می a قدر مطلقرا  نقطۀ صفرتا  aحقیقی  عددفاصلۀ 

a( اگر 1 0   آنگاهa 0  برابر با صفر است.خودش تا  0 عدداست. زیرا فاصلۀ 

aباشد آنگاه  a0( اگر 2 a. 

a( اگر 3 0  باشد، آنگاهa a . 

 

 مثال

 های زیر را بدست آورید.عبارتحاصل هر یک از 

الف(     3 5 ب(   2  2 3 پ(  5  2 6 5 6 24  

 پاسخ:

الف(        3 5 2 3 5 2 

ب(         2 3 5 2 3 5 6 6 

2پ( برای اینکه حاصل  6 2را بدست آوریم باید ببینیم 5 6 عددی مثبت است یا منفی. برای پاسخ به این سؤال باید  5

2  قایسه کنیم:توانیم مربع این دو عدد را مرا با هم مقایسه کنیم. به جای مقایسۀ این دو عدد می 5و  6

         
2 222 6 2 6 24 25 5 2 6 5 

پس  2 6 5 و در نتیجه  0  2 6 5 5 2 36. مشابه همین استدلال چون 6 6پس  24 بنابراین  .24

 6 24 و درنتیجه  0  6 24 6  . پس:24

         2 6 5 6 24 5 2 6 6 24 1 

  



 فعالیت

 درستی روابط زیر را ثابت کنید. bو  a دو عدد های مختلف در مورد علامتبا بررسی حالت

1 .a a    2 .ab a b   3 .
aa

b b
   4 .a a2  

باشند فاصلۀ روی محور اعداد حقیقی دو نقطۀ متمایز  bو  aاگر  با علامت مثبت است. کمیتیاز یکدیگر  فاصلۀ دو نقطۀ متمایز

 مثلاً در شکل زیر: آید.بدست میدو عدد این تفاضل آنها از 

 

bاست که از تفاضل  واحد 3برابر با  bو  aفاصلۀ  a  5 aآید؛ درحالیکه بدست می 2 b    2 5 عددی منفی  3

xهای نیز فقط یکی از تفاضل yو  xدو عدد حقیقی متمایز  در مورد است. y  یاy x  عددی مثبت است و دیگری منفی

xاست؛ درحالیکه  y  وy x .هر دو مثبت هستند 

 نکته

xد حقیقی برابر با اعدروی خط ا yو  xنقطۀ فاصلۀ دو  y  است که باy x .نیز مساوی است 

 

 

 

 

 


