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یجورخهبیدورولیدبت:یسیون‌همانرب
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f (a, b) = a۲ + b۲

هبنآنتسکشوگرزبلیدبتکینتفرگرظنرد،بوخیسیون‌همانربکییارجاریسم•
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تابساحمرداطخندرکدرگ.تساندرکرظنفرصلباقفلاتخانیا)هشیمههن(بلغا

.دوشیماطخیگرزبوعمجتهبرجنم،میجح

.دشاباز‌لکشمیلیخدناوت‌یم،دنشابرفصهبکیدزندیابجیاتنهکینامزهلاسمنیاهژیوهب

دوشضوعهابتشاهبتملاعتسانکمماریز

> 0.45-3*0.15
[1] 5.551115e-17
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...وبرض،عمج:اهرگلمع

دنتسهییودودیاهرگلمع،اه‌هسیاقم

> 7 > 5
[1] TRUE
> 7 < 5
[1] FALSE
> 7 >= 7
[1] TRUE
> 7 <= 5
[1] FALSE
> 7 == 5
[1] FALSE
> 7 != 5
[1] TRUE
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.دروآ‌یمدیدپیبیجعیجیاتنیهاگ،قیقدیاه‌هسیاقموروانشزیممابدادعاابیهانتمتقد

.دنک‌یمعفترماریتلاکشمنینچلاومعم()all.equalروتسد

(0.5-0.3) == (0.3-0.1)
[1] FALSE
> all.equal(0.5-0.3,0.3-0.1)
[1] TRUE

:orوandیاربیلوبیاهرگلمع

> (5 > 7) & (6*7 == 42)
[1] FALSE
> (5 > 7) | (6*7 == 42)
[1] TRUE
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دهد‌یمناشناریشعونtypeofعبات

ناشنریخایتسهfooعونزاعباتناموگرآهکنیادرومردیلوبرادقمکیis.fooعباوت
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:as.fooعبات

> as.character(5/6)
[1] "0.833333333333333"
> as.numeric(as.character(5/6))
[1] 0.8333333
> 6*as.character(5/6)
Error in 6 * as.character(5/6) : non-numeric argument to binary operator
> 6*as.numeric(as.character(5/6))
[1] 5
> 5/6 == as.numeric(as.character(5/6))
[1] FALSE

؟تساFALSEروتسدنیرخآارچ
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اه‌هدادهبندادمان
یضعب.دهد‌یمرارقامرایتخارداراهریغتمیراذگ‌ماننیا.درکیراذگ‌ماناراه‌هدادناوت‌یم

:دنا‌هدشهتخاسRردلابقاه‌مان

> pi
[1] 3.141593

>زاتسترابعشرامگرگلمع =ای−

> approx.pi <- 22/7
> approx.pi
[1] 3.142857
> diameter.in.cubits = 10
> approx.pi*diameter.in.cubits
[1] 31.42857

:دنروآ‌یمدیدپاریسیون‌همانربیاهدک،اهریغتمواه‌مانزاهدافتسا

نارگیدیاربتحارندناوخ•
تحارحلاصا•

یحارطیگداس•
اطخرتمکدوجو•
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عبانمصیصخت:لاثم
:دنک‌یمدیلوتنویماکونیشامشنارگراکطسوتودلاوفزاهدافتساابیا‌هناخراک

درادزایندلاوفنت۱وراکتعاس۰۴نیشامکی•

درادزایندلاوفنت۳وراکتعاس۰۶نویماککی•

هتفهرهرددلاوفنت۰۷وراکتعاس۰۰۶۱:زادنترابععبانم•

؟درکدیلوتنیشام۸ونویماک۰۲ناوت‌یمایآ

> 60*20 + 40*8 <= 1600
[1] TRUE
> 3*20 + 1*8 <= 70
[1] TRUE

؟روطچنیشام۹ونویماک۰۲

> 60*20 + 40*9 <= 1600
[1] TRUE
> 3*20 + 1*9 <= 70
[1] TRUE
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؟روطچنیشام۰۱ونویماک۰۲

:اما،تشونلبقدرومودهباشمناوت‌یمنآهبخساپیارب

تسایرارکتوهدننک‌هتسخ•

؟دندوبهچدادعانیاهکدروایبشیپارلاوسنیاتسانکمم،هدنیآردنآهبهعجارم•

تسایلکشمراکاهاطخندرکعفترمونتفای•

> hours.car <- 40; hours.truck <- 60
> steel.car <- 1; steel.truck <- 3
> available.hours <- 1600; available.steel <- 70
> output.trucks <- 20; output.cars <- 10
> hours.car*output.cars + hours.truck*output.trucks <= available.hours
[1] TRUE
> steel.car*output.cars + steel.truck*output.trucks <= available.steel
[1] TRUE

رظانتمیاهریغتمتسایفاکطقفدنکرییغتیزیچدشابمزلارگانونکا،نتشونلکشنیااب

زاجیاتمسهبهلحرمکی:مینکارجاهرابوداررخآطخودودننکرییغت
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اهرادرب:هدادراتخاسنیلوا
.دنیوگهدادراتخاس،یشکیردارمههبطبترمیاه‌هدادریداقمندرکیدنب‌هورگ

:تساعون‌مهریداقمزایا‌هلابند،رادربکی

> x <- c(7, 8, 10, 45)
> x
[1] 7 8 10 45
> is.vector(x)
[1] TRUE

.دنادرگ‌یمربتساهدشدراوهکیبیترتنامهاباررادربکیریداقم()cعبات

x[۱]رادربرصنعنیلواxتسا،x[۴]وتسارصنعنیمراهچx[−۴]لماشتسایرادرب

رصنعنیمراهچزجهبxرادربرصانعهمه

vector(lengthروتسد = ،دراومزایرایسبردهکدنادرگ‌یمرب۶لوطهبیلاخرادربکی(۶

.دنوشرپدیابیرصانعطسوتادعبهکنآیاربتسایدیفمروتسد

weekly.hours <- vector(length=5)
weekly.hours[5] <- 8
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یرادربتابساحم

:دننک‌یملمعیتفجتروصهباهرادربیوررباهرگلمع

> y <- c(-7, -8, -10, -45)
> x+y
[1] 0 0 0 0

نآرصانع،دشابیرگیدزارتهاتوکیرادربهچنانچ،یرادربیربجتایلمعرد:یرارکت‌هرابود

دنوش‌یمرارکت

> x + c(-7,-8)
[1] 0 0 3 37

:دوش‌یمرارکترظندرومددعهکدنتسه۱لوطابیاهرادرب،اهنتدادعانیاربانب

> x + 1
[1] 8 9 11 46
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:دنوش‌یمماجنایتفجزیناه‌هسیاقم

> x > 9
[1] FALSE FALSE TRUE TRUE

یلوبیاهرادربندنادرگرب:هجوت

کیرداریکتریداقممامت،دنوشهتشونییاتودرگااما.دننک‌یملمعیتفجیلوبیاهرگلمع

:دننک‌یمعمجاهنتیلوبرادقم

> (x > 9) & (x < 20)
[1] FALSE FALSE TRUE FALSE
> (x > 9) && (x < 20)
[1] FALSE

all.equalایidenticalزاهدافتساهارنیرتهب،رگیدرادربلکابرادربکیلکهسیاقمیارب
:تسا

> x == -y
[1] TRUE TRUE TRUE TRUE
> identical(x,-y)
[1] TRUE
> identical(c(0.5-0.3,0.3-0.1),c(0.3-0.1,0.5-0.3))
[1] FALSE
> all.equal(c(0.5-0.3,0.3-0.1),c(0.3-0.1,0.5-0.3))
[1] TRUE

۱۷/۴۹



اهرادربیورربعباوت

دنتسهاهرادرب،عباوتزایرایسبیدورو

•mean(),median(),sd(),var(),max(),min(),length(),sum()هک

تساددعکیاه‌نآهمهیجورخ

•sort()دنادرگ‌یمرب)هدش‌بترم(دیدجرادربکیهک

•hist()دنک‌یمدیلوتمارگوتسیهکیهک

•summary()دنک‌یمدیلوتیددعیاهرادربزاارددع۵لماشهصلاخکیهک

•any()وall()دندیفمیلوبیاهرادربیارب
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اهرادربرصانعندادسردآ
اه‌سیدنازایرادرب

> x[c(2,4)]
[1] 8 45

یفنمیاه‌سیدنازایرادرب

> x[c(-1,-3)]
[1] 8 45

یلوبیاهرادرب

> x[x>9]
[1] 10 45
> y[x>9]
[1] -10 -45

اه‌ن‌آریداقمهکدهد‌یمییاه‌سیدنازارادربکیوتسایلوبرادربکی()whichیدورو
TRUEدنتسه

> places <- which(x > 9)
> y[places]
[1] -10 -45

۱۹/۴۹



مانیارادیاه‌هفلوم
دادصاصتخاارییاه‌مان،اهرادربیاه‌هفلومایرصانعهبناوت‌یم

> names(x) <- c("v1","v2","v3","Hossein")
> names(x)
[1] "v1" "v2" "v3" "Hossein"
> x[c("Hossein","v1")]
Hossein v1
45 7

رگیدرادربکیدوخnames(x).دنتسینxرادربریداقمزایتمسقاه‌بسچربنیادینکتقد

:تسا)اهرتکاراک(زا

> names(y) <- names(x)
> sort(names(x))
[1] "Hossein" "v1" "v2" "v3"
> which(names(x)=="Hossein")
[1] 4

۲۰/۴۹



عبانمصیصختلاثمهبتشگزاب

مهابییاهزیچیدنب‌هورگیارباهرادربزاهدافتسا

> hours <- c(hours.car,hours.truck)
> steel <- c(steel.car,steel.truck)
> output <- c(output.cars,output.trucks)
> available <- c(available.hours,available.steel)

:درکلمعریزتروصهبدوش‌یملااح

> all(hours[1]*output[1]+hours[2]*output[2] <= available[1],
+ steel[1]*output[1]+steel[2]*output[2] <= available[2])
[1] TRUE

یتحای

> all(c(sum(hours*output), sum(steel*output)) <= available)
[1] TRUE

۲۱/۴۹



دایهباررادربرهرد)دلاوفورگراک،نویماک،نیشام(اه‌هفلومبیترتدیابلکشنیااباما

مینکهدافتسابیترتنامهزاهشیمهومیشابهتشاد

درکهدافتسایراذگ‌مانزاناوت‌یمنآیاجهب

> names(hours) <- c("cars", "trucks")
> names(steel) <- names(hours)
> names(output) <- names(hours)
> names(available) <- c("hours","steel")
> all(hours["cars"]*output["cars"] + hours["trucks"]*
+ output["trucks"] <= available["hours"],
+ steel["cars"]*output["cars"] + steel["trucks"]*
+ output["trucks"] <= available["steel"])
[1] TRUE

۲۲/۴۹
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+ output["trucks"] <= available["steel"])
[1] TRUE

۲۲/۴۹



:ریزلثم.درادندشرتهبیاجزونهاما،دشرتهبهدشهتشوندکاجنیاات

> needed <- c(sum(hours*output[names(hours)]),
+ sum(steel*output[names(steel)]))
> names(needed) <- c("hours","steel")
> all(needed <= available[names(needed)])
[1] TRUE

.تسایلبقیاهدکزارتهباما،تسینصقن‌یبیسیون‌همانربکینیا

۲۳/۴۹



اه‌هیارآزاعورش:یرادربیاهراتخاس

یاهراتخاس،یدعبدنچیاه‌هیارآ.هفاضایاه‌یگژیواباهرادربزادنترابع،یرادربیاهراتخاس

.دنتسهیرادرب

> x.arr <- array(x,dim=c(2,2))
> x.arr

[,1] [,2]
[1,] 7 10
[2,] 8 45

ورطسدنچدیوگ‌یمRهبمهdim.مودنوتسسپسودوش‌یمرپلوانوتسادتبادینکتقد

.دریگبرظنردنوتس

,۲یاه‌هیارآناوت‌یم ۳, . . . ,nنیاربانب.تشادمهیدعبdimلوطابیرادربnدوبدهاوخ.

۲۴/۴۹
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اه‌هیارآزاعورش:یرادربیاهراتخاس
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> x.arr <- array(x,dim=c(2,2))
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۲۴/۴۹



اه‌هیارآیاه‌یگژیوزایضعب

> dim(x.arr)
[1] 2 2
> is.vector(x.arr)
[1] FALSE
> is.array(x.arr)
[1] TRUE
> typeof(x.arr)
[1] "double"
> str(x.arr)
num [1:2, 1:2] 7 8 10 45

typeof:هجوت رد:دهد‌یمناشنارهیارآراتخاس()str.دهد‌یمناشنارهیارآرصانععون()

−۱ابودرههکدعبوداب،تسایددعهیارآ،لاابلاثم تیاهنردو،دنا‌هدشیراذگ‌سیدنا۲

یددعریداقم

۲۵/۴۹



اه‌هیارآیورربتایلمعوهبیسرتسد

:تشادیسرتسدهیارآییانبریزرادرباییسیدنایاه‌تفجابناوت‌یمیدعبودهیارآکیهب

> x.arr[1,2]
[1] 10
> x.arr[3]
[1] 10

:تسانآهمهینعمهبسیدناکیفذح

> x.arr[c(1:2),2]
[1] 10 45
> x.arr[,2]
[1] 10 45

۲۶/۴۹



دنک‌یمراکاه‌نآییانبریزرادربیوررب،یرادربیاهراتخاسیورربیرادربعباتکیزاهدافتسا

:دشابهدشمیظنتاه‌هیارآابیصاصتخاراکیاربعباتهکنیارگم

> which(x.arr > 9)
[1] 3 4

:دننک‌یمراکیا‌هیارآراتخاسضرف‌شیپابعباوتزایرایسب

> y.arr <- array(y,dim=c(2,2))
> y.arr + x.arr

[,1] [,2]
[1,] 0 0
[2,] 0 0

:دننک‌یملمعهیارآزانوتسرهایرطسرهیورربصاخروطهبرگیدیخرب

> rowSums(x.arr)
[1] 17 53

۲۷/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

:اجنیاات

مینکیسیون‌همانرب،اه‌هدادلیلحتیاربیروطچمیتفرگدای•

میتشونارییاه‌همانرب،اه‌هدادتخاسیاربعباوتبیکرتاب•

میتخانشاردننک‌یمراکاه‌نآیورربهکیعباوتو)ددع،رتکاراک،یلوب(هیاپهدادعاونا•

اردننک‌یمراکاه‌نآیورربهکیعباوتو)اه‌هیارآواهرادرب(هیاپهدادیاهراتخاس•

میتخانش

هصلاخیاربهلحرمنیلوا،یددعیاه‌تباثیاجهب،اهریغتمزاهدافتسا،میتفرگدای•

تسایسیون‌همانربیاهدکندرک

دنرادیفلتخمیاهراتخاسوفلتخمعاونا،اه‌هدادمیتسناد•

دننک‌یمیدنب‌هورگارطبترمریداقم،هدادیاهراتخاسمیدیمهف•

۲۸/۴۹
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هدادیاهراتخاسریاس

Matrices،اه‌سیرتام•

Lists،اه‌تسیل•

Data،هدادیاهراتخاس• frames

Structures،اهراتخاسزاییاهراتخاس• of structures

۲۹/۴۹
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اه‌سیرتام

.تساهیارآکیزایصاختلاح،سیرتامکیRرد

> factory <- matrix(c(40,1,60,3),nrow=2)
> factory

[,1] [,2]
[1,] 40 60
[2,] 1 3
> is.array(factory)
[1] TRUE
> is.matrix(factory)
[1] TRUE

byrowوncolزاناوت‌یمهتبلا = TRUEدرکهدافتسایرطسندرکرپیارب.

،factory/۳ردلاثم.دننک‌یملمعرصنعهبرصنعتروصهبیا‌هسیاقمویربجیاهرگلمع

.دنوش‌یممیسقت۳ربfactoryسیرتامرصانعمامت

۳۰/۴۹
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byrowوncolزاناوت‌یمهتبلا = TRUEدرکهدافتسایرطسندرکرپیارب.

،factory/۳ردلاثم.دننک‌یملمعرصنعهبرصنعتروصهبیا‌هسیاقمویربجیاهرگلمع

.دنوش‌یممیسقت۳ربfactoryسیرتامرصانعمامت

۳۰/۴۹



رگلمعنیمهزازینرادربابسیرتامبرضیارب(:دراداردوخصاخرگلمع،یسیرتامبرض
.)دوش‌یمهدافتسا

> six.sevens <- matrix(rep(7,6),ncol=3)
> six.sevens

[,1] [,2] [,3]
[1,] 7 7 7
[2,] 7 7 7
> factory %*% six.sevens # [2x2] * [2x3]

[,1] [,2] [,3]
[1,] 700 700 700
[2,] 28 28 28
> six.sevens %*% factory # [2x3] * [2x2]
Error in six.sevens %*% factory : non-conformable arguments
> output <- c(10,20)
> factory %*% output

[,1]
[1,] 1600
[2,] 70
> output %*% factory

[,1] [,2]
[1,] 420 660
۳۱/۴۹



:یسیرتامیاهرگلمعریاس

> t(factory) # Matrix transpose
[,1] [,2]

[1,] 40 1
[2,] 60 3
> det(factory) # Matrix determinant
[1] 60
> diag(factory) # Extracting or replacing the diagonal
[1] 40 3
> diag(factory) <- c(35,4) # Change it
> factory # See that it changed

[,1] [,2]
[1,] 35 60
[2,] 1 4
> diag(factory) <- c(40,3) # Set it back for later

۳۲/۴۹



> diag(c(3,4)) # Creating a diagonal matrix
[,1] [,2]

[1,] 3 0
[2,] 0 4
> diag(2)

[,1] [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1
> solve(factory) # Inverting a matrix

[,1] [,2]
[1,] 0.0500 -0.7500
[2,] -0.0125 0.4375
> factory %*% solve(factory)

[,1] [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0 1

۳۳/۴۹



؟دوش‌یمهدافتسا()solveلثمیروتسدزااه‌سیرتامندرکسوکعمیاربارچ

Axیطختلاداعمیاه‌باوج = b،رادرببسحربx،دوش‌یمماجناریزتروصهب:

> available <- c(1600,70)
> solve(factory,available)
[1] 10 20
> factory %*% solve(factory,available)

[,1]
[1,] 1600
[2,] 70

۳۴/۴۹



؟دوش‌یمهدافتسا()solveلثمیروتسدزااه‌سیرتامندرکسوکعمیاربارچ

Axیطختلاداعمیاه‌باوج = b،رادرببسحربx،دوش‌یمماجناریزتروصهب:

> available <- c(1600,70)
> solve(factory,available)
[1] 10 20
> factory %*% solve(factory,available)

[,1]
[1,] 1600
[2,] 70

۳۴/۴۹



اه‌سیرتامردیراذگ‌مان

و()rownamesعباوتکمکابارودرهای،اه‌نوتس،اهرطسناوت‌یم،اه‌سیرتامرد

colnames()درکیراذگ‌مان.

:مینک‌یمراکییاهزیچهچابمیمهفبرتهباتدنک‌یمکمکامهب،یراذگ‌مان

> rownames(factory) <- c("labor","steel")
> colnames(factory) <- c("cars","trucks")
> factory

cars trucks
labor 40 60
steel 1 3
> output <- c(20,10)
> names(output) <- c("trucks","cars")
> available <- c(1600,70)
> names(available) <- c("labor","steel")
> factory %*% output # # But we’ve got cars and trucks mixed up

[,1]
labor 1400
steel 50
> factory %*% output[colnames(factory)]

[,1]
labor 1600
steel 70
> all(factory %*% output[colnames(factory)] <= available[rownames(factory)])
[1] TRUE

۳۵/۴۹



اه‌سیرتامردیراذگ‌مان

و()rownamesعباوتکمکابارودرهای،اه‌نوتس،اهرطسناوت‌یم،اه‌سیرتامرد

colnames()درکیراذگ‌مان.

:مینک‌یمراکییاهزیچهچابمیمهفبرتهباتدنک‌یمکمکامهب،یراذگ‌مان

> rownames(factory) <- c("labor","steel")
> colnames(factory) <- c("cars","trucks")
> factory

cars trucks
labor 40 60
steel 1 3
> output <- c(20,10)
> names(output) <- c("trucks","cars")
> available <- c(1600,70)
> names(available) <- c("labor","steel")
> factory %*% output # # But we’ve got cars and trucks mixed up

[,1]
labor 1400
steel 50
> factory %*% output[colnames(factory)]

[,1]
labor 1600
steel 70
> all(factory %*% output[colnames(factory)] <= available[rownames(factory)])
[1] TRUE

۳۵/۴۹



نوتسایرطسرهیورربهباشمیراکماجنا

rowMeans()،colMeans()،rowSums()،...

.دوش‌یمارجاهناگادجروطهبنوتسرهیوررب()summaryعبات،اه‌سیرتامیارب

اهرطسیارب۱،سیرتام:تسهناموگرآ۳یارادهکتسا()applyعبات،دیفمرایسبعباتکی

:دوشارجادیابهکیعباتمانو،اه‌نوتسیارب۲و

> rowMeans(factory)
labor steel

50 2
> apply(factory,1,mean)
labor steel

50 2

۳۶/۴۹



نوتسایرطسرهیورربهباشمیراکماجنا

rowMeans()،colMeans()،rowSums()،...

.دوش‌یمارجاهناگادجروطهبنوتسرهیوررب()summaryعبات،اه‌سیرتامیارب

اهرطسیارب۱،سیرتام:تسهناموگرآ۳یارادهکتسا()applyعبات،دیفمرایسبعباتکی

:دوشارجادیابهکیعباتمانو،اه‌نوتسیارب۲و

> rowMeans(factory)
labor steel

50 2
> apply(factory,1,mean)
labor steel

50 2

۳۶/۴۹



نوتسایرطسرهیورربهباشمیراکماجنا

rowMeans()،colMeans()،rowSums()،...

.دوش‌یمارجاهناگادجروطهبنوتسرهیوررب()summaryعبات،اه‌سیرتامیارب

اهرطسیارب۱،سیرتام:تسهناموگرآ۳یارادهکتسا()applyعبات،دیفمرایسبعباتکی

:دوشارجادیابهکیعباتمانو،اه‌نوتسیارب۲و

> rowMeans(factory)
labor steel

50 2
> apply(factory,1,mean)
labor steel

50 2

۳۶/۴۹



اه‌تسیل

.دنیوگتسیلار،عون‌مهًاموزلهن،ریداقمزایا‌هلابند

> my.distribution <- list("exponential",7,FALSE)
> my.distribution
[[1]]
[1] "exponential"

[[2]]
[1] 7

[[3]]
[1] FALSE

.درکهدافتساناوت‌یمزیناه‌تسیلیارب،دربراکهباهرادربیاربناوت‌یمهکییاهزیچرثکا

۳۷/۴۹



اه‌تسیل

.دنیوگتسیلار،عون‌مهًاموزلهن،ریداقمزایا‌هلابند

> my.distribution <- list("exponential",7,FALSE)
> my.distribution
[[1]]
[1] "exponential"

[[2]]
[1] 7

[[3]]
[1] FALSE

.درکهدافتساناوت‌یمزیناه‌تسیلیارب،دربراکهباهرادربیاربناوت‌یمهکییاهزیچرثکا

۳۷/۴۹



‌تسیلرصانعهبیسرتسد

:درکهدافتسایکتسیدناکیاب[[]]زاای[]زااهرادربدننامناوت‌یمیسرتسدیارب

> is.character(my.distribution)
[1] FALSE
> is.character(my.distribution[[1]])
[1] TRUE
> my.distribution[2]^ 2
Error in my.distribution[2]^2 : non-numeric argument
to binary operator
> my.distribution[[2]]^2
[1] 49

؟دتفا‌یمیقافتاهچ،مینکهدافتسایهد‌سردآیارب[[]]زااهرادربیاربرگا

۳۸/۴۹



‌تسیلرصانعهبیسرتسد

:درکهدافتسایکتسیدناکیاب[[]]زاای[]زااهرادربدننامناوت‌یمیسرتسدیارب

> is.character(my.distribution)
[1] FALSE
> is.character(my.distribution[[1]])
[1] TRUE
> my.distribution[2]^ 2
Error in my.distribution[2]^2 : non-numeric argument
to binary operator
> my.distribution[[2]]^2
[1] 49

؟دتفا‌یمیقافتاهچ،مینکهدافتسایهد‌سردآیارب[[]]زااهرادربیاربرگا

۳۸/۴۹



تروصنیمههبزینیاهرادربیارب(تساریذپ‌ناکما()cعباتابتسیلهبیرصانعندوزفا

.)تسا

> my.distribution <- c(my.distribution,7)
> my.distribution
[[1]]
[1] "exponential"
[[2]]
[1] 7
[[3]]
[1] FALSE
[[4]]
[1] 7
> length(my.distribution)
[1] 4
> length(my.distribution) <- 3
> my.distribution
[[1]]
[1] "exponential"
[[2]]
[1] 7
[[3]]
[1] FALSE

۳۹/۴۹



اه‌تسیلردیراذگ‌مان
:درکیراذگ‌مانناوت‌یمارتسیلکیرصانعهمهاییضعب

> names(my.distribution) <- c("family","mean","is.symmetric")
> my.distribution
$family
[1] "exponential"
$mean
[1] 7
$is.symmetric
[1] FALSE

مان$هتبلا(تشادیسرتسد$تملاعابهارمهاه‌نآمانابناوت‌یمرصانعنیاهبتروصنیارد

.)دنک‌یمفذحاررصانعراتخاسو

> my.distribution$family
[1] "exponential"
> my.distribution[["family"]]
[1] "exponential"
> my.distribution["family"]
$family
[1] "exponential"
۴۰/۴۹



دننک‌یمهدافتسادایز،دوش‌یمداجیاتسیلکیهکیتقویسیون‌همانربردیراذگ‌مانزا

> another.distribution <- list(family="gaussian",mean=7,
+ sd=1,is.symmetric=TRUE)
> another.distribution
$family
[1] "gaussian"
$mean
[1] 7
$sd
[1] 1
$is.symmetric
[1] TRUE

۴۱/۴۹



> my.distribution$was.estimated <- FALSE
> my.distribution[["last.updated"]] <- "2011-08-30"
> my.distribution
$family
[1] "exponential"
$mean
[1] 7
$is.symmetric
[1] FALSE
$was.estimated
[1] FALSE
$last.updated
[1] "2011-08-30"

نتشونابلاثم.دوش‌یمماجناNULLرادقمابنآیهدرادقمابتسیلردیدوروکیفذح

my.distribution$was.estimated<-NULL

۴۲/۴۹



> my.distribution$was.estimated <- FALSE
> my.distribution[["last.updated"]] <- "2011-08-30"
> my.distribution
$family
[1] "exponential"
$mean
[1] 7
$is.symmetric
[1] FALSE
$was.estimated
[1] FALSE
$last.updated
[1] "2011-08-30"

نتشونابلاثم.دوش‌یمماجناNULLرادقمابنآیهدرادقمابتسیلردیدوروکیفذح

my.distribution$was.estimated<-NULL

۴۲/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



هدادیاهراتخاس

اهریغتمیاربنوتسpوایشایاربرطسnابکیسلاکیاه‌هدادلوادج=اه‌هدادراتخاس

.دنرادراکورساه‌هدادراتخاسابRرددوجومعباوتدراومزایرایسبرد

)؟ارچ(،تسینسیرتامکیهدادراتخاس

ایسیرتامکیدننامنآیاه‌نوتسهبناوت‌یم.تسیلکیوسیرتامکیزاتسایبیکرت

.تشادیسرتسدتسیلکیهدش‌یراذگ‌مانیاه‌تمسق

،()rowSums(تسایریگراکهبلباقمههدادیاهراتخاسیارباه‌سیرتامعباوتزایرایسب

apply()،summary()و...(.

دادعانآیدوروهمهرگایتح،دربراکهبهدادراتخاسکییاربناوت‌یمناریسیرتامبرض

.دنشاب

۴۳/۴۹



لاثم

> a.matrix <- matrix(c(35,8,10,4),nrow=2)
> colnames(a.matrix) <- c("v1","v2")
> a.matrix

v1 v2
[1,] 35 10
[2,] 8 4
> a.matrix$v1 # The $ access operator doesn’t work on a matrix
Error in a.matrix$v1 : $ operator is invalid for atomic vectors
> a.data.frame <- data.frame(a.matrix,logicals=c(TRUE,FALSE))
> a.data.frame
v1 v2 logicals

1 35 10 TRUE
2 8 4 FALSE
> a.data.frame$v1 # But $ does work on a data frame
[1] 35 8
> a.data.frame[,"v1"]
[1] 35 8
> a.data.frame[1,]
v1 v2 logicals

1 35 10 TRUE
> colMeans(a.data.frame)
v1 v2 logicals
21.5 7.0 0.5

۴۴/۴۹



هفاضاهدادراتخاسایهیارآکیهبارییاه‌نوتسایاهرطسناوت‌یم()cbindو()rbindاب

:دیشابهدشاقلایاه‌لیدبتعونبقارمدیابهتبلا.درک

> rbind(a.data.frame,list(v1=-3,v2=-5,logicals=TRUE))
v1 v2 logicals

1 35 10 TRUE
2 8 4 FALSE
3 -3 -5 TRUE
> rbind(a.data.frame,c(3,4,6))
v1 v2 logicals

1 35 10 1
2 8 4 0
3 3 4 6

۴۵/۴۹



اهراتخاسزاییاهراتخاس

یاه‌تسیلزاییاه‌تسیلزاییاه‌تسیل،اهرادربزاییاه‌تسیل،اه‌تسیلزاییاه‌تسیل

....و،اهرادرب

ردزایندرومهدیچیپهدادیاهراتخاساتدهد‌یمارناکمانیاامهب،اهراتخاسداجیاتیلباقنیا

.میزاسبمیناوتباردراومزایخرب

.دنتسههدادیاهراتخاسزاییاه‌تسیل،هدیچیپءایشازایرایسب

۴۶/۴۹



اهراتخاسزاییاهراتخاس

یاه‌تسیلزاییاه‌تسیلزاییاه‌تسیل،اهرادربزاییاه‌تسیل،اه‌تسیلزاییاه‌تسیل

....و،اهرادرب

ردزایندرومهدیچیپهدادیاهراتخاساتدهد‌یمارناکمانیاامهب،اهراتخاسداجیاتیلباقنیا

.میزاسبمیناوتباردراومزایخرب

.دنتسههدادیاهراتخاسزاییاه‌تسیل،هدیچیپءایشازایرایسب

۴۶/۴۹



اهراتخاسزاییاهراتخاس

یاه‌تسیلزاییاه‌تسیلزاییاه‌تسیل،اهرادربزاییاه‌تسیل،اه‌تسیلزاییاه‌تسیل

....و،اهرادرب

ردزایندرومهدیچیپهدادیاهراتخاساتدهد‌یمارناکمانیاامهب،اهراتخاسداجیاتیلباقنیا

.میزاسبمیناوتباردراومزایخرب

.دنتسههدادیاهراتخاسزاییاه‌تسیل،هدیچیپءایشازایرایسب

۴۶/۴۹



لاثم
.دنک‌یمهبساحمارسیرتامکیهژیویاهرادربوریداقم()eigenعبات

)هژیویاهرادربزا(سیرتامکیو)هژیوریداقم(رادربکیزایتسیل،عباتنیایجورخریداقم

.تسا

> eigen(factory)
$values
[1] 41.556171 1.443829
$vectors

[,1] [,2]
[1,] 0.99966383 -0.8412758
[2,] 0.02592747 0.5406062
> class(eigen(factory))
[1] "list"
> str(eigen(factory))
List of 2
$ values : num [1:2] 41.56 1.44
$ vectors: num [1:2, 1:2] 0.9997 0.0259 -0.8413 0.5406

۴۷/۴۹



لاثم
.دنک‌یمهبساحمارسیرتامکیهژیویاهرادربوریداقم()eigenعبات

)هژیویاهرادربزا(سیرتامکیو)هژیوریداقم(رادربکیزایتسیل،عباتنیایجورخریداقم

.تسا

> eigen(factory)
$values
[1] 41.556171 1.443829
$vectors

[,1] [,2]
[1,] 0.99966383 -0.8412758
[2,] 0.02592747 0.5406062
> class(eigen(factory))
[1] "list"
> str(eigen(factory))
List of 2
$ values : num [1:2] 41.56 1.44
$ vectors: num [1:2, 1:2] 0.9997 0.0259 -0.8413 0.5406

۴۷/۴۹



هتشادیسرتسد)...اه‌تمسقزا(ییاه‌تمسقزاییاه‌تمسقهبدیناوت‌یم،هدیچیپءایشااب

:دیشاب

> factory %*% eigen(factory)$vectors[,2]
[,1]

labor -1.2146583
steel 0.7805429
> eigen(factory)$values[2] * eigen(factory)$vectors[,2]
[1] -1.2146583 0.7805429
> eigen(factory)$values[2]
[1] 1.443829
> eigen(factory)[[1]][[2]] # NOT [[1, 2]]
[1] 1.443829

۴۸/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

میرادراکورسیسیرتامیاهراتخاسابعقاومزایرایسبرد•

مینکبیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونااتدنهد‌یمارناکمانیااه‌تسیل•

هبلومعمهدادلوادجیاربهکدنتسهاه‌تسیلواه‌سیرتامزایبیکرت،هدادیاهراتخاس•

دنور‌یمراک

اباه‌نآهبیسرتسدوهدشراد‌ینعماه‌هداددوش‌یمثعاب،اه‌هفلومیراذگ‌مانزاهدافتسا•

دریگتروصیرتشیبلرتنک

دوش‌یمهدیچیپیاهراتخاسدیلوتهبرجنم،هدادیاهراتخاسیاه‌تسیلزاررکمهدافتسا•

۴۹/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

میرادراکورسیسیرتامیاهراتخاسابعقاومزایرایسبرد•

مینکبیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونااتدنهد‌یمارناکمانیااه‌تسیل•

هبلومعمهدادلوادجیاربهکدنتسهاه‌تسیلواه‌سیرتامزایبیکرت،هدادیاهراتخاس•

دنور‌یمراک

اباه‌نآهبیسرتسدوهدشراد‌ینعماه‌هداددوش‌یمثعاب،اه‌هفلومیراذگ‌مانزاهدافتسا•

دریگتروصیرتشیبلرتنک

دوش‌یمهدیچیپیاهراتخاسدیلوتهبرجنم،هدادیاهراتخاسیاه‌تسیلزاررکمهدافتسا•

۴۹/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

میرادراکورسیسیرتامیاهراتخاسابعقاومزایرایسبرد•

مینکبیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونااتدنهد‌یمارناکمانیااه‌تسیل•

هبلومعمهدادلوادجیاربهکدنتسهاه‌تسیلواه‌سیرتامزایبیکرت،هدادیاهراتخاس•

دنور‌یمراک

اباه‌نآهبیسرتسدوهدشراد‌ینعماه‌هداددوش‌یمثعاب،اه‌هفلومیراذگ‌مانزاهدافتسا•

دریگتروصیرتشیبلرتنک

دوش‌یمهدیچیپیاهراتخاسدیلوتهبرجنم،هدادیاهراتخاسیاه‌تسیلزاررکمهدافتسا•

۴۹/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

میرادراکورسیسیرتامیاهراتخاسابعقاومزایرایسبرد•

مینکبیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونااتدنهد‌یمارناکمانیااه‌تسیل•

هبلومعمهدادلوادجیاربهکدنتسهاه‌تسیلواه‌سیرتامزایبیکرت،هدادیاهراتخاس•

دنور‌یمراک

اباه‌نآهبیسرتسدوهدشراد‌ینعماه‌هداددوش‌یمثعاب،اه‌هفلومیراذگ‌مانزاهدافتسا•

دریگتروصیرتشیبلرتنک

دوش‌یمهدیچیپیاهراتخاسدیلوتهبرجنم،هدادیاهراتخاسیاه‌تسیلزاررکمهدافتسا•

۴۹/۴۹



)یعضوم(هصلاخ

میرادراکورسیسیرتامیاهراتخاسابعقاومزایرایسبرد•

مینکبیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونااتدنهد‌یمارناکمانیااه‌تسیل•

هبلومعمهدادلوادجیاربهکدنتسهاه‌تسیلواه‌سیرتامزایبیکرت،هدادیاهراتخاس•

دنور‌یمراک

اباه‌نآهبیسرتسدوهدشراد‌ینعماه‌هداددوش‌یمثعاب،اه‌هفلومیراذگ‌مانزاهدافتسا•

دریگتروصیرتشیبلرتنک

دوش‌یمهدیچیپیاهراتخاسدیلوتهبرجنم،هدادیاهراتخاسیاه‌تسیلزاررکمهدافتسا•

۴۹/۴۹



هتفرشیپیرامآتابساحم
۳۹یلیصحتلاسلوامرت

مودهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١/٢٢



یطرشیاهرگلمع

:دهدماجناارلمعمادکدریگبمیمصتهکدوشهتفگرتویپماکهبدیابدراومیضعب

|x| =
{

x x ≥ ۰

−x x < ۰

ای

ψ(x) =
{

x٢ |x| ≤ ١

٢|x| − ١ |x| > ١

دینکمسرRردارψ(x)عبات:نیرمت

٢/٢٢



یطرشیاهرگلمع

:دهدماجناارلمعمادکدریگبمیمصتهکدوشهتفگرتویپماکهبدیابدراومیضعب

|x| =
{

x x ≥ ۰

−x x < ۰

ای

ψ(x) =
{

x٢ |x| ≤ ١

٢|x| − ١ |x| > ١

دینکمسرRردارψ(x)عبات:نیرمت

٢/٢٢



fi:یطرشرگلمعنیرت‌هداس

if (x >= 0) {
x

} else {
-x

}

.تساFALSEایTRUEرادقمندنادرگربدنمزاینifرددوجومطرش

.تسایرایتخاelseطرش

۳/٢٢



fi:یطرشرگلمعنیرت‌هداس

if (x >= 0) {
x

} else {
-x

}

.تساFALSEایTRUEرادقمندنادرگربدنمزاینifرددوجومطرش

.تسایرایتخاelseطرش

۳/٢٢



بوسحمFALSE،۰ودنوش‌یمبوسحمTRUE،۰زجهبربتعمیددعریداقممامت

:)داددهاوخاطخ(دوش‌یمدودسمیددعریغریداقمرثکا.دوش‌یم

> if(1) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
[1] "Truth!"
> if(-1) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
[1] "Truth!"
> if(0) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
[1] "Falsehood!"
> if("TRUE") {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
[1] "Truth!"
> if("TRUTH") {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
Error in if ("TRUTH") { : argument is not interpretable as logical
> if("c") {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
Error in if ("c") { : argument is not interpretable as logical
> if(NULL) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
Error in if (NULL) { : argument is of length zero
> if(NA) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
Error in if (NA) { : missing value where TRUE/FALSE needed
> if(NaN) {"Truth!"} else {"Falsehood!"}
Error in if (NaN) { : argument is not interpretable as logical

۴/٢٢



؟هناگوداییکت:یقطنمیاهرگلمع
هبرصنعاهرادربیورربینعی،دنتسهیباسحیاهرگلمعدننام|و&یقطنمیاهرگلمع

:دننک‌یملمعرصنع

> c(TRUE,TRUE) & c(TRUE,FALSE)
[1] TRUE FALSE

زاینهکینعمنیاهب.درادیکتیلوبریداقمهبزاینهمانربًلاومعم،همانربیاه‌هقلحلرتنکیارب

.نکنهبساحمارمیرادنزاینهکیزیچمییوگبرتویپماکهبمیراد

یدیسرباوجهبیتقوونکتکرحتسارهبپچزا:تسا||و&&زاهدافتسالحهار

.وشفقوتم

> (0>0) & ("c"+1)
Error in "c" + 1 : non-numeric argument to binary operator
> (0>0) && ("c"+1)
[1] FALSE

رظنفرصنآزاR.دشابزاینیا‌هدیچیپتابساحممودهفلومیاربدینکروصت،لاابلاثماب

!تسیننآهبساحمهبیزایناریزدنک‌یم

۵/٢٢



؟هناگوداییکت:یقطنمیاهرگلمع
هبرصنعاهرادربیورربینعی،دنتسهیباسحیاهرگلمعدننام|و&یقطنمیاهرگلمع

:دننک‌یملمعرصنع

> c(TRUE,TRUE) & c(TRUE,FALSE)
[1] TRUE FALSE

زاینهکینعمنیاهب.درادیکتیلوبریداقمهبزاینهمانربًلاومعم،همانربیاه‌هقلحلرتنکیارب

.نکنهبساحمارمیرادنزاینهکیزیچمییوگبرتویپماکهبمیراد

یدیسرباوجهبیتقوونکتکرحتسارهبپچزا:تسا||و&&زاهدافتسالحهار

.وشفقوتم

> (0>0) & ("c"+1)
Error in "c" + 1 : non-numeric argument to binary operator
> (0>0) && ("c"+1)
[1] FALSE

رظنفرصنآزاR.دشابزاینیا‌هدیچیپتابساحممودهفلومیاربدینکروصت،لاابلاثماب

!تسیننآهبساحمهبیزایناریزدنک‌یم
۵/٢٢



هسیاقمیارباررادربرهلوایاضعاییاتودیلوبیاهرگلمع،دوشلمعاهرادربیورربرگا

:دنریگ‌یمرظنرد

> c(FALSE,FALSE) | c(TRUE,FALSE)
[1] TRUE FALSE
> c(FALSE,FALSE) || c(TRUE,FALSE)
[1] TRUE
> c(FALSE,FALSE) || c(FALSE,TRUE)
[1] FALSE

اه‌نآیدورودینکیعسودینکهدافتسااه‌همانربلرتنکیارب||و&&زا:یلکروطهب

دنشابنیرادربیاه‌ناموگرآ

۶/٢٢



یا‌هنایشآیطرشیاهرگلمع

:دنورراکهبیا‌هنایشآتروصهبدنناوت‌یمیطرشیاهرگلمع

if (x^2 < 1) {
x^2

} else {
if (x >= 0) {
x
} else {
-x
}

}

ifیاهرگلمعندرکیا‌هنایشآهدننک‌هتسخلمعیاجهب /else،زاناوت‌یمswitchدرکهدافتسا

)؟هنوگچ(

٧/٢٢



رابنیدنچیاربهباشمییاهزیچماجنا:رارکت

:صخشمرابنیدنچهب)هباشمیلیخای(ناسکییلمعرارکت

n <- 10
table.of.logarithms <- vector(length=n)
table.of.logarithms
for (i in 1:n) {

table.of.logarithms[i] <- log(i)
}
table.of.logarithms

١اجنیارد(رادربکیریداقمکمکهب)iاجنیارد(ارهدنرامشکیforهقلح : n(شیازفا

دنک‌یمرارکت،دوشارجارادربلکهکیمادامارهقلحهندبودهد‌یم

.دراددوجوهفیظونیاماجنایاربرتدمآراکورتهبیشور:هجوت

٨/٢٢



رابنیدنچیاربهباشمییاهزیچماجنا:رارکت

:صخشمرابنیدنچهب)هباشمیلیخای(ناسکییلمعرارکت

n <- 10
table.of.logarithms <- vector(length=n)
table.of.logarithms
for (i in 1:n) {

table.of.logarithms[i] <- log(i)
}
table.of.logarithms

١اجنیارد(رادربکیریداقمکمکهب)iاجنیارد(ارهدنرامشکیforهقلح : n(شیازفا

دنک‌یمرارکت،دوشارجارادربلکهکیمادامارهقلحهندبودهد‌یم

.دراددوجوهفیظونیاماجنایاربرتدمآراکورتهبیشور:هجوت

٨/٢٢



ifوforبیکرت

x <- c(-5,7,-8,0)
y <- vector(length=length(x))
for (i in 1:length(x)) {

if (x[i] >= 0) {
y[i] <- x[i]

} else {
y[i] <- -x[i]

}
}
y # now c(5,7,8,0)

.دراددوجوهفیظونیاماجنایاربرتدمآراکورتهبیشور:هجوت

۹/٢٢



elihw:یطرشرارکت

while (x > (1+1e-06)) {
x <- sqrt(x)

}

.دشابTRUE/FALSEیکتیلوبرادقمکیifدننامدیابwhileرددوجومطرش

.دوش‌یمارجا،دوشFALSEطرشیدوروهکیمادامهقلح

.دوش‌یمرارکتدبااتهقلح،دشابTRUEهشیمهطرشرگا•

.دوشزاغآTRUEابطرشهکنیارگم،دوش‌یمنعورشتقوچیه•

؟دینک‌یمنیزگیاجwhileابارforهقلحکیروطچ:نیرمت

١۰/٢٢



elihw:یطرشرارکت

while (x > (1+1e-06)) {
x <- sqrt(x)

}

.دشابTRUE/FALSEیکتیلوبرادقمکیifدننامدیابwhileرددوجومطرش

.دوش‌یمارجا،دوشFALSEطرشیدوروهکیمادامهقلح

.دوش‌یمرارکتدبااتهقلح،دشابTRUEهشیمهطرشرگا•

.دوشزاغآTRUEابطرشهکنیارگم،دوش‌یمنعورشتقوچیه•

؟دینک‌یمنیزگیاجwhileابارforهقلحکیروطچ:نیرمت

١۰/٢٢



elihw:یطرشرارکت

while (x > (1+1e-06)) {
x <- sqrt(x)

}

.دشابTRUE/FALSEیکتیلوبرادقمکیifدننامدیابwhileرددوجومطرش

.دوش‌یمارجا،دوشFALSEطرشیدوروهکیمادامهقلح

.دوش‌یمرارکتدبااتهقلح،دشابTRUEهشیمهطرشرگا•

.دوشزاغآTRUEابطرشهکنیارگم،دوش‌یمنعورشتقوچیه•

؟دینک‌یمنیزگیاجwhileابارforهقلحکیروطچ:نیرمت

١۰/٢٢



یطرشریغیاهرارکت

repeat {
print("Help! I am hba, trapped in an endless loop!")

}

:تساریزتروصهبنآزارتدیفمای

repeat {
if (watched) {
next()

}
print("Help! I am Dr. Morris Culpepper, trapped in an endless loop!")
if (rescued) {
break()

}
}

.دشابTRUEرباربrescuedرگایتح،میوش‌یمهقلحدراورابکیلقادحهشیمه

break()ودنک‌یمجراخهقلحزاارامnext()اجنیارد(هندبیقبامزاif(ودنک‌یمرظنفرص

ددرگ‌یمربهقلحهب

١١/٢٢



یطرشریغیاهرارکت

repeat {
print("Help! I am hba, trapped in an endless loop!")

}

:تساریزتروصهبنآزارتدیفمای

repeat {
if (watched) {
next()

}
print("Help! I am Dr. Morris Culpepper, trapped in an endless loop!")
if (rescued) {
break()

}
}

.دشابTRUEرباربrescuedرگایتح،میوش‌یمهقلحدراورابکیلقادحهشیمه

break()ودنک‌یمجراخهقلحزاارامnext()اجنیارد(هندبیقبامزاif(ودنک‌یمرظنفرص

ددرگ‌یمربهقلحهب
١١/٢٢



هرابود:عبانمصیصخت

:یروآدای

نارگراکراکتعاسودلاوفابهناخراکطسوتنویماکولیبموتادیلوت•

نویماک٢۰ولیبموتا١۰دیلوتابدلاوفنت٧۰وراکتعاس١۶۰۰لماشدوجومعبانم•

دنوش‌یمهتفرگراکهبلماکروطهب

دوش‌یملحیطخیزیر‌همانربابقیقدروطهبهلاسم•

دحکیهکیمادام،عبانمزاردقچتسینمهمومیناد‌یمنیطخربجزایزیچدینکضرف•

دوشفرصم،دشابدوجومهیلوا

اهدیقهکیمادامنآطسبابوهدشعورشهیلواحرطکینتفرگرظنردابباوجنتفای•

دیآ‌یمتسدهب،دنهدخر

factory <- matrix(c(40,1,60,3),nrow=2,
dimnames=list(c("labor","steel"),c("cars","trucks")))

available <- c(1600,70); names(available) <- rownames(factory)
slack <- c(8,1); names(slack) <- rownames(factory)
output <-c(30,20); names(output) <- colnames(factory)

١٢/٢٢



؟دنک‌یملمعروطچ

passes <- 0 # How many times have we been around the loop?
repeat {
passes <- passes + 1
needed <- factory %*% output # What do we need for that output level?
# If we’re not using too much, and are within the slack, we’re done
if (all(needed <= available) &&
all((available - needed) <= slack)) {
break()
}
# If we’re using too much of everything, cut back by 10%
if (all(needed > available)) {
output <- output * 0.9
next()
}
# If we’re using too little of everything, increase by 10%
if (all(needed < available)) {
output <- output * 1.1
next()
}
# If we’re using too much of some resources but not others, randomly
# tweak the plan by up to 10%
output <- output * (1+runif(length(output),min=-0.1,max=0.1))
}

١۳/٢٢



:نویماک٢۰ولیبموتا۳۰ابعورشزادعبیجورخ

> round(output,1)
cars trucks
10.4 19.7
> round(needed,1)
[,1]
labor 1596.1
steel 69.4
> passes
[1] 3452

١۰یعقاوتلاحابارهجیتنودنک‌یمحیحصتراب۳۴۵٢ارهیلواحرط،هدش‌هتشوندکینعی

.دینکهسیاقمنویماک٢۰ولیبموتا

١۴/٢٢



یزاسرارکتزازیهرپ

یورربندرکلمعربینتبمهکدرادیزاسرارکتزارارفیاربیتوافتمیاه‌شورRرازفا‌مرن

هکیروطهب،دنشاب‌یمءایشالک

دنرت‌هداسیموهفمروطهب•

تشاددنهاوخیرت‌هداسیاهدک•

)رتعیرسیلیخیلیخیهاگوعیرسیمکیهاگ(دنتسهرتعیرس•

دشاب‌یمیزاسرادربابتابساحمدرومرداه‌شورنیارثکا

١۵/٢٢



یزاسرارکتزازیهرپ

یورربندرکلمعربینتبمهکدرادیزاسرارکتزارارفیاربیتوافتمیاه‌شورRرازفا‌مرن

هکیروطهب،دنشاب‌یمءایشالک

دنرت‌هداسیموهفمروطهب•

تشاددنهاوخیرت‌هداسیاهدک•

)رتعیرسیلیخیلیخیهاگوعیرسیمکیهاگ(دنتسهرتعیرس•

دشاب‌یمیزاسرادربابتابساحمدرومرداه‌شورنیارثکا

١۵/٢٢



یزاسرارکتزازیهرپ

یورربندرکلمعربینتبمهکدرادیزاسرارکتزارارفیاربیتوافتمیاه‌شورRرازفا‌مرن

هکیروطهب،دنشاب‌یمءایشالک

دنرت‌هداسیموهفمروطهب•

تشاددنهاوخیرت‌هداسیاهدک•

)رتعیرسیلیخیلیخیهاگوعیرسیمکیهاگ(دنتسهرتعیرس•

دشاب‌یمیزاسرادربابتابساحمدرومرداه‌شورنیارثکا

١۵/٢٢



لاثم

:دننک‌یمعمجمهابارbوaرادربودیروطچیسیون‌همانربیاه‌نابزرثکا

c <- vector(length(a))
for (i in 1:length(a)) {

c[i] <- a[i] + b[i]
}

:دنک‌یمعمجمهاباررادربودیروطچRو

c <- a+b

١۶/٢٢



:ایازم

میتسهنآماجنالاحردهکتسایزیچدرومرد+تملاع:حوضو•

دنک‌یمناهنپ،دهد‌یمماجنارتویپماکهکارهچنآرگلمعنیا:یزاس‌هصلاخ•

طخراهچیاجهبطخکی:ندرکهاتوک•

تعرس•

:بیاعم

اه‌نآزاییاه‌تمسقهندینکرکفءایشالکدرومرددیریگبدایدیاب•

١٧/٢٢



هدش‌یرادربتابساحم

:دنا‌هدشمیظنتیزاسرادربیاربراکدوخروطهبعباوتزایرایسب

abs(x) # Absolute value of each element in x
log(x) # Logarithm of each element in x

:()ifelseابیزاس‌یطرش

ifelse(x<0,-x,x) # Pretty much the same as abs(x)
ifelse(x^2>1,abs(x),x^2)

١٨/٢٢



یزاسرارکت

•rep(x,n):xارnدنک‌یمرارکتراب

•seq():دنک‌یمدیلوتهلابندکی

١۹/٢٢



یزاسرارکت

•rep(x,n):xارnدنک‌یمرارکتراب

•seq():دنک‌یمدیلوتهلابندکی

١۹/٢٢



هدشرارکتیاهراتخاساباه‌هیارآ

:تساماجنالباق()expand.gridاباهرادربزایریداقمتابیکرتهمه

> expand.grid(v1=c("lions","tigers"),v2=c(0.1,1.1))
v1 v2

1 lions 0.1
2 tigers 0.1
3 lions 1.1
4 tigers 1.1

بیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونادیناوت‌یمهکیروطهبدنک‌یمدیلوتهدادراتخاسکی

دینک

تسابسانمیدورورادربکیزارتشیب

٢۰/٢٢



هدشرارکتیاهراتخاساباه‌هیارآ

:تساماجنالباق()expand.gridاباهرادربزایریداقمتابیکرتهمه

> expand.grid(v1=c("lions","tigers"),v2=c(0.1,1.1))
v1 v2

1 lions 0.1
2 tigers 0.1
3 lions 1.1
4 tigers 1.1

بیکرتمهاباراه‌هدادزایتوافتمعاونادیناوت‌یمهکیروطهبدنک‌یمدیلوتهدادراتخاسکی

دینک

تسابسانمیدورورادربکیزارتشیب

٢۰/٢٢



outer:عباتکییاه‌یدوروبیکرت

> outer(c(1,3,5),c(2,3,7),'*')
[,1] [,2] [,3]

[1,] 2 3 7
[2,] 6 9 21
[3,] 10 15 35

.تسه′′تملاعهبزایناهرگلمعیارب

درکهدافتسادوخصوصخمرگلمعزاناوت‌یم،لاابروتسدیاربهتبلا

c(1,3,5) %o% c(2,3,7)

:تسادربراکلباق،هرادقمودهدش‌یرادربعباترهouterاب

> outer(c(1024,1000),c(2,10),log)
[,1] [,2]

[1,] 10.000000 3.0103
[2,] 9.965784 3.0000

٢١/٢٢



replicate():دهد‌یمماجنارابنیدنچارناسکیاقیقدزیچکی

# Take a sample of size 1000 from the standard exponential
rexp(1000,rate=1)
# Take the mean of such a sample
mean(rexp(1000,rate=1))
# Draw 1000 such samples, and take the mean of each one
replicate(1000,mean(rexp(1000),rate=1))
# Plot the histogram of sample means
hist(replicate(1000,mean(rexp(1000,rate=1))))

# Equivalent to that last, but dumb
sample.means <- vector(length=1000)
for (i in 1:length(sample.means)) {
sample.means[i] <- mean(rexp(1000,rate=1))
}
hist(sample.means)

٢٢/٢٢



هتفرشیپیرامآتابساحم
۳۹یلیصحتلاسلوامرت

موسهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟عباوتارچ

دنروآ‌یممهدرگءیشکیردارمهابطبترمریداقم،هدادیاهراتخاس

.دنهد‌یمدنویپمههبءیشکیردارمهابطبترمیاهروتسد،عباوت

my.clever.function <- function(an.argument,another.argument) {
# clever calculations
return(important.result)

}

# "Robust" loss function, for outlier-resistant regression
# Inputs: vector of numbers (x)
# Outputs: vector with x^2 for small entries, 2|x|-1 for large ones
psi.1 <- function(x) {

psi <- ifelse(x^2 > 1, 2*abs(x)-1, x^2)
return(psi)

}

> z <- c(-0.5,-5,0.9,9)
> psi.1(z)
[1] 0.25 9.00 0.81 17.00

.دینکتقدهدش‌هتشونعباتفلتخمیاه‌تمسقهب

٢/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟عباوتارچ

دنروآ‌یممهدرگءیشکیردارمهابطبترمریداقم،هدادیاهراتخاس

.دنهد‌یمدنویپمههبءیشکیردارمهابطبترمیاهروتسد،عباوت

my.clever.function <- function(an.argument,another.argument) {
# clever calculations
return(important.result)

}

# "Robust" loss function, for outlier-resistant regression
# Inputs: vector of numbers (x)
# Outputs: vector with x^2 for small entries, 2|x|-1 for large ones
psi.1 <- function(x) {

psi <- ifelse(x^2 > 1, 2*abs(x)-1, x^2)
return(psi)

}

> z <- c(-0.5,-5,0.9,9)
> psi.1(z)
[1] 0.25 9.00 0.81 17.00

.دینکتقدهدش‌هتشونعباتفلتخمیاه‌تمسقهب

٢/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌تشگربریداقماییجورخ،عباتیاه‌ناموگرآاییدورو:اه‌طبار

یناوخارف<دننامییاهرگلمعنینچمهوabs(x)و()ifelseدننامیرگیدعباوت،عباتهندبرد
.دنا‌هدش

تساعباتیجورخهدنهد‌ناشن()returnروتسد

یاه‌ناموگرآندرکتسرهف،هدش‌هتشونعباتفدهدرومردحیضوتطخکیهشیمه:هجوت

دوبدهاوخدیفمیلیخنآیاه‌یجورخو،عبات

۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌تشگربریداقماییجورخ،عباتیاه‌ناموگرآاییدورو:اه‌طبار

یناوخارف<دننامییاهرگلمعنینچمهوabs(x)و()ifelseدننامیرگیدعباوت،عباتهندبرد
.دنا‌هدش

تساعباتیجورخهدنهد‌ناشن()returnروتسد

یاه‌ناموگرآندرکتسرهف،هدش‌هتشونعباتفدهدرومردحیضوتطخکیهشیمه:هجوت

دوبدهاوخدیفمیلیخنآیاه‌یجورخو،عبات

۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌تشگربریداقماییجورخ،عباتیاه‌ناموگرآاییدورو:اه‌طبار

یناوخارف<دننامییاهرگلمعنینچمهوabs(x)و()ifelseدننامیرگیدعباوت،عباتهندبرد
.دنا‌هدش

تساعباتیجورخهدنهد‌ناشن()returnروتسد

یاه‌ناموگرآندرکتسرهف،هدش‌هتشونعباتفدهدرومردحیضوتطخکیهشیمه:هجوت

دوبدهاوخدیفمیلیخنآیاه‌یجورخو،عبات

۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌تشگربریداقماییجورخ،عباتیاه‌ناموگرآاییدورو:اه‌طبار

یناوخارف<دننامییاهرگلمعنینچمهوabs(x)و()ifelseدننامیرگیدعباوت،عباتهندبرد
.دنا‌هدش

تساعباتیجورخهدنهد‌ناشن()returnروتسد

یاه‌ناموگرآندرکتسرهف،هدش‌هتشونعباتفدهدرومردحیضوتطخکیهشیمه:هجوت

دوبدهاوخدیفمیلیخنآیاه‌یجورخو،عبات

۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



ضرف‌شیپوهدش‌یراذگ‌مانیاه‌ناموگرآ

# "Robust" loss function, for outlier-resistant regression
# Inputs: vector of numbers (x), scale for crossover (c)
# Outputs: vector with x^2 for small entries, 2c|x|-c^2 for large ones
psi.2 <- function(x,c=1) {
psi <- ifelse(x^2 > c^2, 2*c*abs(x)-c^2, x^2)
return(psi)
}
> identical(psi.1(z), psi.2(z,c=1))
[1] TRUE

هتفرگرظنردضرف‌شیپریداقم،دشابنعباتنآزاهدافتساردعباتناموگرآکیمانهچنانچ

.دنوش‌یم

> identical(psi.2(z,c=1), psi.2(z))
[1] TRUE

یهاوخلدبیترترههب،دشابهدروخبسچربحضاوروطهبهچنانچ،هدشراد‌مانیاه‌ناموگرآ

تساهدافتسالباق

> identical(psi.2(x=z,c=2), psi.2(c=2,x=z))
[1] TRUE

۴/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



اه‌ناموگرآیسررب
دنتسینراظتنادرومهدافتسادرومیاه‌ناموگرآهکینامزبیجعجیاتنهدهاشم:لکشمکی

> psi.2(x=z,c=c(1,1,1,10))
[1] 0.25 9.00 0.81 81.00
> psi.2(x=z,c=-1)
[1] 0.25 -11.00 0.81 -19.00

دیسیونباه‌ناموگرآهنوگنیاندرککچیاربطخدنچهدشهتشوندکرد:خساپ

psi.3 <- function(x,c=1) {
# Scale should be a single positive number
stopifnot(length(c) == 1,c>0)
psi <- ifelse(x^2 > c^2, 2*c*abs(x)-c^2, x^2)
return(psi)
}

هب.دشابTRUEاه‌نآهمهیبایزرادیابهکدنتسهییاه‌ترابع()stopifnotیاه‌ناموگرآ

.دوش‌یمفقوتم،اطخماغیپابهارمه،ارجاFALSEنیلوادادخرضحم

۵/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟دهدماجناودنیببدناوت‌یمهچعباتکی

یتارییغتعقاورد.دنوش‌یملطابرتگرزبطیحمکیردودنتسهعباتنوردهژیواه‌ناموگرآمان

.دننک‌یمنتیارسنآجراخهب،دنوش‌یمماجناعباتنوردردهک

> x <- 7
> y <- c("A","C","G","T","U")
> adder <- function(y) { x<- x+y; return(x) }
> adder(1)
[1] 8
> x
[1] 7
> y
[1] "A" "C" "G" "T" "U"

۶/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Rطیحمردوجتسج

.دوش‌یموجتسج،طیحمردنآرادقم،دشابهدشنفیرعتعباتردهکیمانره

ندرکفیرعتماگنههنتساعباتیناوخارفماگنهرداه‌مانهنوگنیارادقمتسامهمهکیزیچ

نآ

> circle.area <- function(r) { return(pi*r^2) }
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3.141593 12.566371 28.274334
> truepi <- pi
> pi <- 3
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3 12 27
> pi <- truepi # Restore sanity
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3.141593 12.566371 28.274334

٧/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Rطیحمردوجتسج

.دوش‌یموجتسج،طیحمردنآرادقم،دشابهدشنفیرعتعباتردهکیمانره

ندرکفیرعتماگنههنتساعباتیناوخارفماگنهرداه‌مانهنوگنیارادقمتسامهمهکیزیچ

نآ

> circle.area <- function(r) { return(pi*r^2) }
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3.141593 12.566371 28.274334
> truepi <- pi
> pi <- 3
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3 12 27
> pi <- truepi # Restore sanity
> circle.area(c(1,2,3))
[1] 3.141593 12.566371 28.274334

٧/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



دیراذگبمارتحااه‌طبارهب

دننک‌یممهارفامRدکیاربارهدش‌لرتنکطیحمکیاه‌طبار•

بوخنیرمتکینیا.دیهدبنآهباه‌ناموگرآاب،درادزاینعباتکیهکاریتاعلاطامامت•

دوش‌یممکندشجیگایاطخعوقوسناشتروصنیارد.تسا

πلثمیمومعیاه‌هدش‌هتخانش:دراددوجومهءانثتسا•

دنشابسرتسدلباقهدش‌تشگربریداقمقیرطزاطقفدیابعباتیجورخ،هباشمروطهب•

٨/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



دیراذگبمارتحااه‌طبارهب

دننک‌یممهارفامRدکیاربارهدش‌لرتنکطیحمکیاه‌طبار•

بوخنیرمتکینیا.دیهدبنآهباه‌ناموگرآاب،درادزاینعباتکیهکاریتاعلاطامامت•

دوش‌یممکندشجیگایاطخعوقوسناشتروصنیارد.تسا

πلثمیمومعیاه‌هدش‌هتخانش:دراددوجومهءانثتسا•

دنشابسرتسدلباقهدش‌تشگربریداقمقیرطزاطقفدیابعباتیجورخ،هباشمروطهب•

٨/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



دیراذگبمارتحااه‌طبارهب

دننک‌یممهارفامRدکیاربارهدش‌لرتنکطیحمکیاه‌طبار•

بوخنیرمتکینیا.دیهدبنآهباه‌ناموگرآاب،درادزاینعباتکیهکاریتاعلاطامامت•

دوش‌یممکندشجیگایاطخعوقوسناشتروصنیارد.تسا

πلثمیمومعیاه‌هدش‌هتخانش:دراددوجومهءانثتسا•

دنشابسرتسدلباقهدش‌تشگربریداقمقیرطزاطقفدیابعباتیجورخ،هباشمروطهب•

٨/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



دیراذگبمارتحااه‌طبارهب

دننک‌یممهارفامRدکیاربارهدش‌لرتنکطیحمکیاه‌طبار•

بوخنیرمتکینیا.دیهدبنآهباه‌ناموگرآاب،درادزاینعباتکیهکاریتاعلاطامامت•

دوش‌یممکندشجیگایاطخعوقوسناشتروصنیارد.تسا

πلثمیمومعیاه‌هدش‌هتخانش:دراددوجومهءانثتسا•

دنشابسرتسدلباقهدش‌تشگربریداقمقیرطزاطقفدیابعباتیجورخ،هباشمروطهب•

٨/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یطخریغنویسرگر:لاثم
Yدننامهداسینویسرگرلدمکییاهرتماراپدروآربلحارم = β٠ + β١X + εشورهبار

،β١وβ٠یاهدروآربنیرتهبیارب،یطخلدمنیارد.میناد‌یم،اطخمودیاه‌ناوتنیرتمک

دوجویطخریغیاه‌لدمیاربییاه‌لومرفنینچهباشماما.دنراددوجوقیقدیاه‌لومرف

.دنرادن

.دروآتسدهبیرارکتتروصهباراه‌نآناوت‌یمودنرادنهتسبمرفاه‌باوج

،یرهشصلاخاندیلوتو،N،رهشکیتیعمجدادعتنیبیطخریغهطبارکیدوجوًاریخا

Y،تساهدشداهنشیپ،ریزتروصهب:

Y = y٠N a + ε.

.دنیوگ‌یمیناوتنوناقلدمکی،لدمنیاهب

دروآتسدهبMSEندرکممین‌یماباراهرتماراپناوت‌یم

١

n

n∑
i=١

(Yi − y٠N a
i )

٢,

.دشاب‌یمرلاد۶۶١١رباربومولعمy٠نآردهک

۹/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یطخریغنویسرگر:لاثم
Yدننامهداسینویسرگرلدمکییاهرتماراپدروآربلحارم = β٠ + β١X + εشورهبار

،β١وβ٠یاهدروآربنیرتهبیارب،یطخلدمنیارد.میناد‌یم،اطخمودیاه‌ناوتنیرتمک

دوجویطخریغیاه‌لدمیاربییاه‌لومرفنینچهباشماما.دنراددوجوقیقدیاه‌لومرف

.دنرادن

.دروآتسدهبیرارکتتروصهباراه‌نآناوت‌یمودنرادنهتسبمرفاه‌باوج

،یرهشصلاخاندیلوتو،N،رهشکیتیعمجدادعتنیبیطخریغهطبارکیدوجوًاریخا

Y،تساهدشداهنشیپ،ریزتروصهب:

Y = y٠N a + ε.

.دنیوگ‌یمیناوتنوناقلدمکی،لدمنیاهب

دروآتسدهبMSEندرکممین‌یماباراهرتماراپناوت‌یم

١

n

n∑
i=١

(Yi − y٠N a
i )

٢,

.دشاب‌یمرلاد۶۶١١رباربومولعمy٠نآردهک

۹/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یطخریغنویسرگر:لاثم
Yدننامهداسینویسرگرلدمکییاهرتماراپدروآربلحارم = β٠ + β١X + εشورهبار

،β١وβ٠یاهدروآربنیرتهبیارب،یطخلدمنیارد.میناد‌یم،اطخمودیاه‌ناوتنیرتمک

دوجویطخریغیاه‌لدمیاربییاه‌لومرفنینچهباشماما.دنراددوجوقیقدیاه‌لومرف

.دنرادن

.دروآتسدهبیرارکتتروصهباراه‌نآناوت‌یمودنرادنهتسبمرفاه‌باوج

،یرهشصلاخاندیلوتو،N،رهشکیتیعمجدادعتنیبیطخریغهطبارکیدوجوًاریخا

Y،تساهدشداهنشیپ،ریزتروصهب:

Y = y٠N a + ε.

.دنیوگ‌یمیناوتنوناقلدمکی،لدمنیاهب

دروآتسدهبMSEندرکممین‌یماباراهرتماراپناوت‌یم

١

n

n∑
i=١

(Yi − y٠N a
i )

٢,

.دشاب‌یمرلاد۶۶١١رباربومولعمy٠نآردهک
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لاثمهمادا

)؟(دروآتسدهبیرارکتشورهبوMSEقتشمندزبیرقتابارaرتماراپناوت‌یم

MSE(a) =
1
n

n∑
i=1

(Yi − y0N a
i )

2

MSE ′
(a) ≈ MSE(a + h)− MSE(a)

h
at+1 − at ∝ −MSE ′

(a)
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maximum.iterations <- 100
deriv.step <- 1/1000
step.scale <- 1e-12
stopping.deriv <- 1/100
iteration <- 0
deriv <- Inf
a <- 0.15
while ((iteration < maximum.iterations) && (deriv > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
mse.1 <- mean((gmp$pcgmp - 6611*gmp$pop^a)^2)
mse.2 <- mean((gmp$pcgmp - 6611*gmp$pop^(a+deriv.step))^2)
deriv <- (mse.2 - mse.1)/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
list(a=a,iterations=iteration,converged=(iteration < maximum.iterations))

١١/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌هتشوندکتلاکشم

اردکسپسودرکشیاریوارنآدیابaیاربهیلواسدحرییغتیارب:فاطعنالباقریغ•

درکارجاارنآهرابودودرکتسیپ‐یپک

هرابودیارجاوشیاریوهرابوددیاب،دنکرییغتهدادهعومجمهچنانچ:اطخندرککاپ•

دنا‌هدشماجناتسرداه‌شیاریوهمهمیشابراودیماودوشماجنا

.دشدنهاوخعفترمتلاکشمنیا،نآندرکرتهبوعباتکیهبدکنیالیدبتاب
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.دشدنهاوخعفترمتلاکشمنیا،نآندرکرتهبوعباتکیهبدکنیالیدبتاب

١٢/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



شلاتنیلوا

estimate.scaling.exponent.1 <- function(a) {
maximum.iterations <- 100
deriv.step <- 1/1000
step.scale <- 1e-12
stopping.deriv <- 1/100
iteration <- 0
deriv <- Inf
while ((iteration < maximum.iterations) && (abs(deriv) > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
mse.1 <- mean((gmp$pcgmp - 6611*gmp$pop^a)^2)
mse.2 <- mean((gmp$pcgmp - 6611*gmp$pop^(a+deriv.step))^2)
deriv <- (mse.2 - mse.1)/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}

دنسر‌یمرظنهبمهبیجعهکتسایدادعاهمه:لکشم

دنوشفیرعتضرف‌شیپریداقمابعباتناموگرآناونعهب:خساپ
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estimate.scaling.exponent.2 <- function(a, y0=6611, maximum.iterations=100,
deriv.step = 1/100, step.scale = 1e-12, stopping.deriv = 1/100) {
iteration <- 0
deriv <- Inf
while ((iteration < maximum.iterations) && (abs(deriv) > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
mse.1 <- mean((gmp$pcgmp - y0*gmp$pop^a)^2)
mse.2 <- mean((gmp$pcgmp - y0*gmp$pop^(a+deriv.step))^2)
deriv <- (mse.2 - mse.1)/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}

دینکارجاارهمانربderiv.stepزایتوافتمریداقماب:نیرمت

؟دوش‌یمماجنارابودMSEیاربهباشمتابساحمارچ:لکشم

نکیفرعمعباتکیتروصهبارنآ:خساپ
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estimate.scaling.exponent.2 <- function(a, y0=6611, maximum.iterations=100,
deriv.step = 1/100, step.scale = 1e-12, stopping.deriv = 1/100) {
iteration <- 0
deriv <- Inf
while ((iteration < maximum.iterations) && (abs(deriv) > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
mse.1 <- mean((gmp$pcgmp - y0*gmp$pop^a)^2)
mse.2 <- mean((gmp$pcgmp - y0*gmp$pop^(a+deriv.step))^2)
deriv <- (mse.2 - mse.1)/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}

دینکارجاارهمانربderiv.stepزایتوافتمریداقماب:نیرمت

؟دوش‌یمماجنارابودMSEیاربهباشمتابساحمارچ:لکشم

نکیفرعمعباتکیتروصهبارنآ:خساپ
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estimate.scaling.exponent.3 <- function(a, y0=6611, maximum.iterations=100,
deriv.step = 1/100, step.scale = 1e-12, stopping.deriv = 1/100) {
iteration <- 0
deriv <- Inf
mse <- function(a) { mean((gmp$pcgmp - y0*gmp$pop^a)^2) }
while ((iteration < maximum.iterations) && (abs(deriv) > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
deriv <- (mse(a+deriv.step) - mse(a))/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}

طیحمهبوتساهتفرگرارقestimate.scaling.exponentعباتنوردmseعباتدینکتقد

Rرتگرزبطیحمردنآیناوخارفابینعی.درادنقلعتRرادقملاثماما.دیددیهاوخاطخماغیپ

yدینیببدیناوت‌یمار٠.
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هعومجمابمیهاوخبرگا.تساهدشهتشونgmpهدادهعومجمیاربطقفعباتنیا:لکشم

؟میسیونبیرگیدعباتدیاب،مینکهسیاقمارجیاتنیرگیدهداد

ضرف‌شیپریداقمابرتشیبیاه‌ناموگرآندوزفا:خساپ

estimate.scaling.exponent.4 <- function(a, y0=6611, response=gmp$pcgmp,
predictor = gmp$pop, maximum.iterations=100, deriv.step = 1/100,
step.scale = 1e-12, stopping.deriv = 1/100) {
iteration <- 0
deriv <- Inf
mse <- function(a) { mean((response - y0*predictor^a)^2) }
while ((iteration < maximum.iterations) && (abs(deriv) > stopping.deriv)) {
iteration <- iteration + 1
deriv <- (mse(a+deriv.step) - mse(a))/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}
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درکلیدبت()forهقلحهبار()whileهقلحناوت‌یم

estimate.scaling.exponent.5 <- function(a, y0=6611, response=gmp$pcgmp,
predictor = gmp$pop, maximum.iterations=100, deriv.step = 1/100,
step.scale = 1e-12, stopping.deriv = 1/100) {
mse <- function(a) { mean((response - y0*predictor^a)^2) }
for (iteration in 1:maximum.iterations) {
deriv <- (mse(a+deriv.step) - mse(a))/deriv.step
a <- a - step.scale*deriv
if (abs(deriv) <= stopping.deriv) { break() }
}
fit <- list(a=a,iterations=iteration,
converged=(iteration < maximum.iterations))
return(fit)
}
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؟تشونعباتکیزارتشیبدیابارچ

دراددوجوهلاسمکیزارتشیبنوچ•

دشابلحلباقهلحرمکیردهکدشابنآزارت‌لکشمیلیخدناوت‌یمهلاسم•

دینکلحارهباشملیاسمدیناوت‌یم•

تشونعباتکیتمسقرهیاربودرکهیزجترتکچوکیاه‌تمسقهبارهلاسمناوت‌یم•
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؟تشونعباتکیزارتشیبدیابارچ
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؟تشونعباتکیزارتشیبدیابارچ
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طبترمهناگدنچعباوتنتشون

نومزآ،ییوگ‌شیپ،دروآرب:دنهدماجنااهراکیلیخناشیاه‌لدمابدنرادتسوداه‌نادرامآ

هریغویزاس‌هیبش،یرصبشیامن،هیضرف

دنوشهتشوناه‌نآماجنایاربیا‌هناگدنچعباوتدیابنیاربانب

کیدیابمهابطبترمعباوتردومینکفیرعتءیشکیناونعهبارلدمدیاب،روظنمنیایارب

:دشابهتشاددوجواه‌طبارردیراگزاس

ودنشابهتشادهباشمیاه‌ناموگرآدیاب،ءایشازاهباشمعونکییاربهدشهتشونعباوت•

دنریگبرظنردارهباشمراتخاسکی

دنشابهتشادهباشمیاه‌ناموگرآدیابدنوش‌یمهتشونهباشمراککیماجنایاربهکیعباوت•

دنهدشرازگیهباشمیجورخریداقمو

دنچمادکرهحیضوتیاربودیهدرارقیکتلیافکیردارمهابطبترمعباوتهمهتیاهنرد

دیسیونبحیضوتطخ
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نویسرگرلدملاثمهمادا

هدش‌شزاربلدمزاهدافتساابدیدجریداقمییوگ‌شیپ

# Predict response values from a power-law scaling model
# Inputs: fitted power-law model (object), vector of values at which to make
# predictions at (newdata)
# Outputs: vector of predicted response values
predict.plm <- function(object, newdata) {
# Check that object has the right components
stopifnot("a" %in% names(object), "y0" %in% names(object))
a <- object$a
y0 <- object$y0
# Sanity check the inputs
stopifnot(is.numeric(a),length(a)==1)
stopifnot(is.numeric(y0),length(y0)==1)
stopifnot(is.numeric(newdata))
return(y0*newdata^a) # Actual calculation and return
}

٢٠/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



# Plot fitted curve from power law model over specified range
# Inputs: list containing parameters (plm), start and end of range (from, to)
# Outputs: TRUE, silently, if successful
# Side-effect: Makes the plot
plot.plm.1 <- function(plm,from,to) {
# Take sanity-checking of parameters as read
y0 <- plm$y0 # Extract parameters
a <- plm$a
f <- function(x) { return(y0*x^a) }
curve(f(x),from=from,to=to)
# Return with no visible value on the terminal
invisible(TRUE)
}
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·زا،دنک‌یم‌یناوخارفاریرگیدعبات،عباتکییتقو · هدافتساناموگرآارفکیناونعهب·

دنکراذگاوهدش‌یناوخارفعباتهبارصخشمانیاه‌یدورواتدوش‌یم

plot.plm.2 <- function(plm,...) {
y0 <- plm$y0
a <- plm$a
f <- function(x) { return(y0*x^a) }
# from and to are possible arguments to curve()
curve(f(x),...)
invisible(TRUE)
}

٢٢/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



عباوتریز

دینکلحرتکچوکهلاسمریزدنچهباه‌نآندرکمیسقتابارگرزبلیاسم

رت‌هداسمهف•

رت‌تحارنداددوبهبوحلاصا•

رت‌هداسیحارط•

تساینلاوطدحزاشیبلاامتحا،هحفصکیزارت‌ینلاوطیعبات:یتشگنارسنوناقکی

٢۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



عباوتریز

دینکلحرتکچوکهلاسمریزدنچهباه‌نآندرکمیسقتابارگرزبلیاسم

رت‌هداسمهف•

رت‌تحارنداددوبهبوحلاصا•

رت‌هداسیحارط•

تساینلاوطدحزاشیبلاامتحا،هحفصکیزارت‌ینلاوطیعبات:یتشگنارسنوناقکی
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عباوتریز

دینکلحرتکچوکهلاسمریزدنچهباه‌نآندرکمیسقتابارگرزبلیاسم

رت‌هداسمهف•

رت‌تحارنداددوبهبوحلاصا•

رت‌هداسیحارط•
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٢۳/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟هناگادجعباوتایعباوتریز

.دنا‌هدشفیرعترگیدعباتکینوردعباوتریز

ندرکنشوشغمویلحمیاهریغتمهبیسرتسد،هدش‌هتشوندکیگداس:عباوتریزیاه‌تیزم

تساRطیحم

طیحمردهکنیاوتسارتگرزبعباتیناوخارفرابرهرداه‌نآرابرهیبایزرا:اه‌نآبیاعم

تشادیسرتسداه‌نآهبناوت‌یمنرتگرزب

.تساه‌نآندرکیکیولیافکیردیگمههیبعتواه‌نآهناگادجنتشون:نیشناج

٢۴/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟هناگادجعباوتایعباوتریز

.دنا‌هدشفیرعترگیدعباتکینوردعباوتریز

ندرکنشوشغمویلحمیاهریغتمهبیسرتسد،هدش‌هتشوندکیگداس:عباوتریزیاه‌تیزم

تساRطیحم

طیحمردهکنیاوتسارتگرزبعباتیناوخارفرابرهرداه‌نآرابرهیبایزرا:اه‌نآبیاعم

تشادیسرتسداه‌نآهبناوت‌یمنرتگرزب

.تساه‌نآندرکیکیولیافکیردیگمههیبعتواه‌نآهناگادجنتشون:نیشناج
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؟هناگادجعباوتایعباوتریز

.دنا‌هدشفیرعترگیدعباتکینوردعباوتریز

ندرکنشوشغمویلحمیاهریغتمهبیسرتسد،هدش‌هتشوندکیگداس:عباوتریزیاه‌تیزم

تساRطیحم

طیحمردهکنیاوتسارتگرزبعباتیناوخارفرابرهرداه‌نآرابرهیبایزرا:اه‌نآبیاعم

تشادیسرتسداه‌نآهبناوت‌یمنرتگرزب
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؟هناگادجعباوتایعباوتریز

.دنا‌هدشفیرعترگیدعباتکینوردعباوتریز
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طیحمردهکنیاوتسارتگرزبعباتیناوخارفرابرهرداه‌نآرابرهیبایزرا:اه‌نآبیاعم
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لاثم

plot.plm.3 <- function(plm,from,to,n=101,...) {
x <- seq(from=from,to=to,length.out=n)
y <- predict.plm(object=plm,newdata=x)
plot(x,y,...)
invisible(TRUE)
}

٢۵/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



عبانمصیصختلاثم

planner <- function(output,factory,available,slack,tweak=0.1) {
needed <- plan.needs(output,factory)
if (all(needed <= available) && all(available-needed <= slack)) {
return(list(output=output,needed=needed))
}
else {
output <- adjust.plan(output,needed,available,tweak)
return(planner(output,factory,available,slack))
}
}
plan.needs <- function(output,factory) { factory %*% output }
adjust.plan <- function(output,needed,available,tweak) {
if (all(needed >= available)) { return(output*(1-tweak)) }
if (all(needed < available)) { return((1+tweak)) }
return(output*runif(n=length(output),min=1-tweak,max=1+tweak))
}

٢۶/٢۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هتفرشیپیرامآتابساحم
۳۹یلیصحتلاسلوامرت

یفداصتیاهریغتمزاییاه‌ققحتدیلوت:مراهچهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد
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یفداصتدادعادیلوت

دنوشدیلوتیفداصتیدادعاادتبادیاب،یفداصتریغتمرهزاییاه‌ققحتدیلوتیارب

.درکدیلوتیفداصتلاماکدادعاناوت‌یمن،دوجومرازبااب،یلکروطهب

لاماکهبکیدزنیدادعا)یراودیماابهتبلا(اه‌نآکمکهبهکدنراددوجویفلتخمیاه‌شور

.دنوش‌یمدیلوتیفداصت

.دنیوگ‌یمیفداصت‌هبش،یدادعانینچهب
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یفداصتدادعادیلوت
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لاماکهبکیدزنیدادعا)یراودیماابهتبلا(اه‌نآکمکهبهکدنراددوجویفلتخمیاه‌شور

.دنوش‌یمدیلوتیفداصت

.دنیوگ‌یمیفداصت‌هبش،یدادعانینچهب
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یفداصتدادعادیلوت
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یفداصت‌هبشدادعادیلوتکچوکیلیخیایند

ابنکممتلاح۲nزاتلاحکی،هکسکیرابnباترپهجیتن:یعقاویفداصتیایندرد

تساn−۲لامتحا

هبدودحمنکممتلااحدادعت:)هکسرابnباترپیارباه‌هنایارزاهدافتسااب(یعقاویایندرد

اریز.تسا۲۳۲

.دنتسهیتیبseed(۲۳(یاه‌هتسههیاپربیفداصت‌هبشدادعایاه‌هدننکدیلوترثکا

یفداصتدادعایاه‌هدننکدیلوتهتخپاندرکلمعناوت‌یم،گرزبیاهnیارب۲۳۲و۲nهسیاقماب

.درککردار

nرادربقیقدریداقمزاعلاطاهبدنم‌هقلاعلاومعماریز.تسیندبمهیلیخلمعردطیارشنیا
d،رتکچوکیلیخیدعباباه‌نآزایا‌هصلاخهبهکلب،میتسینیدعب << .میرادزاین۲۳۲
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یفداصت‌هبشدادعا

.دنتسهسرتسدردیفداصت‌هبشدادعامینک‌یمضرف،سردنیارد

runifروتسدابرظندرومیفداصت‌هبشدادعا .دنوش‌یمدیلوتRرد()
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یفداصت‌هبشدادعا
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یهانتمهعماجکیزایریگ‌هنومن

درکهدافتساsampleروتسدزاناوت‌یم،یهانتمهعماجکیزاهنومنکیدیلوتیارب

> # tose some coins
> sample(0:1, size=10, replace=TRUE)
[1] 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0
> # choose some lottery numbers
> sample(1:100, size=6, replace=FALSE)
[1] 53 33 12 91 3 89
> # sample from a multinomial distribution
> x <- sample(1:3, size = 100, replace = TRUE,
prob = c(.2, .3, .5))
> table(x)
x
1 2 3
18 40 42
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لومعملامتحایاه‌عیزوتزادیلوت

.دراددوجوفورعمیلامتحایاه‌عیزوتابطبترمیتاروتسدRرد

:ابطبترمیعباوت،)هتسویپایهتسسگ(عیزوترهیارب

?d،لامتحا)یلاگچ(عبات•
?p،یعمجتعیزوتعبات•
?q،کدنچعبات•
?r،یفداصتدادعادیلوت•

یا‌هلمجودعیزوتیاربلاثمناونعهب.دنراددوجو

dbinom(x, size, prob, log=FALSE)
pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size, prob)
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qbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size, prob)

۶/۲۹هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



لومعملامتحایاه‌عیزوتزادیلوت

.دراددوجوفورعمیلامتحایاه‌عیزوتابطبترمیتاروتسدRرد

:ابطبترمیعباوت،)هتسویپایهتسسگ(عیزوترهیارب

?d،لامتحا)یلاگچ(عبات•
?p،یعمجتعیزوتعبات•

?q،کدنچعبات•
?r،یفداصتدادعادیلوت•

یا‌هلمجودعیزوتیاربلاثمناونعهب.دنراددوجو

dbinom(x, size, prob, log=FALSE)
pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size, prob)

۶/۲۹هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



لومعملامتحایاه‌عیزوتزادیلوت

.دراددوجوفورعمیلامتحایاه‌عیزوتابطبترمیتاروتسدRرد

:ابطبترمیعباوت،)هتسویپایهتسسگ(عیزوترهیارب

?d،لامتحا)یلاگچ(عبات•
?p،یعمجتعیزوتعبات•
?q،کدنچعبات•

?r،یفداصتدادعادیلوت•
یا‌هلمجودعیزوتیاربلاثمناونعهب.دنراددوجو

dbinom(x, size, prob, log=FALSE)
pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size, prob)
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.دوش‌یمبیکرتفورحنیاابهکتساهدشهتفرگرظنردیراصتخامانکی،عیزوترهیارب

یفرعملابقهکRربیا‌همدقمعبنمهب،عیزوترهابطبترمیراصتخایاه‌مانزاعلاطایارب

.دینکهعجارم،میا‌هدرک

رظنردنآیاربیرتماراپتوافتملکشودناوت‌یمهک،اماگلثمییاه‌عیزوتیاربدینکتقد

Rهباردوخرظندرومیرتماراپلکشعونscaleایrateرتماراپندرکصخشماب،تفرگ
.دیهد‌یمحیضوت

rgamma(n, shape, rate = 1, scale = 1/rate)
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یفداصتیاهریغتمدیلوتیاه‌شور

رداما،دنراددوجویعباوتهدرتسگروطهبRردیفداصتیاهریغتمدیلوتیاربهکنآدوجواب

ایتسینانشآاه‌نآ)لامتحا(یلاگچعباتمرفهکمیوش‌یمهجاومییاه‌عیزوتابیدایزدراوم

.درادندوجواه‌نآیاربیا‌هتسبمرفًلاصا

دوجویفلتخمیاه‌شور،لومعمریغولومعمیاه‌عیزوتزایفداصتیاهریغتمدیلوتیارب

.میزادرپ‌یماه‌نآزاشوردنچهباجنیاردهک،دنراد

سوکعملیدبتشور•

در‐شریذپشور•

لیدبتیاه‌شور•

هتخیمآیاه‌عیزوتزادیلوت•

هریغتمدنچیاه‌عیزوتزادیلوت•
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سوکعملیدبتشور

هاگنآ،دشابFX(x)عیزوتعباتابهتسویپیفداصتریغتمکیXرگا.لامتحالارگتنالیدبت

U = FX(X) ∼ U (۰, ۱).

هبناوت‌یمارسوکعملیدبت.درکدیلوتاریفداصتیاهریغتمناوت‌یم،هیضقنیازاهدافتسااب

:درکفیرعتریزتروص

F−۱
X (u) = inf{x : FX(x) = u}, ۰ < u < ۱.

Uرگا ∼ U (۰, xرهیاربهاگنآ،(۱ ∈ <،

P(F−۱
X (U ) ≤ x) = P(inf{t : FX(t) = U} ≤ x) = P(U ≤ FX(x)) = FX(x),

F−۱نیاربانب
X (U دیابXزایققحتدیلوتیاربسپ.تساعیزوت‌مهXاب(

F−۱سوکعمعبات•
X (u)دینکهبساحمار

Uعیزوتزاهدهاشمکی• (۰, دینکدیلوت(۱

xتروصهبریغتمهدهاشم• = F−۱
X (u)دوبدهاوخ
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سوکعملیدبتشور
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سوکعملیدبتشور
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هتسویپتلاح:لاثم

fX(x) = ۳x۲, ۰ < x < ۱.

FX(x) = x۳ −→ F−۱
X (u) = u۱/۳.

> n <- 1000
> u <- runif(n)
> x <- u^(1/3)
> # density histogram of sample
> # main = expression(f(x)==3*x^2)
> hist(x, prob = TRUE, main = bquote(f(x)==3*x^2))
> y <- seq(0, 1, .01)
> lines(y, 3*y^2) #density curve f(x)

rexpروتسدابوهدرکدیلوتییات۰۰۰۱هنومنکی،۲نیگنایمابییامنعیزوتیارب.نیرمت
دینکهسیاقم
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هتسسگتلاح:لاثم

.تساهدافتسالباقمههتسسگیاه‌عیزوتیاربشورنیا

·ودشابهتسسگیفداصتریغتمکیXرگا · · < xi−۱ < xi < · · عباتیگتسویپانطاقن·

FX(xi−۱)هکینامزسوکعملیدبتهاگنآ،دنشابFX(x)عیزوت < u ≤ FX(xi)تسترابع

F−۱زا
X (u) = xi.نیاربانب

دینکدیلوتهدهاشمکی،درادناتساتخاونکیعیزوتزا•

F(xi−۱)هاگره• < u ≤ F(xi)،رادقمxiدینادرگربهدشدیلوتهدهاشمناونعهبار

F(xi−۱)هبساحمهکدینکتقد < u ≤ F(xi)لکشمیلیخدناوت‌یماه‌عیزوتزایضعبیارب

دشاب
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یلونربعیزوت

Xدینکضرف ∼ Ber(p = FX(۰)نیاربانب.(۰/۴ = f (۰) = ۱− pوFX(۱) = ۱.

uرگانیاربانب > F−۱هاگنآ،۰/۶
X (u) = uهکینامزو۱ ≤ ۰/۶،F−۱

X (u) = ۰

> n <- 1000
> p <- 0.4
> u <- runif(n)
> x <- as.integer(u > 0.6) #(u > 0.6) is a logical vector
> ####
> mean(x)
[1] 0.399
> var(x)
[1] 0.240039
> ## rbinom(n, size = 1, prob = p)
> ## sample(c(0,1), size = n, replace = TRUE, prob = c(.6,.4))

تساpنامهعیزوتنیگنایم.دنا‌هدشهسیاقممهابیعقاوعیزوتوهنومنیاهرواتشگاجنیارد

−p(۱سنایراوو p) = ۰/۲۴.
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یسدنهعیزوت

f (x) = pqx , x = ۰, ۱, ۲, · · ·

pهکیروطهب = ۱
qو۴ = ۱− p.

xیگتسویپانطاقنرد = ۰, ۱, ۲, · · ·،F(x) = ۱− qx+۱.ارریزیواسماندیابنیاربانب

:مینکلح

۱− qx < u ≤ ۱− qx+۱.

:دوش‌یمهجیتن

x <
log(۱− u)

log(q)
≤ x + ۱.

زاتسترابعخساپنیاربانب

x + ۱ = d log(۱− u)
log(q)

e,

.تسینرتکچوکtزاهکتسایحیحصددعنیرتکچوکdte،نآردهک
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> n <- 1000
> p <- 0.25
> u <- runif(n)
> k <- ceiling(log(1-u) / log(1-p)) - 1
> # more efficient
> # k <- floor(log(u) / log(1-p))

−۱وUهکدینکتقد Uدنتسهعیزوت‌مه.

هبسوکعملیدبتشوراب،دوبهداسیسدنهعیزوتیاربهدشرکذیواسمانلحنوچدینکتقد

.درکدیلوتهنومنعیزوتنیازاناوت‌یمیتحار
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> n <- 1000
> p <- 0.25
> u <- runif(n)
> k <- ceiling(log(1-u) / log(1-p)) - 1
> # more efficient
> # k <- floor(log(u) / log(1-p))

−۱وUهکدینکتقد Uدنتسهعیزوت‌مه.

هبسوکعملیدبتشوراب،دوبهداسیسدنهعیزوتیاربهدشرکذیواسمانلحنوچدینکتقد

.درکدیلوتهنومنعیزوتنیازاناوت‌یمیتحار
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رت‌لکشمدراوم

هدشرکذیواسمانزاناوت‌یمنxیاربهکنوچتسارت‌هدیچیپنوساوپعیزوتیاربهباشمیشور
درکادیپتساررسلومرفکی

زاهدافتساابعیزوتعباتهریخذودیلوت،λرتماراپابنوساوپریغتمکیدیلوتیاربهیاپشور

:تساریزلکشهبیتشگزابلومرفکی

f (x + ۱) =
λf (x)
x + ۱

, F(x + ۱) = F(x) + f (x + ۱).

هبعیزوتعباتریداقمرادربردودوش‌یمدیلوتدرادناتساتخاونکیریغتمکی،تلاحنیارد

F(xیواسمانهکمیدرگ‌یمیا‌هدهاشملابند − ۱) < u ≤ F(x)دشابرارقربنآیارب.
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یمتیراگلعیزوت

عیزوتیاربهکدینکتقد.دنک‌یمحیرشتارنوساوپعیزوتابطبترمتاحیضوت،لاثمنیا

.درادندوجوRردیعبات،یمتیراگل

f (x) = P(X = x) = aθx

x
, x = ۱, ۲, · · ·

۰،نآردهک < θ < aو۱ = (− log(۱− θ))−۱.

f (x + ۱) =
θx

x + ۱
f (x).

لحهارکی.دنتسینرادروخربیفاکتقدزاتابساحم،گرزبیاهxیارب،طباورنیااب

زاهدافتسا

exp(log a + x log θ − log x),

.تسا
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rlogarithmic <- function(n, theta) {
#returns a random logarithmic(theta) sample size n
u <- runif(n)
#set the initial length of cdf vector
N <- ceiling(-16 / log10(theta))
k <- 1:N
a <- -1/log(1-theta)
fk <- exp(log(a) + k * log(theta) - log(k))
Fk <- cumsum(fk)
x <- integer(n)
for (i in 1:n) {

x[i] <- as.integer(sum(u[i] > Fk)) #F^{-1}(u)-1
while (x[i] == N) {

#if x==N we need to extend the cdf
#very unlikely because N is large
logf <- log(a) + (N+1)*log(theta) - log(N+1)
fk <- c(fk, exp(logf))
Fk <- c(Fk, Fk[N] + fk[N+1])
N <- N + 1
x[i] <- as.integer(sum(u[i] > Fk))

}
}
x + 1

}
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> n <- 1000
> theta <- 0.5
> x <- rlogarithmic(n, theta)
> # compute density of logarithmic(theta) for comparison
> k <- sort(unique(x))
> p <- -1 / log(1 - theta) * theta^k / k
> se <- sqrt(p*(1-p)/n) # standard error
> round(rbind(table(x)/n, p, se),3)

1 2 3 4 5 6 8 9
0.713 0.194 0.060 0.019 0.009 0.002 0.001 0.002

p 0.721 0.180 0.060 0.023 0.009 0.004 0.001 0.000
se 0.014 0.012 0.008 0.005 0.003 0.002 0.001 0.001
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوت‌یمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوت‌یمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲

دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوت‌یمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک

۲۰/۲۹هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



در‐شریذپشور

.دنشابgوfبیترتهبلامتحا)یلاگچ(عباوتابیفداصتیاهریغتمYوXدینکضرف
fهکییاهxمامتیارب،هکیروطهبدشابهتشاددوجوcتباثنینچمه (x) > :میشابهتشاد۰

f (x)
g(x)

≤ c.

.درکهدافتساXریغتمدیلوتیارب،)درشورای(در‐شریذپشورزاناوت‌یمتلاحنیارد
fهطبارهکgلامتحاعباتابYیفداصتریغتمکینتفای۱ (x)/g(x) ≤ c،مامتیارب

xهکییاهf (x) > .دشابرارقرب،۰

دینکدیلوتارYریغتم۲
دینکدیلوتدرادناتساتخاونکیزاUیفداصتریغتمکی۳

uرگا۴ < f (y)/(cg(y))،yهدبرارقوریذپبارx = y.تروصنیاریغردyدرار
نکرارکتهبعورش۲هلحرمزاونک
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوت‌مهXاب،درشورابهدش‌شریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوت‌مهXاب،درشورابهدش‌شریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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،۴هلحرمرد

P(Accept|Y ) = P(U <
f (Y )

cg(Y )
|Y ) =

f (Y )

cg(Y )
.

ابتسارباربلکشریذپلامتحا،رارکترهیاربنیاربانب

∑
y

P(Accept|y)P(Y = y) =
∑

y

f (y)
cg(y)

g(y) = ۱

c
,

.تساcنیگنایمابیسدنهعیزوتیارادهنومنکیشریذپاتاهرارکتدادعتو

ییاراکیاربهجیتنرد.تسامزلا،طسوتمروطهب،رارکتX،cزاهنومنرهدیلوتیاربنیاربانب

.دشابهداسYزادیلوتوکچوکcدیاب،شور

؟تساعیزوت‌مهXاب،درشورابهدش‌شریذپهنومنایآ:لاوس

P(k|Accept) = P(Accept|k)g(k)
P(Accept)

=
[f (k)/(cg(k)]g(k)

۱/c
= f (k).
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اتبعیزوت

,Beta(۲یلاگچعبات fتروصهب(۲ (x) = ۶x(۱− x), ۰ < x < دینکضرف.تسا۱

g(x)دشابدرادناتساتخاونکی.

∀۰ < x < ۱;
f (x)
g(x)

≤ ۶ −→ c = ۶.

رگادوش‌یمهتفریذپxریغتمکی

f (x)
cg(x)

=
۶x(۱− x)

۶(۱)
= x(۱− x) > u.

cnهبزاین،۱۰۰۰مجحهبهنومنکیدیلوتیاربطسوتمروطهب = رباربهک(رارکت۶۰۰۰

.میراد)تسایفداصتددع۱۲۰۰۰دیلوت
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n <- 1000
k <- 0 #counter for accepted
j <- 0 #iterations
y <- numeric(n)

while (k < n) {
u <- runif(1)
j <- j + 1
x <- runif(1) #random variate from g
if (x * (1-x) > u) {

#we accept x
k <- k + 1
y[k] <- x

}
}

> j
[1] 5921
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> p <- seq(.1, .9, .1)
> Qhat <- quantile(y, p) # quantiles of sample
> Q <- qbeta(p, 2, 2) # theoretical quantiles
> se <- sqrt(p * (1-p) / (n * dbeta(Q, 2, 2)^2))
> round(rbind(Qhat, Q, se), 3)

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%
Qhat 0.193 0.287 0.373 0.450 0.516 0.577 0.629 0.701 0.788
Q 0.196 0.287 0.363 0.433 0.500 0.567 0.637 0.713 0.804
se 0.010 0.010 0.010 0.011 0.011 0.011 0.010 0.010 0.010

دادشیازفاارهنومنمجحدیاب،تقدندشرتهبیارب

> round(rbind(Qhat, Q, se), 3)
10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%

Qhat 0.198 0.292 0.370 0.439 0.504 0.573 0.641 0.719 0.804
Q 0.196 0.287 0.363 0.433 0.500 0.567 0.637 0.713 0.804
se 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003 0.003
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوت‌یمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاه‌شورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهد‌یمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوت‌یمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاه‌شورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهد‌یمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد

۲۵/۲۹هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوت‌یمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاه‌شورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهد‌یمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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لیدبتشور

یاهریغتمدیلوتیاربناوت‌یمزینار)لامتحاسوکعملیدبتزاریغهب(لیدبتیاه‌شورریاس

دربراکهبیفداصت

۱Z ∼ N (۰, ۱) −→ V = Z۲ ∼ χ۲(۱)

۲U ∼ χ۲(m),V ∼ χ۲(n) −→ F = U/m
V/n ∼ F(m,n)

۳U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ Z۱ =
√
−۲ log U cos(۲πV ),Z۲ =√

−۲ log V sin(۲πU ) ∼ N (۰, ۱)

۴U ,V ∼ U (۰, ۱) −→ X = b۱+ log V
log(۱−(۱−θ)U )

c ∼ logarithmic(θ)
.دهد‌یمناشنارtحیحصتمسقbtcدامنلاابرد
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اتبعیزوت

U ∼ Gamma(r , λ),V ∼ Gamma(s, λ) −→ X =
U

U + V
∼ Beta(r , s)

> n <- 1000
> a <- 3
> b <- 2
> u <- rgamma(n, shape=a, rate=1)
> v <- rgamma(n, shape=b, rate=1)
> x <- u / (u + v)
> q <- qbeta(ppoints(n), a, b)
> qqplot(q, x, cex=0.25, xlab="Beta(3, 2)", ylab="Sample")
> abline(0, 1)
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یمتیراگلعیزوت

> n <- 1000
> theta <- 0.5
> u <- runif(n) #generate logarithmic sample
> v <- runif(n)
> x <- floor(1 + log(v) / log(1 - (1 - theta)^u))
> k <- 1:max(x) #calc. logarithmic probs.
> p <- -1 / log(1 - theta) * theta^k / k
> se <- sqrt(p*(1-p)/n)
> p.hat <- tabulate(x)/n
> print(round(rbind(p.hat, p, se), 3))

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9]
p.hat 0.729 0.171 0.062 0.029 0.005 0.003 0.000 0.000 0.001
p 0.721 0.180 0.060 0.023 0.009 0.004 0.002 0.001 0.000
se 0.014 0.012 0.008 0.005 0.003 0.002 0.001 0.001 0.001
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یمتیراگلعیزوت

rlogarithmic <- function(n, theta) {
stopifnot(all(theta > 0 & theta < 1))
th <- rep(theta, length=n)
u <- runif(n)
v <- runif(n)
x <- floor(1 + log(v) / log(1 - (1 - th)^u))
return(x)

}
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

یفداصتیاهریغتمزاییاه‌ققحتدیلوت:مجنپهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣دنفسا١۵
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درشوردرومردرگیدهتکندنچ

)یلاگچ(عباتgهکطرشنیاابهتبلا،تسایریگراکهبلباقیدعبرهرددر‐شریذپشور
.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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درشوردرومردرگیدهتکندنچ

)یلاگچ(عباتgهکطرشنیاابهتبلا،تسایریگراکهبلباقیدعبرهرددر‐شریذپشور
.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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درشوردرومردرگیدهتکندنچ

)یلاگچ(عباتgهکطرشنیاابهتبلا،تسایریگراکهبلباقیدعبرهرددر‐شریذپشور
.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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درشوردرومردرگیدهتکندنچ

)یلاگچ(عباتgهکطرشنیاابهتبلا،تسایریگراکهبلباقیدعبرهرددر‐شریذپشور
.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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درشوردرومردرگیدهتکندنچ

)یلاگچ(عباتgهکطرشنیاابهتبلا،تسایریگراکهبلباقیدعبرهرددر‐شریذپشور
.دشابfناسکییاضفیورربلامتحا

.دنیوگ‌یممهزاس‌لامرنتباث،cتباثهب

fتبسننتسناداهنت،در‐شریذپشوریارجارد /gزاس‌لامرنتباثهبمتیروگلاوتسایفاک

.درادنیزاین

fنارکتسینیزاین ≤ cgندرکنیزگیاجاب.دشاب)!(زیتودنتیلیخcرتگرزبرادقمکیاب،

.دبای‌یمشهاکنآییاراکدنچره.دوش‌یمارجایتسردهبمهزابمتیروگلا

یرتشیبییاراکاتدشابکچوکدیابcنکممیاجاتنیاربانب.تساc/١رباربشریذپلامتحا

.دشابهتشاد

زایداهنشیپرادقمهکینامز،اردیفمریغیاهریغتمهکتسانآ،شریذپودرشورداریاکی

gارتیمهاابیریگ‌هنومنشورادعب،لکشمنیاندرکعفترمیارب.دنک‌یمدیلوت،دوش‌یمدر

.مینک‌یمیفرعم
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اتبعیزوتیاربدرشور
٢٫)Betaعیزوتزامیراددصق ٧, ۶٫ تقدادتبا.مینکدیلوتهنومن،شریذپودرشوراب(٣

لباقریزروتسدابهکتساتبلامتحایلاگچعباتممیسکامرادقم،c،لاابنارکهکدینک

:تسایبایتسد

c=optimize(f=function(x){dbeta(x,2.7,6.3)},
interval=c(0,1),maximum=T)$objective

هاگرهدوش‌یمهتفریذپyیداهنشیپرادقمنیاربانب.دیریگبرظنرددرادناتساتخاونکیارgعبات
c × U < f (y).

Uدیلوتهکدینکتقد ∼ U (٠, دیلوتابتسالداعم،cردنآبرضسپسو(١
U ∼ U (٠, c).

ys=runif(1000)
us=c*runif(1000)
val=seq(0,1.,.01)
valf=dbeta(val,shape1=2.7,shape2=6.3)
plot(val,valf,type="l",xlab="x",ylab="density",lwd=2)
polygon(c(val,rev(val)),c(valf,0*valf),col="gold2")
points(ys,us,cex=.4,pch=20)
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اتبعیزوتیاربدرشور
٢٫)Betaعیزوتزامیراددصق ٧, ۶٫ تقدادتبا.مینکدیلوتهنومن،شریذپودرشوراب(٣

لباقریزروتسدابهکتساتبلامتحایلاگچعباتممیسکامرادقم،c،لاابنارکهکدینک

:تسایبایتسد

c=optimize(f=function(x){dbeta(x,2.7,6.3)},
interval=c(0,1),maximum=T)$objective

هاگرهدوش‌یمهتفریذپyیداهنشیپرادقمنیاربانب.دیریگبرظنرددرادناتساتخاونکیارgعبات
c × U < f (y).

Uدیلوتهکدینکتقد ∼ U (٠, دیلوتابتسالداعم،cردنآبرضسپسو(١
U ∼ U (٠, c).

ys=runif(1000)
us=c*runif(1000)
val=seq(0,1.,.01)
valf=dbeta(val,shape1=2.7,shape2=6.3)
plot(val,valf,type="l",xlab="x",ylab="density",lwd=2)
polygon(c(val,rev(val)),c(valf,0*valf),col="gold2")
points(ys,us,cex=.4,pch=20)
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اتبعیزوتیاربدرشور
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اه‌شورییاراکهسیاقم
:میریگ‌یمرظنردشورود،یدازآهجرد۶ابود‌یاکعیزوتزاییاه‌ققحتدیلوتیارب

test1=function(){
U=runif(3*10^4)
U=matrix(data=U,nrow=3) # matrix for sums
X=-log(U) # uniform to exponential
X=2*apply(X,2,sum)

return(X)
}
##
test2=function(){

X=rchisq(10^4,df=6)
return(X)
}
##
> system.time(test1());system.time(test2())

user system elapsed
0.11 0.00 0.08
user system elapsed
0.00 0.00 0.01
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یزکرمریغود‌یاکیفداصتریغتمدیلوت
.درادندوجونآیلاگچعباتیاربیصخشممرف،یزکرمریغود‌یاکعیزوترد

لیدبتشورزاهدافتسااراکشورکی.دراددوجوشورنیدنچ،عیزوتنیازادیلوتیارب

:دشاب‌یم

Z ∼ χ٢
p−١,Y ∼ N (

√
λ, ١) −→ Z + Y ٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
> xx = rnchisq(1000,3,3)
> mean(xx) # theoretical value is (p+lambda)=6
[1] 6.114251
> var(xx) # theoretical value is 2(p+2lambda)=18
[1] 18.25124
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یزکرمریغود‌یاکیفداصتریغتمدیلوت
.درادندوجونآیلاگچعباتیاربیصخشممرف،یزکرمریغود‌یاکعیزوترد

لیدبتشورزاهدافتسااراکشورکی.دراددوجوشورنیدنچ،عیزوتنیازادیلوتیارب

:دشاب‌یم

Z ∼ χ٢
p−١,Y ∼ N (

√
λ, ١) −→ Z + Y ٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
> xx = rnchisq(1000,3,3)
> mean(xx) # theoretical value is (p+lambda)=6
[1] 6.114251
> var(xx) # theoretical value is 2(p+2lambda)=18
[1] 18.25124
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یزکرمریغود‌یاکیفداصتریغتمدیلوت
.درادندوجونآیلاگچعباتیاربیصخشممرف،یزکرمریغود‌یاکعیزوترد

لیدبتشورزاهدافتسااراکشورکی.دراددوجوشورنیدنچ،عیزوتنیازادیلوتیارب

:دشاب‌یم

Z ∼ χ٢
p−١,Y ∼ N (

√
λ, ١) −→ Z + Y ٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
> xx = rnchisq(1000,3,3)
> mean(xx) # theoretical value is (p+lambda)=6
[1] 6.114251
> var(xx) # theoretical value is 2(p+2lambda)=18
[1] 18.25124
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نیرمتکی

Nیفداصتریغتمکیدیلوت (٠, ناونعهبهناگودییامنعیزوتابدر‐شریذپشورهلیسوهب(١

g(x|α)یلاگچاببختنم = α
٢ exp{−α|x|}دیریگبرظنردار.

دیهدناشن١

f (x)
g(x|α)

≤
√

٢

π
α−١e

α٢

٢ ,

αردαبسحربنارکنیاممین‌یمدیهدناشنو = دیآ‌یمتسدهب١

رباربشریذپلامتحادیهدناشن٢
√

π
٢e = ٠٫ یفداصتریغتمکیدیلوتیاربوتسا٧۶

١طسوتمروطهبلامرن
٠٫٧۶ = ١٫ تسامزلاتخاونکییاهریغتمدیلوت٣
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

Xهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم |Y = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX |Y=y(x)fY (y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY (y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

Xهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم |Y = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX |Y=y(x)fY (y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY (y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

Xهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم |Y = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX |Y=y(x)fY (y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY (y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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.دینک
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؟شچیپایهتخیمآ

X١دینکضرف ∼ N (٠, X٢و(١ ∼ N (٣, S.دنشابمهزالقتسمو(١ = X١ + X٢

µ١نیگنایمابلامرنSعیزوت.دهد‌یمناشنارریغتمودشچیپ + µ٢ = سنایراوو٣

σ٢١ + σ٢٢ = :میرادشچیپنیادیلوتیارب.تسا٢

١xعیزوتزاار١N (٠, نکدیلوت(١

٢xزا٢N (٣, نکدیلوت(١

sهدبرارق٣ = x١ + x٢

FX(x)ینعی،٪۵٠هتخیمآکیتخاسیارب = ٠٫ ۵FX١(x) + ٠٫ ۵FX٢(x)،میراد:

,١}هعومجمزاارkحیحصددع١ (١)Pهکیروطهبنکدیلوت{٢ = P(٢) = ٠٫ ۵

kرگا٢ = ١،xزاارN (٠, kرگاونکدیلوت(١ = ٢،xزاارN (٣, نکدیلوت(١
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FX(x)ینعی،٪۵٠هتخیمآکیتخاسیارب = ٠٫ ۵FX١(x) + ٠٫ ۵FX٢(x)،میراد:
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n <- 1000
x1 <- rnorm(n, 0, 1)
x2 <- rnorm(n, 3, 1)
s <- x1 + x2 # the convolution
u <- runif(n)
k <- as.integer(u > 0.5) # vector of 0's and 1's
x <- k * x1 + (1-k) * x2 # the mixture
par(mfcol=c(1,2)) # two graphs per page
hist(s, prob=TRUE)
hist(x, prob=TRUE)
par(mfcol=c(1,1)) # restore display
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عیزوتدنچزایا‌هتخیمآ

دینکضرفًلاثم.تشوناریا‌هتخیمآلکش،مهعیزوتودزارتشیبیاربناوت‌یملاابهباشم

FXنیاربانب.دشابرظندروماماگعیزوت۵زایا‌هتخیمآ =
∑۵

i=١ θiFXi،هکیروطهب

Xi ∼ Gamma(s = ٣, λi = ١/i)یگتخیمآیاه‌نزونینچمه.دنتسهمهزالقتسمو

iیارب = ١, . . . , θiزادنترابع۵ = i/١۵.

:مینک‌یملمعریزتروصهب،عیزوتنیاابیفداصتریغتمکیدیلوتیارب

kحیحصددع١ ∈ {١, ٢, ٣, ۴, P(k)یاه‌لامتحاابار{۵ = θk،یاربk = ١, . . . , ۵
مینک‌یمدیلوت

,Gamma(sریغتم٢ λk)مینادرگ‌یمربهدشدیلوترادقمناونعهبار

forهقلحکیزادیابراکنیایارب.مینکرارکترابnارلاابهلحرموددیابهنومنnدیلوتیارب
.دشاباراکانگرزبهنومنمجحیاربدناوت‌یمهکدوشهدافتسا
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:درکرتاراکیزاسرادربابریزتروصهبناوت‌یمارلاابمتیروگلا

kیفداصتهنومن١ = (k١, . . . , kn)هکیروطهبنکدیلوتحیحصدادعازاار

P(k) = θk.نیاربانبk[i]وضعدیلوتیاربهکدنک‌یمصخشمiعیزوتمادکزاهنومنما
.تساهدشهدافتسااماگ

.تساλkریداقمیواحهکنکمیظنتnلوطابارrateرادرب٢

نکدیلوتnمجحهبیا‌هنومنrateرادربو٣لکشرتماراپابrgammaروتسداب٣

n <- 5000
k <- sample(1:5, size=n, replace=TRUE, prob=(1:5)/15)
rate <- 1/k
x <- rgamma(n, shape=3, rate=rate)
# plot the densities of the mixture alongside the components
plot(density(x), xlim=c(0,40), ylim=c(0,.3),
lwd=3, xlab="x", col="red", main="")
for (i in 1:5)

lines(density(rgamma(n, 3, 1/i)))
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n <- 5000
k <- sample(1:5, size=n, replace=TRUE, prob=(1:5)/15)
rate <- 1/k
x <- rgamma(n, shape=3, rate=rate)
# plot the densities of the mixture alongside the components
plot(density(x), xlim=c(0,40), ylim=c(0,.3),
lwd=3, xlab="x", col="red", main="")
for (i in 1:5)

lines(density(rgamma(n, 3, 1/i)))
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)یهانتم(لامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

یاه‌عیزوتابناوت‌یم،هریغونهپیاه‌مداب،هلوچیاه‌عیزوتلماشاراه‌عیزوتزایرایسب

:درکدیلوتلامرنهتخیمآ

FX(x) = ٠٫ ٣N (−٢, ١) + ٠٫ ۴N (٠, ١) + ٠٫ ٣N (٢, ١)

n <- 10000
m <- c(-2,0,2) # Means
p <- c(.3,.4,.3) # Probabilities
s <- c(1, 1, 1) # Standard deviations
x <- cbind( rnorm(n, m[1], s[1]),

rnorm(n, m[2], s[2]),
rnorm(n, m[3], s[3]) )

a <- sample(1:3, size=n, prob=p, replace=TRUE)
y <- x[ 1:n + n*(a-1) ]
par(mfrow=c(2,1))
qqnorm(y,

main="Gaussian QQ-plot of a mixture of gaussians")
qqline(y, col="blue", lwd=3)
hist(y, col="light blue", probability=TRUE,

ylim=c(0,.25),
main="Mixture of gaussians")

curve(dnorm(x, mean=mean(y), sd=sd(y)),
add=TRUE, col="red", lwd=3, lty=2)

lines(density(x), col="blue", lwd=3)
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اه‌هتخیمآردیلاگچرادومنمسر

لکشادتبادیاب،اماگهتخیمآلاثمناونعهبلامتحایلاگچعباتمسریارب

f (x) =
∑۵

i=١ θifi(x)ردعباتکیناونعهبارRمینکفیرعت:

f <- function(x, lambda, theta) {
# density of the mixture at the point x
sum(dgamma(x, 3, lambda) * theta)

}

،dgammaعباترددینکتقد.دنک‌یمهبساحمxرهیازاهبارهتخیمآیلاگچرادقمعباتنیا

دهاوخlambdaلوطرباربیلوطابیرادربهجیتن،)رادربهن(دشابیقیقحرادقمکیxرگا

,(x)f١)ینعی،دوب . . . , f۵(x)).ردبرضعباتنیمهیاربنینچمهθ.

x <- seq(0, 8, length=200)
dim(x) <- length(x) # need for apply
# compute density of the mixture f(x) along x
y <- apply(x, 1, f, lambda=lambda, theta=p)
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#plot the density of the mixture
plot(x, y, type="l", ylim=c(0,.85), lwd=3, col="red",

ylab="Density")
for (j in 1:5) {

# add the j-th gamma density to the plot
y = apply(x, 1, dgamma, shape=3, rate=lambda[j])
lines(x, y)

}

١٣٩٣١٨/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



اماگ‐نوساوپهتخیمآ:هتسویپهتخیمآدیلوت

ΛنآردهکتساPoisson(Λ)نوساوپیاه‌عیزوتزاهتخیمآکی،یفنمیا‌هلمجودعیزوت

.تسااماگعیزوتیاراد

X |Λ = λ ∼ Piosson(λ); Λ ∼ Gamma(r , β),

X ∼ NB(r , p =
β

١+ β
).

# generate a Poisson-Gamma mixture
n <- 1000
r <- 4
beta <- 3
lambda <- rgamma(n, r, beta) #lambda is random
# now supply the sample of lambda's as the Poisson mean
x <- rpois(n, lambda) #the mixture
# compare with negative binomial
mix <- tabulate(x+1) / n
negbin <- round(dnbinom(0:max(x), r, beta/(1+beta)), 3)
se <- sqrt(negbin * (1 - negbin) / n)
> round(rbind(mix, negbin, se), 3)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8]
mix 0.316 0.328 0.196 0.087 0.048 0.014 0.008 0.003
negbin 0.316 0.316 0.198 0.099 0.043 0.017 0.006 0.002
se 0.015 0.015 0.013 0.009 0.006 0.004 0.002 0.001
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tعیزوت

X |y ∼ N (٠, ν/y) & Y ∼ χ٢
ν −→ X ∼ Tν .

Nsim=10^4
nu=9
y=rchisq(Nsim,df=nu)
x=rnorm(Nsim,0,sqrt(nu/y))
hist(x,main="",freq=F,col="grey",breaks=40)
z = seq(-6,6,length.out=200)
lines(z,dt(z,nu),lwd=2,col="sienna")
> mean(x) # the mean of a t variable is 0
[1] 0.007723547
> var(x) # the variance of a t-variable is nu/nu-2=1.2857
[1] 1.294373
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هریغتمدنچلامرن:هریغتمدنچیاه‌عیزوت

Xرادرب = (X١, . . . ,Xd)لامرنعیزوتیارادdدامنابوتساهریغتمNd(µ,Σ)شیامن

:دشابریزتروصهبنآلامتحایلاگچعباتهاگره،دنهد‌یم

f (x) = ١

(٢π)d/٢|Σ|١/٢
exp{−١

٢
(x − µ)TΣ−١(x − µ)}, x ∈ <d

µهکیروطهب = (µ١, . . . , µd)
TونیگنایمرادربΣ = (σij)سیرتامd × dونراقتم

σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi ,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت
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تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت

١٣٩٣٢٢/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هریغتمدنچلامرن:هریغتمدنچیاه‌عیزوت

Xرادرب = (X١, . . . ,Xd)لامرنعیزوتیارادdدامنابوتساهریغتمNd(µ,Σ)شیامن

:دشابریزتروصهبنآلامتحایلاگچعباتهاگره،دنهد‌یم

f (x) = ١

(٢π)d/٢|Σ|١/٢
exp{−١

٢
(x − µ)TΣ−١(x − µ)}, x ∈ <d

µهکیروطهب = (µ١, . . . , µd)
TونیگنایمرادربΣ = (σij)سیرتامd × dونراقتم

σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi ,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت

١٣٩٣٢٢/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هریغتمدنچلامرن:هریغتمدنچیاه‌عیزوت

Xرادرب = (X١, . . . ,Xd)لامرنعیزوتیارادdدامنابوتساهریغتمNd(µ,Σ)شیامن

:دشابریزتروصهبنآلامتحایلاگچعباتهاگره،دنهد‌یم

f (x) = ١

(٢π)d/٢|Σ|١/٢
exp{−١

٢
(x − µ)TΣ−١(x − µ)}, x ∈ <d

µهکیروطهب = (µ١, . . . , µd)
TونیگنایمرادربΣ = (σij)سیرتامd × dونراقتم

σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi ,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت

١٣٩٣٢٢/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT )

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT ).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداسیفداصت

X = ZQ + JµT ,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.

١٣٩٣٢٣/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT )

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT ).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداسیفداصت

X = ZQ + JµT ,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.

١٣٩٣٢٣/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT )

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT ).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداسیفداصت

X = ZQ + JµT ,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.

١٣٩٣٢٣/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT )

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT ).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداسیفداصت

X = ZQ + JµT ,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.

١٣٩٣٢٣/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هریغتمدنچلامرنزاییاه‌هنومندیلوت

:دیابNd(µ,Σ)زاییاتnهنومنکیدیلوتیارب

nسیرتامکی١ × d،Z،لماشndمینکدیلوتدرادناتسالامرنریغتم

Σهیزجت٢ = QTQمیهدماجناار

Xلیدبت٣ = ZQ + JµTمینکارجاار

nدعبابXسیرتام۴ × dارتساهریغتمدنچلامرنکییاه‌هنومننآیاهرطسهکار

مینادرگرب

Xلیدبت = ZQ + JµTردارRدرکارجاریزتروصهبناوت‌یم:

Z = matrix(rnorm(n*d), nrow = n, ncol = d)
X = Z%*%Q+matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)

١٣٩٣٢۴/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممودهشیر = PΛ١/٢P−نآردهک١Λیرطقسیرتام

رظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقماب
.تسانآهژیوریداقماب

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)

١٣٩٣٢۵/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممودهشیر = PΛ١/٢P−نآردهک١Λیرطقسیرتام

رظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقماب
.تسانآهژیوریداقماب

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)

١٣٩٣٢۵/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممودهشیر = PΛ١/٢P−نآردهک١Λیرطقسیرتام

رظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقماب
.تسانآهژیوریداقماب

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)

١٣٩٣٢۵/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممودهشیر = PΛ١/٢P−نآردهک١Λیرطقسیرتام

رظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقماب
.تسانآهژیوریداقماب

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)

١٣٩٣٢۵/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



rmvn.eigen = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
ev = eigen(Sigma, symmetric = TRUE)
lambda = ev$values
V = ev$vectors
R = V %*% diag(sqrt(lambda)) %*% t(V)
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow = n, ncol = d)
X = Z %*% R + matrix(mu, n, d, byrow = TRUE)
X

}
##
X = rmvn.eigen(1000, mu, Sigma)
> print(colMeans(X))
[1] -0.06803006 -0.06935001
> print(cor(X))

[,1] [,2]
[1,] 1.0000000 0.8969038
[2,] 0.8969038 1.0000000

١٣٩٣٢۶/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



plot(X, xlab = "x", ylab = "y", pch = 20)
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١٣٩٣٢٧/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDV T ,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام T = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢V T.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم

١٣٩٣٢٨/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDV T ,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام T = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢V T.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم

١٣٩٣٢٨/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDV T ,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام T = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢V T.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم

١٣٩٣٢٨/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



rmvn.svd = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
S = svd(Sigma)
R = S$u %*% diag(sqrt(S$d)) %*% t(S$v)
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow=n, ncol=d)
X = Z %*% R + matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)
X

}

١٣٩٣٢٩/۴٠دنفسا١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یکسلوچشورهبهیزجت

Xتروصهبتبثمنیعمنراقتمسیرتامکییکسلوچهیزجت = QTQنآردهکتسا،Q
نآیجورخودهد‌یمماجناارهیزجتنیاRردchol(X)عبات.تسایثلثملاابسیرتامکی

STSهکیروطهبتساSدننامیثلثملاابسیرتامکی = Σ.

rmvn.Choleski = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
Q = chol(Sigma) # Choleski factorization of Sigma
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow=n, ncol=d)
X = Z %*% Q + matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)
X

}
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irisیاه‌هدادیاربیکسلوچهیزجت

y <- subset(x=iris, Species=="virginica")[, 1:4]
mu <- colMeans(y)
Sigma <- cov(y)
> mu
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

6.588 2.974 5.552 2.026
> Sigma

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
Sepal.Length 0.40434286 0.09376327 0.30328980 0.04909388
Sepal.Width 0.09376327 0.10400408 0.07137959 0.04762857
Petal.Length 0.30328980 0.07137959 0.30458776 0.04882449
Petal.Width 0.04909388 0.04762857 0.04882449 0.07543265
X <- rmvn.Choleski(200, mu, Sigma)
pairs(X)
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

حجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوسکی

؟تسا

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

حجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوسکی

؟تسا

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

حجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوسکی

؟تسا

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

حجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوسکی

؟تسا

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

حجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوسکی

؟تسا

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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library(MASS)
library(mvtnorm)
n = 100 # sample size
d <- 30 # dimension
N <- 2000 # iterations
mu <- numeric(d)
##
> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.eigen(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
4.02 0.00 4.07

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.svd(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
5.05 0.00 5.12

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.Choleski(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
3.74 0.02 3.76

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ mvrnorm(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
3.88 0.02 3.93

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvnorm(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
4.82 0.00 4.87
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرنعیزوت

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرنعیزوت

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرنعیزوت

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرنعیزوت

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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:درکلمعناوت‌یممهریزشورهب

١NعیزوتزاارBer(p)نکدیلوت

Nرگا٢ = ١،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغردنکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)

library(MASS) #for mvrnorm
# ineffecient version loc.mix.0 with loops
loc.mix.0 <- function(n, p, mu1, mu2, Sigma) {

# generate sample from BVN location mixture
X <- matrix(0, n, 2)
for (i in 1:n) {

k <- rbinom(1, size = 1, prob = p)
if (k)

X[i,] <- mvrnorm(1, mu = mu1, Sigma) else
X[i,] <- mvrnorm(1, mu = mu2, Sigma)

}
return(X)

}
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#more efficient version
loc.mix <- function(n, p, mu1, mu2, Sigma) {

#generate sample from BVN location mixture
n1 <- rbinom(1, size = n, prob = p)
n2 <- n - n1
x1 <- mvrnorm(n1, mu = mu1, Sigma)
x2 <- mvrnorm(n2, mu = mu2, Sigma)
X <- rbind(x1, x2) #combine the samples
return(X[sample(1:n), ]) #mix them

}
x <- loc.mix(1000, .5, rep(0, 4), 2:5, Sigma = diag(4))
r <- range(x) * 1.2
par(mfrow = c(2, 2))
for (i in 1:4)

hist(x[ , i], xlim = r, ylim = c(0, .3), freq = FALSE,
main = "", breaks = seq(-5, 10, .5))
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT ,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT ,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT ,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT ,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT ,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تلترابهیزجت

.دشاب‌یمتلترابهیزجتزاهدافتسارتاراکشورکی

Sرگا ∼ Wishartd(I ,n)یکسلوچهیزجتیارادS = LLTهاگنآ،دشابp(p + ٢/(١
یاه‌عیزوتیارادومهزالقتسمLرفصانوضع

•tii ∼
√
χ٢

n−i+١

•tij ∼ N (٠, ١) (i 6= j)
Σهیزجتناوت‌یم،Wishartd(Σ,n)دیلوتیارب.دنتسه = AATرادقمودرکباختناار

ASATدنادرگربار.

,rWishart(nعبات،mixAKهتسبرد df ,S)هتسبردوbayesSurv،عبات

rWishart(n, df ,S)عباتودنیارد.دنهد‌یمماجناارراکنیا،nیاه‌سیرتامدادعت

.تسایدازآهجردdfوتراشیو
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

اه‌هدادیکیفارگشیامن:مششهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣نابآ١۶
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همدقم

.دناشوپارزیچهمهناوت‌یمنوتساهدرتسگیلیخهسلجنیاثحب

لیلحت،دوجومتیعضویسرربیاربیکیفارگیاه‌شیامن،یرامآشوررهابهارمهعقاورد

یلیخویلبقلدمندرکرتهب،تلاکشمیخربندرکادیپ،هدشهتفرگرظنردلدمییوکین

.دنور‌یمراکهب،رگیددراوم

)ExploratoryDataAnalysis(اه‌هدادیفاشتکالیلحتهبطوبرمرتشیب،یکیفارگشیامن

)EDA(تسایرامآیاهرادومنو.

اه‌هیضرفنومزآهبناوت‌یماریدییاتیاه‌شورهکتسایدییاتلیاقمردیفاشتکاحلاطصا

.درکبستنم

ماجنااه‌هدادیورربیفاشتکالیلحتتسارتهب،هیضرفنومزآزالبقدوبدقتعم،یکوتعقاورد

.میبایباراه‌نآهبخساپیارببسانمیاه‌شوروندیسرپیارببسانمتلااوساتدوش

.مینک‌یمحرطم)سردمهاگدیدزا(اررت‌باذجیمکدیاشومهمدراومزایتمسق،هسلجنیارد
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کدنچ‐کدنچیاهرادومن

یوریپلامرنعیزوتزااه‌نآایآهکتسانیا،مینادبمیلیاماه‌هداددرومردهکیدراومزایکی

؟دننک‌یمیوریپهدش‌هتخانشعیزوتکیزاایآ؟دننک‌یم

لاثمناونعهباریز.دننک‌یمنیوریپلامرنزالاثماه‌هدادهکتساحضاو،دراومزایضعبرد

نشوروحضاویهاگآنینچهکدنراددوجومهیدراوماما.تسایدموداه‌هدادیلاگچ

.تسین

.تسالامرنعیزوتیلاگچابهدشدروآربیلاگچهسیاقم،عوضومنیایسرربیاربهارکی

data(airquality)
x <- airquality[,4]
hist(x, probability=TRUE, breaks=20, col="light blue")
rug(jitter(x, 5))
points(density(x), type='l', lwd=3, col='red')
f <- function(t) {
dnorm(t, mean=mean(x), sd=sd(x) )

}
curve(f, add=T, col="blue", lwd=3, lty=2)
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مودلحهار

لامرنیاه‌کدنچلباقمردیا‌هنومنیاه‌کدنچمسر،تسایرصبشورکیهکرگیدشور

.دنیوگکدنچ‐کدنچ،رادومننیاهب.تسا

!!دنا‌هتسسگاه‌هدادهکدیدناوت‌یماما،دنتسهلامرنابیرقتاه‌هداددسر‌یمرظنهبریزرادومنرد
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sx <- airquality[,4]
qqnorm(x)
qqline(x, col="red", lwd=3)
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y <- rnorm(100)
qqnorm(y, main="Gaussian random variable")
qqline(y, col="red", lwd=3)
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y <- rnorm(100)^2
qqnorm(y, main="Non gaussian variable")
qqline(y, col="red", lwd=3)
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اه‌لاثمریاس
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اه‌لاثمریاس
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یلکلمعلاروتسد
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Reading a qqplot

x <- seq(from=0, to=2, length=100)
y <- exp(x)-1
plot( y ~ x, type = 'l', col = 'red',

xlim = c(-2,2), ylim = c(-2,2),
xlab = "Theoretical (gaussian) quantiles",
ylab = "Sample quantiles")

lines( x~y, type='l', col='green')
x <- -x
y <- -y
lines( y~x, type='l', col='blue', )
lines( x~y, type='l', col='cyan')
abline(0,1)
legend( -2, 2,

c( "less concentrated on the right",
"more concentrates on the right",
"less concentrated on the left",
"more concentrated on the left"

),
lwd=3,
col=c("red", "green", "blue", "cyan")

)
title(main="Reading a qqplot")
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Reading a qqplot

op <- par()
layout( matrix( c(2,2,1,1), 2, 2, byrow=T ),

c(1,1), c(1,6),
)

# The plot
n <- 100
y <- rnorm(n)
x <- qnorm(ppoints(n))[order(order(y))]
par(mar=c(5.1,4.1,0,2.1))
plot( y ~ x, col = "blue",

xlab = "Theoretical (gaussian) quantiles",
ylab = "Sample quantiles" )

y1 <- scale( rnorm(n)^2 )
x <- qnorm(ppoints(n))[order(order(y1))]
lines(y1~x, type="p", col="red")
y2 <- scale( -rnorm(n)^2 )
x <- qnorm(ppoints(n))[order(order(y2))]
lines(y2~x, type="p", col="green")
abline(0,1)
# The legend
par(bty='n', ann=F)
g <- seq(0,1, length=10)
e <- g^2
f <- sqrt(g)
h <- c( rep(1,length(e)), rep(2,length(f)), rep(3,length(g)) )
par(mar=c(0,4.1,1,0))
boxplot( c(e,f,g) ~ h, horizontal=T,

border=c("red", "green", "blue"),
col="white", # Something prettier?
xaxt='n',
yaxt='n',
)

title(main="Reading a qqplot")
par(op)
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اه‌عیزوتریاسیاربکدنچ‐کدنچ

درکهدافتسالامرنکدنچ‐کدنچرادومنهدیانیمهزااه‌عیزوتریاسیاربناوت‌یم
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qq <- function (y, ylim, quantiles=qnorm,
main = "Q-Q Plot", xlab = "Theoretical Quantiles",
ylab = "Sample Quantiles", plot.it = TRUE, ...)

{
y <- y[!is.na(y)]
if (0 == (n <- length(y)))
stop("y is empty")

if (missing(ylim))
ylim <- range(y)

x <- quantiles(ppoints(n))[order(order(y))]
if (plot.it)
plot(x, y, main = main, xlab = xlab,
ylab = ylab, ylim = ylim, ...)

# From qqline
y <- quantile(y, c(0.25, 0.75))
x <- quantiles(c(0.25, 0.75))
slope <- diff(y)/diff(x)
int <- y[1] - slope * x[1]
abline(int, slope, ...)
invisible(list(x = x, y = y))

}
y <- runif(100)
qq(y, quantiles=qunif)
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شنکارپیاهرادومن
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Point cloud

data(cars)
plot(cars$dist ~ cars$speed,

xlab = "Speed (mph)",
ylab = "Stopping distance (ft)",
las = 1)

title(main = "Point cloud")
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.درکهفاضارادومنهیشاحهبمهاریدعب‌کتشنکارپیاهرادومنناوت‌یم
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cars data

plot(cars$dist ~ cars$speed,
xlab = "Speed (mph)",
ylab = "Stopping distance (ft)",
las = 1)

title(main = "cars data")
rug(side=1, jitter(cars$speed, 5))
rug(side=2, jitter(cars$dist, 20))
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.درکمسرشنکارپرادومنابهارمهزینارریغتمرهیا‌هیشاحیا‌هبعجیاهرادومنناوت‌یمیتح
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Speed (mph)

layout( matrix( c(2,1,0,3), 2, 2, byrow=T ),
c(1,6), c(4,1),

)

par(mar=c(1,1,5,2))
plot(cars$dist ~ cars$speed,

xlab='', ylab='',
las = 1)

rug(side=1, jitter(cars$speed, 5) )
rug(side=2, jitter(cars$dist, 20) )
title(main = "cars data")

par(mar=c(1,2,5,1))
boxplot(cars$dist, axes=F)
title(ylab='Stopping distance (ft)', line=0)

par(mar=c(5,1,1,2))
boxplot(cars$speed, horizontal=T, axes=F)
title(xlab='Speed (mph)', line=1)
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.درکهفاضارادومنهبریغتمودنیبهطباریاربیطخبیرقتکیناوت‌یم
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speed

d
is

tplot(dist ~ speed, data = cars,
main = "\"cars\" data and regression line")

abline(lm( dist ~ speed, data = cars), col = 'red')
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ریغتمودهطباریارب)یطخاموزلهن(ینحنمکیبیرقتیاربloessعباتزالاثمناوت‌یم

.درکهدافتسا
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"cars" data and loess curve

plot(cars, xlab = "Speed (mph)",
ylab = "Stopping distance (ft)",
las = 1)

r <- loess(dist ~ speed, data=cars)
lines(r$x, r$fitted, col="red")
title(main = "\"cars\" data and loess curve")
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یا‌هرودریغتمکیابطبترمیاهرادومن

یهاگهریادکیناونعهباه‌نآشیامن،زورکییاه‌تعاسدننام،دشابیا‌هرود،ریغتمکیرگا

یعباتناونعهبارتیاسکیزادیدزابدادعت،لاثمناونعهب.تسایدیفمیلیخرادومنعقاوم

:دیریگبرظنردزورنامززا

ca <- -2*pi/n*(0:50)/50
for (i in 1:n) {

a <- pi/2 - 2*pi/n*(i-1)
b <- pi/2 - 2*pi/n*i
polygon( c(0, x[i]*cos(a+ca), 0),

c(0, x[i]*sin(a+ca), 0),
col=col[i] )

v <- .1
text((1+v)*cos(a), (1+v)*sin(a), names(x)[i])

}
}
clock.plot(x,
main = "No. of visitors to a web site for each hour")

x <- c(15, 9, 75, 90, 1, 1, 11, 5, 9, 8, 33, 11, 11,
20, 14, 13, 10, 28, 33, 21, 24, 25, 11, 33)

clock.plot <- function (x, col = rainbow(n), ...) {
if( min(x)<0 ) x <- x - min(x)
if( max(x)>1 ) x <- x/max(x)
n <- length(x)
if(is.null(names(x))) names(x) <- 0:(n-1)
m <- 1.05
plot(0,

type = 'n', # do not plot anything
xlim = c(-m,m), ylim = c(-m,m),
axes = F, xlab = '', ylab = '', ...)

a <- pi/2 - 2*pi/200*0:200
polygon( cos(a), sin(a) )
v <- .02
a <- pi/2 - 2*pi/n*0:n
segments( (1+v)*cos(a), (1+v)*sin(a),

(1-v)*cos(a), (1-v)*sin(a) )
segments( cos(a), sin(a),

0, 0,
col = 'light grey', lty = 3)
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نینچمه.دینکهعجارمcircularهتسبیامنهارهبدیناوت‌یم،رادومننیایاه‌هدادعوندرومرد

.درکدیلوتplotrixهتسبزاهدافتساابناوت‌یماریهباشمرادومن
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یبطقرادومن
:تسایبطقرادومن،لاابیا‌هرودرادومنهباشمدیفمرادومنکی

# Polar plot to spot seasonal patterns
x <- as.vector(UKgas)
n <- length(x)
theta <- seq(0, by=2*pi/4, length=n)
plot(x * cos(theta), x * sin(theta),

type = "l",
xlab = "", ylab = "",
main = "UK gas consumption")

abline(h=0, v=0, col="grey")
abline(0, 1, col="grey")
abline(0, -1, col="grey")
circle <- function (x, y, r, N=100, ...) {

theta <- seq(0, 2*pi, length=N+1)
lines(x + r * cos(theta), y + r * sin(theta), ...)

}
circle(0,0, 250, col="grey")
circle(0,0, 500, col="grey")
circle(0,0, 750, col="grey")
circle(0,0, 1000, col="grey")
circle(0,0, 1250, col="grey")
segments( x[-n] * cos(theta[-n]),

x[-n] * sin(theta[-n]),
x[-1] * cos(theta[-1]),
x[-1] * sin(theta[-1]),
col = terrain.colors(length(x)), lwd = 3)

text(par("usr")[2], 0, "Winter", adj=c(1,0))
text(0, par("usr")[4], "Spring", adj=c(0,1))
text(par("usr")[1], 0, "Summer", adj=c(0,0))
text(0, par("usr")[3], "Autumn", adj=c(0,0))
legend("topright", legend = c(1960, 1973, 1986), fill = terrain.colors(3))
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یسیرتامیاهرادومن

.تساه‌هدادردییاه‌هورگایاهراتخاسندرکادیپ،یکیفارگرازبایاهدربراکنیرت‌مهمزایکی

.دنهدماجنادنناوت‌یمارفدهنیازایتمسقیلناپشیامناییسیرتامیاهرادومن

شیامنارهیارآکییاهریغتمتفجشنکارپیاهرادومن،شنکارپسیرتامکیلاثمناونعهب

)راتخاسنتفایناونعهب(اهریغتمنیبهطباردوجوتخانشرددنناوت‌یماهرادومننیا.دهد‌یم

.دنشابدیفم

دنک‌یمدیلوتاریسیرتامنینچgraphicsهتسبردpairsعبات

data(iris)
pairs(iris[101:150,1:4])
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یسیرتامیاهرادومن

.تساه‌هدادردییاه‌هورگایاهراتخاسندرکادیپ،یکیفارگرازبایاهدربراکنیرت‌مهمزایکی

.دنهدماجنادنناوت‌یمارفدهنیازایتمسقیلناپشیامناییسیرتامیاهرادومن

شیامنارهیارآکییاهریغتمتفجشنکارپیاهرادومن،شنکارپسیرتامکیلاثمناونعهب

)راتخاسنتفایناونعهب(اهریغتمنیبهطباردوجوتخانشرددنناوت‌یماهرادومننیا.دهد‌یم

.دنشابدیفم

دنک‌یمدیلوتاریسیرتامنینچgraphicsهتسبردpairsعبات

data(iris)
pairs(iris[101:150,1:4])
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یسیرتامیاهرادومن

.تساه‌هدادردییاه‌هورگایاهراتخاسندرکادیپ،یکیفارگرازبایاهدربراکنیرت‌مهمزایکی

.دنهدماجنادنناوت‌یمارفدهنیازایتمسقیلناپشیامناییسیرتامیاهرادومن

شیامنارهیارآکییاهریغتمتفجشنکارپیاهرادومن،شنکارپسیرتامکیلاثمناونعهب

)راتخاسنتفایناونعهب(اهریغتمنیبهطباردوجوتخانشرددنناوت‌یماهرادومننیا.دهد‌یم

.دنشابدیفم

دنک‌یمدیلوتاریسیرتامنینچgraphicsهتسبردpairsعبات

data(iris)
pairs(iris[101:150,1:4])
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ردهکنآندرکصخشمیاربتسایعباتهکdiag.panelمانابدرادیا‌هنیزگpairsعبات

.تساهریغتمماننآضرف‌شیپ.دوشهدادشیامنیزیچهچرطقیور

رههدشدروآربیلاگچعباوترادومن،رطقیوراتدرکفیرعتاریعباتناوت‌یم،لاثمناونعهب

:دهدشیامنارریغتم

panel.d <- function(x, ...) {
usr <- par("usr")
on.exit(par(usr))
par(usr = c(usr[1:2], 0, .5))
lines(density(x))

}
x <- scale(iris[101:150, 1:4])
pairs(x, diag.panel = panel.d, xlim = range(x),
ylim = range(x))

روتسدودنک‌یمصخشمربراکدوخاراهروحمنیرفریداقمهکدنک‌یمصخشمusrرتماراپ

scaleدنک‌یمدرادناتساار)یکت(ریغتمرههبطوبرمیاه‌هنومن.
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ردهکنآندرکصخشمیاربتسایعباتهکdiag.panelمانابدرادیا‌هنیزگpairsعبات

.تساهریغتمماننآضرف‌شیپ.دوشهدادشیامنیزیچهچرطقیور

رههدشدروآربیلاگچعباوترادومن،رطقیوراتدرکفیرعتاریعباتناوت‌یم،لاثمناونعهب

:دهدشیامنارریغتم

panel.d <- function(x, ...) {
usr <- par("usr")
on.exit(par(usr))
par(usr = c(usr[1:2], 0, .5))
lines(density(x))

}
x <- scale(iris[101:150, 1:4])
pairs(x, diag.panel = panel.d, xlim = range(x),
ylim = range(x))

روتسدودنک‌یمصخشمربراکدوخاراهروحمنیرفریداقمهکدنک‌یمصخشمusrرتماراپ

scaleدنک‌یمدرادناتساار)یکت(ریغتمرههبطوبرمیاه‌هنومن.
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latticeهتسبزاهدافتساابیسیرتامیاهرادومن

ناونعهب.تساهدروآمهارف،یلناپویسیرتامیاهرادومنتخاسیارباریعباوتlatticeهتسب

:دینکهجوتریزلاثمهب،شنکارپسیرتامابهسیاقملباقیلاثم

library(lattice)
splom(iris[101:150, 1:4]) # plot 1
splom(iris[,1:4], groups = iris$Species) # plot 2
splom(~iris[1:4], groups = Species, data = iris,
pch = c(1, 2, 3), cex = c(.5,.5,.5)) #plot 3

١٣٩٣٢۵/۵٠نابآ١۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



Scatter Plot Matrix
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latticeزاهدافتسادراومریاس

مسروyدننامریغتمکیریداقمندرکمیسقت،latticeیاهرادومنهدافتسادراومزارگیدیکی
زالصاحتاقبطردxدننامرگیدریغتمکییلاگچوراگن‌تفاب،یا‌هبعجیاهرادومن

.تسایدنب‌میسقت

.دنتسهدیفمرایسبدراومزایضعبرداهرادومننیا

library(lattice)
y <- cars$dist
x <- cars$speed
X <- equal.count(x)
histogram(~ y | X)
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latticeزاهدافتسادراومریاس

مسروyدننامریغتمکیریداقمندرکمیسقت،latticeیاهرادومنهدافتسادراومزارگیدیکی
زالصاحتاقبطردxدننامرگیدریغتمکییلاگچوراگن‌تفاب،یا‌هبعجیاهرادومن

.تسایدنب‌میسقت

.دنتسهدیفمرایسبدراومزایضعبرداهرادومننیا

library(lattice)
y <- cars$dist
x <- cars$speed
X <- equal.count(x)
histogram(~ y | X)
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bwplot(~ y | vitesse, layout=c(1,6))
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densityplot(~ y | X, aspect='xy')
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densityplot(~ y | X, layout=c(1,6))
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bwplot( ~ count | spray, data = InsectSprays, layout=c(1,6))
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اه‌هیورمسر

اب.دنروآ‌یممهارفارزارتیاهرادومننینچمهواه‌هیورمسرهکدنراددوجوRردهتسبنیدنچ
.درکمسرهحفصکییورارهیوریاهرادومنناوت‌یمperspعباتکمک

.دینکارجاRردارdemo(persp)روتسد،عباتنیاعونتموبلاجیاه‌تیلباقهدهاشمیارب

:مینکمسرارهریغتموددرادناتسالامرنیلاگچعباتهیورمیهاوخبدینکضرف،لاثمناونعهب

f (x, y) = ١

٢π
e−

١
٢
(x٢+y٢), (x, y) ∈ <٢.

zijریزدکرددینکتقد = f (xi , yj)روتسدابouterدوش‌یمهبساحم.
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اه‌هیورمسر

اب.دنروآ‌یممهارفارزارتیاهرادومننینچمهواه‌هیورمسرهکدنراددوجوRردهتسبنیدنچ
.درکمسرهحفصکییورارهیوریاهرادومنناوت‌یمperspعباتکمک

.دینکارجاRردارdemo(persp)روتسد،عباتنیاعونتموبلاجیاه‌تیلباقهدهاشمیارب

:مینکمسرارهریغتموددرادناتسالامرنیلاگچعباتهیورمیهاوخبدینکضرف،لاثمناونعهب

f (x, y) = ١

٢π
e−

١
٢
(x٢+y٢), (x, y) ∈ <٢.

zijریزدکرددینکتقد = f (xi , yj)روتسدابouterدوش‌یمهبساحم.
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اه‌هیورمسر

اب.دنروآ‌یممهارفارزارتیاهرادومننینچمهواه‌هیورمسرهکدنراددوجوRردهتسبنیدنچ
.درکمسرهحفصکییورارهیوریاهرادومنناوت‌یمperspعباتکمک

.دینکارجاRردارdemo(persp)روتسد،عباتنیاعونتموبلاجیاه‌تیلباقهدهاشمیارب

:مینکمسرارهریغتموددرادناتسالامرنیلاگچعباتهیورمیهاوخبدینکضرف،لاثمناونعهب

f (x, y) = ١

٢π
e−

١
٢
(x٢+y٢), (x, y) ∈ <٢.

zijریزدکرددینکتقد = f (xi , yj)روتسدابouterدوش‌یمهبساحم.
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f <- function(x,y) {
z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (x^2 + y^2))

}
y <- x <- seq(-3, 3, length= 50)
z <- outer(x, y, f) # compute density for all (x,y)
persp(x, y, z) # the default plot
persp(x, y, z, theta = 45, phi = 30, expand = 0.6,
ltheta = 120, shade = 0.75, ticktype = "detailed",
xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")
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latticeرداه‌هیور
.دینکمسردیناوت‌یممهlatticeهتسبردwireframeعباتاباراه‌هیور

zتروصهبیلومرفدیاب،راکنیایارب ∼ x ∗ yلماشسیرتامایهدادراتخاسکیهارمههب

,x)طاقن y, z)دینکهدامآ.

ییاناوتهکیروطهب،دینکداجیایلماعتیدعبهسشیامنکیدیناوت‌یمrglهتسبزاهدافتسااب

هدافتساریزطخودزا،تیلباقنیاندیدیارب.دوش‌یممهارفتهجرههبهیوررادومنشخرچ

دینک

library(rgl)
demo(bivar)

library(lattice)
x <- y <- seq(-3, 3, length= 50)
xy <- expand.grid(x, y)
z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (xy[,1]^2 + xy[,2]^2))
wireframe(z ~ xy[,1] * xy[,2])
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latticeرداه‌هیور
.دینکمسردیناوت‌یممهlatticeهتسبردwireframeعباتاباراه‌هیور

zتروصهبیلومرفدیاب،راکنیایارب ∼ x ∗ yلماشسیرتامایهدادراتخاسکیهارمههب

,x)طاقن y, z)دینکهدامآ.

ییاناوتهکیروطهب،دینکداجیایلماعتیدعبهسشیامنکیدیناوت‌یمrglهتسبزاهدافتسااب

هدافتساریزطخودزا،تیلباقنیاندیدیارب.دوش‌یممهارفتهجرههبهیوررادومنشخرچ

دینک

library(rgl)
demo(bivar)

library(lattice)
x <- y <- seq(-3, 3, length= 50)
xy <- expand.grid(x, y)
z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (xy[,1]^2 + xy[,2]^2))
wireframe(z ~ xy[,1] * xy[,2])
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latticeرداه‌هیور
.دینکمسردیناوت‌یممهlatticeهتسبردwireframeعباتاباراه‌هیور

zتروصهبیلومرفدیاب،راکنیایارب ∼ x ∗ yلماشسیرتامایهدادراتخاسکیهارمههب

,x)طاقن y, z)دینکهدامآ.

ییاناوتهکیروطهب،دینکداجیایلماعتیدعبهسشیامنکیدیناوت‌یمrglهتسبزاهدافتسااب

هدافتساریزطخودزا،تیلباقنیاندیدیارب.دوش‌یممهارفتهجرههبهیوررادومنشخرچ

دینک

library(rgl)
demo(bivar)

library(lattice)
x <- y <- seq(-3, 3, length= 50)
xy <- expand.grid(x, y)
z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (xy[,1]^2 + xy[,2]^2))
wireframe(z ~ xy[,1] * xy[,2])
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latticeرداه‌هیور
.دینکمسردیناوت‌یممهlatticeهتسبردwireframeعباتاباراه‌هیور

zتروصهبیلومرفدیاب،راکنیایارب ∼ x ∗ yلماشسیرتامایهدادراتخاسکیهارمههب

,x)طاقن y, z)دینکهدامآ.

ییاناوتهکیروطهب،دینکداجیایلماعتیدعبهسشیامنکیدیناوت‌یمrglهتسبزاهدافتسااب

هدافتساریزطخودزا،تیلباقنیاندیدیارب.دوش‌یممهارفتهجرههبهیوررادومنشخرچ

دینک

library(rgl)
demo(bivar)

library(lattice)
x <- y <- seq(-3, 3, length= 50)
xy <- expand.grid(x, y)
z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (xy[,1]^2 + xy[,2]^2))
wireframe(z ~ xy[,1] * xy[,2])
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زارتیاهرادومن

ترابعهب.دنک‌یممسراریدعب‌هسلکشکیزارتطوطخ)contourplot(زارتیاهرادومن

,x)یدعبهسهیورنامه،اهرادومننیارگید y, f (x, y))زارتیاه‌ینحنماب،هحفصکیردار

f (x, y) = cهدشباختنایاه‌تباثیاربc،دنک‌یمریوصت.

contourplotعباتودنراددوجوRهتسهدوخردهکgraphicsهتسبردcontourعباتود
.دننک‌یمدیلوتاراهرادومننیاlatticeهتسبرد

هدافتسااهزارتصیخشتیارباه‌گنرزاهکتساcontourسنج‌مهیعباتimageعبات

.دنک‌یم

هدشهیاراvolcanoیاه‌هدادساساربRرداهرادومننیاشیامنیارببسانملاثمکی

.دیریگبکمکRرازفا‌مرنhelpزادیناوت‌یماه‌هدادنیازاعلاطایارب.تسا

هدشرپزارتیاهرادومن،latticeردlevelplotوgraphicsردfilled.contourعباوت

رادومنعافترا،imageهباشم،اهرادومننیارددوجومیگنرفیط.دننک‌یمدیلوتار)یگنر(

f (x, y)دنهد‌یمشیامنار.
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زارتیاهرادومن

ترابعهب.دنک‌یممسراریدعب‌هسلکشکیزارتطوطخ)contourplot(زارتیاهرادومن

,x)یدعبهسهیورنامه،اهرادومننیارگید y, f (x, y))زارتیاه‌ینحنماب،هحفصکیردار

f (x, y) = cهدشباختنایاه‌تباثیاربc،دنک‌یمریوصت.

contourplotعباتودنراددوجوRهتسهدوخردهکgraphicsهتسبردcontourعباتود
.دننک‌یمدیلوتاراهرادومننیاlatticeهتسبرد

هدافتسااهزارتصیخشتیارباه‌گنرزاهکتساcontourسنج‌مهیعباتimageعبات

.دنک‌یم

هدشهیاراvolcanoیاه‌هدادساساربRرداهرادومننیاشیامنیارببسانملاثمکی

.دیریگبکمکRرازفا‌مرنhelpزادیناوت‌یماه‌هدادنیازاعلاطایارب.تسا

هدشرپزارتیاهرادومن،latticeردlevelplotوgraphicsردfilled.contourعباوت

رادومنعافترا،imageهباشم،اهرادومننیارددوجومیگنرفیط.دننک‌یمدیلوتار)یگنر(

f (x, y)دنهد‌یمشیامنار.
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زارتیاهرادومن

ترابعهب.دنک‌یممسراریدعب‌هسلکشکیزارتطوطخ)contourplot(زارتیاهرادومن

,x)یدعبهسهیورنامه،اهرادومننیارگید y, f (x, y))زارتیاه‌ینحنماب،هحفصکیردار

f (x, y) = cهدشباختنایاه‌تباثیاربc،دنک‌یمریوصت.

contourplotعباتودنراددوجوRهتسهدوخردهکgraphicsهتسبردcontourعباتود
.دننک‌یمدیلوتاراهرادومننیاlatticeهتسبرد

هدافتسااهزارتصیخشتیارباه‌گنرزاهکتساcontourسنج‌مهیعباتimageعبات

.دنک‌یم

هدشهیاراvolcanoیاه‌هدادساساربRرداهرادومننیاشیامنیارببسانملاثمکی

.دیریگبکمکRرازفا‌مرنhelpزادیناوت‌یماه‌هدادنیازاعلاطایارب.تسا

هدشرپزارتیاهرادومن،latticeردlevelplotوgraphicsردfilled.contourعباوت

رادومنعافترا،imageهباشم،اهرادومننیارددوجومیگنرفیط.دننک‌یمدیلوتار)یگنر(

f (x, y)دنهد‌یمشیامنار.
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زارتیاهرادومن

ترابعهب.دنک‌یممسراریدعب‌هسلکشکیزارتطوطخ)contourplot(زارتیاهرادومن

,x)یدعبهسهیورنامه،اهرادومننیارگید y, f (x, y))زارتیاه‌ینحنماب،هحفصکیردار

f (x, y) = cهدشباختنایاه‌تباثیاربc،دنک‌یمریوصت.

contourplotعباتودنراددوجوRهتسهدوخردهکgraphicsهتسبردcontourعباتود
.دننک‌یمدیلوتاراهرادومننیاlatticeهتسبرد

هدافتسااهزارتصیخشتیارباه‌گنرزاهکتساcontourسنج‌مهیعباتimageعبات

.دنک‌یم

هدشهیاراvolcanoیاه‌هدادساساربRرداهرادومننیاشیامنیارببسانملاثمکی

.دیریگبکمکRرازفا‌مرنhelpزادیناوت‌یماه‌هدادنیازاعلاطایارب.تسا

هدشرپزارتیاهرادومن،latticeردlevelplotوgraphicsردfilled.contourعباوت

رادومنعافترا،imageهباشم،اهرادومننیارددوجومیگنرفیط.دننک‌یمدیلوتار)یگنر(

f (x, y)دنهد‌یمشیامنار.
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زارتیاهرادومن

ترابعهب.دنک‌یممسراریدعب‌هسلکشکیزارتطوطخ)contourplot(زارتیاهرادومن

,x)یدعبهسهیورنامه،اهرادومننیارگید y, f (x, y))زارتیاه‌ینحنماب،هحفصکیردار

f (x, y) = cهدشباختنایاه‌تباثیاربc،دنک‌یمریوصت.

contourplotعباتودنراددوجوRهتسهدوخردهکgraphicsهتسبردcontourعباتود
.دننک‌یمدیلوتاراهرادومننیاlatticeهتسبرد

هدافتسااهزارتصیخشتیارباه‌گنرزاهکتساcontourسنج‌مهیعباتimageعبات

.دنک‌یم

هدشهیاراvolcanoیاه‌هدادساساربRرداهرادومننیاشیامنیارببسانملاثمکی

.دیریگبکمکRرازفا‌مرنhelpزادیناوت‌یماه‌هدادنیازاعلاطایارب.تسا

هدشرپزارتیاهرادومن،latticeردlevelplotوgraphicsردfilled.contourعباوت

رادومنعافترا،imageهباشم،اهرادومننیارددوجومیگنرفیط.دننک‌یمدیلوتار)یگنر(

f (x, y)دنهد‌یمشیامنار.
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# contour plot with labels
contour(volcano, asp = 1, labcex = 1)
# another version from lattice package
library(lattice)
contourplot(volcano) # similar to above
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image(volcano, col = terrain.colors(100), axes = FALSE)
contour(volcano, levels = seq(100,200,by = 10), add = TRUE)
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filled.contour(volcano, color = terrain.colors, asp = 1)
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levelplot(volcano, scales = list(draw = FALSE),
xlab = "", ylab = "")
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imageعبات

.درکهدافتسازیناه‌هدادردییاه‌هورگدوجویسرربیاربناوت‌یم،عباوتعوننیازا

.دوش‌یمهدافتسازیناهریغتمواه‌هدادیدنب‌هشوخرداه‌نآزا

یگنرفیطهکتیزمنیاابدراددوجوfieldsهتسبردimage.plotعبات،imageعباتهباشم

.دنک‌یمیدنب‌جردم،اه‌هدادسایقمساسارب،رادومنهارمههبزینار

هدشیریگ‌هزادنایاهریغتمینگمههدهاشمیارب،ییاضفرامآیاهدربراکردهژیوهبعباتنیازا

.دوش‌یمهدافتساییایفارغجیحاونرد

library(fields)
data(lennon)
x <- lennon[201:240,201:240]
par(mfrow=c(2,1))
image(x, main="image()")
image.plot(x, main="image.plot()")
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imageعبات
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هدشیریگ‌هزادنایاهریغتمینگمههدهاشمیارب،ییاضفرامآیاهدربراکردهژیوهبعباتنیازا

.دوش‌یمهدافتساییایفارغجیحاونرد

library(fields)
data(lennon)
x <- lennon[201:240,201:240]
par(mfrow=c(2,1))
image(x, main="image()")
image.plot(x, main="image.plot()")
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imageعبات
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.دوش‌یمهدافتساییایفارغجیحاونرد

library(fields)
data(lennon)
x <- lennon[201:240,201:240]
par(mfrow=c(2,1))
image(x, main="image()")
image.plot(x, main="image.plot()")
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imageعبات

.درکهدافتسازیناه‌هدادردییاه‌هورگدوجویسرربیاربناوت‌یم،عباوتعوننیازا
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.دوش‌یمهدافتساییایفارغجیحاونرد

library(fields)
data(lennon)
x <- lennon[201:240,201:240]
par(mfrow=c(2,1))
image(x, main="image()")
image.plot(x, main="image.plot()")
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یزاومیاهرادومن

.دربهرهب،اه‌هدادردییاه‌هورگدوجوهبندربیپیاربناوت‌یمزیناهرادومنعوننیازا

،مهربدومعتروصهبتاصتخمیاهروحمشیامنیاجهب،یزاومتاصتخممتسیسرد

.دنهد‌یمشیامنناسکیهلصافویزاومطوطخابییاهروحمتروصهباراه‌نآ

dتروصهباررادربکی،d>یاضفرداهرادربشیامنیاجهبیزاومتاصتخمردنیاربانب
.دننک‌یملصومههباراه‌نآودنهد‌یمناشن)رباربیاه‌لوطاب(یقیقحطخ

n <- 100
m <- matrix( rnorm(5*n)+c(1,-1,3,0,2),

nr = n, nc = 5, byrow = TRUE )
matplot(1:5, t(m), type = 'l',

xlab = "", ylab = "")
title(main = "Parallel plot: Homogeneous cloud")
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n <- 50
k <- 2
m <- matrix( rnorm(5*k*n) +

runif(5*k, min = -10, max = 10),
nr = n, nc = 5, byrow = TRUE )

matplot(1:5, t(m), type = 'l', xlab = "", ylab = "")
title(main = "Parallel plot: two clusters")
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n <- 50
k <- 5
m <- matrix( rnorm(5*k*n) +

runif(5*k, min = -10, max = 10),
nr = n, nc = 5, byrow = TRUE )

matplot(1:5, t(m), type = 'l', xlab = "", ylab = "")
title(main = "Parallel plot, 5 clusters")
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اهرادومننیادیلوتیاربناوت‌یممهlatticeردparallelوMASSردparcoordعباوتزا

.درکهدافتسا
library(lattice)
parallel(~iris[1:4], groups = Species, iris)

Sepal.Length

Sepal.Width

Petal.Length

Petal.Width

Min Max
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زوردنایاه‌ینحنم

,X٢,X١دننام،یدعبدنچیاه‌هدادشیامنیاربرگیدتفایهرکی . . . ,Xn ∈ <d،کیرد

.تسارادقمیقیقحعباتکیهبرادربرهنتشاگن،یدعبودلکش

xiهدهاشمره)Andrews(زوردنایاه‌ینحنم = (xi١, . . . , xid)ریوصتریزعباتهبار

:دنک‌یم

fi(t) =
xi١√
٢
+ xi٢ sin t + xi٣ cos t + xi۴ sin ٢t + xi۵ cos ٢t + · · ·

:رت‌هصلاخترابعهبای

fi(t) =
xi١√
٢
+

∑
١≤k≤d/٢

xi,٢k sin ٢k +
∑

١≤k≤d/٢

xi,٢k+١ cos ٢k, − π ≤ t ≤ π.

دماعتمهیاپعباوتهعومجمربشریوصتطسوتهدهاشمرهعقاورد

{١/٢−٢, {sin kt}∞k=١, {cos kt}∞k=دوش‌یمهدادشیامن{١.
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زوردنایاه‌ینحنم

,X٢,X١دننام،یدعبدنچیاه‌هدادشیامنیاربرگیدتفایهرکی . . . ,Xn ∈ <d،کیرد

.تسارادقمیقیقحعباتکیهبرادربرهنتشاگن،یدعبودلکش

xiهدهاشمره)Andrews(زوردنایاه‌ینحنم = (xi١, . . . , xid)ریوصتریزعباتهبار

:دنک‌یم

fi(t) =
xi١√
٢
+ xi٢ sin t + xi٣ cos t + xi۴ sin ٢t + xi۵ cos ٢t + · · ·

:رت‌هصلاخترابعهبای

fi(t) =
xi١√
٢
+

∑
١≤k≤d/٢

xi,٢k sin ٢k +
∑

١≤k≤d/٢

xi,٢k+١ cos ٢k, − π ≤ t ≤ π.

دماعتمهیاپعباوتهعومجمربشریوصتطسوتهدهاشمرهعقاورد

{١/٢−٢, {sin kt}∞k=١, {cos kt}∞k=دوش‌یمهدادشیامن{١.
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Fourier (Andrew) curves

x <- seq(-pi, pi, length=100)
f <- function (u) u[1]/sqrt(2) + u[2]*cos(x) +
u[3] * sin(x) + u[4] * cos(2*x)
y <- apply(as.matrix(iris[,1:4]), 1, f)
matplot(x, y,

type = "l",
lty = 1,
col = as.numeric(iris[,5]),
xlab = "", ylab = "",
main = "Fourier (Andrew) curves")
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

)ییولراکتنومیریگ‌لارگتنا(ولراکتنومیاه‌شور:متفههسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣نابآ١۶
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همدقم

:زادنترابعیرامآیاه‌طابنتسالیاسمزایلصاهدرود

تساهارمهییامنتسردربینتبمیاه‌تفایهرابلاومعمهک:یزاس‌هنیهب•

تساهارمهیزیبتفایهرابلاومعمهک:یریگ‌لارگتنا•

کیایلارگتناکییددعلحهبیهتنمهلاسملحهارعقاومبلغا،یرامآیاه‌طابنتسارد

.دوش‌یمیزاس‌هنیهب
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همدقم
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یزیبمیمصتهیرظن:لاثم

:دنتسهریزلارگتناباوجاما.دنتسیننیسپعیزوتیضایردیماهشیمهیزیبیاهرگدروآرب

min
δ

∫
Θ

L(θ, δ)π(θ)f (x|θ)dθ.

,L(θیارب:اطخمودناوتنایز• δ) = (θ − δ)نیسپعیزوتنیگنایمیزیبرگدروآرب،٢

تسا

,L(θیارب:اطخقلطمردقنایز• δ) = |θ − δ|،تسانیسپعیزوتهنایمیزیبرگدروآرب

argزاتسترابعهکمینک‌یمهدافتساMAPزا:نایزعباتنودب• maxθ `(θ|x)π(θ).
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یددعیریگ‌لارگتنایاه‌شور

Jدننامیلارگتنا =
∫
χ h(x)f (x)dxهدعاقدننامیددعیاه‌شورکمکهبناوت‌یمار

.درکهبساحم،هقنزوذاینوسپمیس

.درادارintegrateوareaعباتودیدعبکییاه‌لارگتناهبساحمیاربR،لاثمناونعهب

.تسینهدافتسالباقنارک‌یبدعبابیاه‌لارگتنایاربareaعباتاما

لباقیاه‌باوجاما،تساهدافتسالباقنارک‌یبدعبابیاه‌لارگتنایاربintegrateعبات

.دهد‌یمنهجیتنیدامتعا

ردهک(لاابدعبابیاه‌لارگتناهبساحمیاربیریگ‌لارگتنایددعیاه‌شور،یلکروطهب

.دنتسینبسانم،)دنتسهلومعمیلیخزینرامآیاه‌شور
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لاثم

لارگتناهبساحم،لاثمناونعهب
∫∞
٠ xλ−١e−xdxعباتکمکابارintegrateدیریگبرظنرد

.دینکهسیاقمgammaعباتابو

ch=function(la){
integrate(function(x){x^(la-1)*exp(-x)},0,Inf)$val}

plot(lgamma(seq(.01,10,le=100)),log(apply(as.matrix(
seq(.01,10,le=100)),1,ch)),xlab="log(integrate(f))",
ylab=expression(log(Gamma(lambda))),pch=19,cex=.6)
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یددعیاه‌یریگ‌لارگتنالکشم

نآ)integrateعباترددوجومشوردننام(یددعیریگ‌لارگتنایاه‌شورابیساسالکشم

یعباتیارب)رت‌لاگچیحاون(مهمیحاونییاسانشهبرداقاه‌شورنیا،دراومرثکاردهکتسا

هب،یحاوننیاندادرارقفدهابیزاس‌هیبشیاه‌شوراما.دنتسین،دوشیریگ‌لارگتنادیابهک

.دنرادناریلکشمنینچ،fیلاگچعباتکمک

هریغوهقنزوذ،نوسپمیسدننامیددعیریگ‌لارگتنالومعمیاه‌شور:هژورپ
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ییولراکتنومیریگ‌لارگتنا

:هلاسم

لارگتناهبساحم،یلکهلاسم

J = Ef [h(X)] =

∫
χ

h(x)f (x)dx,

ییزجروطهبایهتسبمرفیاراد،یلاگچعباتکیf.تسایدعبدنچایکیχنآردهکتسا

.دشاب‌یمعباتکیhو.تساهتسب
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همادا:ییولراکتنومیریگ‌لارگتنا

:ولراکتنومشورهبلارگتناباوج

,X١)هنومنزا . . . ,Xm)عیزوتزالصاحfلارگتنابیرقتیاربJهنومننیگنایمهلیسوهب
:مینک‌یمهدافتسا

h̄m =
١

m

m∑
j=١

h(xj),

دنک‌یملیملارگتنارادقمهب،گرزبدادعایوقنوناقربانبهکیروطهب

h̄m −→ Ef (h(X)).
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ییولراکتنومدروآربتقد

تیمکاباررگدروآربسنایراو

νm =
١

m(m − ١)

m∑
j=١

[h(xj)− h̄m]٢,

:گرزبmیاربومینک‌یمدروآرب

h̄m − Ef (h(X))
√
νm

∼ N (٠, ١).

نانیمطایاه‌نارکنتخاسودروآربییارگمهیاربینومزآهبیهتنمدناوت‌یمهجیتننیا:هجوت

دوشلارگتنابیرقتیارب
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لاثم

θتیمکیاربییولراکتنومدروآربکی =
∫ ١
٠ e−xdxنآقیقدرادقمابودیروآتسدهب

.دینکهسیاقم

یدروآربریزدکنتشونابناوت‌یم،میریگبرظنرددرادناتساتخاونکیارf،لاثمنیاردرگا

.دروآتسدهبθیارب

m <- 10000
x <- runif(m)
theta.hat <- mean(exp(-x))
> print(theta.hat)
[1] 0.6327615
> print(1 - exp(-1))
[1] 0.6321206
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لاثم

θتیمکیاربییولراکتنومدروآربکی =
∫ ١
٠ e−xdxنآقیقدرادقمابودیروآتسدهب

.دینکهسیاقم

یدروآربریزدکنتشونابناوت‌یم،میریگبرظنرددرادناتساتخاونکیارf،لاثمنیاردرگا

.دروآتسدهبθیارب

m <- 10000
x <- runif(m)
theta.hat <- mean(exp(-x))
> print(theta.hat)
[1] 0.6327615
> print(1 - exp(-1))
[1] 0.6321206
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توافتمیاه‌نارک

لکشهبلارگتنارگا
∫ b

a h(x)dxدادرییغت١ات٠هباردودحریغتمرییغتابناوت‌یم،دشاب.

:تساریزتروصهبمزلالیدبت

y =
x − a
b − a

,

dy = (
1

b − a
)dx,

∫:نیاربانب b

a
h(x)dx =

∫ ١

٠

h(y(b − a) + a)(b − a)dy.

Uعیزوتیاجهبهتبلا (٠, Uعیزوتزاناوت‌یم،fیارب(١ (a, b)نیارد.درکهدافتسازین

∫:تروص b

a
h(x)dx = (b − a)

∫ b

a
h(x) ١

b − a
dx.
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لاثم

θتیمکیاربییولراکتنومدروآربکی =
∫ ۴
٢ e−xdxنآقیقدرادقمابودیروآتسدهب

.دینکهسیاقم

m <- 10000
x <- runif(m, min=2, max=4)
theta.hat <- mean(exp(-x)) * 2
> print(theta.hat)
[1] 0.1180278
> print(exp(-2) - exp(-4))
[1] 0.1170196
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نارک‌یبیاه‌لارگتنا

:دینکهدافتسادرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحمیاربولراکتنومشورزا

Φ(z) =
∫ z

−∞

١√
٢π

e−
x٢
٢ dx.

.)؟هنوگچ:نیرمت(درکلیدبترادنارکیاه‌لارگتناهباراه‌نآریغتمرییغتابناوت‌یم

.درکنایبیضایردیمالکشهبناوت‌یمزیناراه‌لامتحا،رگناشنعباتزاهدافتسااب:هتکن

Iدینکضرف Xودشابرگناشنعبات(·) ∼ N (٠, میراد،zتباثرهیاربنیاربانب.(١

E[I (X ≤ z)] = P(X ≤ z) = Φ(z).

:میراد،fیاربدرادناتسالامرنعیزوتنتفرگرظنردابسپ

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xi ≤ z).
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نارک‌یبیاه‌لارگتنا

:دینکهدافتسادرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحمیاربولراکتنومشورزا

Φ(z) =
∫ z

−∞

١√
٢π

e−
x٢
٢ dx.

.)؟هنوگچ:نیرمت(درکلیدبترادنارکیاه‌لارگتناهباراه‌نآریغتمرییغتابناوت‌یم

.درکنایبیضایردیمالکشهبناوت‌یمزیناراه‌لامتحا،رگناشنعباتزاهدافتسااب:هتکن

Iدینکضرف Xودشابرگناشنعبات(·) ∼ N (٠, میراد،zتباثرهیاربنیاربانب.(١

E[I (X ≤ z)] = P(X ≤ z) = Φ(z).

:میراد،fیاربدرادناتسالامرنعیزوتنتفرگرظنردابسپ

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xi ≤ z).
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نارک‌یبیاه‌لارگتنا

:دینکهدافتسادرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحمیاربولراکتنومشورزا

Φ(z) =
∫ z

−∞

١√
٢π

e−
x٢
٢ dx.

.)؟هنوگچ:نیرمت(درکلیدبترادنارکیاه‌لارگتناهباراه‌نآریغتمرییغتابناوت‌یم

.درکنایبیضایردیمالکشهبناوت‌یمزیناراه‌لامتحا،رگناشنعباتزاهدافتسااب:هتکن

Iدینکضرف Xودشابرگناشنعبات(·) ∼ N (٠, میراد،zتباثرهیاربنیاربانب.(١

E[I (X ≤ z)] = P(X ≤ z) = Φ(z).

:میراد،fیاربدرادناتسالامرنعیزوتنتفرگرظنردابسپ

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xi ≤ z).
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z <- seq(.1, 2.5, length = 10)
m <- 10000
x <- rnorm(m)
dim(z) <- length(z)
p <- apply(z, MARGIN = 1,

FUN = function(z, x) {mean(x < z)}, x = x)
Phi <- pnorm(z)
> print(round(rbind(z, p, Phi), 3))

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]
z 0.100 0.367 0.633 0.900 1.167 1.433 1.700 1.967 2.233 2.500
p 0.525 0.627 0.718 0.803 0.871 0.919 0.952 0.973 0.988 0.994
Phi 0.540 0.643 0.737 0.816 0.878 0.924 0.955 0.975 0.987 0.994

١٣٩٣١۵/٣٩نابآ١۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



ییولراکتنومیریگ‌لارگتنایارباطخیاه‌نارک

هب(٢)Φدروآربیاربار٪٩۵نانیمطایاه‌نارکوهبساحماررگدروآربسنایراو،لاابلاثمیارب

.میروآ‌یمتسد

z <- 2
m <- 10000
x <- rnorm(m)
g <- (x < z) #the indicator function
cdf <- mean(g)
v <- mean((g - mean(g))^2) / m
> c(cdf, v)
[1] 9.769000e-01 2.256639e-06
> c(cdf - 1.96 * sqrt(v), cdf + 1.96 * sqrt(v))
[1] 0.9739557 0.9798443

h(x)عباتاجنیارددینکتقد = I (x ≤ z)نآسنایراونیاربانبوتسایلونربریغتمکی

−١)(٢)Φربارب Φ(٢))/m٢٫رادقمرباربدکنیایاربهکتسا ٢٢٣e − .تسا٠۶

١٣٩٣١۶/٣٩نابآ١۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



لاثم

h(x)عباتیارب = [cos ۵٠x + sin ٢٠x]٠]هزابردارنآلارگتنارادقم،٢, .دینکهبساحم[١

h=function(x){(cos(50*x)+sin(20*x))^2}
par(mar=c(2,2,2,1),mfrow=c(2,1))
curve(h,xlab="Function",ylab="",lwd=2)
> integrate(h,0,1)
0.9652009 with absolute error < 1.9e-10
x=h(runif(10^4))
estint=cumsum(x)/(1:10^4)
esterr=sqrt(cumsum((x-estint)^2))/(1:10^4)
plot(estint, xlab="Mean and error range",type="l",lwd=2,
ylim=mean(x)+20*c(-esterr[10^4],esterr[10^4]),ylab="")
lines(estint+2*esterr,col="gold",lwd=2)
lines(estint-2*esterr,col="gold",lwd=2)

١٣٩٣١٧/٣٩نابآ١۶هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح
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:هتکندنچ

h̄mسنایراویارببسانمیدروآربνmهکیمادامییولراکتنومدروآربهکتشادتقددیاب
.تسااکتالباق،تسا

یزکرمدحهیضقزاناوت‌یمن،دوش‌یمارگمهیدنکهبایتسینارگمهνmهکینارحبدراومرد

.دنتسیناکتالباق،نانیمطایحاونهبساحمهجیتنردودربهرهبلامرنیبیرقتعیزوتو

،هطقنکیرددرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحملاثمرد

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xj ≤ z) −→ Φ(z),

−١)Φ(z)رباربرگدروآربنیاقیقدسنایراو Φ(z))/mرباربابیرقتهکتساVar ≈ ١
۴m

×٢،راشعامقرراهچتقدابیدروآربنتشادیاربتلاحنیارد.دشاب‌یم
√

١
۴m ≤ ١٠−۴،

mیولراکتنومرارکتهبزاین = (١٠۴)٢ = .میراد١٠٨
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:هتکندنچ

h̄mسنایراویارببسانمیدروآربνmهکیمادامییولراکتنومدروآربهکتشادتقددیاب
.تسااکتالباق،تسا

یزکرمدحهیضقزاناوت‌یمن،دوش‌یمارگمهیدنکهبایتسینارگمهνmهکینارحبدراومرد

.دنتسیناکتالباق،نانیمطایحاونهبساحمهجیتنردودربهرهبلامرنیبیرقتعیزوتو

،هطقنکیرددرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحملاثمرد

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xj ≤ z) −→ Φ(z),

−١)Φ(z)رباربرگدروآربنیاقیقدسنایراو Φ(z))/mرباربابیرقتهکتساVar ≈ ١
۴m

×٢،راشعامقرراهچتقدابیدروآربنتشادیاربتلاحنیارد.دشاب‌یم
√

١
۴m ≤ ١٠−۴،

mیولراکتنومرارکتهبزاین = (١٠۴)٢ = .میراد١٠٨
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:هتکندنچ

h̄mسنایراویارببسانمیدروآربνmهکیمادامییولراکتنومدروآربهکتشادتقددیاب
.تسااکتالباق،تسا

یزکرمدحهیضقزاناوت‌یمن،دوش‌یمارگمهیدنکهبایتسینارگمهνmهکینارحبدراومرد

.دنتسیناکتالباق،نانیمطایحاونهبساحمهجیتنردودربهرهبلامرنیبیرقتعیزوتو

،هطقنکیرددرادناتسالامرنعیزوتعباتهبساحملاثمرد

Φ̂(z) = ١

m

m∑
j=١

I (xj ≤ z) −→ Φ(z),

−١)Φ(z)رباربرگدروآربنیاقیقدسنایراو Φ(z))/mرباربابیرقتهکتساVar ≈ ١
۴m

×٢،راشعامقرراهچتقدابیدروآربنتشادیاربتلاحنیارد.دشاب‌یم
√

١
۴m ≤ ١٠−۴،

mیولراکتنومرارکتهبزاین = (١٠۴)٢ = .میراد١٠٨
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یشوکنیشیپ‐لامرنعیزوت:یزیبلاثم

:تسایشوکعیزوت،دنمونتنیشیپعیزوتکی،لامرنعیزوتنیگنایمدروآربیارب

X ∼ N (θ, ١), θ ∼ C(٠, ١).

:زاتسترابعنیسپنیگنایم،اطخمودناوتنایزعباتتحت

δπ =

∫∞
−∞

θ
١+θ٢ e−(x−θ)٢/٢dθ∫∞

−∞
١

١+θ٢ e−(x−θ)٢/٢dθ
.

Nعیزوتزایزاس‌هیبش،δπلکش (x, :دنک‌یمداهنشیپار(١

θ١, . . . , θm ∼ N (x, ١),

نیاربانبو

δ̂πm =
m∑

i=١

θi
١+ θ٢i

/

m∑
i=١

١

١+ θ٢i
−→ δπ.
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iteration

set.seed(21351)
x=2
Niter=10^4
co=rnorm(Niter,mean=x)
x1=co/(1+co^2)
x2=1/(1+co^2)
> mean(x1)/mean(x2)
[1] 1.2729
th=rcauchy(Niter)
d1=th*dnorm(th,mean=x)
d2=dnorm(th,mean=x)
> mean(d1)/mean(d2)
[1] 1.27617
estint1=cumsum(d1)/(1:Niter)
esterr1=sqrt(cumsum((d1-estint1)^2))/(1:Niter)
plot(estint1,type="l",xlab="iteration",ylab="",
col="gold")
lines(estint1-2*esterr1,lty=2,lwd=2)
lines(estint1+2*esterr1,lty=2,lwd=2)
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مهمطاقنیریگ‌هنومن

و(رت‌لاگچیحاونربیریگ‌هنومنزکرمتهکدنیوگمهمطاقنیریگ‌هنومنلیلدنیاهبارشورنیا

.درادرارق)رت‌مهمطاقنباختناهجیتنرد

.دیروآرطاخهبارJلارگتنا

:داضت

)؟ارچ(.تسینهنیهبًاموزلfیلاگچعباتزاهنومنمیقتسمدیلوت

Importance(مهمطاقنزایریگ‌هنومنزاهدافتسا،نیشناجشورکی Sampling(هکتسا

:دنک‌یملمعJیاربینیشناجشیامنساسارب

Ef (h(X)) =

∫
χ

[
h(x) f (x)

g(x)

]
g(x)dx = Eg

[
h(X)

f (X)

g(X)

]
.

.دهد‌یمارfزجهبیرگیدیاه‌عیزوتزاهدافتساهزاجاامهبشیامنتروصنیا

Instrumental(یرازباعیزوتgهبویلصاعیزوتfهب Distribution(دنیوگ‌یمزین.
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مهمطاقنیریگ‌هنومن

و(رت‌لاگچیحاونربیریگ‌هنومنزکرمتهکدنیوگمهمطاقنیریگ‌هنومنلیلدنیاهبارشورنیا

.درادرارق)رت‌مهمطاقنباختناهجیتنرد

.دیروآرطاخهبارJلارگتنا

:داضت

)؟ارچ(.تسینهنیهبًاموزلfیلاگچعباتزاهنومنمیقتسمدیلوت

Importance(مهمطاقنزایریگ‌هنومنزاهدافتسا،نیشناجشورکی Sampling(هکتسا

:دنک‌یملمعJیاربینیشناجشیامنساسارب

Ef (h(X)) =

∫
χ

[
h(x) f (x)

g(x)

]
g(x)dx = Eg

[
h(X)

f (X)

g(X)

]
.

.دهد‌یمارfزجهبیرگیدیاه‌عیزوتزاهدافتساهزاجاامهبشیامنتروصنیا

Instrumental(یرازباعیزوتgهبویلصاعیزوتfهب Distribution(دنیوگ‌یمزین.
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:داضت
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مهمطاقنیریگ‌هنومنمتیروگلا

:درکلمعریزتروصهبناوت‌یمJلارگتناهبساحمیارب

,X١هنومن١ . . . ,Xmعیزوتزاارgنکدیلوت

:نکهدافتساریزبیرقتزا٢

١

m

m∑
j=١

f (Xj)

g(Xj)
h(Xj).

.دوشلصاحیاهرگدروآربسنایراوشهاکثعابدناوت‌یمfیاجهباه‌عیزوتریاسزاهدافتسا
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مهمطاقنیریگ‌هنومنمتیروگلا

:درکلمعریزتروصهبناوت‌یمJلارگتناهبساحمیارب

,X١هنومن١ . . . ,Xmعیزوتزاارgنکدیلوت

:نکهدافتساریزبیرقتزا٢

١

m

m∑
j=١

f (Xj)

g(Xj)
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لبقهباشم

:ییارگمه

١

m

m∑
j=١

f (Xj)

g(Xj)
h(Xj) −→

∫
χ

h(x)f (x)dx.

supp(fهکنآربطورشم،تسارارقربgعیزوترهیازاهبییارگمهنیا ) ⊂ supp(g).

:مهمهتکنود

دشابهداسنآزاهنومندیلوتهکدوشباختنایا‌هنوگهبدیابgعیزوت•

hعباوتیارباهنتهن.درکهدافتساتاعفدهبناوت‌یم)gطسوت(هدشدیلوتهنومنزا•
تساهدافتسالباقهباشمهنومنمهتوافتمfیاه‌عیزوتیاربهکلبفلتخم
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∫
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∫
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لبقهباشم

:ییارگمه
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∫
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یرازباعیزوتباختنا

.دنتسههیقبزارتهباه‌باختنازایضعب،دشابدناوت‌یمیلاگچعباترهgهچرگا

هکتسایهانتمسنایراویارادیتقوطقفرگدروآرب•

Ef

[
h٢(X)

f (X)

g(X)

]
=

∫
χ

h٢(x) f (x)
g(x)

dx < ∞.

supهکینامزینعی(fیاه‌مدزارت‌کبسیاه‌مدابیرازبایاه‌عیزوت• f
g = بسانم)∞

.دنتسین

supرگا• f
g = یاه‌نزو،∞

f (xj)
g(xj)

هکتساینعمنآهبنیاودوبدنهاوخریغتمتدشهب

دوش‌یمهدادهزادنازاشیبتیمهااهxjزایکدنادادعتهب

supرگا• f
g = M < در‐شریذپشورزا،میقتسمروطهبfزاهنومندیلوتیارب،∞

درکهدافتساناوت‌یممه
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یرازباعیزوتباختنا
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یشوکعیزوت:لاثم

ردیرازباعباتناونعهباردرادناتسالامرنویلصاعباتناونعهباردرادناتسایشوکعیزوترگا

میراد،میریگبرظن

ρ(x) = f (x)
g(x)

=
√
٢π

exp x٢/٢
π(١+ x٢)

.

∫ینعی،تساراتفردبتدشهبتبسننیا ∞

−∞
ρ٢(x)g(x)dx = ∞ )نیرمت(

.دوبروصتمناوت‌یممهمطاقنیریگ‌هنومنزالصاحرگدروآربیاربیفیعضدرکلمعهجیتنردو
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هنیهبیرازباعبات

زاتسترابع،دنک‌یمممین‌یمارمهمطاقنیریگ‌هنومنرگدروآربسنایراوهکgعبات

g∗(x) = |h(x)|f (x)∫
|h(z)|f (z)dz

.

.تسینرسیمهنیهبباختنانیاهبیبایتسد

.میتسهنآهبساحملابندهبهکتسایلارگتنارادقمنتسناددنمزایننآزاعلاطااریز
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هنیهبیرازباعبات

زاتسترابع،دنک‌یمممین‌یمارمهمطاقنیریگ‌هنومنرگدروآربسنایراوهکgعبات

g∗(x) = |h(x)|f (x)∫
|h(z)|f (z)dz

.

.تسینرسیمهنیهبباختنانیاهبیبایتسد

.میتسهنآهبساحملابندهبهکتسایلارگتنارادقمنتسناددنمزایننآزاعلاطااریز
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مهمطاقنیریگ‌هنومنرگدروآربیلمعهخسن

دنچرد(مهمطاقنیریگ‌هنومنرگدروآربناونعهبهدش‌یفرعمرگدروآربیاربنیشناجشورکی

m∑زاهدافتسا،)لبقدیلاسا
j=١ h(xj)

f (xj)
g(xj)∑m

j=١
f (xj)
g(xj)

,

رگدروآربیلکروطهبمهودنک‌یمعفترماررگدروآربسنایراوندوبیهانتملکشممههکتسا

.دهد‌یمهجیتناریرترادیاپ

wj،اه‌نزوعومجمزاmیاجهب،هخسننیارد =
f (xj)
g(xj)

.دوش‌یمهدافتسا،

١نوچهکدینکتقد
m
∑m

j=١
f (xj)
g(xj)

−→ mهکینامز،١ −→ ربانبمهرگدروآربنیا،∞

Efهبگرزبدادعایوقنوناق (h(X))دنک‌یملیم.

رگدروآربهبارنآ،رتمکسنایراوونآکچوکیبیرااما،تسابیرارگدروآربنیاهکنیااب

.تساهدرکلیدبتیلبقهخسنهبتبسنحجرا
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کینومراهنیگنایم

:میرادمهمطاقنیریگ‌هنومنرگدروآربزاهخسننیایارب،هنیهبعباتنتفرگرظنرداب

∑m
j=١ h(xj)

f (xj)
g(xj)∑m

j=١
f (xj)
g(xj)

=

∑m
j=١ h(xj)|h(xj)|−١∑m

j=١ |h(xj)|−١
,

xjهکیروطهب ∼ g ∝ |h|f.

یاهنمتساتبثمh(xj)هکیتاعفددادعتزاتسترابعلاابترابعتروصهکدینکتقد

.تسایفنمهکیتاعفددادعت

.دوش‌یملیدبتکینومراهنیگنایمهبرگدروآربنیا،دشابتبثمhرگا

تباثوتسینرارقربرگدروآربنیایارب،هدش‌حرطمیگنیهبدوش‌یمروصتهکهچنآمغریلع

.دوشرجنمرادیاپانتدشهبوبیرایرگدروآربهبدناوت‌یمهکتساهدش

.تساهدشثحبکینومراهنیگنایمرگدروآربندوبدامتعالباقریغدرومردیفلتخمنوتمرد
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یلکدومنهر

کینومراهنیگنایمرگدروآربدرکلمعشیامن:هژورپ

h|f|هکتساهنیهبgیاربیعیزوت،یدربراکرظنهطقنزا /gسنایراوودشابتباثابیرقت

دشابهتشادیهانتم
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∫لاثم ١

٠

e−x

١+ x٢
dx =?,

،لاثمنیاردعقاورد

g(x) =

{
e−x

١+x٢ ٠ < x < ١

٠ o.w.

:مینک‌یمهدافتساریزیرازباعباوتزانآلحیارب

f0(x) = 1, 0 < x < 1,
f1(x) = e−x , 0 < x < ∞,

f2(x) =
1

π(1 + x2)
, −∞ < x < ∞,

f3(x) =
e−x

1 − e−1 , 0 < x < 1,

f4(x) =
4

π(1 + x2)
, 0 < x < 1.
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،اه‌عیزوتنیازاهدشدیلوتریداقمزایرایسبودنتسهیرتگرزبهاگ‌هیکتیارادf٢وf١عباتود

.ییاراکانینعینیاو.تشاددنهاوخرفصرباربیمهسعومجمرد

.درکدیلوتهنومنناوت‌یمیتحارهباه‌عیزوتنیامامتزا

fتسادرادناتسایشوکعیزوت٢

hلاثمنیارددینکتقد،g/fتبسننآیاربهکیعبات = تباثیرادقمهبهیقبزا،تسا١
.دوش‌یمهدیدمهلکشیورزا.تساf٣عبات،تسارتکیدزن

x <- seq(0, 1, .01)
w <- 2
f1 <- exp(-x)
f2 <- (1 / pi) / (1 + x^2)
f3 <- exp(-x) / (1 - exp(-1))
f4 <- 4 / ((1 + x^2) * pi)
g <- exp(-x) / (1 + x^2)
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par(mfrow=c(1,2))
## figure (a)
plot(x, g, type = "l", main = "", ylab = "",

ylim = c(0,2), lwd = w)
lines(x, g/g, lty = 2, col = 2, lwd = w)
lines(x, f1, lty = 3, col = 3, lwd = w)
lines(x, f2, lty = 4, col = 4, lwd = w)
lines(x, f3, lty = 5, col = 5, lwd = w)
lines(x, f4, lty = 6, col = 6, lwd = w)
legend("topright", legend = c("g", 0:4),

lty = 1:6, lwd = w, inset = 0.02)
# figure (b)
plot(x, g, type = "l", main = "", ylab = "",

ylim = c(0,3.2), lwd = w, lty = 2)
lines(x, g/f1, lty = 3, col = 3, lwd = w)
lines(x, g/f2, lty = 4, col = 4, lwd = w)
lines(x, g/f3, lty = 5, col = 5, lwd = w)
lines(x, g/f4, lty = 6, col = 6, lwd = w)
legend("topright", legend = c(0:4),

lty = 2:6, lwd = w, inset = 0.02)
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m <- 10000
theta.hat <- se <- numeric(5)
g <- function(x) {

exp(-x - log(1+x^2)) * (x > 0) * (x < 1)
}
x <- runif(m) #using f0
fg <- g(x)
theta.hat[1] <- mean(fg)
se[1] <- sd(fg)
x <- rexp(m, 1) #using f1
fg <- g(x) / exp(-x)
theta.hat[2] <- mean(fg)
se[2] <- sd(fg)
x <- rcauchy(m) #using f2
i <- c(which(x > 1), which(x < 0))
x[i] <- 2 #to catch overflow errors in g(x)
fg <- g(x) / dcauchy(x)
theta.hat[3] <- mean(fg)
se[3] <- sd(fg)
u <- runif(m) #f3, inverse transform method
x <- - log(1 - u * (1 - exp(-1)))
fg <- g(x) / (exp(-x) / (1 - exp(-1)))
theta.hat[4] <- mean(fg)
se[4] <- sd(fg)
u <- runif(m) #f4, inverse transform method
x <- tan(pi * u / 4)
fg <- g(x) / (4 / ((1 + x^2) * pi))
theta.hat[5] <- mean(fg)
se[5] <- sd(fg)
### Results
> rbind(theta.hat, se)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
theta.hat 0.5268425 0.5206398 0.5236278 0.52512375 0.5257661
se 0.2467741 0.4191347 0.9496426 0.09542621 0.1416929
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لاثم

P(Xدننامیمدیاه‌لامتحابیرقتیاربولراکتنوملومعمشورزاهدافتسا > a)هکیتقو

aدشابقیقدانوهنیزهرپرایسبدناوت‌یم،دشابگرزب.

Zدینکضرفرگالاثمناونعهب ∼ N (٠, P(Zمیشابلیامو،(١ > ۴٫ ،مینکهبساحمار(۵

،تساکچوکیلیخنآرادقمهک

> pnorm(-4.5)
[1] 3.397673e-06

Zزایا‌هنومندیلوت (i) ∼ N (٠, ۴٫زارتگرزبهکیروطهب(١ رابنویلیمهسره،دریگرارق۵

!!!دتفا‌یمقافتارابکی

شورزاهدافتسا،میتسهردانیلیخدماشیپکیلامتحاهبساحمهبدنم‌هقلاعامهکاجنآزا

دیلوتدنمزاین،)بسانمتقداب(بسانمباوجکیهبندیسروfزاهنومندیلوتیاربلومعم

.تساهنومنیدایزرایسب

شیازفااریلامتحانینچهبساحمییاراکوتقدیریگمشچروطهبمهمطاقنیریگ‌هنومناما

.دهد‌یم
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۴٫)هبدودحمهاگ‌هیکتابیعیزوترگا ویفاضاسنایراوزایتمسق،میریگبرظنرد(∞,۵

هکیتقو(تسارفصنزوابیاه‌هنومندیلوتزایشانهکولراکتنومرگدروآربیرورضریغ

x < ۴٫ .دشدهاوخفذح،)۵

۴٫ردهدشهدیربییامن،یرازباعباتینعیgیارببسانمباختناکی :تسا۵

g(y) = e−y∫∞
۴٫۵ e−xdx

= e−(y−۴٫۵).

:زاتسترابعISرگدروآربنیاربانب

١

m

m∑
j=١

f (yj)

g(yj)
=

١

m

m∑
j=١

e−y٢
j /٢+yj−۴٫۵

√
٢π

,

.دنا‌هدشدیلوتgزااهYjنآردهک
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im

Nsim=1000
y=rexp(Nsim)+4.5
weit=dnorm(y)/dexp(y-4.5)
plot(cumsum(weit)/1:Nsim,type="l")
abline(a=pnorm(-4.5),b=0,col="red")
## Estimated Value = 3.452e-06 vs.
## True value = 3.398e-06
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

)ییارگمههبندادتعرسولرتنک،یبایزرا(ولراکتنومیاه‌شور:متشههسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣نابآ٢٣

١٣٩٣١/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



سنایراوشهاک
(θ̂١)Varرگا،θ̂٢وθ̂١رگدروآربودیارب < Var(θ̂٢)طسوتسنایراوشهاکدصردهاگنآ

θ̂زاتسترابع١:

١٠٠

(
Var(θ̂٢)− Var(θ̂١)

Var(θ̂١)

)
.

دینکضرف

X (j) = (X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, . . . ,m,

نیاربانب.دشابXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکی

Y (j) = h(X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, . . . ,m,

Yعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکی = h(X١, . . . ,Xn)دینکضرفوتسا

E(Ȳ ) = E

 ١

m

m∑
j=١

Yj

 = θ.
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θ̂ینعی،ولراکتنومرگدروآربنیاربانب = Ȳ،رباربنآسنایراووتسابیراان

Var(θ̂) =
Varf (h(X))

m

.تسا

دبایشیازفا،m،ولراکتنومهنومنمجحردقچرههکتساحضاوسنایراولومرفزا

.دبای‌یمشهاکرگدروآربسنایراو

یاربلاثم.دوشدیلوتیگرزبهنومنمجحدیاب،رایعمفارحناردیکچوکنازیمشهاکیارباما

٠٫زاشهاک ٠٫هب٠١ .دوشدیلوترتشیبرارکت١٠٠٠٠ًابیرقتدیاب٠٠٠١

اما،دبای‌یمشهاکرگدروآربسنایراوییولراکتنومهنومنمجحشیازفاابهچرگانیاربانب

شورییاراکوسنایراوشهاکنازیمنیبدیابسپ.دوبدهاوخدایززینتابساحمهنیزه

.درکداجیایلداعت)رگدروآربندروآتسدهبتعرس(

مهیدایزیتابساحمهنیزههکیلاحرددنا‌هدشیفرعمسنایراوشهاکیاربیفلتخمیاه‌شور

.میزادرپ‌یماه‌نآزایخربیفرعمهبهسلجنیاردهکدنرادنربرد

١٣٩٣٣/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



وس‌مهانیاهریغتم

Var(U١ + U٢

٢
) =

١

۴
{Var(U١) + Var(U٢)}+

١

٢
Cov(U١,U٢).

یگتسبمهیارادریغتمودنیاهاگرهدوبدهاوخU٢وU١سنایراوزارتمکنیگنایمسنایراو

.دنشابوس‌مهانرگیدترابعهبای.دنشابیفنم

.دنک‌یمیفرعمسنایراوشهاکتهجیشور،هداستیعقاونیمه

,X١)دینکضرف . . . ,Xm)و(Y١, . . . ,Ym)زاهنومنودfدروآربیارب

J =

∫
<

h(t)f (t)dt,

هلیسوهب

Ĵ١ =
١

m

m∑
j=١

h(Xj) & Ĵ٢ =
١

m

m∑
j=١

h(Yj),

.دشابσ٢ناشسنایراووJاه‌نآنیگنایمهکیروطهب،دنشاب
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سنایراوشهاک

Var( Ĵ١ + Ĵ٢

٢
) =

σ٢

٢
+

١

٢
Cov(Ĵ١, Ĵ٢).

هاگنآ،دنشابیفنمهتسبمههنومنودرگا

Cov(Ĵ١, Ĵ٢) ≤ ٠

.دنهد‌یمدوبهباررگدروآربمجح‌مهولقتسمهنومنودهجیتنردو
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,X١دینکضرف . . . ,Xnرهیازاهبینعی.دنشابهدشدیلوتلامتحالارگتنالیدبتشوراب

،mرارکت
١UjعیزوتزاU (٠, تساهدشدیلوت(١

٢X (j) = F−١
X (Uj), j = ١, . . . ,n

−١وUمیناد‌یم Uنیربانب.دنشاب‌یمیفنمیگتسبمهیارادودنتسهعیزوت‌مه

Yj = h(F−١
X (U (j)

١ ), . . . ,F−١
X (U (j)

n )),

و

Y ′
j = h(F−١

X (١− U (j)
١ ), . . . ,F−١

X (١− U (j)
n )),

.دنتسهعیزوت‌مه
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YوYjیاهریغتم،دشاباونکیhعباترگا ′
jدنتسهیفنمهتسبمه

درادرارقباتک١٢٩هحفصردنآتابثا
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؟تساهنوگچشوریارجاروتسد

ربارباراه‌نآ٢/m،دشابمزلاولراکتنومهنومنmرگا

Yj = h(F−١
X (U (j)

١ ), . . . ,F−١
X (U (j)

n )),

رباربار٢/mهیقبو

Y ′
j = h(F−١

X (١− U (j)
١ ), . . . ,F−١

X (١− U (j)
n )),

Uهکیروطهب،میهد‌یمرارق (j)
i , i = ١, . . . ,n; j = ١, . . . ,m/زایفداصتیاه‌هنومن,٢

U (٠, .دنتسه(١

:زاتساترابعوس‌مهانیاهریغتمشورزالصاحرگدروآربهجیتنرد

θ̂ =
١

m/٢

m/٢∑
j=١

(
Yj + Y ′

j
٢

)
.

ابیرگدروآربودوش‌یمدیلوت٢/nmمجحهبیا‌هنومن،هنومنnmدیلوتیاجهبشورنیااب

.تشادمیهاوخرتمکسنایراو
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لاثم

Φ(x) =
∫ x

−∞

١√
٢π

e−t٢/٢dt.

θهبساحمهبدوش‌یملیدبتلارگتنانیاهبساحم،ریغتملیدبتاب = EU

[
xe−(xU)٢/٢

]
ردهک

Uنآ ∼ U (٠, ١).

دیلوتابهجیتنردودوبدهاوخاونکیhعبات،xتبثمریداقمنتفرگرظنرداب

u١, . . . , um/٢ ∼ U (٠, :میراد(١

Yj = h(j)(u) = xe−(xuj)٢/٢, j = ١, . . . ,m/٢.

:مینک‌یمدیلوتریزتروصهبارهنومن٢/mهیقب

Y ′
j = xe−(x(١−uj))٢/٢, j = ١, . . . ,m/٢.

١٣٩٣٩/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نیاربانب

θ̂ =
١

m/٢

m/٢∑
j=١

xe−(xuj)٢/٢ + xe−(x(١−uj))٢/٢

٢
−→ θ

MC.Phi <- function(x, R = 10000, antithetic = TRUE) {
u <- runif(R/2)
if (!antithetic) v <- runif(R/2) else

v <- 1 - u
u <- c(u, v)
cdf <- numeric(length(x))
for (i in 1:length(x)) {

g <- x[i] * exp(-(u * x[i])^2 / 2)
cdf[i] <- mean(g) / sqrt(2 * pi) + 0.5

}
cdf

}
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x <- seq(.1, 2.5, length=5)
Phi <- pnorm(x)
set.seed(123)
MC1 <- MC.Phi(x, anti = FALSE)
set.seed(123)
MC2 <- MC.Phi(x)
> print(round(rbind(x, MC1, MC2, Phi), 5))

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
x 0.10000 0.70000 1.30000 1.90000 2.50000
MC1 0.53983 0.75825 0.90418 0.97311 0.99594
MC2 0.53983 0.75805 0.90325 0.97132 0.99370
Phi 0.53983 0.75804 0.90320 0.97128 0.99379
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ردوس‌مهانیاهریغتمشورطسوتxمولعمرادقمکییاربناوت‌یمارسنایراویبیرقتشهاک

:درکهبساحم،درادناتسایولراکتنومشورلباقم

m <- 1000
MC1 <- MC2 <- numeric(m)
x <- 1.95
for (i in 1:m) {

MC1[i] <- MC.Phi(x, R = 1000, anti = FALSE)
MC2[i] <- MC.Phi(x, R = 1000)

}
> print(sd(MC1))
[1] 0.006874616
> print(sd(MC2))
[1] 0.0004392972
> print((var(MC1) - var(MC2))/var(MC1))
[1] 0.9959166

٩٩٫دیدجرگدروآرب،وس‌مهانیاهریغتمشورابهکدینک‌یمهدهاشم ردسنایراوشهاک۵٪

xهطقن = ١٫ .تساهدرکداجیا٩۵
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هتکندنچ

بوسحماراکیشور،دشابنآیارجاناکمارگایلوتسینارجالباقهشیمهشورنیا•

دوش‌یم

Yjدیهدرارق،دشابنراقتمfرگا• = ٢µ− Xjنآردهکµنیگنایمfدشاب‌یم.

رداهXjیریگ‌هنومنینعی،یا‌هیلایریگ‌هنومناب،دنکزارفاارXریغتمهاگ‌هیکتi(Ai)رگا•

دادشهاکارسنایراوناوت‌یم،Aiره
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یلرتنکیاهریغتم

زاهدافتسا،E(h(X))ییولراکتنومیاهرگدروآربسنایراوشهاکیاربرگیدیتفایهر

.تسایلرتنکیاهریغتم

دینکضرف

J =

∫
h(x)f (x)dx,

ومولعمان

J٠ =

∫
h٠(x)f (x)dx,

.Ĵ٠ابJ٠ودوش‌یمدروآربĴابJ.دشابمولعم
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همادا:یلرتنکیاهریغتم

:میرادرگدروآربودبیکرتاب

Ĵ ∗ = Ĵ + β(Ĵ٠ − J٠)

Ĵتلاحنیارد وتسابیراانJیارب∗

Var(Ĵ ∗) = Var(Ĵ ) + β٢Var(Ĵ٠) + ٢βCov(Ĵ , Ĵ٠).
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هنیهبلرتنک

:زاتسترابعβیاربهنیهبباختنا

β∗ = −Cov(Ĵ , Ĵ٠)

Var(Ĵ٠)

نینچمه

Var(Ĵ ∗) = (١− ρ٢)Var(Ĵ ),

ابتسارباربسنایراوشهاکنازیمنیاربانب.تساĴ٠وĴنیبیگتسبمهبیرضρنآردهک

١٠٠ρ٢

h(xi)نویسرگربیرض.تسانویسرگرزاهدافتسا،∗βندروآتسدهبیاربلومعملحهار
.داددهاوختسدهبارهنیهب∗βنامه(xi)h٠یور

.دوبدهاوخرتشیبسنایراوشهاکنازیم،دشابرتشیبĴ٠وĴنیبیگتسبمهنازیمهچره
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لاثم

θ =

∫ ١

٠

e−x

١+ x٢
dx,

Xهکیروطهب ∼ U (٠, ١).

(x)h٠میهدرارقرگا = e−٠٫۵

١+x٠)هلصافردهاگنآ،٢, یگتسبمهینعی،تساکیدزنh(x)هب(١

و،دنرادییلااب

E(h٠(x)) = e−٠٫۵

∫ ١

٠

١

١+ t٢
dt = e−٠٫۵ arctan(١) = e−٠٫۵π

۴
.
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f <- function(u)
exp(-.5)/(1+u^2)

g <- function(u)
exp(-u)/(1+u^2)

set.seed(510) #needed later
u <- runif(10000)
B <- f(u)
A <- g(u)
## beta^*
cor(A, B)
a = -cov(A,B) / var(B) #est of beta*
> a
[1] -2.436228
## Control variate estimate
m <- 100000
u <- runif(m)
T1 <- g(u)
T2 <- T1 + a * (f(u) - exp(-.5)*pi/4)
> c(mean(T1), mean(T2))
[1] 0.5253543 0.5250021
> c(var(T1), var(T2))
[1] 0.060231423 0.003124814
# Percent of reduced variance
> (var(T1) - var(T2)) / var(T1)
[1] 0.9481199
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نویسرگرزاهدافتساابتابساحم

set.seed(510)
u <- runif(10000)
f <- exp(-.5)/(1+u^2)
g <- exp(-u)/(1+u^2)
c.star <- - lm(g ~ f)$coeff[2] # beta[1]
mu <- exp(-.5)*pi/4
> c.star

f
-2.436228
u <- runif(10000)
f <- exp(-.5)/(1+u^2)
g <- exp(-u)/(1+u^2)
L <- lm(g ~ f)
theta.hat <- sum(L$coeff * c(1, mu)) #pred. value at mu
> theta.hat
[1] 0.5253113
> summary(L)$sigma^2
[1] 0.003117644
> summary(L)$r.squared
[1] 0.9484514
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هتکندنچ

نویسرگرزاتروصنیارد.درکهدافتسایلرتنکریغتمدنچزاریغتمکییاجهبناوت‌یم•

نینچمه.دربهرهبناوت‌یمسنایراوشهاکنازیموهنیهببیارضدروآربیاربهناگدنچ

یلرتنکیاهریغتمنیگنایمطاقنردنویسرگرعباتزالصاحیوگشیپرادقمدیدجدروآرب

.تسا

.تسانویسرگرنییعتبیرضنامه،سنایراوشهاکنازیم•

MSE/nنامهینویسرگرلدمرد،یلرتنکیاهریغتمشورابدیدجرگدروآربسنایراو•
تسا

دراددوجومیقتسمهطباریلرتنکووس‌مهانیاهریغتمیاه‌شورنیب•

١٣٩٣٢٠/٢٠نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

یرامآطابنتساویزاس‌هیبش:مهنهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣نابآ٢٣
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؟یزاس‌هیبشارچ

:یاربرتویپماککیردسناشدیلوتهبزاین

یاه‌یزاب،یداصتقاتایلمع،هکبشکیدننام(هدیچیپمتسیسکیراتفریبایزرا•

)هریغوهناخراککیدیلوتطخ،یرتویپماک

دیدجیرامآشورکییتلاامتحایاه‌یگژیوییاسانش•

)پرتسا‌توب(مولعمانعیزوتتحتیرامآشورکییاه‌یگژیوییاسانش•

یرامآلدمکییتسردیبایزرا•

لارگتناکیهبساحم•

•...

یرامآطابنتساردولراکتنومیزاس‌هیبشیاه‌شوریاهدربراکزایتمسقهبهسلجنیارد

میزادرپ‌یم
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یزاس‌هیبشیحارط:πبیرقت

πرادقمدرومرددینکضرف = ٣٫ یاربشورکی.میشابهتشادنیعلاطا...١۴١۵٩٢۶۵٣۵

:تساهریادتحاسمزاهدافتسا،ددعنیابیرقت
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یزاس‌هیبشیحارط:πبیرقت

,x)دننامیا‌هطقن،میریگبرظنردارهریادعبررگا y)دنک‌یمقدصریزیواسمانردنآنورد:

x٢ + y٢ ≤ ١.
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πبیرقت
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estimate of π = 3.146

n <- 50000
x <- runif(n, -1, 1)
y <- runif(n, -1, 1)
isInCircle <- (x^2 + y^2 <= 1)
est <- 4 * sum(isInCircle) / n

plot(x, y, type = "n")
points(x[isInCircle], y[isInCircle],
col = "red", pch = ".")
points(x[!isInCircle], y[!isInCircle],
col = "black", pch = ".")
title(substitute(paste("estimate of ", pi,
" = ", x), list(x = est)))
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؟روطچیزاس‌هیبش؟یتسیندلبلامتحا

یکیرفنnابیسلاکیوجشنادودلقادحدلوتزورهک‌نآلامتحا:)دلوتزور(قابطناهلاسم
؟تساردقچ،دشاب

P( رفنودیاربناسکیدلوتلقادح ) = 1 − P( دشابنناسکیسکچیهدلوتزور )

= 1 − 365 × 364 × · · · × [365 − (n − 1)]
365n .

nیاربلاثم = ۶،

١− ((٣۶۵× ٣۶۴× ٣۶٣× ٣۶٢× ٣۶١× ٣۶٠)/(٣۶۵۶)) = ٠٫ ٠۴٠۴۶
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؟روطچیزاس‌هیبش؟یتسیندلبلامتحا

یکیرفنnابیسلاکیوجشنادودلقادحدلوتزورهک‌نآلامتحا:)دلوتزور(قابطناهلاسم
؟تساردقچ،دشاب

P( رفنودیاربناسکیدلوتلقادح ) = 1 − P( دشابنناسکیسکچیهدلوتزور )

= 1 − 365 × 364 × · · · × [365 − (n − 1)]
365n .

nیاربلاثم = ۶،

١− ((٣۶۵× ٣۶۴× ٣۶٣× ٣۶٢× ٣۶١× ٣۶٠)/(٣۶۵۶)) = ٠٫ ٠۴٠۴۶
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؟روطچیزاس‌هیبش؟یتسیندلبلامتحا

!دینادنارخساپلحهاردینکضرف

:تفایتسد)کیدزن(یبیرقتباوجکیهبناوت‌یمهداسیزاس‌هیبشکیاب

count = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays = sample(1:365, 6, replace = T)
if (length(unique(bdays)) < 6)

count = count + 1
}
> count
[1] 40754
> p = count/(10^6)
> p
[1] 0.040754
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یعقاورادقمهبییارگمهشیامن
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)p = rep(0, 10000)

for (i in 1:10000) {
bdays = sample(1:365, 6, replace = T)
if (length(unique(bdays)) < 6)

p[i] = 1
}
#
plot(cumsum(p)/c(1:10000), type = "l")
abline(h = 0.04046248, col = "red")
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؟ناسکیدلوتزورابرفن٨نیبزارفنوداقیقدنتشادسناش

count2 = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays2 = sample(1:365, 8, replace = T)
if (length(unique(bdays2)) == 7)

count2 = count2 + 1
}

p2 = count2/(10^6)
> p2
[1] 0.072501

.دینکهبساحمارلامتحانیایرظنرادقم.نیرمت

nیارب.نیرمت = هتشادفلاتخازورکیابیدلوتیاهزوررفن٢لقادحهک‌نیالامتحا٨

؟دنشاب
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؟ناسکیدلوتزورابرفن٨نیبزارفنوداقیقدنتشادسناش

count2 = 0
for (i in 1:10^6) {

bdays2 = sample(1:365, 8, replace = T)
if (length(unique(bdays2)) == 7)

count2 = count2 + 1
}

p2 = count2/(10^6)
> p2
[1] 0.072501

.دینکهبساحمارلامتحانیایرظنرادقم.نیرمت

nیارب.نیرمت = هتشادفلاتخازورکیابیدلوتیاهزوررفن٢لقادحهک‌نیالامتحا٨

؟دنشاب
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یلبقدیلاسامودنیرمتباوج

count3 = 0
for (i in 1:10^6) {
bdays3 = sample(1:365, 8, replace = T)
bdays3 = sort(bdays3)
if (min(bdays3[2:8] - bdays3[1:7]) == 1)

count3 = count3 + 1
}
count3
[1] 134238
p3 = count3/(10^6)
p3
[1] 0.134238
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هدیچیپاتهداسلیاسم

توافتمیگدیچیپیاه‌هجردابفلتخملیاسمردهدافتسایاربیرازبادناوت‌یم،یزاس‌هیبش

دشاب
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یزاس‌هیبشویرامآطابنتسا

:زادنترابع،رظندرومیطابنتسایاه‌شورهعومجم

هریغواه‌کدنچ،MSE،هرامآکییا‌هنومنعیزوتیاهرتماراپدروآرب•

یمسانانیمطاحطسابهسیاقمروظنمهبنانیمطاهلصافکیششوپلامتحاهبساحم•

یرامآنومزآکیلواعونیاطخخرنهبساحم•

نومزآکیناوتدروآرب•

ضورفمهلاسمکییاربفلتخمیاه‌شوردرکلمعهسیاقم•
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تیعطقمدع

.دنتسهتیعطقمدعابهارمههشیمهاهدروآرب

تیعطقمدعنیادرومردقیقحتزایشان،اهرگدروآربیا‌هنومنیاه‌عیزوتهبساحمهبهقلاع

تسا

،درکیزاس‌هیبشاردنا‌هدشدیلوتنآزااه‌هدادهک)عجرممسیناکم(یفداصتدنیآرفناوتبرگا

رظندرومیاه‌تیمکیوجتسجودنیآرفراتفرهعلاطمهبنآزاهنومنررکمدیلوتابناوت‌یم

.تخادرپ

.دنیوگ‌یمزینیرتماراپپرتسا‌توبارصخشم)یفداصتدنیآرف(یرامآلدمکیزاهنومندیلوت
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ییولراکتنومیبایدروآرب

,X١دینکضرف . . . ,XnیفداصتریغتمعیزوتزایفداصتهنومنکیXدشاب.

θ̂ = θ̂(X١, . . . ,Xn),

.تسایفداصتهنومنزایعباتθزایدروآربناونعهب

ربهکتشادمیهاوخزیناهرگدروآربزایا‌هلابند،میشابهتشادXزایفلتخمیاه‌هنومنرگا

.درکدروآرب،یبرجتعیزوتهبساحماباررگدروآربعیزوتناوت‌یمنآساسا

Xدینکضرفلاثم = (X١, . . . ,Xn)،دینکضرفنینچمهX (١),X (٢), . . زایا‌هلابند.

نیاربانب.دنشابXعیزوتزاهدشدیلوتیفداصتیاه‌هنومن

θ̂(j) = θ̂(X (j)
١ , . . . ,X (j)

n ), j = ١, ٢, . . . ,

درومیاه‌تیمکناوت‌یم)ییاتmلاثم(هلابندنیااب.دنشاب‌یمθیاهرگدروآربزاهلابندکی

.درکدروآربار)θ̂یا‌هنومنعیزوت(رظن
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لاثم

X١,X٢ ∼ N (٠, ١).

E|X١ − X٢| = θ =?

x(j)هنومنmدیلوتاب = (x(j)
١ , x(j)

٢ ), j = ١, . . . ,mناوت‌یمmدروآربθدرکهبساحمار:

θ̂(j) = |x(j)
١ − x(j)

٢ |, j = ١, . . . ,m,

:درکهدافتساهاوخلدیاه‌تیمکدروآربیاربیا‌هنومنیاه‌تیمکزاناوت‌یمنونکا

θ̂ =
١

m

m∑
j=١

θ̂(j) =
١

m

m∑
j=١

|x(j)
١ − x(j)

٢ |.

ŝe(θ̂) = ١√
m

 ١

m − ١

m∑
j=١

(θ̂(j) − θ̂)٢


١/٢
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m <- 1000
g <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- rnorm(2)
g[i] <- abs(x[1] - x[2])

}
est <- mean(g)
> est
[1] 1.130063
> sqrt(sum((g-mean(g))^2))/m
[1] 0.02741058

E|X١لاثمنیارددیهدناشننیرمت − X٢| = ٢√
π
≈ ١٫ و١٢٨٣٧

Var(|X١ − X٢|) = ٢− ۴
π

se(θ̂) =
√

٢− ۴/π

m
≈ ٠٫ ٠٢۶٩۶
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MSEدروآرب

MSE(θ̂) = E
[
(θ̂ − θ)٢

]
.

ˆMSE =
١

m

m∑
j=١

(θ̂(j) − θ)٢

!!تسانکممانتیمکنیاهبساحم،تسامولعمانرتماراپهکیعقاویاه‌هدادیارب:رکذت
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هتساریپنیگنایم:لاثم

درومدنمونتیرگدروآربناونعهب،دنراددوجوترپیاه‌هدادهکیدراومردهتساریپنیگنایم

.دریگ‌یمرارقهدافتسا

,(١)Xدینکضرف،ییاتnهنومنکییارب . . . ,X(n)نیگنایم.دنشابهنومنبترمیاه‌هرامآ

.تساتادهاشمنیرتگرزبونیرتکچوکزجهباه‌هدادمامتنیگنایم،هنومنهتساریپ

X̄[−k] =
١

n − ٢k

n−k∑
j=k+١

X(j).

لواحطسهتساریپنیگنایمMSEدروآربلابندهب،درادناتسالامرنعیزوتکییاربلاثمنیارد

)k = .میتسه)١

θزاتسترابعرظندرومرتماراپ)لامرنعیزوتیارب(یلبقلاثمرد = E(X̄[−١]) = ٠.
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همادا:لاثم

ارجادیابارریزلحارمMSE(T)دروآربیارب،میهدناشنTابارهنومنهتساریپنیگنایمرگا

:مینک

Tدروآربmدیلوت١ (j), j = ١, . . . ,m:

x(j)دیلوت•
١ , . . . , x(j)

nعیزوتزاX.

x(j)ندروآتسدهبواه‌هنومنندرکبترم•
(١) ≤ . . . x(j)

(n)

Tهبساحم• (j) = ١
n−٢

∑n−٢
i=٢ x(j)

(i)

MSE(T)ˆهبساحم٢ = ١
m
∑m

j=١(T (j) − θ)٢ = ١
m
∑m

j=١(T (j))٢.

T،لبقلثمهکدینکتقد (١), . . . ,T (m)حطسهتساریپنیگنایمیا‌هنومنعیزوتزایا‌هنومن

.درکدروآرباه‌نآساساربارهقلاعدرومیاه‌تیمکناوت‌یموتسالامرنعیزوتکییاربلوا
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n <- 20
m <- 1000
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- sort(rnorm(n))
tmean[i] <- sum(x[2:(n-1)]) / (n-2)

}
mse <- mean(tmean^2)
> mse
[1] 0.05571728
> sqrt(sum((tmean - mean(tmean))^2)) / m #se
[1] 0.00745855
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هنایم

:درکلمعشورنیمههبناوت‌یممههنایمیارب

n <- 20
m <- 1000
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

x <- sort(rnorm(n))
tmean[i] <- median(x)

}
mse <- mean(tmean^2)
> mse
[1] 0.07431353
> sqrt(sum((tmean - mean(tmean))^2)) / m #se
[1] 0.008613994

کیزجهباه‌هدادهمههکیروطهبتساهتساریپنیگنایمکیعقاوردمههنایمهکدینکتقد

دنک‌یمشیاریپار)اه‌هدادطسو(اراه‌نآزااتودای
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هدولآلامرن

لامرنولامرنهداوناخودردkحطسهتساریپنیگنایمیاربارMSEمیهاوخ‌یملاثمنیارد

.مینکهسیاقم،هدولآ

:ًلاثم.تسالامرنعیزوتودزاهتخیمآکیعقاوردهدولآلامرنکی

pN (٠, σ٢ = ١) + (١− p)N (٠, σ٢ = ١٠٠)

θرظندرومرتماراپاجنیارد = .تسا٠

ربادتبادیاب،هتخیمآیاه‌عیزوتثحبملثم،هدولآلامرنعیزوتزادیلوتیاربهکدینکتقد

P(σلامتحاعیزوتبسح = ١) = p; P(σ = ١٠) = ١− pیارب١٠ای١رادقمσ

.دوشدیلوتهنومنσنآابرظانتملامرنعیزوتزاسپسودوشباختنا
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set.seed(522)
n <- 20
K <- n/2 - 1
m <- 1000
mse <- matrix(0, n/2, 6)
trimmed.mse <- function(n, m, k, p) {
# MC est of mse for k-level trimmed mean of contaminated normal pN(0,1) + (1-p)N(0,100)
tmean <- numeric(m)
for (i in 1:m) {

sigma <- sample(c(1, 10), size = n,
replace = TRUE, prob = c(p, 1-p))
x <- sort(rnorm(n, 0, sigma))
tmean[i] <- sum(x[(k+1):(n-k)]) / (n-2*k)

}
mse.est <- mean(tmean^2)
se.mse <- sqrt(mean((tmean-mean(tmean))^2)) / sqrt(m)
return(c(mse.est, se.mse))

}
for (k in 0:K) {

mse[k+1, 1:2] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=1.0)
mse[k+1, 3:4] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=.95)
mse[k+1, 5:6] <- trimmed.mse(n=n, m=m, k=k, p=.9)

}
> n*mse

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6]
[1,] 0.9758575 0.1396680 6.229283 0.3528182 11.484562 0.4792567
[2,] 1.0194569 0.1425744 1.954048 0.1976301 4.125681 0.2871660
[3,] 1.0091575 0.1420550 1.304154 0.1614779 1.956211 0.1975056
[4,] 1.0806823 0.1470113 1.168253 0.1528290 1.577817 0.1776404
[5,] 1.0478085 0.1446125 1.279664 0.1599728 1.452725 0.1700661
[6,] 1.1028720 0.1485146 1.395142 0.1670407 1.422924 0.1686735
[7,] 1.3157601 0.1621938 1.348891 0.1642456 1.574427 0.1773341
[8,] 1.3767837 0.1659384 1.503163 0.1733524 1.734379 0.1862460
[9,] 1.3815624 0.1662126 1.525009 0.1746251 1.693839 0.1840468
[10,] 1.4907734 0.1720630 1.646402 0.1814599 1.843068 0.1916661
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نانیمطاحطسدروآرب

مولعماناه‌نآیا‌هنومنعیزوتًلاومعمهکدنیآ‌یمتسدهبییاه‌هرامآبسحربنانیمطایاه‌هلصاف

.تسایراوشدرایسبراکاه‌نآندروآتسدهبایدنتسه

هعماجعیزوتندوبلامرنهریذپساسارب،لومعمدروآربیاه‌شورزایرایسبلاثمناونعهب

هعماجعیزوتاه‌نآردهکدنیآ‌یمشیپیددعتمدراوملمعردهکیلاحرد،دنوش‌یمهتخاس

.دشابلامرنریغ

.دشابنکمماناهرگدروآربیا‌هنومنعیزوتنتفایتسانکممیدراومنینچرد

حطستسانکمم،دنوش‌یمهتخاسهعماجلامرنعیزوتبسحربهکینانیمطالصاوفهجیتنرد

.دشابنیکییمسانانیمطاحطساباه‌نآیبرجتنانیمطا

.درکدروآربارلصاوفنیانانیمطاحطسناوت‌یمولراکتنومیاه‌شوراب
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نانیمطاحطس

U)دینکضرف ,V عیزوتهکدنتسهییاه‌هرامآVوU.دشابθیاربیا‌هلصافدروآربکی(

.تساهتسباوFXهعماجعیزوتهباه‌نآیا‌هنومن

U)یفداصتهلصافهکتسایلامتحا،نانیمطاحطس ,V .دریگ‌یمربردارθیعقاورادقم(

.تسایریگ‌لارگتناهلاسمکی،نانیمطاهلصافکینانیمطاحطسهبساحمنیاربانب

.میروآتسدهبسنایراویاربیا‌هلصافدروآربکیمیهاوخبدینکضرف

ینعی.تساساسحیلیخهعماجیاربلامرنعیزوتهریذپهبیدروآربنینچهکتساروهشم

.دشابهتشادربردیا‌هدننک‌هارمگتدشهبجیاتندناوت‌یملامرنعیزوتزایطخت

ابنانیمطاهلصافکییعقاونانیمطاحطسدروآربیاربناوت‌یمولراکتنومیریگ‌هنومنزا

.درکهدافتسا،تسینلامرناعقاوهعماجعیزوتهکیتقوهعماجلامرنعیزوتضرف
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سنایراویاربنانیمطاهلصاف

.مینک‌یمیسرربارهلاسملامرنیعقاوعیزوتساساربادتبا

X١, . . . ,Xn ∼ N (µ, σ٢)

V =
(n − ١)S٢

σ٢
∼ χ٢(n − ١).

−١)١٠٠حطسردهفرطکینانیمطاهلصافکی α)٪٠)زاتسترابع, (n−١)S٢

χ٢
α

نآردهک(

χ٢
αکدنچαعیزوتماχ٢(n − .تسا(١

ارσ٢یعقاورادقمهلصافهکنآلامتحاهاگ‌نآ،دشابσ٢سنایراوابلامرنهعماجعیزوترگا

−١رباربدهدششوپ αتسا.
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همادا:سنایراویاربنانیمطاهلصاف

Nیاربهلصافیلاابنارکدروآرب (٠, σ٢ = :تساماجنالباقریزتروصهب(۴

n <- 20
alpha <- .05
x <- rnorm(n, mean=0, sd=2)
UCL <- (n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df=n-1)

لباققیقدروطهبنانیمطاحطس،تسالامرناعقاوهعماجعیزوتهکیتقو،لاثمنیارد

:تسایریگ‌هزادنا

P(
١٩S٢

χ٢
٠٫٠۵(١٩)

> ۴) = P(
(n − ١)S٢

σ٢
> χ٢

٠٫٠۵(n − ١)) = ٠٫ ٩۵.

یاه‌هلصاف٪٩۵ًابیرقت،دوشرارکتیدایزتاعفدهبهلصافنیاهبساحموهنومندیلوترگا

σ٢یعقاورادقمدیابهدشهتخاسیددع = .دنشابهتشادربردار۴
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یبرجتنانیمطاحطسدروآرب

Xدینکضرف ∼ FXوθریزلحارمدیابنانیمطاحطسدروآربیارب.دشابرظندرومرتماراپ

:دنوشارجا

j،ولراکتنومرارکترهیارب١ = ١, . . . ,m:

Xهنومن• (j)
١ , . . . ,X (j)

nنکدیلوتار

نکهبساحمارCjنانیمطاهلصاف•

yjرگناشنریغتم• = I (θ ∈ Cj)نکهبساحمار

ȳتیمکابیبرجتنانیمطاحطس٢ = ١
m
∑m

j=١ yjدوش‌یمهبساحم

−١یعقاونانیمطاحطسدروآربیاربیا‌هنومنتبسنȳرگدروآرب α∗نوچنیاربانب.تساyj

Var(ȳ)،دنتسهیلونربیاهریغتماه = (١−α∗)α∗

m.رایعمیاطخیاربیدروآربهجیتنرد

زاتسترابعزیندروآرب

ŝe(ȳ) =
√

(١− ȳ)ȳ
m

.
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لامرنعیزوتسنایراولاثمردولراکتنومدروآرب

n <- 20
alpha <- .05
UCL <- replicate(1000, expr = {

x <- rnorm(n, mean = 0, sd = 2)
(n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df = n-1)
} )

# compute the mean to get the confidence level
> mean(UCL > 4)
[1] 0.95

دینکحیرشتلاثمابهارمهارتاییزجreplicateروتسددرومرد.نیرمت

١٣٩٣٢٩/۵٢نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



لامرنهریذپزایطخت

ینعمنیاهب.تساساسحهعماجعیزوتندوبلامرنهریذپهبتبسنسنایراویا‌هلصافدروآرب

.درادفلاتخانآیمسارادقمابیعقاونانیمطاحطس،دشابنلامرنهعماجعیزوترگاهک

.درادیگتسبS٢هرامآعیزوتهبیعقاونانیمطاحطس

P(
(n − ١)S٢

χ٢
α

> σ٢) = P(S٢ >
σ٢χ٢

α

n − ١
) = ١− G(

σ٢χ٢
α

n − ١
),

.تساS٢هرامآعیزوتعباتGنآردهک

یریگ‌لارگتناهلاسمکیهبنانیمطاحطسدروآربهلاسم،دشابنلامرنهعماجیعقاوعیزوترگا

:دوش‌یمیهتنم

G(t) = P(S٢ ≤ cα) =
∫ cα

٠

g(x)dx,

cαوS٢)مولعمان(یلاگچعبات(·)gهکیروطهب = σ٢χ٢
α

n−١.
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یبرجتنانیمطاحطس

ندوبمولعمطرش،لاابلارگتناولراکتنومهبساحمیارباجنیاردهکدیشابهتشادهجوت

درکدیلوتییاه‌هنومنعیزوتنیازاناوتبتسایفاکاهنتوتسینمزلا(·)gهطباض

عیزوتاماتسا۴هعماجسنایراو(دشاب(٢)χ٢هعماجیعقاوعیزوتدینکضرفلاثمناونعهب

.)تسینلامرن

n <- 20
alpha <- .05
UCL <- replicate(1000, expr = {

x <- rchisq(n, df = 2)
(n-1) * var(x) / qchisq(alpha, df = n-1)
} )

> mean(UCL > 4)
[1] 0.777
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اه‌هیضرفنومزآ

H٠ : θ ∈ Θ٠ vs H١ : θ ∈ Θ١

Θ٠ ∪Θ١ = Θ, Θ٠ ∩Θ١ = ∅

عونیاطخدادخرلامتحایاربلاابنارکهکدنهد‌یمناشنαابارنومزآکییراد‌ینعمحطس

.تسالوا

نیاربانب.تساH٠هیضرفدرلامتحا‌،π(θ)،نومزآکیناوتعبات

α = sup
θ∈Θ٠

π(θ).

دوش‌یمهتفگراد‌ینعم∗Tهاگنآ،دشابهرامآنیاهدشهدهاشمرادقم∗TونومزآهرامآTرگا

.دوشH٠هیضرفدرهبرجنمنآربینتبممیمصترگا

هرامآهکیروطهبتساαنکممرادقمنیرتکچوک،رادقم‐pنامهاییراد‌ینعملامتحا

.دشابراد‌ینعم،هدشهدهاشمنومزآ

!!!دریگتروصهظحلامابدیابرادقم‐pزاهدافتسا
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یبرجتلواعونیاطخخرن

.دشابتسردهیضرفنیاهکینامزتساH٠هیضرفدریطرشلامتحا،لواعونیاطخلامتحا

لواعونیاطخخرن،دوشرارکتتاعفدهب،H٠،رفصهیضرفطیارشتحتنومزآرگانیاربانب

.دشابαرثکادحًابیرقتدیابهدشهدهاشم

راد‌ینعمنومزآیاه‌هرامآتبسن،ولراکتنومیزاس‌هیبشکیرد،یبرجتلواعونیاطخخرن

.تساهدشدیلوتیولراکتنومیاه‌هنومنرد

:تساریزتروصهبیبرجتلواعونیاطخخرندروآربلحارم

jولراکتنومرارکترهیارب١ = ١, . . . ,m:

x(j)هنومن•
١ , . . . , x(j)

nنکدیلوترفصهیضرفتحتار

نکهبساحمارTjنومزآهرامآ•

Ijهدبرارق،دوش‌یمدرH٠هیضرفرگا• = Ijهدبرارقتروصنیاریغرد١ = ٠

١تیمکابارراد‌ینعمیاه‌نومزآتبسن٢
m
∑m

j=١ Ijنکهبساحم
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دروآربدرادناتسایاطخ

،p̂،هنومنتبسنابهکتسایلامتحا،یبرجتلواعونیاطخخرنینعی،هدشدروآربرتماراپ
زاتسترابعدرادناتسایاطخیاربیدروآربنیاربانب.دوش‌یمدروآرب

ŝe(p̂) =
√

p̂(١− p̂)
m

≤ ٠٫ ۵√
m
.
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tنومزآ:لاثم

X١, . . . ,X٢٠ ∼ N (µ, σ٢),

H٠ : µ = ۵٠٠ vs H١ : µ > ۵٠٠ & α = ٠٫ ٠۵

:دوش‌یمهدافتساtهرامآزااه‌هیضرفنیانومزآیارب

T∗ =
X̄ − ۵٠٠

S/
√
٢٠

∼ t(١٩).

.دننک‌یمینابیتشپH١نیشناجهیضرفزا∗Tگرزبریداقم

σهکیتقولواعونیاطخخرندروآربیاربولراکتنومیاه‌هنومنزا،لاثمنیارد = ١٠٠

.مینک‌یمهدافتسا،تسا

هبکیدزندیابلواعونیاطخخرندروآربدرادناتسایاطخدروآرب
√

٠٫٠۵×٠٫٩۵
m ≈ ٠٫ ٠٠٢٢

.دشاب
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همادا:لاثم

n <- 20
alpha <- .05
mu0 <- 500
sigma <- 100
m <- 10000 # number of replicates
p <- numeric(m) # storage for p-values
for (j in 1:m) {

x <- rnorm(n, mu0, sigma)
ttest <- t.test(x, alternative = "greater", mu = mu0)
p[j] <- ttest$p.value

}
p.hat <- mean(p < alpha)
se.hat <- sqrt(p.hat * (1 - p.hat) / m)
> print(c(p.hat, se.hat))
[1] 0.055700000 0.002293415
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یگلوچساساربندوبلامرننومزآ:لاثم

:تسایگلوچرتماراپربینتبم،هنومنکیندوبلامرنیسرربیاه‌نومزآزایکی

γ١ =
E[(X − µX)٣]

σ٣X
,

γ١نآیاربرگاتسانراقتم،عیزوتکی = تسدهبریزتروصهبهنومنیگلوچبیرض.٠

:دیآ‌یم

b١ =
١
n
∑n

i=١(Xi − X̄)٣

( ١n
∑n

i=١(Xi − X̄)٣/٢(٢
.

نیگنایمابلامرنزینb١یبناجمعیزوتهاگنآ،دشابلامرنXعیزوترگاتساهدشهدادناشن

۶سنایراوورفص
nدوبدهاوخ.

یاه‌هیضرفنومزآرد

H٠ : γ١ = ٠ vs H١ : γ١ 6= ٠,

.دوش‌یمدرندوبلامرنهیضرف،|b١|گرزبریداقمیازاهب
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همادا:لاثم

.دیآ‌یمتسدهبهعماجندوبلامرنهریذپساساربیگلوچهرامآیا‌هنومنعیزوت،نومزآنیارد

تعرسوتسینبوخطسوتمومکیاه‌هنومنمجحیارب،یبیرقتیا‌هنومنعیزوتنیا

.تسادنکلامرنهبیگلوچعیزوتییارگمه

αحطسرداریگلوچربینتبمنومزآلواعونیاطخخرن،لاثمنیارد = ٠٫ یاربو٠۵

nیاه‌هنومن = ١٠, ٢٠, ٣٠, ۵٠, ١٠٠, یبایزرا،یگلوچهرامآیبناجمعیزوتساسارب،۵٠٠

.مینک‌یم

:دنوش‌یمهبساحمریزتروصهبهنومنیاه‌مجحنیایاربنومزآینارحبریداقم

n <- c(10, 20, 30, 50, 100, 500) #sample sizes
cv <- qnorm(.975, 0, sqrt(6/n)) #crit. values for each n
> n
[1] 10 20 30 50 100 500
> cv
[1] 1.5181816 1.0735165 0.8765225 0.6789514 0.4800912 0.2147033
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همادا:لاثم

sk <- function(x) {
# computes the sample skewness coeff.
xbar <- mean(x)
m3 <- mean((x - xbar)^3)
m2 <- mean((x - xbar)^2)
return( m3 / m2^1.5 )

}
####
p.reject <- numeric(length(n)) #to store sim. results
m <- 10000
for (i in 1:length(n)) {

sktests <- numeric(m) #test decisions
for (j in 1:m) {

x <- rnorm(n[i])
# test decision is 1 (reject) or 0
sktests[j] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv[i] )
}

p.reject[i] <- mean(sktests) # proportion rejected
}
> p.reject
[1] 0.0141 0.0287 0.0358 0.0382 0.0406 0.0477

nیاه‌هنومنیاربیگلوچهرامآعیزوتیاربلامرنبیرقتزاهدافتسا،دهد‌یمناشنجیاتن ≤ ۵٠

nیتح،گرزبیاه‌هنومنیاربوتسینبسانم = .تسادیدرتوکشدروممه،۵٠٠
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همادا:لاثم

:درکهدافتساهرامآقیقدسنایراوزادیابکچوکیاه‌هنومنیارب

Var(b١) =
۶(n − ٢)

(n + ١)(n + ٣)
.

cv <- qnorm(.975, 0, sqrt(6*(n-2)/((n+1)*(n+3))))
> round(cv, 4)
[1] 1.1355 0.9268 0.7943 0.6398 0.4660 0.2134
> n
[1] 10 20 30 50 100 500
> p.reject
[1] 0.0540 0.0548 0.0504 0.0495 0.0491 0.0535

٠٫یمساحطسهبرتکیدزناهدروآربنیا .دنتسه٠۵

١٣٩٣۴٠/۵٢نابآ٢٣هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نومزآناوت

یتسردهبH٠درلامتحاهکدوش‌یمنایبناوتعباتاب،تسردیریگ‌میمصتردنومزآکیناوت

.دشاب‌یم

:دوش‌یمفیرعترتماراپیاضفلکیاربناوتعباتهتبلا

π : Θ → [٠, ١], π(θ) = Pθ(RH٠).

θ١رهیاربنیاربانب ∈ Θ١مودعونیاطخدادخرلامتحا١− π(θ١)تسا.

حطسردهکلواعونیاطخ.دشابیرتمکیاطخلامتحایارادهکدوش‌یم‌هدادحیجرتینومزآ

αرد،رباربحطسردوناسکییاه‌هیضرفیارباه‌نومزآهسیاقمنیاربانب.تساهدشلرتنک

.تساΘ١یاضفریزرداه‌نآناوتهسیاقمعقاو

ناوت‌یم،)تسالومعممهیلیخهک(درکهبساحمناوتنیلیلحتروطهبارنومزآکیناوترگا

.دزبیرقتارنآولراکتنومشورزا
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نومزآناوتیولراکتنومدروآرب

:درکلمعریزتروصهبدیابΘ١یاضفزاهطقنکیردنومزآناوتهبساحمیارب

θ١،نیشناجهیضرفتحترتماراپیاضفزاصخشمرادقمکیباختنا١ ∈ Θ١

jولراکتنومرارکترهیارب٢ = ١, . . . ,m:

x(j)هنومندیلوت)فلا
١ , . . . , x(j)

nنیشناجهیضرفتحتθ = θ١

Tjنومزآهرامآهبساحم)ب

IjهدبرارقدوشدرH٠رگاینعی،نومزآمیمصتتبث)ج = ردو١

Ijهدبرارقتروصنیاریغ = ٠

(θ١)π̂ینعیراد‌ینعمیاه‌نومزآتبسنهبساحم٣ =
١
m
∑m

j=١ Ij
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یبرجتناوت
:مینک‌یمهبساحم،Θ١زاهطقندنچردارنومزآناوت،tنومزآلاثمیارب

n <- 20
m <- 1000
mu0 <- 500
sigma <- 100
mu <- c(seq(450, 650, 10)) # alternatives
M <- length(mu)
power <- numeric(M)
for (i in 1:M) {

mu1 <- mu[i]
pvalues <- replicate(m, expr = {

# simulate under alternative mu1
x <- rnorm(n, mean = mu1, sd = sigma)
ttest <- t.test(x,
alternative = "greater", mu = mu0)
ttest$p.value } )

power[i] <- mean(pvalues <= .05)
}
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همادا:لاثم

،تساهدشهبساحمناوتهکیطاقنردرظانتمیاهاطخهارمههبنومزآناوترادومنمسریارب

∓π̂(θ)ینعی ŝe(π̂(θ))،روتسدزاerrbarهتسبردHmiscدرکهدافتساناوت‌یم:

par(ask = TRUE)
library(Hmisc) #for errbar
plot(mu, power, xlab = bquote(mu))
abline(v = mu0, lty = 1)
abline(h = .05, lty = 1)
lines(mu, power, lty=3)
# add standard errors
se <- sqrt(power * (1-power) / m)
errbar(mu, power, yplus = power+se, yminus = power-se,
xlab = bquote(theta))
lines(mu, power, lty=3)
detach(package:Hmisc)
par(ask = FALSE)
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یگلوچساساربندوبلامرننومزآناوت

هدولآلامرنعیزوتیارب

(١− p)N (٠, σ٢ = ١) + pN (٠, σ٢ = ١٠٠),

pرگا = pای٠ = ٠رهیاربیلوتسالامرنعیزوت،١ < p < .دوبدهاوخلامرنانعیزوت١

ابنیشناجیاه‌هیضرفزایا‌هلابندیارباریگلوچساساربلامرنشجنسنومزآناوتناوت‌یم

.درکمسرارنآرادومنودرکدروآربpرییغت

αدینکضرف = ٠٫ nهنومنمجحو١ = .دوشباختنا٣٠

alpha <- .1
n <- 30
m <- 5000
p <- c(seq(0, .15, .01), seq(.15, 1, .05))
N <- length(p)
pwr <- numeric(N)
# critical value for the skewness test
cv <- qnorm(1-alpha/2, 0, sqrt(6*(n-2) / ((n+1)*(n+3))))
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for (j in 1:N) { # for each p
e <- p[j]
sktests <- numeric(m)
for (i in 1:m) { # for each replicate

sigma <- sample(c(1, 10), replace = TRUE,
size = n, prob = c(1-e, e))
x <- rnorm(n, 0, sigma)
sktests[i] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv)
}

pwr[j] <- mean(sktests)
}
# plot power vs p
plot(p, pwr, type = "b",
xlab = bquote(p), ylim = c(0,1))
abline(h = .1, lty = 3)
se <- sqrt(pwr * (1-pwr) / m) # add standard errors
lines(p, pwr+se, lty = 3)
lines(p, pwr-se, lty = 3)
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اه‌نومزآناوتهسیاقم

.دوش‌یمهدافتسافلتخمیاه‌شوردرکلمعهسیاقمیارببلغا،ولراکتنومیزاس‌هیبشزا

هسیاقمرگیدفورعمنومزآوداباریگلوچربینتبمنومزآدرکلمع،لامرنشجنسنومزآیارب

:مینک‌یم

دادماجناshapiro.testعباتابناوت‌یمRردارنومزآنیا:کلیو‐وریپاشنومزآ١

کیربینتبموتساهدشیفرعمهریغتمدنچلامرنشجنسیاربنومزآنیا:یژرنانومزآ٢

هبهیبشیلیخهریغتم‌کییاربنومزآنیا.تسایژرناهلصافهبفورعمهلصافرایعم

هکmvnorm.etestروتسدطسوتنومزآنیا.دنک‌یملمعگنیلراد‐نوسردنانومزآ

.تسارجالباق،تسادوجومenergyهتسبرد

.دینکهعجارمباتکهباه‌نومزآنیادرومردرتشیبتاعلاطایارب

α،لاثمنیایارب = ٠٫ .دوش‌یممیظنتهدولآلامرنعیزوتساساربنیشناجهیضرفو١
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library(energy)
alpha <- .1
n <- 30; m <- 500 # try small m for a trial run
test1 <- test2 <- test3 <- numeric(m)
# critical value for the skewness test
cv <- qnorm(1-alpha/2, 0, sqrt(6*(n-2) / ((n+1)*(n+3))))
sim <- matrix(0, 11, 4)
# estimate power
for (i in 0:10) {

p <- i * .1
for (j in 1:m) {

e <- p
sigma <- sample(c(1, 10), replace = TRUE,
size = n, prob = c(1-e, e))
x <- rnorm(n, 0, sigma)
test1[j] <- as.integer(abs(sk(x)) >= cv)
test2[j] <- as.integer(

shapiro.test(x)$p.value <= alpha)
test3[j] <- as.integer(

mvnorm.etest(x, R=200)$p.value <= alpha)
}

print(c(p, mean(test1), mean(test2), mean(test3)))
sim[i+1, ] <- c(p, mean(test1), mean(test2), mean(test3))

}
[1] 0.000 0.080 0.108 0.112
[1] 0.100 0.838 0.892 0.874
[1] 0.200 0.784 0.994 0.994
[1] 0.300 0.668 0.992 0.996
[1] 0.400 0.592 0.982 0.998
[1] 0.500 0.424 0.916 0.984
[1] 0.600 0.338 0.750 0.888
[1] 0.700 0.252 0.510 0.684
[1] 0.800 0.202 0.266 0.384
[1] 0.900 0.130 0.134 0.162
[1] 1.000 0.084 0.102 0.098
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# plot the empirical estimates of power
plot(sim[,1], sim[,2], ylim = c(0, 1), type = "l",
xlab = bquote(p), ylab = "power")
lines(sim[,1], sim[,3], lty = 2)
lines(sim[,1], sim[,4], lty = 4)
abline(h = alpha, lty = 3)
legend("topright", 1, c("skewness", "S-W", "energy"),
lty = c(1,2,4), inset = .02)
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

Bootstrap(نادرگدوخیاه‌شور:مهدهسلج Methods(

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣رذآ٢
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صقانتادهاشمابیرامآطابنتسا

لاثم.تساهدشدودحموصقانیاه‌هدادزاییاه‌طابنتساجارختسایاه‌شورهعلاطم،رامآ

:مینادبمیلیام

دهد‌یمخساپ،شتروصیاهومزایکیندشهدیشکهبشومکیزغمردنورنکیروطچ•

دننک‌یمیگدنزربالگنجردشوماتدنچ•

دمآدهاوخلاابوجاوخلپریزدور‌هدنیازهناخدوربآیعافتراهچات،تشهبیدرارد•

تساردقچ،لاسلوطرددورهاشرداوهیامدطسوتم•

•...
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صقانتادهاشمابیرامآطابنتسا

لاثم.تساهدشدودحموصقانیاه‌هدادزاییاه‌طابنتساجارختسایاه‌شورهعلاطم،رامآ

:مینادبمیلیام

دهد‌یمخساپ،شتروصیاهومزایکیندشهدیشکهبشومکیزغمردنورنکیروطچ•

دننک‌یمیگدنزربالگنجردشوماتدنچ•

دمآدهاوخلاابوجاوخلپریزدور‌هدنیازهناخدوربآیعافتراهچات،تشهبیدرارد•

تساردقچ،لاسلوطرددورهاشرداوهیامدطسوتم•

•...
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صقانتادهاشمابیرامآطابنتسا

لاثم.تساهدشدودحموصقانیاه‌هدادزاییاه‌طابنتساجارختسایاه‌شورهعلاطم،رامآ

:مینادبمیلیام

دهد‌یمخساپ،شتروصیاهومزایکیندشهدیشکهبشومکیزغمردنورنکیروطچ•

دننک‌یمیگدنزربالگنجردشوماتدنچ•

دمآدهاوخلاابوجاوخلپریزدور‌هدنیازهناخدوربآیعافتراهچات،تشهبیدرارد•

تساردقچ،لاسلوطرددورهاشرداوهیامدطسوتم•

•...
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صقانتادهاشمابیرامآطابنتسا

لاثم.تساهدشدودحموصقانیاه‌هدادزاییاه‌طابنتساجارختسایاه‌شورهعلاطم،رامآ

:مینادبمیلیام

دهد‌یمخساپ،شتروصیاهومزایکیندشهدیشکهبشومکیزغمردنورنکیروطچ•

دننک‌یمیگدنزربالگنجردشوماتدنچ•

دمآدهاوخلاابوجاوخلپریزدور‌هدنیازهناخدوربآیعافتراهچات،تشهبیدرارد•

تساردقچ،لاسلوطرددورهاشرداوهیامدطسوتم•

•...
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تیعطقمدع

میناد‌یماما.میرادتادهاشمزایا‌هعومجم،اهزیچنیاهمهیارب

دنتسهصقاناه‌هداد•

طیارشنتشادهگنتباثیارباردوخیعستیاهنرگایتح،تادهاشمایشیامزآرارکت•

تشاددهاوخیتوافتمجیاتنشیبومکهشیمه،میرببراکهب

.مینادبیعطقاراه‌هدادزاهدش‌جارختساطابنتسارگاتساکحضمنیاربانب
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تیعطقمدع

میناد‌یماما.میرادتادهاشمزایا‌هعومجم،اهزیچنیاهمهیارب

دنتسهصقاناه‌هداد•

طیارشنتشادهگنتباثیارباردوخیعستیاهنرگایتح،تادهاشمایشیامزآرارکت•

تشاددهاوخیتوافتمجیاتنشیبومکهشیمه،میرببراکهب

.مینادبیعطقاراه‌هدادزاهدش‌جارختساطابنتسارگاتساکحضمنیاربانب
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تیعطقمدع

میناد‌یماما.میرادتادهاشمزایا‌هعومجم،اهزیچنیاهمهیارب

دنتسهصقاناه‌هداد•

طیارشنتشادهگنتباثیارباردوخیعستیاهنرگایتح،تادهاشمایشیامزآرارکت•

تشاددهاوخیتوافتمجیاتنشیبومکهشیمه،میرببراکهب

.مینادبیعطقاراه‌هدادزاهدش‌جارختساطابنتسارگاتساکحضمنیاربانب
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اه‌یعباتویفداصتیاه‌لدم

نیریاسهبتبسنجیاتنزایضعب،دهد‌یمتسدهبیتوافتمجیاتنشیامزآکیرارکتهچرگا

.دنهد‌یمخررتشیب

.دنتسهرادیاپ،اهدماشیپنیایبسنیاه‌ینوارفو

،یفداصتیاهدنیآرفویلامتحایاه‌عیزوتهلیسوهبناوت‌یماراه‌هداددیلوتمسیناکم،نیاربانب

.درکیدنب‌لدم

عیزوتینعی،یفداصتلدمزایعباوتتروصهب،میدرکرکذهکییاه‌لاثمدننامییاه‌تیمک

.دنوش‌یمهدادشیامن،ییانبریزلامتحا

عیزوتعباتزایعباوترظندرومیاه‌تیمکو،دنمان‌یمیعباتارعباتکیزاعباتکینوچ

.دنمان‌یمزین،θ(F)،)رتماراپ(یرامآیاه‌یعباتاراه‌نآ،دنتسهیعقاولامتحا

ینحنم(ینحنمکیلکایرادرب،)اه‌شوملکدادعتدننام(یقیقحددعدنناوت‌یماه‌یعبات

.دنشاب،)نزویورربدارفادقنویسرگر

.تساه‌نآدرومردییاه‌هیضرفندومزآایاه‌یعباتنیاندرکدروآرب،یرامآطابنتسا

١٣٩٣۴/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



اه‌یعباتویفداصتیاه‌لدم

نیریاسهبتبسنجیاتنزایضعب،دهد‌یمتسدهبیتوافتمجیاتنشیامزآکیرارکتهچرگا

.دنهد‌یمخررتشیب

.دنتسهرادیاپ،اهدماشیپنیایبسنیاه‌ینوارفو

،یفداصتیاهدنیآرفویلامتحایاه‌عیزوتهلیسوهبناوت‌یماراه‌هداددیلوتمسیناکم،نیاربانب

.درکیدنب‌لدم

عیزوتینعی،یفداصتلدمزایعباوتتروصهب،میدرکرکذهکییاه‌لاثمدننامییاه‌تیمک

.دنوش‌یمهدادشیامن،ییانبریزلامتحا

عیزوتعباتزایعباوترظندرومیاه‌تیمکو،دنمان‌یمیعباتارعباتکیزاعباتکینوچ

.دنمان‌یمزین،θ(F)،)رتماراپ(یرامآیاه‌یعباتاراه‌نآ،دنتسهیعقاولامتحا

ینحنم(ینحنمکیلکایرادرب،)اه‌شوملکدادعتدننام(یقیقحددعدنناوت‌یماه‌یعبات

.دنشاب،)نزویورربدارفادقنویسرگر

.تساه‌نآدرومردییاه‌هیضرفندومزآایاه‌یعباتنیاندرکدروآرب،یرامآطابنتسا

١٣٩٣۴/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یرامآطابنتسا،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

.دنتسههدادریداقمزایعباوت،اه‌طابنتساریاسواهرتماراپدروآرب

.دنرب‌یمثراهبارییانبریزیفداصتدنیآرفابهارمهتیعطق‌مدعاه‌نآ:هکتساینعمنآهبنیا

وصخشمیعطقعیزوتکیاباماتشادمیهاوخیتوافتمیاه‌هدادام،دوشرارکتشیامزآرگا

کیابهرابوداماتشاددهاوخربردیتوافتمیطابنتساجیاتن،تباثیطابنتساشورکییارجا

.صخشمیعطقعیزوت

:دنتسهاه‌طابنتساابهارمهتیعطقمدعیزاس‌یمکیاربعیزوتنیازاهدافتساهبلیامنانادرامآ

کیزارظندرومرتماراپدروآربدحهچاتهکلاوسنیاهبتسایخساپ،رایعمیاطخ•

؟دنک‌یمرییغت،یرگیدهبشیامزآرارکت

هکرتماراپزایریداقمهمههکتسالاوسنیاهبخساپ،رتماراپیاربنانیمطاهیحانکی•

؟دنمادک،دننکدیلوتدنناوت‌یم،صخشملامتحاکیلقادحاب،اراه‌هدادنیا

١٣٩٣۵/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یرامآطابنتسا،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

.دنتسههدادریداقمزایعباوت،اه‌طابنتساریاسواهرتماراپدروآرب

.دنرب‌یمثراهبارییانبریزیفداصتدنیآرفابهارمهتیعطق‌مدعاه‌نآ:هکتساینعمنآهبنیا

وصخشمیعطقعیزوتکیاباماتشادمیهاوخیتوافتمیاه‌هدادام،دوشرارکتشیامزآرگا

کیابهرابوداماتشاددهاوخربردیتوافتمیطابنتساجیاتن،تباثیطابنتساشورکییارجا

.صخشمیعطقعیزوت

:دنتسهاه‌طابنتساابهارمهتیعطقمدعیزاس‌یمکیاربعیزوتنیازاهدافتساهبلیامنانادرامآ

کیزارظندرومرتماراپدروآربدحهچاتهکلاوسنیاهبتسایخساپ،رایعمیاطخ•

؟دنک‌یمرییغت،یرگیدهبشیامزآرارکت

هکرتماراپزایریداقمهمههکتسالاوسنیاهبخساپ،رتماراپیاربنانیمطاهیحانکی•

؟دنمادک،دننکدیلوتدنناوت‌یم،صخشملامتحاکیلقادحاب،اراه‌هدادنیا

١٣٩٣۵/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یرامآطابنتسا،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

.دنتسههدادریداقمزایعباوت،اه‌طابنتساریاسواهرتماراپدروآرب

.دنرب‌یمثراهبارییانبریزیفداصتدنیآرفابهارمهتیعطق‌مدعاه‌نآ:هکتساینعمنآهبنیا

وصخشمیعطقعیزوتکیاباماتشادمیهاوخیتوافتمیاه‌هدادام،دوشرارکتشیامزآرگا

کیابهرابوداماتشاددهاوخربردیتوافتمیطابنتساجیاتن،تباثیطابنتساشورکییارجا

.صخشمیعطقعیزوت

:دنتسهاه‌طابنتساابهارمهتیعطقمدعیزاس‌یمکیاربعیزوتنیازاهدافتساهبلیامنانادرامآ

کیزارظندرومرتماراپدروآربدحهچاتهکلاوسنیاهبتسایخساپ،رایعمیاطخ•

؟دنک‌یمرییغت،یرگیدهبشیامزآرارکت

هکرتماراپزایریداقمهمههکتسالاوسنیاهبخساپ،رتماراپیاربنانیمطاهیحانکی•

؟دنمادک،دننکدیلوتدنناوت‌یم،صخشملامتحاکیلقادحاب،اراه‌هدادنیا

١٣٩٣۵/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یا‌هنومنیاه‌عیزوت،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

عیزوتنتسناددنمزاین،نانیمطاهلصافودرادناتسایاطخدننامییاهزیچنتشادیارب

.میتسههدمآتسدهبیاهرگدروآرب

.دنیوگیا‌هنومنیاه‌عیزوت،اهرگدروآرب‌عیزوتهب

.دنتسهاه‌هدادزایعباوتاهرگدروآرباریز،دننک‌یمیوریپاه‌هدادعیزوتزایا‌هنومنیاه‌عیزوت

یرگیدناتسادهبساحماما.میتسهور‌هبورفیرعتشوخهلاسمکیاب،یضایرهاگدیدزا

!!!تسا

یاه‌لکشهبساحمدرومردتبحصودنتسهاه‌هدادزایا‌هدیچیپعباوتاهرگدروآرب،لاومعم

.تساهدننکدیماان،اه‌نآعیزوتیاربهتسب

:زادنترابعنانادرامآکیسلاکراکهارود،دراومنیارد

هداسوصاخدراومیورربزکرمت•

اه‌عیزوتیبناجمهیرظنزاهدافتسا•

١٣٩٣۶/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یا‌هنومنیاه‌عیزوت،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

عیزوتنتسناددنمزاین،نانیمطاهلصافودرادناتسایاطخدننامییاهزیچنتشادیارب

.میتسههدمآتسدهبیاهرگدروآرب

.دنیوگیا‌هنومنیاه‌عیزوت،اهرگدروآرب‌عیزوتهب

.دنتسهاه‌هدادزایعباوتاهرگدروآرباریز،دننک‌یمیوریپاه‌هدادعیزوتزایا‌هنومنیاه‌عیزوت

یرگیدناتسادهبساحماما.میتسهور‌هبورفیرعتشوخهلاسمکیاب،یضایرهاگدیدزا

!!!تسا

یاه‌لکشهبساحمدرومردتبحصودنتسهاه‌هدادزایا‌هدیچیپعباوتاهرگدروآرب،لاومعم

.تساهدننکدیماان،اه‌نآعیزوتیاربهتسب

:زادنترابعنانادرامآکیسلاکراکهارود،دراومنیارد

هداسوصاخدراومیورربزکرمت•

اه‌عیزوتیبناجمهیرظنزاهدافتسا•

١٣٩٣۶/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یا‌هنومنیاه‌عیزوت،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

عیزوتنتسناددنمزاین،نانیمطاهلصافودرادناتسایاطخدننامییاهزیچنتشادیارب

.میتسههدمآتسدهبیاهرگدروآرب

.دنیوگیا‌هنومنیاه‌عیزوت،اهرگدروآرب‌عیزوتهب

.دنتسهاه‌هدادزایعباوتاهرگدروآرباریز،دننک‌یمیوریپاه‌هدادعیزوتزایا‌هنومنیاه‌عیزوت

یرگیدناتسادهبساحماما.میتسهور‌هبورفیرعتشوخهلاسمکیاب،یضایرهاگدیدزا

!!!تسا

یاه‌لکشهبساحمدرومردتبحصودنتسهاه‌هدادزایا‌هدیچیپعباوتاهرگدروآرب،لاومعم

.تساهدننکدیماان،اه‌نآعیزوتیاربهتسب

:زادنترابعنانادرامآکیسلاکراکهارود،دراومنیارد

هداسوصاخدراومیورربزکرمت•

اه‌عیزوتیبناجمهیرظنزاهدافتسا•

١٣٩٣۶/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



تابساحم،یا‌هنومنیاه‌عیزوت،تیعطقمدع،یفداصتیاه‌لدم

.دوبهدشزکرمتملاابراکهارودهعسوتردرامآملع،یدلایم۶٠ههددودحات

یاه‌لدمندمآراکهبثعاب،دندرکداجیااهرتویپماکوکیتامروفنایایندهکیبلاقنااباما

تساررسوهداسیاه‌لدمکچوکیایندزاندشجراخو)رت‌یعقاوهتبلاو(رت‌هدیچیپیرامآ

.دش

،دشابهتشادینامرد،زینهدیچیپیاه‌لدمیاربهنومن‌گرزبهیرظنتسانکمم،رگیدفرطزا

.دشابدنکیلوبقلباقریغروطهبتسانکممیدحیاه‌عیزوتهبییارگمهاما

نتفرگرظنردنودباه‌طابنتساتیعطقمدعیزاس‌یمکهلاسمابرامآ،یدلایم٧٠ههدزالبقات

.دشهجاوم،یبناجمرامآودیفمریغیاه‌هریذپ

.رتشیبورتشیبیرامآتابساحمهبدشلیدبتاه‌لحهارهمه

،یزاس‌نادرگدوخ،دشداهنشیپنورفایلدربطسوتهکاه‌لحهارنیرت‌قفومزایکی

Bootstrapping،تسا.

١٣٩٣٧/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یزاس‌نادرگدوخلصا

.دشاب‌یماه‌نآیا‌هنومنعیزوت،اهرگدروآربردتیعطقمدعیسرربدیلک

:مینکیزاس‌هیبشارشیامزآرارکتمیناوت‌یمتفگهکدوبنیاردنورفایکریز

میهد‌یمشزارباه‌هدادهباردشاباه‌هداددیلوتیعقاومسیناکممینز‌یمسدحهکاریلدم•

هباشمعیزوتیارادهکدنک‌یمدیلوتارهدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هداد،مسیناکمنآیارجا•

تسایعقاویاه‌هداد

یا‌هنومنعیزوتزاققحتکی،هدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هدادیورربرگدروآربرادقمهبساحم•

دهد‌یمهجیتناررگدروآرب

دنز‌یمبیرقتاررگدروآربیا‌هنومنعیزوت،ناوارفدادعتهبدنیآرفنیارارکت•

.دیماننادرگدوخارنآنورفا،دوش‌یمهدافتساشدوختیعطقمدعهبساحمیاربلدمزانوچ

١٣٩٣۸/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



١٣٩٣٩/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یراذگدامن

هنتساهدادبوچراچXزاروظنماجنیارددینکتقد.میهد‌یمناشنXاباریلصایاه‌هداد

.اهنتددعکی

θ̂:اه‌هدادهلیسوهبهدشدروآربرتماراپ

,X̃١:هدش‌شزاربلدمزاهدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هداد‌هعومجم . . . , X̃B

,θ̃١:هدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هدادزالصاح،رتماراپنادرگدوخیاهدروآرب . . . , θ̃B

t̂تروصهبTهرامآطسوت،θ(F)،رظندرومیعبات،دینکضرفنیاربهولاع = T(X)
:هدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هدادیاربهباشمروطهبودوشدروآرب

t̃١ = T(X̃١), . . . , t̃B = T(X̃B),

t̃ = (t̃١, . . . , t̃B).

.میقتسمریغیعباتای،دشابهدشدروآربیاهرتماراپزامیقتسمیعباتتسانکممTهرامآ

θ٠اباررادقمنیا.تساتسردلدمکیθزایرادقمیاربلدممینک‌یمضرفاجنیارد
.تساt٠،یعباتتسردرادقمدینکضرفهباشمروطهب.میهد‌یمناشن

١٣٩٣١٠/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



درادناتسایاطخوسنایراو

:تسادرادناتسایاطخایسنایراو،تیعطقمدعیزاس‌یمکیاربرایعمنیرت‌هداس

V̂ar(t̂) = Var(t̃)
ŝe(t̂) = sd(t̃)

هکدرادXیعقاوریغتمابیناسکیعیزوتهدش‌یزاس‌هیبشX̃هکتسنیاطباورنیاقطنم
یاه‌هدادیورربدروآربشورهباشمیارجانیاربانب.دنا‌هدشجارختسانآزا،x،یلصایاه‌هداد

.داددهاوخهجیتناریا‌هنومنعیزوت،هدش‌یزاس‌هیبش

زایلیخθ̂وتساتسردهدشهتفرگرظنردلدمهکتسانآربضرفاجنیارددینکتقد
.تسینرودθ٠یعقاورادقم

rboot <- function(B, statistic, simulator, ...) {
tboots <- replicate(B, statistic(simulator(...)))
return(tboots)

}
bootstrap.se <- function(simulator, statistic, B, ...) {

tboots <- rboot(B, statistic, simulator, ...)
se <- sd(tboots)
return(se)

}

١٣٩٣١١/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یبیراحیحصت
.درکهدافتسا،بیرارگدروآربکییبیراحیحصتیاربنادرگدوخشورزاناوت‌یم

سپ،t٠هبکیدزنزینt̂و،تساt̂عیزوتهبکیدزنt̃یا‌هنومنعیزوتهکاج‌نآزا

E(t̂)− t٠ ≈ E(t̃)− t̂.

تسایرادقمتسارتمسومیتسهنآهبساحملابندهبهکتسهیبیرا،یواستپچتمس

.تسایبایتسدلباقنادرگدوخیاه‌هنومنیورزاهک

t̂یا‌هنومنعیزوتهکتساربتعمیماداملاابیواستهکدینکتقد − tعیزوتهبکیدزن٠

t̃یا‌هنومن − t̂یا‌هنومنیاه‌عیزوتندوبکیدزنهبتبسنیرتفیعضطرش،موزلنیا.دشابt̃هب
t̂وt̂هبtتسا٠.

t̂تیمکهکتسانآ،لاابیواستیرارقربیارب)مزلاهناما(یفاکطرشکی − tاییروحم٠

.دشابیروحمابیرقت

bootstrap.bias <- function(simulator, statistic, B, t.hat, ...) {
tboots <- rboot(B, statistic, simulator, ...)
bias <- mean(tboots) - t.hat
return(bias)

}

١٣٩٣١٢/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نانیمطاهلصاف

Pr(t٠ ∈ C) = ١− α,

حطسهکتساینعمنآهبیا‌هنومنعیزوتقیقدتخانشمدع،نانیمطاهلصافهبساحمنامزرد

−١هاوخلدرادقم)هلصافششوپخرن(یعقاونانیمطا αدوبدهاوخن.

هجیتنردورتهببیرقتینعمهب،دشابیمسارادقمهبرت‌کیدزنیبرجتششوپخرنهچره

.تسارت‌قیقدنانیمطاهلصاف

لصاوفیارب.دنشابنانیمطاهلصافیلاابونییاپیاه‌نارکبیترتهبCuوClدینکضرف

:میرادرباربیاه‌مدابنانیمطا

α

2
= Pr(Cl ≥ t0) = Pr(Cl − t̂ ≥ t0 − t̂)

= Pr(t̂ − Cl ≤ t̂ − t0)
α

2
= Pr(t̂ − Cu ≥ t̂ − t0)
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هیاپینادرگدوخنانیمطاهلصاف
t̃عیزوت،ینادرگدوخشور − t̂عیزوتابابیرقتهکدهد‌یمهجیتنارt̂ − tاب.تسایکی٠

:دروآتسدهبارCuوClیاه‌نارکناوت‌یم،t̂وعیزوتنیاهبساحم

Cl = t̂ −
(

Qt̃(1 − α

2
)− t̂

)
Cu = t̂ −

(
Qt̃(

α

2
)− t̂

)
ارهدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هنومنیا‌هنومنعیزوتیاه‌کدنچینعی.تساt̃کدنچعباتQt̃نآردهک

.دهد‌یمتسدهب

.دینکتابثاارلاابهطبارود:نیرمت

یروحمتیمکربینتبمنانیمطاهلصافایهیاپینادرگدوخنانیمطاهلصافکی،هلصافنیا

.تسالوبقلباقمهنآتقدوتساهبساحملباقیگداسهب.تسا

bootstrap.ci.basic <- function(simulator, statistic, B, t.hat,
alpha, ...) {

tboots <- rboot(B,statistic, simulator, ...)
ci.lower <- 2*t.hat - quantile(tboots,1-alpha/2)
ci.upper <- 2*t.hat - quantile(tboots,alpha/2)
return(list(ci.lower=ci.lower,ci.upper=ci.upper))

}

١٣٩٣١۴/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هدش‌تندوتساینادرگدوخنانیمطالصاوف

t̃عیزوتندوبناسکیابیرقتهریذپربینتبم،هیاپینادرگدوخنانیمطاهلصاف − t̂عیزوتابt̂ − t٠
.تسا

عیزوت،دشابتسردانهریذپنیاهکینامزیتحاما

τ =
t̂ − t٠
ŝe(t̂)

عیزوتهبکیدزن

τ̃ =
t̃ − t̂
se(t̃)

طسوتtنومزآنوچودنتسهتندوتسا‐tنومزآردtهرامآهیبشاه‌تیمکنیا.دوبدهاوخ
.دنیوگ‌یمهدش‌تندوتسایاه‌تیمکاه‌نآهب،دشفشکتندوتسا
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همادا:هدش‌تندوتساینادرگدوخنانیمطالصاوف

:دروآتسدهبارریزنانیمطاهلصافناوت‌یم،دنشابهتشادیناسکیعیزوتτ̃وτرگا

(t̂ − ŝe(t̂)Qτ̃ (١−
α

٢
), t̂ − ŝe(t̂)Qτ̃ (

α

٢
))

ŝe(t̂)هاگرهدوبدهاوخیکیهیاپهلصافابهلصافنیا = se(t̃)توافتمتروصنیاریغردو

.دوبدنهاوخ

:دینکتقدریزمتیروگلاهب.میرادیزاس‌نادرگدوخزایمودحطسهبزاینse(t̃)هبساحمیارب

١٣٩٣١۶/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



متیروگلا:هدش‌تندوتساینادرگدوخنانیمطالصاوف

نکهبساحمارt̂وهدبشزاربθ̂ابارلدم١
iیارب٢ = ١, . . . ,B١:

نکدیلوتθ̂زاارX̃i)فلا
نکهبساحمارt̃iوθ̃iریداقم)ب

jیارب)ج = ١, . . . ,B٢:

١.X†
ijزاθ̃iنکدیلوت

٢.t†ijنکهبساحمار

هدبرارقاهt†ijدرادناتسافارحنارباربارσ̃i)د

τ̃ijهدبرارقاهjمامتیارب)ه =
t†ij−t̃i
σ̃i

٣ŝe(t̂)درادناتسافارحنارباربارt̃iهدبرارقاه

−١و٢/αیاه‌کدنچ۴ α/عیزوت٢τ̃نکهبساحمار

نکیراذگیاجنانیمطاهلصافرداررظندرومیاه‌تیمکهمه۵

١٣٩٣١٧/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یکدنچینادرگدوخنانیمطالصاوف

.تساناشرتلاابتقد،هیاپلصاوفهبتبسنهدش‌تندوتسالصاوفتیزم

.تساتابساحمندوبرب‌نامززیناه‌نآبیع

ریزتروصهبیتحارهبهکتسایکدنچلصاوف،ینادرگدوخنانیمطالصاوفزایرگیدعون

:دوش‌یملیکشت

(Qt̃(α/٢),Qt̃(١− α/٢)).

.دنتسینقیقداما،دنا‌هبساحملباقیگداسهبنانیمطالصاوفعوننیا

فلتخمدارفاطسوتهکدنرادیفلتخمیاه‌تروص،هدش‌حرطمنانیمطالصاوفنیاهمههتبلا

.دنا‌هدشداهنشیپ
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ینادرگدوخهیضرفنومزآ
:مینک‌یمهبساحمارتوافتمیا‌هنومنعیزوتود،اه‌هیضرفنومزآیارب

یراد‌ینعمحطسونومزآهزادناهبساحمیاربهکرفصهیضرفتحتنومزآهرامآعیزوت•

تسا

تسانومزآناوتهبساحمیاربهکنیشناجهیضرفتحتنومزآهرامآعیزوت•

.دنتسههبساحملباقیزاس‌نادرگدوخشورابعیزوتودره

.دشاب‌یمنومزآهرامآ،t،رظندرومهرامآ،هیضرفنومزآرد

boot.pvalue <- function(test,simulator,B,testhat, ...) {
testboot <- rboot(B=B, statistic=test, simulator=simulator, ...)
p <- (sum(test >= testhat)+1)/(B+1)
return(p)

}

testhatهکدینکتقد.دنک‌یمهبساحمنومزآکییاربارینادرگدوخرادقم‐p،دکنیا
.تسانومزآهرامآفرعمهکتسایعباتtestوتسایلصایاه‌هدادیاربنومزآهرامآرادقم

ینادرگدوخیاه‌هنومندیابطقف.درکلمعناوت‌یمهباشمشورهبنومزآناوتهبساحمیارب

هدش‌هدهاشمرادقمهندشابنومزآینارحبرادقمtesthatودنوشدیلوتنیشناجهیضرفتحت

.نومزآهرامآ
١٣٩٣١٩/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



وتراپتورثیربارباننوناق:لاثم

نیاهب.تسانیگنسیاه‌مدابیاه‌هدادیاربلومعملدمکی)یناوتنوناقعیزوت(وتراپعیزوت

fلامتحایلاگچهکینعم (x)هکینامزx −→ هبای.دنک‌یملیمرفصهبدنکیلیخ∞

.تساهنایمزارتگرزبیلیخنآنیگنایموتساهلوچتسارهبتدشهبعیزوتنیا،رگیدترابع

f (x) = θ − ١

x٠

(
x
x٠

)−θ

.تساعیزوتممین‌یمسایقمx٠نآردهک

.تساوتراپعیزوتدمx٠هکدیهدناشن.نیرمت

:هاگنآ،دشابمولعمx٠رگا

θ̂ = ١+
n∑n

i=١ log xi
x٠
,

.تساراکوراگزاسیرگدروآربهک
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همادا:وتراپلاثم

pareto.fitنآعباوتزایکی.تساوتراپعیزوتابطبترمعباتیدادعتلماشpareto.Rلیاف
.دهد‌یمشزارباه‌هدادهبارلاابلدمهکتسا

.دیسروتراپیلاگچهب،دنکیدنب‌لدمارتورثیاه‌هدادعیزوتتساوخ‌یمهکیتقو،وتراپ

نوناقکیزاتورثودمآردعیزوتییلاابمد،توافتمیاه‌نامزوفلتخمیاهروشکردابیرقت

.دنک‌یمیوریپیناوت

،تسهروشکمدرمنیرتدنمتورثتسدردشیبومکهکیلوپرادقمابعیزوتنیاردθرتماراپ

.دنک‌یمرییغت

اب.دهد‌یمناشن٢٠٠٣لاسرداکیرمآلوارادلوپ۴٠٠یاربارتورثعیزوت،دعبهحفصلکش

x٠نتفرگرظنرد = ٩× وتسارفن٣٠٢،دنریگ‌یمرارقمدردهکیدارفادادعت،١٠۸

θ̂ = ٢٫ ٣۴:

source("pareto.R")
wealth <- scan("wealth.dat")
wealth.pareto <- pareto.fit(wealth,threshold=9e8)
> signif(wealth.pareto$exponent,3)
[1] 2.34

١٣٩٣٢١/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح
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همادا:وتراپلاثم

؟دراددوجوθدروآربنیاردتیعطقمدعنازیمهچ

:دادخساپلاوسنیاهبناوت‌یمینادرگدوخشوراب

rboot.pareto <- function(B,exponent,x0,n) {
replicate(B,pareto.fit(rpareto(n,x0,exponent),x0)$exponent)

}
pareto.se <- function(B,exponent,x0,n) {

return(sd(rboot.pareto(B,exponent,x0,n)))
}
pareto.bias <- function(B,exponent,x0,n) {

return(mean(rboot.pareto(B,exponent,x0,n)) - exponent)
}

θ̂اب = ٢٫ ٣۴،x٠ = ٩× ١٠۸،n = Bو٣٠٢ = تیعطقمدع(رایعمیاطخ،١٠۴

٠٫ربارب)دروآرب .درادیناوخ‌مهمهیبناجمجیاتنابهکدیآ‌یمتسدهب٠٧٧

نازیم.دنک‌یملیمرفصتمسهبیبیرا)رگدروآربیراگزاسهبهجوتاب(زینیبناجمروطهب

×۴رباربزیننادرگدوخیبیرا .تسارظنفرصلباقهکتساهدمآتسدهب٣−١٠

١٣٩٣٢٣/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



همادا:وتراپلاثم

:درکهبساحمزینارهیاپینادرگدوخنانیمطاهلصافناوت‌یم

pareto.ci <- function(B,exponent,x0,n,alpha) {
tboot <- rboot.pareto(B,exponent,x0,n)
ci.lower <- 2*exponent - quantile(tboot,1-alpha/2)
ci.upper <- 2*exponent - quantile(tboot,alpha/2)
return(list(ci.lower=ci.lower, ci.upper=ci.upper))

}

٢٫)تروصهبهیاپ٪٩۵هلصاف،یلبقتاصخشمنامهزاهدافتسااب ١۸, ٢٫ تسدهب(۴۸

.دیآ‌یم

١٣٩٣٢۴/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یرتماراپانیزاس‌نادرگدوخشور

:دنز‌یمبیرقت،دروآربیاطخعبنمهسابهارمهاریا‌هنومنعیزوت،یزاس‌نادرگدوخ

عیزوتهبیبایتسدیاربیهانتماماناوارفرارکتدادعتزاهدافتسا:یزاس‌هیبشیاطخ١

هباراطخنیادناوت‌یم،یزاس‌هیبشبسانمیحارطورارکتیفاکدادعت.لماکیا‌هنومن

.دنککچوکهاوخلدهزادنا

،هدش‌شزاربلدمتحتینادرگدوخهدشدروآربیاهرتماراپیا‌هنومنعیزوت:یرامآیاطخ٢

اه‌هداددیلوتمسیناکمیعقاولدمتحتهدشدروآربیاهرتماراپیا‌هنومنعیزوتاباقیقد

قیقدلاماکامهیلوادروآربودنک‌یمرییغت،اهرتماراپرییغتابیا‌هنومنعیزوت.تسینیکی

زارتایاپیعقاورادقملوحاهدروآربعیزوتهکتساهدشصخشمبلغااما.تسین

ثعاب،نادرگدوخریداقمزاهیلوادروآربندرکمکنیاربانب.تساهدروآربدوخعیزوت

.دوش‌یمیرامآیاطخشهاک

.دننک‌یمنیوریپاقیقدمیریگ‌یمرظنردامهکییاه‌لدمزااه‌هداد:یزاس‌صخشمیاطخ٣

.دوش‌یمنیکییعقاویا‌هنومنعیزوتابزگرهلدمیزاس‌هیبشنیاربانب
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اهاطخ

:یرامآیاطخ

Fn −→ X̃ −→ F∗
n ,

Fn −→ t̃ −→ F∗
n

:یزاس‌صخشمیاطخ

F −→ X −→ Fn

F −→ t −→ Fn

٧لاثمهب،یرامآیاطخکردیارب · .دینکهجوتباتک١
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همادا:یرتماراپانیزاس‌نادرگدوخشور
.دش‌یمیزاس‌صخشمیاطخهبطوبرمهک،تشادمهیمودهکرعمهدیاکی،نورفا

یترابعهبای(اه‌هداددوخزا،لدمزایزاس‌هیبشیاجهب،اطخنیازارارفیاربدرکداهنشیپیو

.مینکیریگ‌هنومنزاب)اه‌هدادیبرجتعیزوت

.تسارتماراپیاربهدنسبهرامآ)اه‌هدادیبرجتعیزوتای(اه‌هداددوخعقاورد

ییانبریزیعقاوعیزوتزانکممدروآربنیرت‌بصعت‌مکاه‌هدادیبرجتعیزوت،رگیدهاگدیدزا

قیقدهدش‌باختنالدمتسانکمم.دنک‌یمدراویرواد‌شیپویبیرایرگیدزیچره.تسا

.تسینمکزیننآندوببسانمانلامتحااما،دشاب

یورزا،یرتماراپلدمکیتطاسونودبو،میقتسمروطهبناوت‌یماراه‌تیمکزایرایسب

.درکدروآربیبرجتعیزوت

رظنردیهانتمهعماجکیناونعهباریلصاهدادهعومجم،نورفایرتماراپانیزاس‌نادرگدوخ

باختنارباربلامتحاابهدهاشمرهنآردهک،دیدجهدش‌یزاس‌هیبشهنومنکیودریگ‌یم

.دنک‌یمرارکتدیدجهنومناباردروآربسپس.دنک‌یمجارختسانآزا،دوش‌یم

نادرگدوخعوننیاناشروظنم،دنروآ‌یمارنادرگدوخمسانانادرامآیتقولاومعم،عقاورد

.تسا
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یرتماراپانیزاس‌نادرگدوخمتیروگلا

:دزبیرقتریزتروصهبیزاس‌نادرگدوخشورکمکهبناوت‌یمارt̂یا‌هنومنعیزوت

bنادرگدوخرارکترهیارب١ = ١, . . . ,B:

x̃(b)هنومن)فلا = (x̃١, . . . , x̃n)زایراذگیاجابیریگ‌هنومنابار

,x١هدشهدهاشمهنومن . . . , xnنکدیلوت

نکهبساحمارt̃(b)وθ̃(b)ریداقم)ب

∗F،نادرگدوخیا‌هنومنعیزوتدروآرب٢
n،یبرجتعیزوتt̃(١), . . . , t̃(B)دشاب‌یم
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همادا:یرتماراپانیزاس‌نادرگدوخشور
لباقزینیرتماراپانیزاس‌نادرگدوخاب،دشحرطمیرتماراپیزاس‌نادرگدوخابهکهچنآره

.تساماجناوحرط

یاه‌هدادیبرجتعیزوتنامههکتساینادرگدوخهدش‌یزاس‌هیبشیاه‌هدادعیزوتردتوافتاهنت

.تسایلصا

resample <- function(x) { sample(x,size=length(x),replace=TRUE) }
resamp.pareto <- function(B,data,x0) {

replicate(B,pareto.fit(resample(data),threshold=x0)$exponent)
}
> sd(resamp.pareto(B,wealth,x0))
[1] 0.07762305
> mean(resamp.pareto(B,wealth,x0))-exponent
[1] 0.003534574
resamp.pareto.CI <- function(B,data,alpha,x0) {

thetahat <- pareto.fit(data,threshold=x0)$exponent
thetaboot <- resamp.pareto(B,data,x0)
ci.lower <- thetahat - (quantile(thetaboot,1-alpha/2) - thetahat)
ci.upper <- thetahat - (quantile(thetaboot,alpha/2) - thetahat)
return(list(ci.lower=ci.lower,ci.upper=ci.upper))

}
> resamp.pareto.CI(B,wealth,0.05,x0)
$ci.lower

97.5%
2.173528

$ci.upper
2.5%

2.476391
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یرتماراپانلباقمردیرتماراپیزاس‌نادرگدوخ

یرت‌قیقدجیاتنلدمنآزایزاس‌هیبش،میشابهتشادبسانم)یرتماراپ(صخشملدمکیرگا

هب)یرتماراپان(اه‌هدادیبرجتعیزوتزایریگ‌هنومنزابهبتبسن،nتباثهنومنمجحاب،ار

.داددهاوختسد

ارگمهیعقاوعیزوتهب،یبرجتعیزوتزارت‌عیرسعیزوتیرتماراپدروآرب،تلاحنیارد،عقاورد

.دوش‌یم

تسردانعیزوتکیهبتعرسهب،دشابهدشصخشمهابتشاهبیرتماراپلدمرگالباقمرد

تسدهبیرتهبیلیخجیاتن،یرتماراپانشورزاهدافتسایدراومنینچرد.دوش‌یمارگمه

.داددهاوخ

دوجویدایزدیدرتیرتماراپیاه‌لدمیاه‌هریذپهبتبسناهدربراکبلغاردنوچ،لاومعم

دشعناقناوتبهکنآرگم.دوشهدافتسایریگ‌هنومنزابیاه‌شورزادوش‌یمهدادحیجرت،دراد

.دوبدهاوخیفداصتهدیدپتیعقاوزایبوخیلیخبیرقت،یرتماراپلدمکیهک

١٣٩٣٣١/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



قوقحهدکشنادیدورونومزآهدادهعومجم:لاثم

،تسایناریشبیتونورفاباتکیاه‌لاثموثحابمهبطوبرمهک،Rردbootstrapهتسبرد

یاه‌نومزآهرمنلدعملماشهکدراددوجوقوقحهدکشنادیاه‌هدادمانهبیا‌هداد‌هعومجم

،نومزآردناگدننک‌تکرشناتسریبدتارمنلدعمو،LSAT،قوقحهدکشناد۸٢یدورو

GPA،تسا.

رداه‌هدادنیازاییات١۵هنومنکی.تسایسرتسدلباقlaw۸٢مانابهتسبنیارداه‌هدادنیا

.تساهدشهدروآباتک١۸۵هحفص

درادناتسایاطخینادرگدوخدروآربهبساحموریغتمودنیانیبیگتسباوبیرضدروآربفده

.دشاب‌یمدروآربنیا

.دشاب‌یمGPAوLSATریغتمودنیبیگتسبمهبیرض،tیعباتلاثمنیارد

library(bootstrap) # for the law data
> print(cor(law$LSAT, law$GPA)) # for a sample with size 15
[1] 0.7763745
> print(cor(law82$LSAT, law82$GPA))
[1] 0.7599979

١٣٩٣٣٢/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



قوقحهدکشنادیدورونومزآهدادهعومجم:لاثمهمادا

B <- 200 # number of replicates
n <- nrow(law) # sample size
R <- numeric(B) # storage for replicates
# bootstrap estimate of standard error of R
for (b in 1:B) {

# randomly select the indices
i <- sample(1:n, size = n, replace = TRUE)
LSAT <- law$LSAT[i] #i is a vector of indices
GPA <- law$GPA[i]
R[b] <- cor(LSAT, GPA)

}
# output
> print(se.R <- sd(R))
[1] 0.1348793

٠٫رباربلامرنهیرظنساساربدرادناتسایاطخدروآرب )؟ارچ(.تسا١١۵

نومزآلاثمیارب.دادماجناارلاابتابساحمناوت‌یمbootهتسبردbootعباتاب:نیرمت

.دینکهسیاقملاابجیاتنابودینکرارکتارتابساحم،قوقحهدکشنادیدورو

١٣٩٣٣٣/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح
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قوقحهدکشنادیدورونومزآهدادهعومجم:لاثمهمادا

:درکلمعیلبقیاه‌لاثمهباشمناوت‌یمزینیبیرادروآربیارب

# sample estimate for n=15
theta.hat <- cor(law$LSAT, law$GPA)
# bootstrap estimate of bias
B <- 2000 # larger for estimating bias
n <- nrow(law)
theta.b <- numeric(B)
for (b in 1:B) {

i <- sample(1:n, size = n, replace = TRUE)
LSAT <- law$LSAT[i]
GPA <- law$GPA[i]
theta.b[b] <- cor(LSAT, GPA)

}
bias <- mean(theta.b - theta.hat)
> bias
[1] -0.002769211

١٣٩٣٣۵/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



تبسنرگدروآربکییاربیبیرادروآرب
ونورفاباتکردنآلماکحیضوتهکدرادرارقbootstrapهتسبردزینpatchیاه‌هداد

.تسه(١٩٩٣)یناریشبیت

نامسناپزادعبیندومزآ۸نوخشدرگردصاخنومرهکییاه‌هزادنالماشاه‌هدادنیا

:زاتسترابعرظندرومرتماراپ.تسایکشزپ

θ =
E(new)− E(old)

E(old)− E(placebo)
رگا،اه‌هدادنیایارب.دنتسهدیدجویمیدقیاه‌نامسناپE(new)وE(old)نآردهک

|t| ≤ ٠٫ .تسادیدجومیدقیاه‌نامسناپیکشزپدرکلمعیرباربهدنهد‌ناشن،٢٠

tهرامآرظندرومیعبات = Ȳ
Z̄یرباربتبسنهرامآیبیراینادرگدوخدروآربفده.تسا

.تسادرکلمع
data(patch, package = "bootstrap")
> patch

subject placebo oldpatch newpatch z y
1 1 9243 17649 16449 8406 -1200
2 2 9671 12013 14614 2342 2601
3 3 11792 19979 17274 8187 -2705
4 4 13357 21816 23798 8459 1982
5 5 9055 13850 12560 4795 -1290
6 6 6290 9806 10157 3516 351
7 7 12412 17208 16570 4796 -638
8 8 18806 29044 26325 10238 -2719

١٣٩٣٣۶/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



همادا:تبسنرگدروآربکییاربیبیرادروآرب

n <- nrow(patch) # in bootstrap package
B <- 2000
theta.b <- numeric(B)
theta.hat <- mean(patch$y) / mean(patch$z)
# bootstrap
for (b in 1:B) {

i <- sample(1:n, size = n, replace = TRUE)
y <- patch$y[i]
z <- patch$z[i]
theta.b[b] <- mean(y) / mean(z)

}
bias <- mean(theta.b) - theta.hat
se <- sd(theta.b)
> print(list(est=theta.hat, bias = bias,se = se, cv = bias/se))
$est
[1] -0.0713061

$bias
[1] 0.004647646

$se
[1] 0.09888232

$cv
[1] 0.04700179

رگالاومعم
|bias|

se ≤ ٠٫ زارتمکتبسننیالاثمنیارد.تسینیبیراحیحصتهبیزاین،٢۵

٠٫ .تسا٠۵

١٣٩٣٣٧/٣٧رذآ٢هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هتفرشیپیرامآتابساحم
٣٩یلیصحتلاسلوامرت

لباقتمیجنسرابتعاوفیان‌کج:مهدزایهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٣رذآ١۴

١٣٩٣١/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



رگیدیریگ‌هنومنزابشورکی:فیان‌کج

تروصهبعقاورد.تسایریگ‌هنومنزابشورکی،یزاس‌نادرگدوخدننامفیان‌کجشور

.دنک‌یملمعیرتماراپان

.دشیفرعمیریگ‌هنومنزابیاه‌شورزارگیدیضعبویزاس‌نادرگدوخزارتدوزیلیخشورنیا

یکوتطسوتسپسویبیرادروآربیاربلانییوکطسوت١٩۴٩لاسردشورنیاعقاورد

.دشداهنشیپ،درادناتسایاطخدروآربیارب(١٩۵٨)

LOO)Leaveلباقتمیجنسرابتعایعونهبهیبشفیان‌کجشور One Out(دنک‌یملمع

.درکمیهاوختبحصنآدرومردهک

xدینکضرف = (x١, . . . , xn)دشابهدشهدهاشمهنومن.iابارفیان‌کجهنومننیماx(i)
فذحهنومنهدهاشمنیماiهکتوافتنیاابتساxهنومننامههکیروطهب،میهد‌یمناشن

:ینعی.دشابهدش

x(i) = (x١, . . . , xi−١, xi+١, . . . , xn).

١٣٩٣۲/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



فیان‌کجشورهبیبیرادروآرب

θ)طابنتسایارب(رظندرومیعباتدینکضرف = t(F)دشاب.

θ̂رگا = Tn(x)،دروآربهاگنآiیارب،فیان‌کجنیماi = ١, . . . ,n،زاتسترابع

θ̂(i) = Tn−١(x(i)).

θ̂ینعی،یبرجتعیزوتساساربهدش‌یراذگیاجرگدروآربنامهθ̂رگدروآرب = t(Fn)،تسا.

،اه‌هدادردکچوکتارییغتهاگره،دنیوگراومهارθ̂دننامیراذگیاجرگدروآربکی:فیرعت

.دنکداجیاθ̂ردیزیچانتارییغت

θ̂(i)مینک‌یمفیرعت،دشابراومهرگدروآربکیθ̂رگا = t(Fn−١(x(i)))یبیرادروآربو

:زاتسترابعفیان‌کج

b̂jack = (n − ١)(θ̄(·) − θ̂),

نآردهک

θ̄(·) =
١

n

n∑
i=١

θ̂(i).

١٣٩٣٣/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



یبیرادروآرب

هاگ‌نآ،دشاببیراانθ̂رگا

E(θ̄(·)) =
١

n

n∑
i=١

E(θ̂(i)) = θ.

:میراداهرگدروآربیاربلاومعماما

E(θ̂) = θ +
a
n
+

b
n۲

+ O(n−٣).

هجیتنرد

E(θ̄(·) − θ̂) =
a

n(n − ١)
+ O(n−٣).

θ̂jack،هدش‌حیحصتیبیراابفیان‌کجرگدروآربنیاربانب = θ̂ − bjack،بیراانرگدروآربکی

)؟ارچ(تسا،۲هبترمات،θیارب

١٣٩٣۴/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هنومنسنایراو:یبیرادروآرب
.دشابهعماجسنایراوθیعباتدینکضرف،یلبقطباوررتهبکردیارب

زاتسترابعnمجحهبیا‌هنومنبسحربسنایراویراذگیاجرگدروآربنیاربانب

θ̂ = ١/n
∑n

i=١(xi − x̄)۲.

:تسابیرارگدروآربنیا

b(θ̂) = E(θ̂ − σ۲) =
n − ١

n
σ۲ − σ۲ = −σ۲

n
.

−فیان‌کجهنومنرهردیبیراهجیتنرد σ۲

n−رهیاربسپ.تسا١i = ١, . . . ,nمیراد:

E(θ̂(i) − θ̂) = E(θ̂(i) − θ)− E(θ̂ − θ) = b(θ̂(i))− b(θ̂)

= − σ2

n − 1
− (−σ2

n
) = − σ2

n(n − 1)
=

b(θ̂)
n − 1

.

:تساسنایراوبیراانرگدروآربنامههدش‌حیحصتیبیراابدروآرباج‌نیارد

θ̂jack = S۲ = ١
n−١

∑n
i=١(xi − x̄)۲.

١٣٩٣۵/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



نامسناپعونیاه‌هداد:لاثم
نآیارب.دشهدروآیتشادهبنامسناپیاه‌هدادیاربیلاثم،یزاس‌نادرگدوخشورثحبمرد

.مینکدروآرباریبیرا،فیان‌کجشورابمیهاوخ‌یم،لاثم

data(patch, package = "bootstrap")
n <- nrow(patch)
y <- patch$y
z <- patch$z
theta.hat <- mean(y) / mean(z)
> print (theta.hat)
[1] -0.0713061
# compute the jackknife replicates, leave-one-out estimates
theta.jack <- numeric(n)
for (i in 1:n){
theta.jack[i] <- mean(y[-i]) / mean(z[-i])

}
bias <- (n - 1) * (mean(theta.jack) - theta.hat)

> print(bias) # jackknife estimate of bias
[1] 0.008002488

١٣٩٣۶/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



فیان‌کجریداقم‌هبش

:تسافیان‌کجریداقم‌هبشبسحرب،فیان‌کجرگدروآربیفرعمیاربیرگیدهار

θ̃i = nθ̂ − (n − ١)θ̂(i), i = ١, . . . ,n.

:دشاب‌یمهدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربنامهاه‌نآنیگنایم،ریداقم‌هبشنیایفرعماب

١

n

n∑
i=١

θ̃i = nθ̂ − (n − ١)θ̄(·) = θ̂ − bjack .

هدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربدنهد‌یمهزاجاامهبهکتسانیا،ریداقم‌هبشنابیتشپهدیا

.میهدناشنلقتسمرادقمnنیگنایمهداسلکشهبارفیان‌کج

١٣٩٣٧/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



ریداقم‌هبشیاه‌یگژیو

یطخهرامآهکیصاختلاحیاربهتبلا.دنتسینلقتسمیلکروطهب{θ̃i}ریداقم‌هبش•

θ̂ینعی،تسا = n−١
∑

i a(xi)،میرادθ̃i = a(xi).نیگنایمیاربلاثمناونعهب

θ̃i = xi.

وiidتادهاشمیطخیاه‌بیرقتناونعهباهθ̃iنتفرگرظنرد،یقطنمهدیاکینیاربانب•

.تساθ̂jackفیان‌کجهدش‌حیحصتیبیراابرگدروآربناونعهباه‌نآزانتفرگنیگنایم

،θ̂سنایراویاربیرگدروآرب،ریداقم‌هبشهنومنسنایراوناونعهبS̃۲ندادرارقاب•
σ۲(θ̂)،دوبدهاوخریزتروصهب:

vjack =
S̃۲

n
.

١٣٩٣٨/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



درادناتسایاطخفیان‌کجدروآرب

ترابعزاناوت‌یم،ریداقم‌هبشربینتبملومرفربهولاعفیان‌کجدرادناتسایاطخدروآربیارب

:درکهدافتسا،تساراومهθ̂رگدروآربهکینامز،مهریز

ŝejack =

(
n − ١

n

n∑
i=١

(θ̂(i) − θ̄(·))
۲

)١/۲

.

١−nبیرضزاارچ،فیان‌کجدرادناتسایاطخهبساحمیارب:نیرمت
nهدافتسالاابلومرفرد

؟تساهدش

‌،نارامیبیتشادهبنامسناپیاه‌هدادیاربیلبقلاثمردفیان‌کجیاهدروآربزا،لاثمیارب
:مینک‌یمهدافتسا

se <- sqrt((n-1) *
mean((theta.jack - mean(theta.jack))^2))

> print(se)
[1] 0.1055278

١٣٩٣٩/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



فیان‌کجنانیمطالصاوف

:تخاسناوتبریزلکشهبینانیمطالصاوفاتدنک‌یمکمکفیان‌کجریداقم‌هبش

θ̂jack ∓ t١−α
۲
;n−١sejack

عبات.دنکارجاارفیان‌کجشورهکدیسیونبjackknifeمساهبRردیلکعباتکی:نیرمت

هبتسایعباتکیرگنایبهکthetaوتساه‌هدادرگنایبهکx:دشابیدوروودیاراددیاب

لماشیتسیلدیابعباتنیا.دنک‌دیلوتارییاهدروآرب،دنک‌یملمعxیوریتقوهکیروط

:دنادرگربارریزیاه‌هفلوم

•bias:یبیرافیان‌کجدروآرب

•se:درادناتسایاطخفیان‌کجدروآرب

•values:فیان‌کجیاهدروآرب{θ̂(i)}
•pseudo.values:فیان‌کجریداقم‌هبش{θ̃i}
•lower .ci:فیان‌کجنانیمطاهلصافنییاپنارک

•upper .ci:فیان‌کجنانیمطاهلصافیلاابنارک

١٣٩٣١٠/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



؟تسایبوخرگدروآربvjackایآ

رگدروآربابتسالداعماریزتسابوخ،σ۲(x̄)زایدروآربناونعهبvjackهکتساحضاو

.نآلومعم)بیراان(

.تسابوخوبسانمزینیطخهرامآرهیاربرگدروآربنیا،)هباشمیقطنماب(هباشمروط‌هب

تساهدشهدادناشن،دشاب،µ،هعماجنیگنایمردریذپ‌قتشمهتسویپروط‌هبیعباتgرگایتح

:تساg(x̄)سنایراویاربراگزاسیرگدروآربvjackهک

vjack
σ۲(g(x̄))

P−→ ١

.تسینرگدروآربکیسنایراویاربیبسانمرگدروآربvjackهکدنراددوجویدراوماما

فیعضvjack،تسیناه‌هدادزاراومهیعباترگدروآربهکینامز،تساهدشهدادناشنهژیو‌هب

.دنک‌یملمع

.تساهنایم،راومهانرگدروآربکیزاهداسلاثمکی

١٣٩٣١١/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هنایمیورربفیان‌کجیارجا

,١}هنومندینکضرف ۲, . . . , ٩, .دشابهدشهدهاشم{١٠

؟دوبدنهاوخروطهچفیان‌کجیاهدروآرب

۶ات۵و۵ات۵زادنترابعفیان‌کجیاهدروآرب

،رارکتn/۲ابمادکره،θ̂(i)یارباتکیرادقمودهشیمه،جوزnابهدادهعومجمرهیارب

.دشدهاوخهدهاشم

سنایراودروآربیاربیبوخهدیافیان‌کجیاهدروآربنیازاهدافتسادسر‌یمنرظنهبنیاربانب

.تسینمههتبلاودشابهنایم

:تساσ۲(θ̂)یاربراگزاسانیرگدروآربvjackتساهدشهدادناشن

vjack

σ۲(θ̂)

d−→
(
χ۲
۲

۲

)۲

.

١٣٩٣١۲/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



هنایمدرادناتسایاطخ:لاثم
,١}حیحصدادعازاییات١٠هنومنکیهنایمدرادناتسایاطخ،لاثمنیارد . . . , ١٠٠}
:دوش‌یمهبساحم

set.seed(123) # for the specific example given
n <- 10
x <- sample(1:100, size = n)
# jackknife estimate of se
M <- numeric(n)
for (i in 1:n) { # leave one out

y <- x[-i]
M[i] <- median(y)

}
Mbar <- mean(M)
> print(sqrt((n-1)/n * sum((M - Mbar)^2)))
[1] 1.5
# bootstrap estimate of se
Mb <- replicate(1000, expr = {

y <- sample(x, size = n, replace = TRUE)
median(y) })

> print(sd(Mb))
[1] 13.69387
> print(x)
[1] 29 79 41 86 91 5 50 83 51 42
> print(M)
[1] 51 50 51 50 50 51 51 50 50 51
> print(Mb)

رد.دنرادفلاتخامهابیلیخفیان‌کجونادرگدوخدروآربدوش‌یمهظحلامهکروطنامه

.تسینقفوم،هنایمندوبراومهانلیلدهبفیان‌کجشورعقاو
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یفذح‐dفیان‌کج

یفذح‐dفیان‌کج،تساهدشداهنشیپهکفیان‌کجزارگیدهخسنکی
)delete − d jackknife(دوش‌یمهدیمان.

هعومجمهبساحمیاربهدهاشمکیفذحرابرهیاجهب،تسادیپنآمانزاهکروطنامه

{θ̂(i)}،رابرهdدوش‌یمفذحهدهاشم.

:تساییایازمیارادتفایهرنیا

ارباتک١٩۴هحفص(دوشباختنابسانمروطهبdرگاتساهدشهدادناشنهلمجزا

.دوبدهاوخراگزاسهنایمیاربسنایراویفذح‐dفیان‌کجرگدروآربهاگ‌نآ،)دینیبب

دروآربnهبساحمیاجهباریز.تسانآرب‌نامزیلیختابساحم،درادشورنیاهکیبیعهتبلا

دادعت،یلومعمفیان‌کجرد

(
n
d

)
دناوت‌یمnزارتگرزبیلیخهکدرادزاینیفذح‐dدروآرب

.دشاب
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دنادبدیابینادرامآرههکیزیچ،لباقتمیجنسرابتعا

Cross،لباقتمیجنسرابتعا Validation،)CV(ناوتیبایزرایاربتسایشور

یرامآلدمکی)ییوگشیپ(

نیاهبخساپیاربیبوخیاهامنهار،لدمشزارب)یاه‌هرامآ(یاهرایعمهکدناد‌یمینادرامآره

.دنتسین،درکدهاوخییوگشیپیتقدهچابلدمکیهکلاوس

:تسینلدمنآندوببوخینعمهبًاموزللدمکییاربگرزبR۲،لاثمناونعهب

،)لدمشزارب‌شیبیترابعهب(لدمکیهبرتشیبیاهرتماراپندوزفاابناوت‌یمیگداسهب•

.دادشیازفازینارR۲رادقم

شزاربابیلدمناوت‌یمرتلاابهبترمابتلامجندوزفااب،یا‌هلمجدنچنویسرگرکیرد•

.دروآتسدهباه‌هدادهبرتهب

.دوبدهاوخرتدبهدش‌شزارب‌شیبلدمکیرددیدجیاه‌هدادیورربلدمیاه‌ییوگشیپاما

ییوگشیپردفیعضدرکلمع=شزارب‌شیب
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نومزآویشزومآیاه‌هعومجم

زایا‌هعومجمیورربنآندومزآ،لدمکیییوگشیپتردقیریگ‌هزادنایاربشورکی

.دنشابهتفرگنرارقهدافتسادروملدمشزاربردهکتساه‌هداد

هعومجمهبونومزآهعومجم،یا‌هعومجمنینچهباهواک‌هدادوینیشامیریگدایناصصختم

.دنیوگ‌یمیشزومآهعومجم،تساهدشهدافتسالدمشزاربیاربهکیا‌هداد

نومزآهعومجمیورربهکنآMSEابناوت‌یمارلدمکیییوگشیپتقد،لاثمناونعهب

.درکیریگ‌هزادنا،تساهدشهبساحم

هبتبسنMSEنیا،دنا‌هدشنهدافتسالدمشزاربردنومزآیاه‌هدادهکاج‌نآزا،یلکروط‌هب

MSEدوبدهاوخرتگرزب،یشزومآهعومجمزاهدش‌هبساحم.
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اه‌بیع:نومزآویشزومآیاه‌هعومجم

:درادیساسابیعودتفایهرنیازاهدافتسا

ناونعهباه‌نآزایشخبنتفرگرظنردتسانکمم،تسامکاه‌هدادمجحهکیدراومرد١

.دشابنبسانمنومزآهعومجم

هباه‌هدادندرکمیسقترگا،تسایکتنومزآ‐و‐شزومآشیامزآکیتفایهرنیانوچ۲

دنناوت‌یماه‌طابنتسا،دشابهدشنماجنابسانمروط‌هبنومزآوشزومآهعومجمود

.دنشابهدننک‌هارمگ

نومزآویشزومآیاه‌هعومجمزایرت‌هدیچیپیاه‌تروصنتفرگرظنرداباه‌تیدودحمنیا

:دنوش‌یمعفترم

• Leave-one-out cross-validation (LOOCV)
• Leave-k-out cross-validation
• K-Fold cross-validation
• ...

١٣٩٣١٧/٣۵رذآ١۴هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



LOOCV
,y١لقتسمهدهاشمNدینکضرف . . . , yNمیرادار.

:دنیآ‌یمتسدهبریزتروصهبتقدیاه‌هزادنا،LOOCVشوررد

شزاربتادهاشمهیقبابارلدمودهدلیکشتارنومزآهعومجمماiهدهاشمدینکضرف١

e∗iیاطخسپس.میهد = yi − ŷiنیاهب.مینک‌یمهبساحمهدش‌فذحهدهاشمیاربار

.دنیوگ‌یمزینییوگشیپیاطخیهاگاطخ

iیاربار١هلحرم۲ = ١, . . . ,Nمینک‌یمرارکت.

٣MSEبسحربارe∗١, . . . , e∗Nیاطخمودیاه‌ناوتنیرتمکنآهبهکمینک‌یمهبساحم

.دنیوگ‌یم،MSPE،ییوگشیپ
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LOOCV:همادا

هدهاشمکیاهنتهلحرمرهرداریز.تسادوجومیاه‌هدادزایرتاراکیلیخهدافتسا،شورنیا

.دوش‌یمفذح

.دشابرب‌نامزیلیخدناوت‌یم،یطخیاه‌لدمیاربزج،شورنیاهتبلا

PRESSهرامآطبترمرایعمکی.دنا‌هبساحملباقهباشمروطٰ‌هبMAEدننامیرگیدیاهرایعم
Nرباربهکتسا × MSPEدشاب‌یم.
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هدهاشمkرابرهفذحابلباقتمیجنسرابتعا

هدهاشمkمجحابنومزآیاه‌هعومجملیکشتلماش،لباقتمیجنسرابتعایاه‌تروصزایکی
.تساهلحرمرهرد

دیابkباختناهوحندرومرداما.تسانآرتمکتابساحم،تفایهرنیایاه‌تیزمزایکی
.تشادیفاکهجوتوتقد

kلومعمباختناکی = .تسا١٠
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یفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعا

kلباقتمیجنسرابتعا،لباقتمیجنسرابتعایاه‌شورزارگیدیکی foldهنومننآردهکتسا

ناونعهباه‌نآزایکی،هلحرمرهردودوش‌یممیسقتهنومنریزkهبیفداصتروطهبیلصا
.دوش‌یمهتفرگرظنردنومزآهعومجم

+۶٣۲·رگیدلوادتمهخسنکی bootstrap(١٩٩٧)یناریشبیتونورفاطسوتهکتسا
.تساهدیچیپنآیارجااما،درادیرتهبیاه‌یگژیوودشیفرعم

Efron, B. & Tibshirani, R. (1997), Improvements on Cross-Validation:
The .632+ Bootstrap Method, JASA, 92, 548-560
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اهدربراک

تردقابیرامآلدمناوت‌یم،)هباشمیاه‌هرامآای(MSPEندرکممین‌یمابیلکروط‌هب

.درکباختنااررتهبییوگشیپ

هدافتسا،لدمباختناهژیو‌هب،یرامآطابنتسازایفلتخمیاه‌تمسقردلباقتمیجنسرابتعازا

:دوش‌یم

لدمنیرتهبباختناواه‌لدمشزاربییوکینشجنس•

اهرتماراپیاهدروآربیرادیاپیبایزرا•

یدنب‌هدریاه‌متیروگلایدنب‌هدرتقدشجنس•

tuning،زاس‌نازیمیاهرتماراپباختنا• parameters،دننامفلتخمیرامآیاه‌لدم:

،یگیاسمهنیرتکیدزن‐kشورردkرتماراپ،یرتماراپانزاسراومهکییدازآهجرد
kNN،شورردهتسهیاهرتماراپSVM.

یاه‌نومزآربینتبملدمباختنازارتهبیلیخCVساساربلدمباختنا،یلمعروطهب

.دنک‌یمهیارادیدجیاه‌هدادیاربیعقاوMSEزابیراانهزادناکیًابیرقتوتسایرامآ
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لاثم

هبنهآنازیمیریگ‌هزادنا۵٣لماش،دندوجومDAAGهتسبردهکironslagهدادهعومجم

.تسایسیطانغموییایمیششورود

ودنیانیبهطبارتسانکممهکدراددوجوساسحانیا،اه‌هدادشنکارپلکشهبهجوتاب

.دشابنیطخ،ریغتم

یاه‌لدمومیریگ‌یمرظنردیمتیراگلوییامن،ودهجرد:رگیدهطبارهساه‌هدادنیایارب

:مینک‌یمیفرعمریزتروصهباراه‌نآهبطوبرم

Linear : Y = β0 + β1X + ε

Quadratic : Y = β0 + β1X + β2X2 + ε

Exponential : log(Y ) = β0 + β1X + ε

Logarithmic : log(Y ) = β0 + β1 log(X) + ε

ربلاثمنیارد.دنراددوجو،فدهبسحرب،لدمنیرتهبباختنایاربیتوافتمیاه‌شور

.میوش‌یمزکرمتم،تسادروآربلباقCVابهکییوگشیپیاطخربینتبمشور
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ییوگشیپیاطخهبساحم

:درکدروآربریزتروصهبناوت‌یمارییوگشیپیاطخLOOCVساسارب

iیارب١ = ١, . . . ,nهدهاشم(xi , yi)اه‌هدادهیقبزاودیریگبرظنردنومزآهعومجمار

:دینکدافتسالدمشزاربیارب

nابارلدم)فلا − xj)هدهاشم١ , yj)،نآردهکj 6= i،رد

.دیهدشزاربیشزومآهعومجم

لاثم.دیروآتسدهبنومزآهعومجمیاربارŷiییوگشیپریداقم)ب

ŷiتروصهبیطخلدمیارب = β̂٠ + β̂١xiدوبدهاوخ.

e∗iییوگشیپیاطخ)ج = yi − ŷiدینکهبساحمار.

۲MSEتروصهبارییوگشیپیاهاطخMSPE = ١
n
∑n

i=١ e∗۲iدینکهبساحم.

.دوش‌یمباختنالدمنیرتهبناونعهب،دشاب‌MSPEنیرتمکیارادهکیلدم
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لدمنیرتهبباختنا

n <- length(magnetic) #in DAAG ironslag
e1 <- e2 <- e3 <- e4 <- numeric(n)
# fit models on leave-one-out samples
for (k in 1:n) {

y <- magnetic[-k]
x <- chemical[-k]

##
J1 <- lm(y ~ x)
yhat1 <- J1$coef[1] + J1$coef[2] * chemical[k]
e1[k] <- magnetic[k] - yhat1

##
J2 <- lm(y ~ x + I(x^2))
yhat2 <- J2$coef[1] + J2$coef[2] * chemical[k] +

J2$coef[3] * chemical[k]^2
e2[k] <- magnetic[k] - yhat2

##
J3 <- lm(log(y) ~ x)
logyhat3 <- J3$coef[1] + J3$coef[2] * chemical[k]
yhat3 <- exp(logyhat3)
e3[k] <- magnetic[k] - yhat3

##
J4 <- lm(log(y) ~ log(x))
logyhat4 <- J4$coef[1] + J4$coef[2] * log(chemical[k])
yhat4 <- exp(logyhat4)
e4[k] <- magnetic[k] - yhat4

}
> c(mean(e1^2), mean(e2^2), mean(e3^2), mean(e4^2))
[1] 19.55644 17.85248 18.44188 20.45424
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؟درکهدافتساCVزاناوت‌یمهشیمهایآ

.تسینیریگراکهبلباقهشیمهلباقتمیجنسرابتعاهکدینکتقد

ناسکیًاقیقدریداقمابهدهاشمودزارتشیبایودرگا،ینویسرگرلدمکیرد،لاثمناونعهب

هدهاشمکیندرکجراخهاگ‌نآ،دشابهتشاددوجوyخساپریغتموینییبتیاهریغتمهمهیارب

)LOOCV(دوبدهاوخنرثوم.
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CVابلدمراگزاسدروآرب

دوجوتسردلدم،اه‌لدمزایا‌هدررد،رگاهاگره،دنیوگراگزاسارلدمباختنارایعمکی

.دنکییاسانشارنآnشیازفاابدناوتب،دشابهتشاد

.دوش‌یمنیهتنمراگزاسیدروآربهب‌LOOCVدادناشن(١٩٩٧)وئاش،فورعمهلاقمکیرد

Shao, J. (1997), An Asymptotic Theory for Linear Model Selection,
Statistica Sinica, 7, 221-264

LOOCVینعی.تسینلدمباختنایاربیراگزاسرایعم،LOOCVرگیدترابعهب
:)تشادهجوتدیابسکابروهشمهتفگهبهتبلا(تسینتسردلدمندرکادیپهبرداقهراومه

دندیفماه‌نآزایخرباما،دنتسرداناه‌لدمهمه

!!تسینهنانیب‌عقاونادنچ،رظندرومیاه‌لدمهدرردتسردلدمدوجونتفریذپ،یترابعهب
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همادا:CVابلدمراگزاسدروآرب

هکینامزرت‌قیقدروط‌هب(هدهاشمkفذحابلباقتمیجنسرابتعازایصخشمعاونا،لباقمرد
kابهارمهnدوبدنهاوخراگزاس،)دبای‌یمشیازفا.

دایزرییغتثعابدناوت‌یماه‌هدادردکچوکرییغتهکتسانآرایعمنیالکشمکی،لمعرد

.دوشهدشباختنالدمرد

kلباقتمیجنسرابتعاهکدنا‌هتفایردیفلتخمنیققحم fold،یرتهبدرکلمعیاراد،رظنمنیازا

.تسا
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یطخیاه‌لدمیاربلباقتمیجنسرابتعا

.دشابهنیزهرپورب‌نامزرایسبیتابساحمرظنزادناوت‌یمCVیلکروط‌هب

.تساهداسوعیرسرایسبLOOCVهبساحم،یطخیاه‌لدمیارباما

:دیریگبرظنرداریطخلدم

Y = Xβ + ε.

میناد‌یم

β̂ = (X ′X)−١X ′Y

:دنوش‌یمهبساحمریزتروصهبهدش‌شزاربریداقمو

Ŷ = X β̂ = X(X ′X)−١X ′Y = HY

.دنیوگ‌یمhatسیرتامنآهب،دوش‌یمهدافتساHزاŶهبساحمیاربنوچ
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همادا:یطخیاه‌لدمیاربلباقتمیجنسرابتعا

,h١ابارHیلصارطقیورریداقمرگا . . . , hnنامه(لباقتمیجنسرابتعاهرامآ،میهدناشن

MSEییوگشیپیاه‌هدنام‌یقابe∗i(تساهبساحملباقریزتروصهب:

MSPE =
١

n

n∑
i=١

[
ei

١− hi

]۲
,

.تساهدهاشمnهمهیورربلدمشزاربزالصاحیاه‌هدنام‌یقابei،نآردهک

.دوشهدادشزاربادجلدمnتسینمزلایطخلدمیاربنیاربانب

لدمرابکیاهنتMSPEهبساحمیاربهکدزاس‌یمرسیمارناکمانیا،بلاجرایسبهجیتننیا

.دوشهدادشزارباه‌هدادلکیوررب
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اهرایعمریاسابهطبار

رارقهدافتسادرومودنرادرادفرطرامآردتدشهبنآابطبترمیاهرایعموCVیاه‌هرامآ

.دنریگ‌یم

هدشنهدادناشن،حضاوروط‌هب،CVیاه‌هرامآابلدمباختنایاهرایعمریاسهطباردوجو

:مینک‌یمهراشاهدش‌هتخانشدرومدنچهباج‌نیارد.تسا

هباشمفیان‌کجرگدروآرب،دشحرطمیلبقیاهدیلاساردهکروطنامه:فیان‌کج•

LOOCVیاه‌هدنام‌یقابهبساحمیاجهبهکتوافتنیااب،دوش‌یمهبساحمe∗iرهرد

.دوش‌یمهبساحمθرظندرومیعبات،رارکت

•AIC:تروصهبکییاکآعلاطارایعمAIC = −۲ logL+ ۲pهکدوش‌یمفیرعت

روط‌هب.تسالدمدازآیاهرتماراپدادعتpوییامنتسردعباتممیسکامرادقمL،نآرد

رهیاربهجیتننیا.تساCVهرامآندرکممین‌یملداعمAICندرکممین‌یم،یبناجم

فدههکینامزتساهدشثعابیگژیونیا.تسارارقرب،یطخلدمطقفهن،یلدم

.دوشهیصوتAICزاهدافتسا،تساییوگشیپ
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همادا:اهرایعمریاسابهطبار

•BIC:تروصهبیزیبعلاطارایعمBIC = −۲ logL+ p log(n)دوش‌یمفیرعت.

باختناBICطسوتهکیلدم،AICهبتبسنرایعمنیارت‌نیگنسهمیرجلیلدهب

وئاش.رتمکرتماراپدادعتابیلدمایتساAICساسارببختنملدمنامهایدوش‌یم

لداعمBICندرکممین‌یمیبناجمروط‌هب،یطخیاه‌لدمیارب،دادناشن(١٩٩٧)

هکیروط‌هب،تساهدهاشمνفذحابلباقتمیجنسرابتعا

ν = n[١− ١/(log(n)− ١)].

.تسا(۲٠١٠)هسیلسوتولرآ،لباقتمیجنسرابتعایاه‌شوریاربیلاعوعماجعبنمکی

Arlot, S. & Celisse, A. (2010), A Survey of Cross-Validation Procedures
for Model Selection, Statistics Surveys, 4, 40-79
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ینامزیاه‌یرسیاربلباقتمیجنسرابتعا

کینتشاذگرانکاریز،دوش‌یمرتتخسیلیخCVیارجا،دنتسینلقتسماه‌هدادهکیتقو

.دنک‌یمنفذح،تادهاشمریاسابیگتسباولیلدهب،ارنآابطبترمتاعلاطامامتهدهاشم

،تساه‌نآندوبنامزهبهتسباوتیهاملیلدهباه‌هدادنیبیگتسباوهکیصاختلاحیارب

:دیآ‌یمتسدهبریزتروصهبCVهرامآکی،)ینامزیاه‌یرسردینعی(

,y١یاه‌هدادهبارلدم١ . . . , ytوهدادشزاربŷt+هدهاشمیاربینیب‌شیپرادقمار١

١+e∗tیاطخسپس.میهد‌یمرارقیدعب = yt+١ − ŷt+میروآ‌یمتسدهبار١.

tیاربار١هلحرم۲ = m, . . . ,n − دادعتممین‌یمmنآردهک،مینک‌یمرارکت١
.میرادزاینلدمشزاربیاربهکتسایتادهاشم

,١+e∗mیاربارMSEرادقم٣ . . . , e∗nمینک‌یمهبساحم.

یاه‌لدمدننام،هدیچیپیگتسباویاهراتخاسابهتسباویاه‌هدادیاربلباقتمیجنسرابتعا

.دشابهنیزهرپولکشمیلیخدناوت‌یم،ییاضفایهتخیمآ
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RردCVیارجا

،یرامآیاه‌لدمزایصخشمیاه‌هدرردهکدنراددوجویتوافتمعباوتواه‌هتسبRرد

:مینک‌یمهراشااه‌نآزااتهسهباجنیارد.دننک‌یمارجاارلباقتمیجنسرابتعا

ارجاارCVشور،کیتسجلویطخیاه‌لدمیاربDesignهتسبردvalidateعبات•

نینچمهویزاس‌نادرگدوخشورربینتبمیجنسرابتعا،عباتنیا.دنک‌یم

·۶٣۲+ bootstrapتساهدروآمهارفییاه‌باختناناونعهبزینار.

شورهکتساCVbinaryوcv.lm،CVlmعباتهسیارادهتسبنیا:DAAGهتسب•

،هداسنویسرگربیترتهبیاه‌لدمرداریفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعا

.دنک‌یمارجا،کیتسجلوهناگدنچنویسرگر

ارییاتkیفداصتیریگ‌هنومنزابابلباقتمیجنسرابتعاشورcv.glmعبات:bootهتسب•
واماگ،نوساوپ،یسواگ،یا‌هلمجودهلمجزا)GLM(هتفای‌میمعتیطخیاه‌لدمیارب

LOOCVشورهاگ‌نآ،دوشصخشمتادهاشمدادعترباربkرگا.دنک‌یمارجا،هریغ
.تسانیمهزینعباتضرف‌شیپهکدوبدهاوخ
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هتفرشیپیرامآتابساحم

MCMCیریگ‌هنومنیاه‌شور:مهدزاودهسلج

دورهاشیتعنصهاگشناد،ینشیغابنیسح

١٣٩١رذآ١٩
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همدقم

Markovیفوکرامریجنزیولراکتنومیریگ‌هنومنیاه‌شور chain Monte Carlo
)MCMC(،شورهبیریگ‌لارگتنایاربهکتساییاه‌شورهعومجمزایلکبوچراچکی

.دندشیفرعم)١٩٧٠(زگنیتسهو)١٩۵٣(ناراکمهوسیلوپورتمطسوت،ولراکتنوم

لارگتنادروآربهلاسم
∫

g(x)dxدیروایبدایهبارولراکتنومشورهب.

کیبسحربیضایردیماهبساحمهلاسمکیهباریریگ‌لارگتناهلاسمادتباروظنمنیایارب

fدننام،یلاگچعبات :ینعی.میدرک‌یملیدبت،(·)

J =

∫
g(x)dx =

∫
h(x)f (x)dx = Ef (h(X)).

هکیتقو،fعیزوتزاهدمآتسدهبهنومنکینیگنایمربارب،Jیولراکتنومدروآربهاگنآ
.دوبدهاوخ،)گرزبدادعانوناق(دشابگرزبهنومنمجح

fفدهیلاگچزاهنومندیلوتیاربیهارنتفایهلاسمهبیریگ‌لارگتناهلاسمنیاربانب لیدبت،(·)

.دوش‌یم
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همادا:همدقم

fزایریگ‌هنومنیاربMCMCتفایهر (·):

یروطهب،گرزبیفاکدادعتهبمتیروگلایارجا:fیانامعیزوتابفوکرامریجنزکیلیکشت

.دوشارگمهدوخیانامعیزوتهب)یبیرقتروطهب(ریجنزهک

زاهدشدیلوتامیقتسم)لقتسم(هنومنکیزاتسینمزلاJلارگتناهبساحمیاربعقاورد

,X١)هتسباو(هنومنکی،fزامیقتسمدیلوتنودب،ناوت‌یم.دوشهدافتسا،fعیزوت . . . ,Xn

.دروآتسدهب،fیانامعیزوتابکیدوگرافوکرامریجنزکیزاهدافتساابار

MCMCیاه‌شورهکتسایریجنزنینچتخاسیگنوگچ،دوش‌یمحرطمهکیلاوسنونکا
.دنا‌هدشهیارالاوسنیاهبخساپیارب

٧فیرعت · زادیلوتیاربMCMCشور،)٢٠٠۴(لاسکوتربارباتک٢۶٨هحفص١

.دنک‌یمیفرعم،fیانامعیزوتابکیدوگرافوکرامریجنزکیدیلوتشورارfعیزوت
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فوکرامیاهریجنزربهاتوکیرورم

X}فوکرامریجنزکی (t)}هتسباویفداصتیاهریغتمزایا‌هلابند

X (٠),X (١), . . . ,X (t), . . .

Xلامتحاعیزوتهکیروطهب،تسا (t)هبطقف،هتشذگیاهریغتمندوبضورفمطرشهب

X (t−١)تساهتسباو.

Transition(لاقتناهتسه،یطرشلامتحاعیزوتنیاهب Kernel(فوکرامهتسهایK
:دنیوگ‌یم

X (t+١)|X (٠),X (١), . . . ,X (t) ∼ K(X (t),X (t+١)).

Xتروصهبهداسیفداصتندزمدقفوکرامریجنزکی،لاثمناونعهب (t+١) = X (t) + εt

εtنآردهک،تساشیامنلباق ∼ N (٠, Xزالقتسمو(١ (t)فوکرامهتسهنیاربانب.تسا

Nیلاگچکیابتسارظانتم (X (t), ١).
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یریذپان‌لیوحت:فوکرامیاهریجنزیاه‌یگژیو

،یگژیونیا.دنادروخربیوقیرادیاپیگژیوکیزالاومعمMCMCفوکرامیاهریجنز

رگاهکیروطهب،دراددوجوfلامتحاعیزوتینعی.تساناملامتحاعیزوتکیدوجو

X (t) ∼ f،هاگنآX (t+١) ∼ f.

:دننک‌یمقدصریزهلداعمردانامعیزوتوهتسه،یمسرروطهب،هجیتنرد ∫
χ

K(x, y)f (x)dx = f (y).

هبفورعمفوکرامیاهریجنزهیرظنردهکاریا‌هیلواطرش،انامعیزوتکیدوجو

طرشنیایارادریجنزرگاهک.دنک‌یملیمحتKرب،تسا)Irreducibility(یریذپان‌لیوحت

.دوبدهاوخنیدیفمریجنز،دشابن

یاضفیاه‌تیعضومامتیورربتکرحهزاجاKهتسههکتساینعمنیاهبیریذپان‌لیوحت

.درادارریجنزتلاح

Xهیلوارادقمزارظنفرص،رت‌هداسترابعهبای X}هلابند،(٠) (t)}هیحانرههبتبثملامتحااب

.دنزبرسدناوت‌یمتلاحیاضفزا
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یتشگزاب:فوکرامریجنزیاه‌یگژیو

X}ریجنزراتفریورربیساساجیاتن،انامعیزوتکیدوجو (t)}نیااه‌هجیتننآزایکی.دراد

.دنشاب‌یمیتشگزاب،دنتسهلیخدMCMCیاه‌متیروگلاردهکییاهریجنزبلغاهکتسا

.دوبدهاوخندیفم،دشابهتشادناریگژیونیاریجنزرگاهک

تاعفدهب،ضامغالباقریغهاوخلدهعومجمرههبریجنزهکتساینعمنیاهبندوبیتشگزاب

.تشگدهاوخزابیهانتمان

:دیریگبرظنردار(١)ARدنیآرف،یتشگزابیگژیوحیرشتیارب

Xt = θXt−١ + εt ; θ ∈ <

εtو ∼ N (٠, σرگا.(٢εtدنشابلقتسماه،Xt،ندوبضورفمطرشهبXt−زا،١

Xt−٢,Xt−٣, . . .تسالقتسم.

Nزاتسترابعفوکرامریجنزنیایانامعیزوت (٠, σ٢

١−θ٢ |θ|طرشدیابهک( < .دشابرارقرب١
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(١)ARدنیآرف:لاثم
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نیرمت

εtنآردهکدیریگبرظنردار(١)ARفوکرامریجنر ∼ N (٠, ١).

Xیزاس‌هیبشاب (٠) ∼ N (٠, Xزاهنومنکیمارگوتسیه،(١ (t)یاربارt ≤ و١٠۴

θ = ٠٫ .دینکمسر٩

Nیانامعیزوتایآدینکیسررب (٠, ١
١−θ٢ ؟درادیبوخشزاربمارگوتسیهنیاهب(
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ندوبکیدوگرا:فوکرامریجنزیاه‌یگژیو

.تسهزینیدحعیزوتکیانامعیزوت،یتشگزابیاهریجنزرد

Xیدحعیزوتهکینعمنیاهب (t)هیلوارادقمرهیازاهبX (٠)،fتسا.

.دوش‌یمهدیمانزینندوبکیدوگرا،یگژیونیا

.هیلواطیارشهبتبسنللاقتساابتسالداعم،ریجنزندوبکیدوگرایگژیورگیدترابعهب

:hریذپ‌لارگتناعباوتیاربوکیدوگرایاهریجنزیارب

١

T

T∑
t=١

h(X (t)) −→ Ef [h(X)]

.تسادربراکلباقزینMCMCتفایهریاربگرزبدادعایوقنوناقهکتساینعمنیاهبو

.دنیوگ‌یمزینکیدوگراهیضقنآهبهک
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ییارگمه

هبدنم‌هقلاعهکیناسک.درکمهاوخنثحبفوکرامیاهریجنزتاییزجدرومردنیازارتشیب

.دننکهعجارم)٢٠٠۴(لاسکوتربارباتک۶لصفهبدنناوت‌یم،دنتسهرتشیبتاییزج

مهمهمودتفا‌یمنقافتازگرهانامعیزوتکیهبریجنزییارگمههکاریتلاحملیاملاحنیااب

.منکحرطم،تسه

رداریز.تسین)Proper(هرس،نیسپعیزوتهکتساینامزیزیببوچراچردتلاحنآو

.دشابیتشگزابدناوت‌یمنریجنز،تلاحنیا

:تسالومعمیلیخیرامآهدیچیپیاه‌لدمردهرساننیشیپیاه‌عیزوتزاهدافتسا

دوبدهاوخیتشگزابMCMCمتیروگلاودوش‌یمهرسنیسپعیزوتدراومیهاگ•

.درکدهاوخنراکMCMCمتیروگلاودوش‌یمنهرسنیسپعیزوتزیندراومیهاگ•
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یزیبطابنتساردیریگ‌لارگتنالیاسم

اه‌نآیاهدربراکبلغااما،دنتسهیمومعیریگ‌هنومنیاه‌شورMCMCیاه‌متیروگلاهچرگا

.دوش‌یمهدیدیزیبطابنتساهبطوبرملیاسمرد

کییارب.دنوش‌یمبوسحمیفداصتریغتماهرتماراپوتادهاشمیودره،یزیبلدمکیرد

,x)ماوتعیزوت،ییاتnهنومن θ)زاتسترابع:

fx,θ = fx|θ(x١, . . . , xn|θ)fθ(θ).

اب،اه‌هدادرددوجومتاعلاطایورربندرکیطرشابارθنیشیپعیزوتناوت‌یمنیاربانب

:)نیسپعیزوت(درکزور‌هب،زیبهدعاقزاهدافتسا

fθ|x(θ|x) =
fx|θ(x)fθ(θ)∫
fx|θ(x)fθ(θ)dθ

.
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همادا:یزیبطابنتساردیریگ‌لارگتنالیاسم

:زاتسترابعنیسپعیزوتهبتبسنg(θ)دننامیعباتیطرشیضایردیما،نیاربانب

E[g(θ|x)] =
∫

g(θ)fθ|x(θ)dθ =

∫
g(θ)fx|θ(x)fθ(θ)dθ∫

fx|θ(x)fθ(θ)dθ
.

لباق،دشابمولعمشزاس‌لامرنتباثنودبfθ|xنیسپیلاگچهکینامزیتحیضایردیمانیا

یاربزاس‌لامرنتباثهبساحمدراومبلغارداریز،تسایمهمهرازگنیا.تسابیرقت

.تساییاسرف‌تقاطوراوشدراک،نیسپیاه‌یلاگچ

.تسلاابداعبایاربنآیددعهبساحملکشمویلارگتنانینچندوبنمار،یلصاهلاسماما

MCMCدروآ‌یممهارفیریگ‌لارگتنالیاسمهنوگنیایارباریشور.
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هرابوددیکات

:هدیا

Xکیدوگراریجنزکیدیلوت (t)،هیلوارادقمابx(٠)،یارادهکلاقتناهتسهکیزاهدافتسااب

.تساfیانامعیزوت

X)عیزوترد(ییارگمه• (t)عیزوتابیریغتمهبfدنک‌یمنیمضتار.

X،T٠گرزبیفاکهزادناهبرادقمکییارب• (T٠)عیزوتزایققحتناونعهبناوت‌یمارf
.تفرگرظنرد

Xهتسباوهنومنکی• (T٠),X (T١+٠), . . هبتساهدشدیلوتfعیزوتزاهکدنک‌یمدیلوت.

.دوبدهاوخیفاکدروآربفادهایاربهنومننیاهکیروط

؟تخاسضورفمیانامعیزوتکیابیفوکرامریجنزناوت‌یمروطچ:هلاسم
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صخشمیانامعیزوتابفوکرامریجنزدیلوت

:تساتساررسوحضاوMCMCیاه‌متیروگلاابراکشور

:fفدهیلاگچنتشادضرفاب•
میزاس‌یمfیانامعیزوتابKفوکرامهتسهکی•

Xفوکرامریجنزسپس• (t) → X ∼ fمینک‌یمدیلوتار

تساهبساحملباقکیدوگراهیضقزاهدافتساابرظندروملارگتناتیاهنرد•

تساه‌شورعوننیازایلاثم،زگنیتسه‐سیلوپورتممتیروگلا•

مینک‌یمهنومندیلوتq(y|x)دزمانعیزوتزا،fنتشادطرشاب•

تسانآ،میرادزاینهنومنشریذپمدعایشریذپدرومردیریگ‌میمصتیاربهکیزیچاهنت•

fتبسنهک (y)
q(y|x)دشابمولعم،تباثکیزجهب

یلاگچنیا.دنیوگ‌یم)Proposal(یداهنشیپاییرازبایلاگچ،q(y|x))یطرش(یلاگچهب

هکتسانآ،لاابطرشزجهب،q(·|x)باختنایاربیرظنزایناهنت.دشابدناوت‌یمیزیچره

.دهدششوپدناوتبارfهاگ‌هیکتلکهکدشابعیسویردقهبنآهاگ‌هیکت
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زگنیتسه‐سیلوپورتممتیروگلا

Metropolis(زگنیتسه‐سیلوپورتممتیروگلا − Hastings(نایبریزتروصهبناوت‌یمار

:درک

،x(t)نتشادطرشاب

١Yt ∼ q(y|x(t))نکدیلوتار

هدبرارق٢

X (t+١) =

{
Yt with Porbability ρ(x(t),Yt)

x(t) with Probability ١− ρ(x(t),Yt)

نآردهک

ρ(x, y) = min
{
١,

f (y)
f (x)

q(x|y)
q(y|x)

}
,ρ(xهب y)دنیوگ‌یمزگنیتسه‐سیلوپورتمشریذپلامتحا.
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Rردمتیروگلایارجا

.تساماجنالباقیگداسهبRردمتیروگلایارجا

Xرادقمx[t]رگا،geneq(x)دننام،q(y|x)زایزاس‌هیبشیاربیعباتنتشادضرفاب (t)ار

:دوبدهاوخریزتروصهبلاابمتیروگلایارجایاربیلکدککی،دنکصخشم

y = geneq(x[t])
if (runif(1)<f(y)*q(y,x[t])/(f(x[t])*q(x[t],y))){

x[t+1]=y
} else {
x[t+1]=x[t]

}
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زگنیتسه‐سیلوپورتممتیروگلاییارگمه

:ینعی.تساهرارکتیورربشریذپلامتحانیگنایم،متیروگلاشریذپخرن

ρ̄ = lim
T→∞

١

T

T∑
t=٠

ρ(X (t),Yt) =

∫
ρ(x, y)f (x)q(y|x)dydx.

.درکهدافتساناوت‌یم،متیروگلادرکلمعیبایزرایاربتیمکنیازا

قیقدلداعتطرشهبموسومیطرشردزگنیتسه‐سیلوپورتممتیروگلا

)Detailed Balance Condition(

f (x)K(y|x) = f (y)K(x|y)

عیزوت،تفرگهجیتنناوت‌یم،xهبتبسنلاابیواستنیفرطزایریگ‌لارگتنااب.دنک‌یمقدص

X}ریجنزیانام (t)}رباربfتسا.
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هداسلاثمکی

نیارداما.تساهتسباوqیداهنشیپعیزوتباختناهبایوقMHمتیروگلادرکلمع،لمعرد

.دینکهجوتیا‌هداسلاثمهب،عیزوتکیزامیقتسمیریگ‌هنومنابهسیاقمیارباج

٢٫)Betaفدهعیزوتدینکضرف ٧, ۶٫ Uیداهنشیپعیزوتو(٣ (٠, هنومنکی.دشاب(١

MHدرکدیلوتریزدکابناوت‌یمار:

a=2.7; b=6.3; c=2.669 # initial values
n=5000
X=rep(runif(1),n) # initialize the chain
for (i in 2:n){

Y=runif(1)
rho=dbeta(Y,a,b)/dbeta(X[i-1],a,b)
X[i]=X[i-1] + (Y-X[i-1])*(runif(1)<rho)

}

١٣٩١١٨/۵٨رذآ١٩هتفرشیپیرامآتابساحمدورهاشیتعنصهاگشناد،ینشیغابنیسح



همادا:هداسلاثمکی
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همادا:هداسلاثمکی
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همادا:هداسلاثمکی

یگتسباوMCMCهنومناما،دنتسهناسکیرظنهبیریگ‌هنومنشورودهچرگاهکدینکتقد

.دنتسهiidمیقتسمهنومنهکیلاحرد،دنراد

ترابعهبایدوش‌یمهتساکهنومنتیفیکزا،MCMCیریگ‌هنومنردهکتساینعمنآهبنیا

.میتسهیرتگرزبهنومنمجحدنمزاینمیقتسمیریگ‌هنومنابناسکیتقدهبیبایتسدیاربرگید

Effective(رثومهنومنمجحمانهبیموهفمقیرطزاهلاسمنیا Sample Size(یارب

.دوش‌یمحرطم،فوکرامیاهریجنز
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هتکندنچ

q(x|y)هکیتقوینعی،نراقتمیداهنشیپیاه‌عیزوتیارب• = q(y|x)،

ρ(xt , yt) = min{١, f (yt)

f (xt)
}.

.دوبدهاوخqزالقتسمشریذپلامتحانیاربانبو

اه‌نآیاربهکارytریداقمهشیمهمتیروگلا•

f (yt)

q(yt |x(t))
>

f (x(t))

q(x(t)|yt)
,

رگااما.دوشهتفریذپمهزابتسانکمم،دوشضوعیواسمانتهجرگاهتبلا.دریذپ‌یم

ناشنیگژیونیا.دشدنهاوخدردراومبلغایداهنشیپریداقم،دشابدایزفلاتخا

.دراذگبریثاتMHمتیروگلادرکلمعیورربدناوت‌یمqباختناهنوگچهکدهد‌یم
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همادا:هتکندنچ

ردهدشدیلوتفوکرامریجنز،دشابکچوکیلیخfهاگ‌هیکتابهسیاقمردqهاگ‌هیکترگا•

.دشدهاوخارگمهدنکیلیخهجیتنردودشدهاوخلکشمراچدfهنمادیوجتسج

یاه‌تبسنهبطقفMHمتیروگلا•
f (yt)

f (x(t))
و

q(x(t)|yt)
q(yt |x(t))

متیروگلاهجیتنرد.تساهتسباو

.دشاب‌یمزاس‌لامرنیاه‌تباثزالقتسم

رگایتح،دشابهتشادیناسکیریداقممهرستشپرابنیدنچتسانکمم{x(t)}ریجنز•

fدشاب)گبلهزادناهبتبسن(یلاگچکی.

ریداقمرگاهکینعمنیاهب.دهد‌یمنفوکرامریجنزکیلیکشتلاومعم{yt}هلابند•

راد‌هشدخانامعیزوتهبییارگمهجیاتنمامت،مینکجارختساریجنززاارهدش‌شریذپ

.دوبدنهاوخنرارقربرگیدودشدهاوخ
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لقتسمMHمتیروگلا

Xزالقتسمqیداهنشیپعیزوتهکیتلاحرد (t)ارباختنانیاابلصاحمتیروگلا،دشاب

q(y|x)تلاحنیارد.دنیوگلقتسمMHمتیروگلا = g(y).

،x(t)نتشادطرشاب

١Yt ∼ g(y)نکدیلوتار

هدبرارق٢

X (t+١) =

{
Yt with Porbability min

{
١, f (Yt)g(x(t))

f (x(t))g(Yt)

}
x(t) otherwise
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لقتسمMHمتیروگلایاه‌یگژیو

یرازباعیزوت،شورودرهردنوچ.تساشریذپودرشورزایمیمعتمتیروگلانیا•

.دنتسینیکیهدششریذپریداقمامادنتسهمههباشمYtیداهنشیپریداقم،تسایکی

هدافتساودرهزاصاخهلاسمکیردناوت‌یمودنرادییاه‌تهابششورودنیاهکنیااب•
هدافتساشریذپودرمتیروگلازاناوتبهلاسمکیردرگااما،درکهسیاقمارجیاتنودرک
.دشدهاوخهدافتساMHشورزاتردنهب،درک

.تسینروطنیاMHشوردرومرداما،دنتسهلقتسمشریذپودرشوریاه‌هنومن•

Mیلاابنارکهبساحمدنمزاین،شریذپودرشوررد• ≥ supx
f (x)
g(x)متیروگلااما.میتسه

MHشوربوخهبنجکینیا.درادنیتیمکنینچهبساحمهبزاینMHهکینامزتسا
زایا‌هدمعشخبندشفلتثعابوتساراکاندوجومMایتسارب‌نامزMهبساحم
.دوش‌یمهدشدیلوتیداهنشیپیاه‌هنومن

!تسالبنتدارفایاربشریذپودرشورMHشورعقاورد
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لاثم

.تساه‌لیبموتازاهنومنکیزمرتهلصافوتعرسلماش،Rهتسهردcarsهدادهعومجم

تروصهبلدمینعی.میهد‌یمشزاربودهجردلدمکیاه‌هدادنیاهب

yij = β٠ + β١xi + β٢x٢i + εij , i = ١, . . . , k, j = ١, . . . ,ni

εijمینک‌یمضرفنآردهک،تسا ∼ N (٠, σدنتسهلقتسمو(٢.

ابتسابسانتمییامنتسردعبات

(
١

σ٢
)N/٢ exp

− ١

٢σ٢

∑
ij
(yij − β٠ − β١xi − β٢x٢i )٢


Nنآردهک =

∑
i niتساتادهاشملکعومجم.
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مودیاه‌ناوتنیرتمکشزارب
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data(cars)
x=cars$speed
y=cars$dist
x2=x^2
#
fit=lm(y~x+x2)
#
plot(y~x)
lines(x,predict(fit),col="red",lwd=2)
> summary(fit)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 2.47014 14.81716 0.167 0.868
x 0.91329 2.03422 0.449 0.656
x2 0.09996 0.06597 1.515 0.136
Residual standard error: 15.18 on 47 degrees of freedom
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MHمتیروگلا

,β٠یاهرتماراپنیسپعیزوتناونعهبییامنتسردعباتهبناوت‌یم β١, β٢, σ
هب(درکهاگن٢

.)تخاونکینیشیپیاه‌عیزوتنتفرگرظنردابلاثمناونع

نیازاMHمتیروگلازاهدافتسااب،متیروگلایارجاهوحنشیامنیاربلاثمکیناونعهبو

زامیقتسمروطهبناوت‌یمیتحارهب،تسالامرنعیزوتنوچدینکتقد(درکدیلوتهنومنعیزوت

.)درکهنومندیلوتنآ

Xینعی،هیلواریداقم،عورشیارب (٠) = (β
(٠)
٠ , β

(٠)
١ , β

(٠)
٢ , σنیرتمکیاهدروآرب،((٠)٢

.میریگ‌یمرظنردمودیاه‌ناوت

:دنا‌هدشیزکرمMLEردیگمههکمیریگ‌یمرظنردریزتروصهبزیناریداهنشیپیاه‌عیزوت

β٠ ∼ N (٢٫ ۴٧, ١۵٢), β١ ∼ N (٠٫ ٩١, ٢٢), β٢ ∼ N (٠٫ ١٠٠, ٠٫ ٠۶٢)

σ−٢ ∼ Gamm(N/٢, (N − ١)(٣۵٫ ٢(١٨)
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Rدک
Barking = function (nsim = 10^3){

data = cars; x = data[, 1]; y = data[, 2]; n = length(x); x2 = x^2
MSR = 225; SSR = 10809
bhat = coefficients(lm(y ~ x + x2))
loglike = function(a, b, c, s2) { -(n/2) * log(s2) - sum((y - a - b * x - c * x2)^2)/(2 * s2) }
dcand = function(a, b, c, s2) {

dnorm(a, bhat[1], sd = 15, log = TRUE) + dnorm(b, bhat[2],
sd = 2, log = TRUE)

+dnorm(c, bhat[3], sd = 0.06, log = TRUE) - (n/2) * log(s2) -
SSR/(2 * s2)

}
b1hat = array(bhat[1], dim = c(nsim, 1))
b2hat = array(bhat[2], dim = c(nsim, 1))
b3hat = array(bhat[3], dim = c(nsim, 1))
s2hat = array(MSR, dim = c(nsim, 1))
for (i in 2:nsim) {

bcand = c(rnorm(1, mean = bhat[1], sd = 15), rnorm(1,
mean = bhat[2], sd = 2), rnorm(1, mean = bhat[3],
sd = 0.06), 1/rgamma(1, n/2, rate = SSR/2))

test = min(exp(loglike(bcand[1], bcand[2], bcand[3],
bcand[4]) - loglike(b1hat[i - 1], b2hat[i - 1], b3hat[i -
1], s2hat[i - 1]) + dcand(b1hat[i - 1], b2hat[i -
1], b3hat[i - 1], s2hat[i - 1]) - dcand(bcand[1],
bcand[2], bcand[3], bcand[4])), 1)

rho <- (runif(1) < test)
b1hat[i] = bcand[1] * rho + b1hat[i - 1] * (1 - rho)
b2hat[i] = bcand[2] * rho + b2hat[i - 1] * (1 - rho)
b3hat[i] = bcand[3] * rho + b3hat[i - 1] * (1 - rho)
s2hat[i] = bcand[4] * rho + s2hat[i - 1] * (1 - rho)

}
return(list('Beta0'=b1hat, 'Beta1'=b2hat,'Beta2'=b3hat,'Sigma'=s2hat))

}
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شزاربهجیتن:MHمتیروگلا

5 10 15 20 25

0
2
0

4
0

6
0

8
0

1
0
0

1
2
0

١٣٩١٣٠/۵٨رذآ١٩هتفرشیپیرامآتابساحمدورهاشیتعنصهاگشناد،ینشیغابنیسح



ریجنزیگتخیمآ:MHمتیروگلا
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ریجنزییارگمهیسررب:MHمتیروگلا
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همدقم:یفداصتندزمدقMHمتیروگلا

:دوش‌یمزاس‌لکشمیهاگلقتسمMHمتیروگلایارجا

دشابهدیچیپتسانکممیداهنشیپیلاگچتخاس•

دنریگ‌یمهدیداناریعضومتاعلاطا،متیروگلاعوننیاردیداهنشیپیاه‌عیزوت•

:تساهلحرمهبهلحرمتاعلاطایروآدرگ،نیشناجهارکی

ریجنزیراجتیعقومیگیاسمهشواکینعی•

هب.دروآ‌یمباسحهباریلبقهدشدیلوتهنومن،ریجنزیدعبرادقمدیلوتیارب،هدیانیا•

ماجنااریرتشیبیعضومشواک،ریجنزیراجتیعقومیگیاسمهردهکینعمنیا

.دهد‌یم
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یفداصتندزمدقMHمتیروگلا

زاYtیزاس‌هیبش،ریجنزیراجرادقمیگیاسمهردشواکطسوتیعضومشواکهدیایارجا

هطبار

Yt = X (t) + εt ,

Xزالقتسمیفداصتهفونکیεtنآردهک،تسا (t)یلاگچعباتابgلاثمناونعهب.تسا،

هکتساینعمنیاهبهفونیاربتخاونکیعیزوتباختنا

Yt ∼ U (X (t) − δ,X (t) + δ)

ینعمهبلامرنعیزوتای

Yt ∼ N (X (t), τ٢)

زاتسترابعیداهنشیپعیزوتتلاحنیارد.تسا

q(y|x) = g(y − x).

،نآابرظانتمفوکرامریجنز،تساروطنیالاومعمهک،دشابنراقتمرفصلوحgیلاگچرگا

.تسایفداصتندزمدقدنیآرفکی
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متیروگلا

،x(t)نتشادطرشاب

١Yt ∼ g(y − x(t))نکدیلوتار

هدبرارق٢

X (t+١) =

{
Yt with Porbability min

{
١, f (Yt)

f (x(t))

}
x(t) otherwise
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متیروگلایاه‌یگژیو

X}ریجنز،زگنیتسه‐سیلوپورتمشریذپهلحرمدوجولیلدهب• (t)}ندزمدقریجنزکی

.تسینیفداصت

ضورفمتفجکییارب،هکینعمنیاهب.تسینهتسباوgهبشریذپلامتحا•

(x(t), yt)،هچشریذپلامتحاytناسکی،یشوکعیزوتزاهچدوشدیلوتلامرنعیزوتزا

.دوبدهاوخ

هجیتنردواهYtیاربریداقمفلتخمیاه‌هنمادهبرجنمفلتخمیاهgباختنااما•

راتفرربgباختناتفگناوت‌یمننیاربانب.دشدهاوختوافتمشریذپیاه‌خرن
.درادنیریثاتمتیروگلا
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سایقمرتماراپندیبلاک

هبدیاب،تسایفداصتهفونسنایراوهبهتسباوهک،یفداصتندزمدقدنیآرفسایقمرتماراپ

.دوشماجنایبوخهبشواکات)دوشهدیبلاک(دوشباختنایا‌هنوگ

یلیخ،لوبقلباقرارکتدادعتردفدهعیزوتزابسانمبیرقتکیهبندیسریاربندیبلاکنیا

.تسامهم

ودنوش‌یمدریداهنشیپیاه‌هنومنرثکا،دشابگرزبیلیخهفونهلمجسنایراورگا•

تساراکانادیدشمتیروگلا

وهدشهتفریذپیداهنشیپیاه‌هنومنرثکا،تساکچوکیلیخسنایراونیاهکیتقو•

مهزابوتسایفداصتندزمدقدنیآرفکیهبهیبشیلیخهکدوش‌یمدیلوتیریجنز

.تساراکان

متیروگلاشریذپخرنرگا.تساشریذپیاه‌خرنیسررب،سایقمرتماراپباختنایاربهارکی

٠٫]هنمادرد ١۵, ٠٫ .تسابسانم،دریگرارق[۵

١٣٩١٣٧/۵٨رذآ١٩هتفرشیپیرامآتابساحمدورهاشیتعنصهاگشناد،ینشیغابنیسح



tعیزوتدیلوت:لاثم

Nیداهنشیپعیزوتزاهدافتسااب،یدازآهجردνابtعیزوتزاهنومندیلوت:فده (X t), σ٢)

σیاربتوافتمریداقمباختناابریجنزسایقمندیبلاکو

:میرادتلاحنیارد

f (yt)

f (x(t) =
(١+

y٢t
ν )

−(ν+١)/٢

(١+ x(t)٢

ν )−(ν+١)/٢
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Rدک:لاثم

rw.Metropolis <- function(nu, sigma, x0, n) {
x <- numeric(n)
x[1] <- x0
u <- runif(n)
k <- 0
for (i in 2:n) {

y <- rnorm(1, x[i-1], sigma)
if (u[i] <= (dt(y, nu) / dt(x[i-1], nu)))
x[i] <- y else {

x[i] <- x[i-1]
k <- k + 1
}

}
k=(1-k/n)
return(list(x=x, k=k))

}
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شیریذپخرن:لاثم

nu <- 4 # degrees of freedom
n <- 2000
sigma <- c(.05, .5, 2, 16)
x0 <- 25
##
rw1 <- rw.Metropolis(nu, sigma[1], x0, n)
rw2 <- rw.Metropolis(nu, sigma[2], x0, n)
rw3 <- rw.Metropolis(nu, sigma[3], x0, n)
rw4 <- rw.Metropolis(nu, sigma[4], x0, n)
# number of candidate points rejected
> print(c(rw1$k, rw2$k, rw3$k, rw4$k))
[1] 0.9955 0.8605 0.5460 0.0985

٠٫]هنمادهبکیدزنیرادقمموسریجنزاهنت ١۵, ٠٫ .دراد[۵
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اه‌کدنچورثایاهرادومندیلوتیاربRدک:لاثم

par(mfrow=c(2,2)) # display 4 graphs together
refline <- qt(c(.025, .975), df=n)
rw <- cbind(rw1$x, rw2$x, rw3$x, rw4$x)
for (j in 1:4) {

plot(rw[,j], type="l",
xlab=bquote(sigma == .(round(sigma[j],3))),
ylab="X", ylim=range(rw[,j]))
abline(h=refline)

}
## Computing quantiles of target distribution and chains
a <- c(.05, seq(.1, .9, .1), .95)
Q <- qt(a, n)
rw <- cbind(rw1$x, rw2$x, rw3$x, rw4$x)
mc <- rw[501:N, ]
Qrw <- apply(mc, 2, function(x) quantile(x, a))
print(round(cbind(Q, Qrw), 3))
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رثایاهرادومن:لاثم
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tعیزوتزااه‌نآیعقاوریداقماباه‌کدنچهسیاقم:لاثم

Q V2 V3 V4 V5
5% -1.65 24.30 -2.82 -2.20 -1.77

10% -1.28 24.43 -2.05 -1.51 -1.38
20% -0.84 24.85 -1.28 -0.89 -0.99
30% -0.52 25.02 -0.83 -0.59 -0.64
40% -0.25 25.22 -0.45 -0.27 -0.25
50% 0.00 25.83 -0.13 -0.05 0.09
60% 0.25 26.70 0.17 0.21 0.24
70% 0.52 26.89 0.47 0.51 0.92
80% 0.84 27.10 0.89 0.87 1.31
90% 1.28 27.42 1.38 1.30 1.79
95% 1.65 27.58 1.79 1.70 2.14
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لامرنهتخیمآ:لاثم

:تساریزتاصخشمابیا‌هفلومودهریغتمودهتخیمآلامرنعیزوتکیزایریگ‌هنومن:فده

µ١ = (۴, ۵)T , µ٢ = (٠٫ ٧, ٣٫ ۵)T ,

Σ١ =

(
١ ٠٫ ٧

٠٫ ٧ ١

)
, Σ٢ =

(
١ −٠٫ ٧

−٠٫ ٧ ١

)
σیرطقسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنزیناریداهنشیپعیزوت × Iرظنرد٢

:مینک‌یمفیرعتσسایقمرتماراپیاربتوافتمرادقمهسنآردهک،میریگ‌یم

σ = (٠٫ ٠١, ١, ١٠٠).

.تسایسرتسدلباقتانلاعاولباتتمسق،نمیصخشهحفصقیرطزاRهمانربدک
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لامرنهتخیمآ:لاثم
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لامرنهتخیمآ:لاثم
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لامرنهتخیمآ:لاثم
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همدقم:زبیگریگ‌هنومنمتیروگلا

.تساهدشهتفرگ(١٩٨۴)نامگونامگفورعمهلاقمزازبیگیریگ‌هنومنمان

نیازاهک،دشعورش(١٩٩٠)تیمساودنافلگراکابمتیروگلانیازاعیاشهدافتسااما

.دندرکهدافتسا،دندوبهدناملحنودبلابقهک،یزیبطابنتسارد،یلیاسملحیاربمتیروگلا

دعبابفدهیلاگچعباتکیدننام،)لاابدعباب(هدیچیپلیاسم،زبیگریگ‌هنومنیاه‌متیروگلا

دننک‌یممیسقترت‌هداسلیاسمزایا‌هلابندهبار،لااب

.دنشابنلحلباقMHمتیروگلاهلیسوهبهدیچیپلیاسمنیاتسانکمم•

دنشابهتشادزاینندشارگمهیاربیدایزنامزرت‌هداسلیاسمهلابندتسانکمم

.تساهجوتبلاجودیفممتیروگلاکیمتیروگلانیادوجونیااب•
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همدقم:زبیگریگ‌هنومنمتیروگلا

:دهد‌یملیکشتفوکرامریجنزکیماوتعیزوتکیزاهدافتسااب،زبیگمتیروگلا

fماوتعیزوتیارادYوXیفداصتریغتمودرگا• (x, y)دنشاب

fXناشرظانتمیطرشیاه‌یلاگچهکیروطهب• |YوfY |Xدنشاب

Xt)فوکرامریجنزکیمتیروگلا• ,Yt)دزاس‌یم،ریزلحارمساساربار:

X٠ندوبضورفمطرشاب = xیارب،٠t = ١, ٢, . . . :نکدیلوت,

١Yt ∼ fY |X(·|xt−١)
٢Xt ∼ fX|Y (·|yt)

هداسونشوررایسبمتیروگلایارجا،دشابتحاریطرشیلاگچودرهزایزاس‌هیبشهچنانچ

.تسا

f،ریجنزنیایانامعیزوت (x, y)یاه‌عیزوتهاگ‌هیکتهکیدراومزجهب،ریجنزییارگمهوتسا

.تساهدش‌نیمضت،دنشابنلصومهبیطرش
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هریغتمودلامرن:لاثم

هریغتمودلامرنلدم:میریگ‌یمرظنرداریا‌هداسلاثماجنیارد

(X ,Y ) ∼ N٢

(
٠,

(
١ ρ
ρ ١

))
:زاتسترابعزبیگریگ‌هنومننآیاربهک

نکدیلوتارریزریداقم،xtضورفمرادقمیارب

Yt+1|xt ∼ N (ρxt , 1 − ρ2)

Xt+1|yt+1 ∼ N (ρyt+1, 1 − ρ2)
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Rدک:لاثم

Nsim=5000 # initial values
rho=0.7
X=Y=array(0,dim=c(Nsim,1)) # init arrays
X[1]=rnorm(1) # init chains
Y[1]=rnorm(1)
for (i in 2:Nsim){ # sampling loop

Y[i]=rnorm(1,rho*X[i-1],1-rho^2)
X[i]=rnorm(1,rho*Y[i],1-rho^2)

}
mcmc=cbind(X,Y)
par(mfrow=c(2,2))
plot(ts(mcmc[,1]), xlab="Trace Plot", ylab="")
plot(ts(mcmc[,2]), xlab="Trace Plot", ylab="")
hist(mcmc[,1],40, main="", xlab="")
hist(mcmc[,2],40, main="", xlab="")
par(mfrow=c(1,1))
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یسدنهشیامن
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رثایاهرادومن:لاثم
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لامرنلدم:لاثم
,θ)نیسپعیزوتزاهنومندیلوت:فده σلدمرد(٢

Xi ∼ N (θ, σ٢), i = ١, . . . ,n

θ ∼ (θ٠, τ
٢), σ٢ ∼ IG(a, b)

هعلاطمهبطوبرمxیاه‌هدادو.دنتسهمولعمbوa،τ٢،θ٠ریداقمنآردهک،دشاب‌یم
تعاس٢۴یطهدش‌فرصمیژرنانازیمنآیاه‌هدادهکتساهلاس١۵نارتخدردمسیلوباتم

:تسا

> x=c(91,504,557,609,693,727,764,803,857,929,970,1043, 089,1195,1384,1713)

:دوبدهاوخریزتروصهبنیسپعیزوت

π(θ, σ2|x) ∝ 1
(σ2)n/2 e−

∑
i(xi−θ)2/2σ2 ×

[
1
τ

e−(θ−θ0)2/2τ2
]

×
[

1
(σ2)a+1 e1/bσ2

]
١٣٩١۵۴/۵٨رذآ١٩هتفرشیپیرامآتابساحمدورهاشیتعنصهاگشناد،ینشیغابنیسح



لامرنلدم:لاثم

:)دیهدناشننیرمتناونعهب(دنا‌هبساحملباقریزتروصهبلماکیطرشیاه‌یلاگچ

θ|x, σ2 ∼ N (
σ2

σ2 + nτ2 θ0 +
nτ2

σ2 + nτ2 x̄, σ2τ2

σ2 + nτ2 )

σ2|x, θ ∼ IG(
n
2
+ a, 1

2
∑

i
(xi − θ)2 + b)
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Rدک

n=length(x)
Nsim=10000
a=b=0.1
tau2=10
theta0=xbar
xbar=mean(x)
sh1=(n/2)+a
sigma=theta=rep(0,Nsim) #init arrays
sigma[1]=1/rgamma(1,shape=a,rate=b) #init chains
B=sigma2[1]/(sigma2[1]+n*tau2)
theta[1]=rnorm(1,m=B*theta0+(1-B)*xbar,sd=sqrt(tau2*B))
for (i in 2:Nsim){

B=sigma2[i-1]/(sigma2[i-1]+n*tau2)
theta[i]=rnorm(1,m=B*theta0+(1-B)*xbar,sd=sqrt(tau2*B))
ra1=(1/2)*(sum((x-theta[i])^2))+b
sigma2[i]=1/rgamma(1,shape=sh1,rate=ra1)

}
##
> mean(theta)
[1] 870.459
> sqrt(mean(sigma2))
[1] 389.7115
##
par(mfrow=c(2,1))
hist(log(theta),main="")
hist(sqrt(sigma2),main="")
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مارگوتسیه:لاثم
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یا‌هلحرمدنچزبیگیریگ‌هنومن
نآناوت‌یمیگداسهبوتسایا‌هلحرمودزبیگریگ‌هنومنمتیروگلاهبفورعم،دشنایبهکهچنآ

.دادمیمعتیا‌هلحرمدنچتلاحهبار

Xدینکضرف = (X١, . . . ,Xp)یگداسهبلماکیطرشیاه‌یلاگچزاناوتبدینکضرفو

:درکدیلوتهنومن

Xi |x١, x٢, . . . , xi−١, xi+١, . . . , xp ∼ f (xi |x١, x٢, . . . , xi−١, xi+١, . . . , xp)

:تساشیامنلباقریزتروصهبیا‌هلحرمدنچزبیگریگ‌هنومنمتیروگلا

tرارکترددینکضرف• = ١, ٢, . . . x(t)رادرب،, = (x(t)
١ , . . . , x(t)

p .دشابضورفم(

نکدیلوتارریزریداقمتروصنیارد

•X (t+١)
١ ∼ f١(x١|x(t)

٢ , . . . , x(t)
p )

•X (t+١)
٢ ∼ f٢(x٢|x(t+١)

١ , x(t)
٣ , . . . , x(t)

p )
...

•X (t+١)
p ∼ fp(xp|x(t+١)

١ , . . . , x(t+١)
p−١ )
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هتفرشیپیرامآتابساحم
٢٩یلیصحتلاسلوامرت

یرامآتابساحمویددعیاه‌شور:مهدزیسهسلج

ینشیغابنیسح

دورهاشهاگشناد

١٣٩٢رذآ١۵
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همدقم

:هلداعمکیهشیرندرکادیپهبدنوش‌یمیهتنمیرامآطابنتسالیاسمزاییاه‌تمسق

عباتکییزاس‌ممین‌یم•

ییامنتسردممیسکامیاهرگدروآربنتفای•

کیهباه‌نآلحهکدنوش‌یملماشارتلاداعمهاگتسدکیایهلداعمکیلح،لیاسمهنوگنیا

.دوش‌یمنیهتنمیلیلحتلکش

.تسیناه‌نآیاربیبیرقتیاه‌باوجنتفایزایزیرگ،یدراومنینچرد

.تسایددعیاه‌شوراباه‌هلداعمیددعلح،یبیرقتیاه‌باوجلوصحیاربتفایهرکی

.تشادمیهاوخرامآردهدافتسارپیددعیاه‌شورزایخربربهاتوکیرورم،هسلجنیارد
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عباتهشیرندرکادیپ
fضورفمعباتیارب:هلاسمنایب : <k −→ <d،x̃هکدینکادیپیروطار

f (x̃) = ٠

:اه‌شور

Bisectionیشخبود•
نوسفار‐نوتوین•

تناکس•

سوکعممودهجردیبای‌نورد•

Brentتنرب•
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یشخبودشور

.تساهدشانب،ینایمرادقمهیضقساساربشورنیا

fهکbوaندوبضورفماب (a) < fو٠ (b) > a|هکیمادام،٠ − b| > ε:

mهدبرارق• = a+b
٢

fرگا• (m) < aهاگنآ٠ = m،تروصنیاریغردb = m
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اه‌یگژیو:یشخبودشور

دوش‌یمفصن،تساهشیرلماشهکیا‌هلصافلوطهلحرمرهرد•

رد.دشابدنکاتبسندناوت‌یمییارگمهتعرسامادشدهاوخارگمهانئمطمشورنیا•

.تسایطخ،شورنیاییارگمهخرنعقاو

,a]هلصافردعباترگا• b]اراه‌هشیرزایکیشورنیا،دشابهتشادهشیرکیزارتشیب

.درکدهاوخادیپ
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لاثم:یشخبودشور

عباتلح،فده

a٢ + y٢ + ٢ay
n − ١

= n − ٢

nوصخشمتباثکیaنآردهک،تسا > .تساحیحصددعکی٢

:دوبدهاوخریزتروصهبهکدرادهتسبباوجهلداعمنیا

y =
−a

n − ١
±
√

n − ٢+ a٢ + (
a

n − ١
)٢.

ریزهلداعملحهلاسمسپ.میبایرداریشخبودیددعشوردرکلمعاتتسایبوخلاثمنیا

:تسا

f (y) = a٢ + y٢ + ٢ay
n − ١

− (n − ٢) = ٠.
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همادا:لاثم
aرگا = nو١/٢ = ضرف.تشاددنهاوخدوجویفنموتبثمهشیرود،دنوشباختنا٢٠
,٠)عورشهلصافردتبثمهشیرنتفایلابندطقفدینک ۵n)میشاب.

f <- function(y, a, n) { a^2 + y^2 + 2*a*y/(n-1) - (n-2) }
a <- 0.5
n <- 20
b0 <- 0
b1 <- 5*n
# solve using bisection
it <- 0
eps <- .Machine$double.eps^0.25
r <- seq(b0, b1, length=3)
y <- c(f(r[1], a, n), f(r[2], a, n), f(r[3], a, n))
if (y[1] * y[3] > 0)

stop("f does not have opposite sign at endpoints")
while(it < 1000 && abs(y[2]) > eps) {

it <- it + 1
if (y[1]*y[2] < 0) {

r[3] <- r[2]
y[3] <- y[2]

} else {
r[1] <- r[2]
y[1] <- y[2]

}
r[2] <- (r[1] + r[3]) / 2
y[2] <- f(r[2], a=a, n=n)
print(c(r[1], y[1], y[3]-y[2]))

}
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همادا:لاثم

> r[2]
[1] 4.186845
> y[2]
[1] 2.984885e-05
> it
[1] 21

yزادنترابعقیقدیاه‌باوج = ۴٫ yو١٨۶٨۴١ = −۴٫ ٢٣٩۴٧٣.
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نوسفار‐نوتوینشور

:نکرارکتارریزلحارم،x٠هیلوارادقمنتشاداب

نکمسرx٠هطقنردارfربساممطخ•

هدبرارقx١رباربارطخرفصهطقن•

x٠هدبرارق• ←− x١
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اه‌یگژیو:نوسفار‐نوتوین

تسلاابنآییارگمهتعرس،دشابباوجهبکیدزنx٠هیلوارادقمرگا•

دوشنارگمهتسانکمم•

تساعباتقتشمدنمزاین•

تسامیمعتلباقزینرتلاابداعباهب•

تساهدشیفرعمنآزایتوافتمهدشراوزاسیاه‌هخسن•
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هدننکزور‌هبهلداعم:نوسفار‐نوتوین

:زاتسترابعx٠ردfساممطخ

f (x٠) + f ′
(x٠)(x − x٠).

:دنک‌یمقدصریزهلداعمرد،x١،طخنیا)هشیر(رفصهطقن

f (x٠) + f ′
(x٠)(x١ − x٠) = ٠,

:هبدوش‌یمیهتنمهک

xi+١ = xi −
f (xi)

f ′(xi)
.

:تشادمیهاوخ،کیزارتلاابداعبایاربهباشمروطهب

xi+١ = xi − f ′
(xi)

−١f (xi),

fنآردهک ′
(x)تساییزجیاه‌قتشمسیرتام.
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لاثم

هلداعمباوجندرکادیپ،فده

f (x) = log (x)− exp{−x} = ٠

.تسا

ftn <- function(x) {
fx <- log(x) - exp(-x)
dfx <- 1/x + exp(-x)

return(c(fx, dfx))
}
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لاثم
newtonraphson <- function(ftn, x0, tol = 1e-9, max.iter = 100) {
# Newton_Raphson algorithm for solving ftn(x)[1] == 0
# we assume that ftn is a function of a single variable that returns
# the function value and the first derivative as a vector of length 2
# x0 is the initial guess at the root and the algorithm terminates when the function value is within distance
# tol of 0, or the number of iterations exceeds max.iter
x <- x0
fx <- ftn(x)
iter <- 0
# continue iterating until stopping conditions are met
while ((abs(fx[1]) > tol) && (iter < max.iter)) {

x <- x - fx[1]/fx[2]
fx <- ftn(x)
iter <- iter + 1
cat("At iteration", iter, "value of x is:", x, "\n")

}
# output depends on success of algorithm
if (abs(fx[1]) > tol) {

cat("Algorithm failed to converge\n")
return(NULL)
} else {

cat("Algorithm converged\n")
return(x)
}

}
> newtonraphson(ftn, 2, 1e-06)
At iteration 1 value of x is: 1.12202
At iteration 2 value of x is: 1.294997
At iteration 3 value of x is: 1.309709
At iteration 4 value of x is: 1.3098
Algorithm converged
[1] 1.3098
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ییارگمههبترم:نوسفار‐نوتوین

,x٠دینکضرف x١, x٢, . . .دشابx̃باوجهبندیسریاربییاه‌بیرقتهلابند.

رگا،دوش‌یمارگمه)لواهبترمرد(یطخروطهبشورکی

|xi+١ − x̃| ≤ C |xi − x̃|, C < ١.

رگا،دوش‌یمارگمه)مودهبترمرد(ودهجردتروصهبشور

|xi+١ − x̃| ≤ K |xi − x̃|٢, K ∈ <.

.دوش‌یمارگمه،یطخشورکیزارتعیرسیلیخودهجردشورکی

)نیرمت(تسامودهبترمییارگمهابشورکی،نوسفار‐نوتوینشور
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لاثم

نوسفار‐نوتوینشور

> f=function(x){(x-2)*(1+x^2-0.3*(x-1)^3)}
> f1=function(x){1+x^2-0.3*(x-1)^3+(x-2)*(2*x-0.9*(x-1)^2)}
> g=function(x){x-f(x)/f1(x)}
> xold=2.9
> for (i in 1:20){ xnew=g(xold); xold=xnew
+ print(xnew,digits=12)}
[1] 2.21416533654
[1] 2.0235925475
[1] 2.00035651707
[1] 2.0000000838
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2
[1] 2

یشخبودشور

> f=function(x){(x-2)*(1+x^2-0.3*(x-1)^3)}
> A=1.4; B=2.9
> for (i in 1:20) {m=(A+B)/2
+ if (f(A)*f(m)>0) A=m else B=m
+ print(A,digits=12)}
[1] 1.4
[1] 1.775
[1] 1.9625
[1] 1.9625
[1] 1.9625
[1] 1.9859375
[1] 1.99765625
[1] 1.99765625
[1] 1.99765625
[1] 1.99912109375
[1] 1.99985351562
[1] 1.99985351562
[1] 1.99985351562
[1] 1.99994506836
[1] 1.99999084473
[1] 1.99999084473
[1] 1.99999084473
[1] 1.99999656677
[1] 1.9999994278
[1] 1.9999994278
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تناکسشور

:نکرارکتارریزلحارم،x١وx٠هیلواریداقمنتشاداب

,x٠)طاقنزاهکیطخ• f (x٠))و(x١, f (x١))،روآتسدهباردرذگ‌یم،تناکسطخ

هدبرارقx٢رباربارطخرفصهطقن•

نکزور‌هبارطاقن•

x٠رگاشورنیارد ≈ xدرکدهاوخلمعنوسفار‐نوتوینشورهبهیبشیلیخ،١.

.درادنقتشملومرفهبزاین
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ودهجردیبای‌نوردشور

:نکرارکتارریزلحارمx٢وx١،x٠هیلواریداقمنتشاداب

,x٠)طاقنزاهکینحنم• f (x٠))،(x١, f (x١))و(x٢, f (x٢))روآتسدهباردرذگ‌یم

هدبرارقx٣رباربارینحنمرفصهطقن•

نکزور‌هبارطاقن•

.دوبدهاوختناکسشورنامه،دوشمسرطخکی،ودهجردینحنمیاجهبرگاشورنیارد

.درادنقتشملومرفهبزاین

١٣٩٢١٧/٣٩رذآ١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح



تنربشور

ییارگمهزانانیمطاونوتوینشورتعرسدنک‌یمیعسهکتسایبیکرتشورکی،شورنیا

.درببثراهباریشخبودشور

ایتناکس،یشخبودیاه‌شورزا،رارکترهردیراجرادقمهبهتسب،شورنیایاهرارکت

.دننک‌یمهدافتساودهجردیبای‌نورد

.دوش‌یمارجاunirootعباتابRردشورنیا

f=function(x){(x-2)*(1+x^2-0.3*(x-1)^3)}
> uniroot(f,c(1,3))
$root
[1] 1.999998
$f.root
[1] -8.559716e-06
$iter
[1] 7
$estim.prec
[1] 6.103516e-05
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یددعیریگ‌لارگتنا
∫لکشهبلارگتناکییلکروطهب b

a
f (x)dx

لکشهبیعومجمتروصهب،یددعتروصهب

n∑
i=٠

f (xi)wi

,a]هزابردیطاقن{xi}نآردهک،دوش‌یمدروآرب b]ودنتسه{wi}دنتسهیبسانمیاه‌نزو

.دنیآ‌یمتسدهبیتوافتمروطهب،فلتخمیاه‌شورردهک

,a]هلصاف،هقنزوذشوررد،لاثمناونعهب b]هبnلوطابیواسمهلصافریز

h = (b − a)/nدروآربیاربلصاحهقنزوذتحاسمهلصافریزرهردهکدوش‌یممیسقت

:دوش‌یمهدافتساهلصافریزنآردلارگتنا

f (xi) + f (xi+١)

h/٢
.
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یددعیریگ‌لارگتنا

:دوش‌یملصاحریزلکشهبهقنزوذشورردلارگتنادروآربنیاربانب

h
٢

f (a) + h
n−١∑
i=١

f (xi) +
h
٢

f (b).

,a]هلصافرداریعباتلارگتناهکدیسیونبRردیعبات:نیرمت b]دنکهبساحمهقنزوذشورهب.

:دنشابراوزاسانایراوزاسدنناوت‌یم،لارگتناهبساحمیددعیاه‌شور•

راکهباریناسکییهد‌نزوهدعاق،یریگ‌لارگتناهیحانلکیورربراوزاسانیاه‌شور•
دنرب‌یم

یتمسقردوتساراتفر‌شوخیریگ‌لارگتناهیحانزایتمسقردلارگتناریزعباتهکینامز•

درکلمعیتوافتمروطهبتمسقرهردتسارتهب،تسینراتفر‌شوخنادنچرگید

دننک‌یمباختناعباتیعضومراتفرساسارباراه‌هلصافریز،راوزاسیاه‌شور•
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یدنب‌عیبرتیاه‌شور

هک،)اه‌هرگهبموسوم(طاقنزایهانتمدادعتردارعبات)Quadrature(یدنب‌عیبرتیاه‌شور

.دننک‌یمیهدرادقم،دنرادنرارقناسکیلصاوفرداموزل

نآردهکتساتیمرا‐سواگیدنب‌عیبرتشور،یدنب‌عیبرتیاه‌شورنیرت‌فرصمرپزایکی

.دنوش‌یمصخشمیتیمرا‐سواگدماعتمیاه‌یا‌هلمجدنچطسوت{wi}یاه‌نزو

:دینکهعجارمریزباتکهبدیناوت‌یمشورنیاتاییزجندیدیارب

Givens, G.H. & Hoeting, J.A. (2005). Computational Statistics. Wiley,
New Jersey.

هریغتم‌کتعباتکیلارگتنابیرقتیاربراوزاسیدنب‌عیبرتشورزا،Rردintegrateعبات

.دنک‌یمهدافتسا
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لاثم

∫لارگتناهبساحم،فده ∞

٠

dy
(cosh y − ρr)n−١

,

١−نآردهک،تسا < ρ < ١−و١ < r < nودنتسهتباث١ ≥ حیحصددعکی٢

.تسا

nلاثم(اهرتماراپزایتباثریداقمیارب = ١٠،r = ٠٫ ρو۵ = ٠٫ لباقیتحارهبلارگتنا)٢
:تساهبساحم

> integrate(function(y){(cosh(y)-0.1)^(-9)}, lower=0, upper=Inf)
1.053305 with absolute error < 2.3e-05
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همادا:لاثم

:تشونیلکارعباتناوت‌یم،اهرتماراپهاوخلدریداقمیارب

f <- function(y, N, r, rho) {
(cosh(y) - rho * r)^(1 - N)

}
ro <- seq(-.99, .99, .01)
v <- rep(0, length(ro))
for (i in 1:length(ro)) {

v[i] <- integrate(f, lower=0, upper=Inf,
rel.tol=.Machine$double.eps^0.25,
N=10, r=0.5, rho=ro[i])$value

}
plot(ro, v, type="l", xlab=expression(rho),

ylab="Integral Value (n=10, r=0.5)")
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همادا:لاثم
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یگتسبمهبیرضیا‌هنومنعیزوت:لاثم
:دوش‌یمدروآربهنومنیگتسبمهبیرضابلاومعم،ρ،هعماجیگتسبمهبیرض

R =

∑n
i=١(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

[
∑n

i=١(Xi − X̄)٢
∑n

i=١(Yi − Ȳ )١/٢[٢

Xi)}یاه‌هنومنرگا ,Yi), i = ١, . . . ,n}iidهریغتمودلامرنعیزوتزا

N٢(µ١, µ٢, σ١, σ٢, ρ)هچنانچ،دنشابρ = تسدهبریزتروصهبRیلاگچعبات،٠

:دیآ‌یم

f (r) = Γ((n − ٢/(١)

Γ(١/٢)Γ((n − ٢/(٢)
(١− r٢)(n−۴)/٢, − ١ < r < ١.

٠یارب < |ρ| < تروصهبیلاگچعباتیاه‌لکشزایکی.دوش‌یمرت‌هدیچیپیلاگچعبات،١

:تساهدشهیاراریز

f (r) = (n − ١)(٢− ρ٢)(n−١)/١)٢− r٢)(n−۴)/٢

π

∫ ∞

٠

dw
(cosh w − ρr)n−١

.
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همادا:لاثم

.dcorr <- function(r, N, rho=0) {
# compute the density function of sample correlation
if (abs(r) > 1 || abs(rho) > 1) return (0)
if (N < 4) return (NA)
if (isTRUE(all.equal(rho, 0.0))) {

a <- exp(lgamma((N - 1)/2) - lgamma((N - 2)/2)) /
sqrt(pi)

return (a * (1 - r^2)^((N - 4)/2))
}
# if rho not 0, need to integrate
f <- function(w, R, N, rho)

(cosh(w) - rho * R)^(1 - N)
# need to insert some error checking here
i <- integrate(f, lower=0, upper=Inf,

R=r, N=N, rho=rho)$value
c1 <- (N - 2) * (1 - rho^2)^((N - 1)/2)
c2 <- (1 - r^2)^((N - 4) / 2) / pi
return(c1 * c2 * i)

}
r <- as.matrix(seq(-1, 1, .01))
d1 <- apply(r, 1, .dcorr, N=10, rho=.0)
d2 <- apply(r, 1, .dcorr, N=10, rho=.5)
d3 <- apply(r, 1, .dcorr, N=10, rho=-.5)
plot(r, d2, type="l", lty=2, lwd=2, ylab="density")
lines(r, d1, lwd=2)
lines(r, d3, lty=4, lwd=2)
legend("top", inset=.02,
c("rho = 0", "rho = 0.5", "rho = -0.5"), lty=c(1,2,4), lwd=2)
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همادا:لاثم
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یزاس‌هنیهب
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0
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نیاربانب،تسانآیاهنمیزاس‌ممین‌یملداعمعباتکییزاس‌ممیسکامهکاجنآزا:ضرف‌شیپ

.میزادرپ‌یمیزاس‌ممین‌یمثحبهبطقفاجنیارد

Fضورفمعباتیارب:هلاسمحرط : <k −→ هکمیبایبیروطارx̃رادقم>

F(x̃) = min
x

F(x).
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یزاس‌ممین‌یم

F:تساعباتقتشمرفصرادقمx̃،دیقنودبیزاس‌ممین‌یمیارب ′
(x̃) = ٠.

:اه‌شور

دور‌یمراکهبعباتهشیرنتفاییاربهکیشورره•

نوسفار‐نوتوین•

نوتوین‌هبش•

دیم‐ردلن•

رگیدناوارفیاه‌متیروگلا•
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Quasiنوتوین‌هبش Newton

Fلحیاربنوسفار‐نوتوینمتیروگلا ′
(x̃) = :دنک‌یمهدافتساریزیاهرارکتزا،٠

xi+١ = xi − F ′′
(xi)

−١F ′
(xi), F ′′

(x) = (
∂٢

∂xixj
F(x)).

Fسیرتامنوتوین‌هبششورکی ′′
(xi)یمتیروگلاوتسارت‌هداسنآهبساحمهکیسیرتامابار

.دنک‌یمضوع،دهد‌یمهجیتناررترادیاپ

.تسارجالباق)BFGSشور(optimوnlmعباوتابRردشورنیا
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ممیسکامییامنتسردلیاسم

.میتسه)ML(ممیسکامییامنتسردربینتبمطابنتساهبدنم‌هقلاع،یرامآلیاسمزایلیخرد

دننامیبوخیبناجمیاه‌یگژیو،دوجوتروصرد،MLیاهرگدروآربهکتسافورعم

نارادفرطشورنیازاهدافتسالیلدنیمههب.دنراد،ندوبیبناجملامرنوییاراک،یراگزاس

.درادیدایز

,x١تادهاشمدینکضرف . . . , xnیاه‌یلاگچهداوناخزاf (x; θ)دنشابهدمآ.

:دوش‌یمفیرعتریزتروصهبL(θ)ییامنتسردعبات

L(θ) = f (x١, . . . , xn; θ).

:هاگنآ،دنهدبهداسیفداصتهنومنکیلیکشتتادهاشمرگا

L(θ) =
n∏

i=١

f (xi ; θ).

.دنک‌یمممیسکامارL(θ)هکتساθ̂دننامθزایرادقمMLدروآرب
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ممیسکامییامنتسرد

ممیسکامیامنتسردربینتبملیاسم،رامآرد،یزاس‌هنیهبلیاسمزامهمسلاککینیاربانب

.تسا

(θ)`یزاس‌ممیسکامابتسالداعمL(θ)یزاس‌ممیسکامهکدینکتقد = log L(θ).

fیلاگچعباترگا (x; θ)دشابراومه،MLEهلداعملحزا

n∑
i=١

˙̀
θ(xi) = ٠,

̀˙نآردهک،دیآ‌یمتسدهب
θتسازایتماعبات:

˙̀
θ(x) =

∂

∂θ
log f (x; θ).
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Fisherرشیفیهدزایتما Scoring
:زادنترابعنوسفار‐نوتوینیاهرارکت

θi+١ = θi −
∑n

i=١
˙̀
θi(xi)∑n

i=١
῭
θi(xi)

,

نآردهک

῭
θ(x) =

∂٢

∂θ٢
log f (x; θ).

−نایسهسیرتام
∑n

i=١
῭
θ(xi)ریزهطبارردودوش‌یمهدیمانزینهدش‌هدهاشمعلاطاسیرتام

:دنک‌یمقدص

−Eθ

n∑
i=١

῭
θ(Xi) = nIθ,

سیرتامزا،نایسهسیرتامیاجهبهکییاهرارکت.دشاب‌یمرشیفعلاطاسیرتامIθنآردهک

.دنوش‌یمهدیمانرشیفیهدزایتما،دننک‌یمهدافتساnIθرشیفعلاطا

.MLEدرادناتسایاطخیاربتسایدروآربnIθ̂سیرتامسکعهشیر
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یشوکعیزوت:لاثم

.میتسهرتماراپMLEهبساحملابندهبهنومنکیساسارب،θناکمرتماراپابیشوکعیزوتیارب

:ابدنتسهبسانتمبیترتهبزایتماوییامنتسردعباوت

n∏
i=١

١

٢π

١

١+ (xi − θ)٢
,

n∑
i=١

٢(xi − θ)

١+ (xi − θ)٢
.
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همادا:لاثم

set.seed(1244); x=rcauchy(25)
q=seq(min(x),max(x),by=0.01)
minloglik=function(q,x){apply(log(1+outer(x,q,"-")^2),2,sum)}
minloglik1=function(q,x){

v=outer(x,q,"-"); 2*apply(v/(1+v^2),2,sum)}
> uniroot(minloglik1,median(x)+c(-3,3),x=x)
$root
[1] 0.3691374
> optim(median(x),method="BFGS",minloglik,x=x,hessian=TRUE)
$par
[1] 0.369137
$hessian

[,1]
[1,] 12.99744 # estimated se is 1/sqrt(12.99744)
> optim(median(x),lower=median(x)-3,upper=median(x)+3,
+ method="Brent",minloglik,x=x,hessian=TRUE)
$par
[1] 0.3691371
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)یبسن(یعضومممین‌یم:لاثم

> optim(-70,method="BFGS",minloglik,x=x)
$par
[1] -68.24447
$convergence
[1] 0
> uniroot(minloglik1,c(-68,-64),x=x)
$root
[1] -66.39614
$iter
[1] 5
$estim.prec
[1] 6.103516e-05
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هریغتمدنچیزاس‌هنیهب

.دشابσسایقموθناکمرتماراپودیارادیشوکعیزوتدینکضرف،یلبقلاثمرد

:زاتسترابعتلاحنیاردییامنتسردعبات

n∏
i=١

١

٢πσ

١

١+ (xi − θ)٢/σ٢
.
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همادا:هریغتمدنچیزاس‌هنیهب

set.seed(1244); x=rcauchy(25)
minloglik=function(par,x){q=par[1]; s=par[2];
length(x)*log(s)+apply(log(1+outer(x,q,"-")^2/s^2),2,sum)}
$par
[1] 0.3668736 1.2556457
$value
[1] 48.00677
> OP=optim(c(median(x),mad(x)),method="BFGS",minloglik,x=x,hessian=TRUE); OP # Quasi Newton
$par
[1] 0.3670376 1.2552827
$value
[1] 48.00677
$hessian

[,1] [,2]
[1,] 9.6044413 0.2627547
[2,] 0.2627547 6.2611816
> sqrt(diag(solve(OP$hessian)))
[1] 0.3228594 0.3998723
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هتکندنچ

•MLEتسیناتکیاموزل.

دنچابارمتیروگلا،یعضومیاه‌ممرتسکاردندرکنریگزایبسننانیمطالوصحیارب•

.دینکهسیاقممهاباراه‌باوجوارجاتوافتمهیلوارادقم

Lشوردننام،دیقمیزاس‌هنیهبیاربارییاه‌شورoptimعبات• − BFGS − B،مه

.دراد

.تسادیم‐ردلنشورoptimعباتضرف‌شیپ‌شور•

هدشیزاس‌هیبشندیدرونشور،دراددوجوoptimعباتردهکرگیدفرصمرپشورکی•

Simulated Annealingتسا.

و،یلکروطهب،یزاس‌هنیهبیاربهکدنراددوجوRردیرگیدفلتخمیاه‌هتسبوعباوت•

.دنوش‌یمهدافتسا،صاخروطهب،MLEهبساحم

١٣٩٢٣٩/٣٩رذآ١۵هتفرشیپیرامآتابساحمینشیغابنیسح


	Lecture 1
	Lecture 2
	Lecture 3
	Lecture 4
	Lecture 5
	Lecture 6
	Lecture 7
	Lecture 8
	Lecture 9
	Lecture 10
	Lecture 11
	Lecture 12
	Lecture 13

