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 هـدیباج 
                                                         . 

  ند و مقتداا ارگان راهـوینان ست         تقدیم به...   
 تانــای زمسـرین روزهـآخ    گرچه در  

 ولی دری به خانه خورشید گشود رسید حیات  ه پایانب 

 

 تـه اسدـبه پایان نگارش رسی  تانــای زمسـرین روزهـآخ  در ک نیزـنس  این 

 ،  این نیز کهد ـامی ،   

 گشایدـجویای علم را به بوستان دانش رهو طریق واقع گردد  ی راهیانرهنما 

 
 

 عی ـوسیکه طیف است ایل پیچیده محاسباتی ی از طرحی مرتبط با نظریه تقریب و مسـن حاضر بخشـمت
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 فصل یکم.
 
 

Ch1...Rivlin... p43. 
that has a best approximation,  [ , ]a ais an even (odd) function on  ( )f xIf  

show that it has a best approximation that is also even (odd). 
 پاسخ.

)* فرض که        )np x یکنواخت( برای تابع زوج بهترین تقریب(f بر [ , ]a a ،باشد. لذا 
( )

* * *

[ , ] [ , ] [ , ]
max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) |

f iseven

n n n
x a a x a a x a a

f x p x f x p x f x p x
      

         

*پس  ( )np x  نیز بهترین تقریب یکنواخت برایf داریم:  ، لذااست. از سویی بهترین تقریب یکتاست 
* *[ , ] : ( ) ( )n nx a a p x p x      و این یعنی*( )np x .تابع زوجی می باشد 

 

)* حال فرض که    )p x یکنواخت( برای تابع فرد بهترین تقریب(f بر [ , ]a a،باشد. لذا 
( )

* * * *

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]
max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ) | max | ( ) ( ( )) |

f is odd

n n n n
x a a x a a x a a x a a

f x p x f x p x f x p x f x p x
        

             

*پس   ( )np x   برای  نیز بهترین تقریبf  ،لذا حکم ثابت می شود.است 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ch1...Rivlin... p43. 
.( ;[ , ]; ) ( ;[ , ]; )f c d f a b   , show that  [ , ] [ , ]c d a bIf   

 پاسخ.

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
, [ , ] , [ , ]

| | | |[ , ] [ , ]

( ;[ , ]; ) sup | ( ) ( ) | sup | ( ) ( ) | ( ;[ , ]; )
x x c d x x c d

x x x xc d a b

f c d f x f x f x f x f a b
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Ch1...Rivlin... p43. 
.( ;[ , ]; ) ( ;[0, ]; )f a a f a    a,a], show that -is an even function on [ fIf   

then 
1 2 1 2 1 2, [ , ], 0, 0, ,x x a a x x x x       [Hint: Suppose that 

.]
1 2x x  and  

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x              

 پاسخ. 

)داریم: همواره ،4-2بنا بر تمرین         ;[0, ]; ) ( ;[ , ]; )f a f a a      

)پس کافی است ثابت کنیم که   ;[0, ]; ) ( ;[ , ]; )f a f a a     حالت زیر امکان دارد: سه. لذا 

1الف(  20 ,x x a   و
1 2x x   :درنظر می گیریم 

1 2
, [0, ]

( ) ( ) sup ( ) ( ) ( ;[0, ]; )
a

f x f x f f f a
 

  

   


 

     

ب( 
1 2, 0a x x    و

1 2x x   :درنظر می گیریم 

 

 

1 2

1 2

( )

, 0,

1 2 1 2

, 0,

( ) ( ) ( ) ( ) sup ( ) ( ) ( ;[0, ]; )

x x

x x af is even

a

f x f x f x f x f f f a



  

 

   

   

  

 



         

10پ(  x a  2 و 0a x   20)به عبارتی x a   ) و 
1 2x x   یریم:درنظر می گ 

 

1 2 1 2

, 0,

( ) ( ) ( ) ( ) sup ( ) ( ) ( ;[0, ]; )
f is even

a

f x f x f x f x f f f a
  

 

   
 




        

 

پس برای هر  1 2, ,0x x a     2و 1x x   که
1 2x x  ،:1 داریم 2( ) ( ) ( ;[0, ]; )f x f x f a  . 

)گیری، داریم: supحال با  ;[ , ]; ) ( ;[0, ]; )f a a f a    . 
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Ch1...Rivlin... p43. 
, show that ( ) (cos )g f , and 1 1x  , cos( )x If   

( ;[ , ]; ) ( ;[0, ]; ) ( ;[ 1,1]; )g g f            

 پاسخ.

 حال برای نامساوی فوق داریم: برقراراست. ،4-9بنابرتمرین، تابع زوجی است، تساوی gچون   

و     
 1 2

1 2

1 2
, 0,

( ;[0, ]; ) sup ( ) ( )g g g
  

  

    


 

        

     1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
, 1,1 , 0, , 0,

cos cos cos cos

( ;[ 1,1]; ) sup ( ) ( ) sup (cos ) (cos ) sup ( ) ( )
x x

x x

f f x f x f f g g
     

      

     
   

     

       

 
 

   برای کامل شدن اثبات، کافی است نشان دهیم: 

1 2 1 2 1 2, [0, ] : cos cos               
 

2بدون خلل به کلیت، فرض که   10       .:پس داریم 
 

 

1 2 2 1 1 20 cos cos cos cos
AB AB MB AB

AB AB MB           
 

               

 
 

Ch1...Rivlin... p43. 
.ais independent of  ( ;[ , ]; )f a a T has period T, show that  ( )f xIf   

 پاسخ.      

:    می باشد پس Tناوب متناوب با دوره تfچون   ( ) ( ) ( 2 ) ... ( )x f x f x k f x k        

)را پیدا کرد به طوری که  kهرچه باشد می توان aعدد  1)kT a k T  .  پسa  را می توان

,                                  ر بنویسیم:  به صورت زی , [0, ) ( )a kT k T      

 

از طرفی، 
 1 2

1 2

1 2
, ,

( ;[ , ]; ) sup ( ) ( )
x x a a T

x x

f a a T f x f x



 
 

 

  . هر   پس[ , ]ix a a T   را می توان به

,                                            صورت زیر نوشت: [0, ], ( )i i ix a T      

)  لذا از  )     و( ) :داریم 

   1 2 1 2

1 2 1 2

( )

1 2 1 2
, 0, , 0,

[0, ] [0, ]

( ;[ , ]; ) sup ( ) ( ) sup ( ) ( )
T T

T T

f a a T f kT f kT f f
   

     
 

         


 

   
 

           

 می باشد.aکه رابطه فوق مستقل از   

 

 



Ch1...Rivlin... p43. 
( ;[ , ]; ) ( ;[ , ]; )g c d f Ac B Ad B A     Show that ;c x d for  ( ) ( )g x f Ax B  Suppose that 

 پاسخ.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Ch1...Rivlin... p44. 
. ( ;[ , ]; )f a b M  , show that c x d on  ( )f x M If  

 پاسخ.

2 چون 1
2 1 2 1

2 1

( ) ( )
( ) , [ , ] ( ) ( ) ( )( )

f x f x
f x x c d f x f x f x x x

x x


      


 . 

 لذا  

.
 1 2

1 2

1 2 2 1
, ,

( ;[ , ]; ) sup ( ) ( )
x x c d

x x

f c d f x f x M x x M



  


 

     

 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p43. 
.cosin  kis a polynomial of degree  cos kShow that   

?(cos )kWhat is the coefficient of   

.]cos Re(cos sin )kk i   [Hint:  

 پاسخ.

cos)ای دوجمله       sin )ki  ؛و قسمت حقیقی آن را بررسی می کنیم را بسط می دهیم 

     
0

2

2 1

cos Re (cos sin ) Re cos sin

1
, 0,1,2,...

k
k j jk

j

t

j

t

k
k i i

j

i
i t

i i

    








 
    

 

  
 

 



 

 

2[ ] [ ] [ ]( : )
2 2 22

2 2 2 2

0 0 0
&

(cos ) ( sin ) (cos ) ( sin ) ( 1) (cos ) (1 cos )
2 2

k k kj
s

k j j k s s s k s s

evenj s s
oddeven

k k k

j s s
     



  

  


     
        

     
  

 
[ ]

2

0 2

k

s

k

s

 
  

 
ِ ضریب

[ ]
2

2 2

0

(cos ) (cos 1) , cos
2

k

k s s k

s

k

s
  



 
   

 
  

 
 

Ch1...Rivlin... p44. 
.np Pfor all  ( ;[ , ]) ( ;[ , ])n nE f a b E f p a b Show that   

is a best approximation  *

np p, then nPout of fis a best approximation to *

npIf  

.np P, for nPout of  f pto  

 پاسخ.

بر بازه    ,a b  فرض که*( )np x  یکنواخت تابعبهترین تقریب f فضای برnP همچنینباشد و 
pn np P 

 تابعین تقریب یکنواخت ربهت f pبرای هر ،  np Pلذا .، باشد 

 * *( ;[ , ]) max ( ) ( ) max ( ) ( ) , \{ }n n n n
a x b a x b

E f a b f x p x f x q x q P p
   

                  

* *, ( ;[ , ]) max ( ) ( ) ( ) max ( ) ( ) ( ) , \{ }
p pn n n n n

a x b a x b
p P E f p a b f x p x p x f x p x q x q P p

   
           

 

,حال نشان می دهیم که   ( ) ( )n n np P E f E f p   . 

*زیرا ممکن است  است نه  اتخاذ شده : )علامت  حالت   *

pn np p p  ).باشد 

)*ار دهیمطه فوق قردر اولین راب ) ( ) ( )
pnq x p x p x   پس ( ) ( )n nE f E f p .  

*زیرا ممکن است  است نه اتخاذ شده  : )علامت  حالت   *

pn np p p   .باشد) 

)*در دومین رابطه بالا قراردهیم  ) ( ) ( )nq x p x p x   پس( ) ( )n nE f p E f . 

*پس رابطه  چون تساوی برقرار شده *

pn np p p  ای هرنیز برقرار است.لذا به از np P،*

np p 

f بهترین تقریب تابع p .است 
 
 



Ch1...Rivlin... p44. 
that a best approximation  show ),is convexf (so that[ , ]x a bfor all ( ) 0f x If 

  is ( )f xto  oneof degree at most  

*

1

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2( )

f a b c f b c a f c b a f b f a
p x x c

b a b a

     
  

 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ;[ , ])

2( )
n

f a b c f b c a f c b a
E f a b

b a

    



             and  

.( ) ( ( ) ( )) / ( )f c f b f a b a   ) of  [ , ]a bis the unique solution (in  c where 

 پاسخ.

*برای اینکه خط  )CAT) heoremTlternative A hebyshevCطبق    

1 ( )p x  بهترین تقریبf  ،باشد

*نقطه برای  9ای تناوبی شامل کافی است مجموعه

1f p .تعیین کنیم 
 .مروش یک 

فرض که 
1l  خط گذرنده از نقاط( , ( ))a f a و( , ( ))b f b  .باشد

]درfتابع محدب , ]a b 1، کاملا زیر خطl  گیرد.قرار می 

([0,1] : ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f a b f a f b          )  

)بنابر قضیه مقدار میانگین،  ) ( )
( , ): ( )

f b f a
c a b f c

b a


  


 

)گذرنده از نقطه  2lخط اگر , ( ))c f c  و شیب( )f c ف تعری

 می باشد. 1lموازی  2l، در این صورتکنیم

 درنظر می گیریم. 2lو1lحال خط میانگین )وسط( بین  

*ادعا: خط فوق قطعا 

1 ( )p x :می باشد 

خواهیم ثابت کنیم کهمی صحت ادعا:  , ,a c b مجموعه تناوبی برای*

1f p .می باشد 

، طبق قضیه خطوط موازی و موربزیرا با توجه به شکل مقابل، 

هر )ها با هم برابرند جود آمده در مثلثبه و وو هایزاویه

 و در نتیجه داریم:(]زض ز [ اندشتـسه مثلث باهم همنه
*هاطول وترمثلث   * *

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f a p a f c p c f b p b      

  و در واقع داریم:

 * * *

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ,[ , ])f a p a f c p c f b p b E f a b       

* حال معادله خط

1 ( )p x ،1 که وسطl 2وl تعیین می کنیمرا، است:  

 

 
1 *

1

2

: ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

: ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

l y f b f c x b y f c x f b b f c f b f c b c
p x f c x f c

l y f c f c x c y f c x f c c f c

           
               

 
 *

1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2( )

c b f b f af b f c c b f b f a f b f c
p x f c x c f c x c

b a b a

      
          

    

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ,

2( )

f b f a f a b c f b c a f c b a
x c

b a b a

      
   

  
          

*

1 1

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ;[ , ]) ( ) ( )

2( ) 2( ) 2( )

f a b c f b c a f c b a f c b a f a b c f b c a f c b a
E f a b p c f c

b a b a b a

          
    

  

  



Ch1...Rivlin... p44. 
, fis a best approximation to *

npand  [ , ]a bexists and is never zero in  ( 1) ( )nf xIf  

.1 1nx  , 0 1x  and  0 1,..., nx x has a unique alternating set  *( ) ( )nf x p xshow that  

]ِ   با فرض) پاسخ. , ] : [ 1,1]a b   ) 

)*بنابر بهترین تقریب یکنواخت بودن، تابع    ) ( ) ( )ne x f x p x  ط متمایز اقل در نقاحد
1,... nx x   فرینه نسبی

)در بازه  این نقاط )موضعی( دارد که 1,1)  .قرار دارند 

حال فرض خلف که     
1 1nx 

 و 

01 x


  باشد؛ 

)پس    )e x 1حداقل درn  نقطه ، فرینه نسبی دارد  یعنی( )e x 1حداقل درn  نقطه ، ریشه دارد. بنابر قضیه

)رل،  )e x  حداقل درn، که فرض مساله  ریشه دارد و با ادامه همین روند و باتوجه به نقطه(( 1) ( )nf x  موجود و
*

npپسای است( چندجمله( 1) ( )ne xو  بر بازه  موجود[ 1,1]  همگی( )( ) , 0,..., ,ie x i nاند و با استفاده  پیوسته

)  داریم:،از قضیه رل در هر مرحله  1) ( )ne xبر [ 1,1]  مانند  داردریشه   4 حداقل( .)پس ( 1) ( ) 0ne    . 

*از طرفی  

npاز درجه )حداکثر(چندجمله ایnود که  که نتیجه می ش است
 

( 1)

( , )

( ) 0n

a b

f






.)تناقض( 

 حال در صورتی که این جموعه تناوبی، یکتا نباشد؛ 

)حداقل پس   1,1)t  ای وجود دارد که
0,..., 1

i
i n

t x
 

  و  تابع( )e x درt باشد. دارای فرینه نسبی می 

1n، حداقل باز هم مشابه قسمت قبللذا ،  نقطه یt 1وx  و ...وnx  وجودند که  ریشه( )e x ...می باشند و 

 یم.و  به همان صورت به تناقض می رس 

 

 
 
 

Ch1...Rivlin... p44. 
.0,..., 1j n ,0jA with  ( ) ( ) ( 1) j

j j jf x q x A  , and , [ , ]nq P f C a b Suppose that   

.0 1( ) min{ ,..., }n nE f A A Prove that   

 پاسخ.

]بر fتقریب یکنواخت برای بهترین  q اگر  , ]a b ،بنابر باشد CAT ، .حکم ثابت می شود 

  فرض نمی کنیم: بهترین تقریب را qپس 

 (.Dzyadik,V.K.,Shevchuk,I.A. pp).کمروش ی

0فرض خلف که 1( ;[ , ]) min{ ,..., }n nE f a b A A لذا باشد*( ) ( ) ( ) ( ) , 0,..., 1j n j j jf x p x f x q x j n


       

*که 

n np P  بهترین تقریب یکنواختf بر  [ , ]a b .می باشد 

*،  هم از طرفی *( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]n j j j j j n jp x q x f x q x f x p x     .را داریم 

)*نتیجه می شود که  پس ) ( )n j jp x q x  و( ) ( )j jf x q x  0همعلامت هستند,..., 1j n   . یعنیاین 
* ( ) ( )np x q x  1لااقل درn نقطه تغییرعلامت می دهد (1 یعنیn  صفر گره).این  و چون ای دارد

)* باید، لذا می باشد nدرجه  از حداکثر ایچندجمله ) ( )np x q x بر[ , ]a b .(است.تناقض  این که)شود 
 



 .مروش دو

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ch1...Rivlin... p44. 
.kand odd for odd  kis even for even  ( )kT xShow that   

 پاسخ.
( )cos ,

( ) ( cos ) (cos( )) cos ( )
( )cos ,

k

k k k

k

T xk k is even
T x T T k

T xk k isodd


    



 
          

  
        

 
 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p44. 
.nPout of  

2nx 
Find the best approximation to   

 

 ر چیست؟اشتباه روش زی پرسش.ن. 

)*،هرگاه 1-9بنا به قضیه  " )np x بهترین تقریب برایf بر[ 1,1]  باشد آنگاه
1 * 1

12
( ) ( )n

n

n nx p x T x

 . 

 به کمک این قضیه، ثابت می کنیم:لذا  

1

1

1
( ;[ 1,1])

2

n

n n
E x 


   1و

2 * 1
22

( ) ( )n

n

n nx p x T x



  

تابع  ابتدا   1

2 * 1
22

( ) ( ) ( )n

n

n nx p x e x T x



   .درنظر می گیریم 

1

1

1
2 2

11
2 2

[ 1,1] : ( ) 1 [ 1,1] : ( ) 1

2(1) 1 (1)

n

n

n

n

n

x T x x e x
e

T e











        
 

  
 

  

حال نقاط  
2

cos( ) , 0,1,..., 2.
j

j n
j n




   .در نظر می گیریم 

2 21 1 1

1 1 1
( ) cos ( ) cos ( 1) , 0,1,..., 2.

2 2 2

j

j n nn n n
e T j j n

    
      

 

پس داریم: 
1

1
( )

2
j n

e e


   10,1و,..., : ( ) ( )j jj n e e       

لذا  0 1 1, ,..., n   
ای تناوبی برای مجموعه  1

2 * 1
22

( ) ( ) ( )n

n

n ne x x p x T x



   .است 

1و این یعنی 

* 2 1
22

( ) ( )n

n

n np x x T x



   بهترین تقریب یکنواخت برای
2( ) nf x x  بر[ 1,1] .است" 

 
 

 پاسخ.

)*،هرگاه 4-3  بنا به قضیه   )np x بهترین تقریب برایf بر [ 1,1]  1باشد آنگاه * 1
12

( ) ( )n

n

n nx p x T x

 . 

 می توان نوشت؛،  به کمک این قضیهلذا 

 

1

1 * 1
12

2 * 1
1 22

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n n

n

n n

x p x T x

x p x T x







 

 

 
 

1

2 * 1 *

1 1 21

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
n

n n

n n n nn n

P

x p x x p x T x T x




 

  



      

 2 * 1
1 22

1
( ) 0 ( ) ( )

2

n

n n nn
x p x T x T x

                    

 2 *

1 1

1 1

1 1

1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

( 1) 1
( ) ( )

2 2

n

n n n nn

n n nn

n nn n

x p x T x xT x T x

T x xT x T x

x
T x T x



 

 

 

 
     

 

 
   

 


 

               

 



(Economization Problems) 

بهترین تقریب یکنواخت برای تابع  .پرسش.ن
3nx 

] روی بازه nP برفضای  1,1] .را بیابید 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 را مورد بحث قرار دهید: ریب یکنواخت توابع زیربهترین تق ..نپرسش

)الف( تابع  )  بر فضایnP  روی 0,  که ،n .عددی طبیعی مفروضی است 

 ویر Pبر فضای  1x( تابع ب 1,1  که، .عددی گویای مفروضی باشد 

)ج( تابع  )  1بر فضایP  روی 0,  که ، .عددی طبیعی مفروضی است 

 
 
 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p44. 
 Verify that the Chebyshev polynomials have the following properties: 

.2 2(1 ) ( ) ( ) ( ) 0n n nx T x xT x n T x    (a)       

in (1.1.22).]given  ( ) (1)k

nT[Use this result to verify the expression for  

. 1 2( ) 2 ( ) ( ), 2,3,...n n nT x xT x T x n   term recurrence -(b) Three 

(c) Orthogonality 
1

21

1
2

21

( ) ( ) 0,
1

, 0
( ) 2

1 , 0

k m

k

dx
T x T x m k

x

kdx
T x

x k









 





 
  





 

1

1 1
2 2 2

1

0, ,

(1) (1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) , 0, ,

, 0, ,

n

n
k m j j m j k m

j

k m

T T T T T T k m n

n k m n

 







      
  

                  (d) 

as defined on p.32. nTare the extrema of  j, and the ,m k nwhen  

.( ( )) ( ); , 0m n mnT T x T x m n group property -Semi(e)  

 
2 2( 1) ( 1)

( )
2

n n

n

x x x x
T x

    
 (f) 

, 
2

0,1,2,..., nm    , ( ) 2 1

2 ( 1) 2n m n m

n m

n mn
t

mn m

 



 
   

  
, then ( )

0
( )

n n j

n jj
T x t x


(g) If we write 

and all other coefficients are zero. 
 پاسخ.

(a ) 
 
 
(b ) 

1 1

cos( 1) cos cos sin sin
cos( 1) cos( 1) 2cos cos

cos( 1) cos cos sin sin

( ) ( ) 2 ( )n n n

n n n
n n n

n n n

T x T x x T x

    
   

    



 

   
    

  

  

 

(c) 

 

0

( cos )1 0
2 2 2

21 0 0 1 1

2 00

sin 1
( ) cos cos 1 cos

sin 21 sin
2

k

x

k

k
k

dx d
T x k k d k d

x k

  





 
       











    

     
    

 
0 sin
cos cos

sin

d
k m



 
 






 مشابه فوق

1

21
( ) ( )

1
k m

dx
T x T x

x



 

 
0 0

( )

1
cos cos cos( ) cos( )

2k m

k m d k m k m d
 

     


                                             

0

1 1 1
sin( ) sin( ) 0

2
k m k m

k m k m





 


 
       

                                         

 
 



(d) 
1

1

(1) 1 ( 1) ( 1) 1 ( 1)
, cos( )cos( )

(1) 1 2 2( 1) ( 1)

k k mn
k k

m
jm m

T T k j m j

T n nT

  



    
  

   
  

1

1

1 1 ( 1)
cos ( ) cos ( ) ( )

2 2 2

k mn

j

j j
k m k m

n n

  



     
         

    
                                     

  

 

 

1

1

1

1

0 1 1 1
0 ( ) 1 1

0 2 2 2

2 1 1 1
( ) 1 1

0 2 2 2

n

j

n

j

k m
k m n

k m

k m n
k m n n

k m









 
         

 

 
         

 





  

 
1

1

1 1 2 1 1 1
0, ( ) cos( ) 1 1 ( 1)

2 2 2 2 2 2

n

j

k j n
k m n n

n







 
              

 
 

 

 :)تذکر؛ با استقراء می توان نشان داد که  
1
2

2

sin( )1
cos cos 2 ... cos

2 2sin

n
n




  


       و 

0
1 1 1( )

2

2
( )0 0 2

sin( ) sin2 1 1
cos cos( )

2 2sin 2

n n

k
j j

n

n nk j
j

n 


 


  

 

 
     

1

2
cos cos n 

2

2

sin
1

2sin




  

 

 

1 1 1 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
( ) 0

2 2 2 2 2 2 2

k m k m k m

k m
  



   
           

 
  

)با قراردادن   )
n

k m     :داریم 
0

11 ( )
2

0 2

sin( ) sin1 1
cos( )

2 2sin 2

n

j

n n
j



 


 



 
    2 2

2

cos cos sin 1 1 1 ( 1)
cos

2sin 2 2 2 2

k mn
n

 






   
   

  

)به طور مشابه با قراردادن   )
n

k m   :داریم   
1

0

1 ( 1)
cos( )

2 2

k mn

j

j




 
  

 
 (e)  ( ( )) (cos ) cos ( )m n m mnT T x T n mn T x     

 
 (f) 

2 2

2 2 2 2 2 2

(cos sin ) (cos sin ) (cos 1 cos ) (cos cos )
( ) cos

2 2 2

( 1 ) ( 1 ) ( 1) ( 1)

2 2

in in n n n n

n

n n

e e i i i i
T x n

x i x x i x x x x x

         


       
   

         
 

 

(g) 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p45. 
that  1with leading coefficient  kthe polynomial of degree  [ , ]a bShow that on  

.
2

( )n

b a
T x

b a b a




 
is  0st absolute deviation from has the lea 

 پاسخ.

برای        1,1x  ، در 4-3با توجه به تذکر Rivlin, p 31.ای برابر است با ، این چندجمله( )nT x. 

حال برای بازه        ,a b  2با تغییرمتغیر b a
b a b a

x t 
 

    :1داریم 1x a t b      . 

 لذا حکم به دست می آید.      
 
 
 

Ch1...Rivlin... p45. 
 Prove that: 

    such that  ix Idistinct points  ( 1)n , and there exist max ( ) 1
x I

p x


, np PIf (i)  

.( ) ( )np x T x , then ( ) 1, 0,...,ip x i n       

            satisfying  idistinct points  2n, and there exist 
0 2
max ( ) 1t
 


 

, ntI(ii) If  

 .0( ) cos( )t n   , then ( ) 1, 1,...,2it i n  and  0 2i        

 پاسخ.

(i)فرض که  ).گام یک( ) 1p x  ). 

,...,10ادعا:            1 : ( ) ( )i ii n p x p x       

,...,0}1صحت ادعا: فرض خلف که  1} : ( ) ( )k kk n p x p x     . 

حال بنابر قضیه مقدارمیانگین)لاگرانژ( بر بازه  1,k kx x 
)1، نتیجه می شود که  , ): ( ) 0k kc x x p c

   

از طرفی، نقاط 
1,..., 1

i
i n

x
 

)فرینه نسبی)موضعی( تابع )p xازای آنها نیزهستند لذا به( ) 0ip x .می باشد  

)و این یعنی )p x دارایn1ی ریشه 1,..., ,nx x c  1است.)تناقض باnp P 
).است 

 گام دو.

)1ادعا:           ) ( )nq x x p x


   بهترین تقریب یکنواخت برایnx  بر[ 1,1] .است 

)صحت ادعا: فرض که ) : ( )ne x x q x بنابر.CAT 1کافی استnنقطه تناوبی برای( )e x.تعیین کنیم 

( 1) 1 1

1

( ) ( )1 1
( ) ( ) 0,..., 1 :

( ) ( )

p
i i

i i

e x p x e
e x p x e i n

e x e x

 

 






   
      

 
 

}0لذا ,..., }nx xمجموعه تناوبی برای( )e x 1است.پس( ) nq x P  بهترین تقریب یکنواخت برایnx.است 

1ولی می دانیم که  گام سوم. 

* 1
1 2
( ) ( )n

n

n nx p x T x  1 و

1
1 2nnE  . 

) حال به دلیل یکتایی بهترین تقریب یکنواخت داریم:           ) ( )np x T x  1و

1

2n . ،به عبارت دقیقتر 

1

1

1

2

1

2

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n

p x T x

p x T x











  
 

   

  

  
  (ii) 
 



Ch1...Rivlin... p45. 
is 1 1x  , on 1/ ( ), 1x a a to  nPthe best approximation out of  Show that  

.2 1/2( 1)t a a  , where 
11

*

2 2 2 2
0

2 4 4
( ) ( ) ( )

1 1 (1 )

nn
j

n j n

j

t t t
p x t T x T x

t t t






  

  
  

ximation out Use this result together with Exercise 1.9 to find the best appro 
.

1nq P for any  ( ) / ( )q x x ato  [ 1,1]on   nPof  

( ) cos ( ) .j j i j

jj j j
t T x t j e t e 

  
    ible to sum the series,it is posscosx [Hint: (Rivlin [1]) With 

.] ( )q x c
p

x a x a
 

 
such that  np PFor the second part, find           

 پاسخ.

cosxبرای 1 وt تابعِمولد( :داریم(  2 20 0

1 cos 1
( ) ( )

1 2 cos 1 2

j
j i

jj j

t tx
t T x e t e

t t tx t

 



 

 

 
  

   
   

 از سویی نتیجه می شود که
1 1
2 22 2 2( 1) ( 1) 1 2t a a a t a t at          2  و 1a    

1

x a



  

 می توان نوشت: حال 
1
22

2
0 1

1 2 1 2
( ( 1) ) ( ) ( )

1

i i

i i

i i

a a T x t T x
x a a t a ta

 

 

  
    

  
   

2 2 2 2 2
1 0

?

2 4 4 2 4
( ) ( )

1 1 1 1 1

j j

j j

j j

t t t t t
t T x t T x

t t t t t

 

  

 
    

    
          

1*برای اثبات ادعا، باید ثابت کنیم که تابع 
( ) ( )ne x p x

x a
 


2nدارای  نقطه تناوبی بر  1,1 ؛است 

1

2 2 2

4 4
( ) ( ) ( )

1 ( 1)

n
j

j nj n

t t
e x t T x T x

t t





  

 
  

   1

2 2 2 2

cos cos .cos sin .sin4 4
cos

1 1 2 cos ( 1)

n nt n t n nt t
n

t t t t

    




   
  

     

           

 2 2
1

2 2

cos 1 sin cos ( 1) 2 ( )cos4

( 1) 2 ( )

n t x n t x n n t t x a nt

t t x a

   
      
 

  
  

 

           

 2 2
1

2 2

( 1)cos 1 sin ( 1) 2 ( )cos4

( 1) 2 ( )

n t x t x n t t x a nt

t t x a

  
      
 

  
  

 

           

 

تابع  
[ 1,1]

:
1

g
ax

x
x a

 



 

]بر   1,1] 1پذیر است و برای مشتقa  :داریم،
2

2

1
( ) 0

( )

a
g x

x a


  


. 

)اکیدا نزولی است لذا  gپس  1,1) : (1) ( ) ( 1)x g g x g     پس. 
 

)
2 2( 1)(1 )

sin
a x

x a


 
 


(   

1
cos

ax

x a






)یا     1,1) ( ) (0, ) : ( ) cosxx g x         



1 2 2

2 2

4 1 ( 1) 1
( ) cos sin

( 1) 2 ( )

nt ax t x
e x n n

t x a t x a
 

     
  

    

  

2)ازآنجایی که  1 2t at    و
2

21
1

2

t
a

t


    )                              

2

2 2

4
cos( )

( 1)

nt
n

t
 



 


     

)cos، آنگاهتا 0 از برود ،یعنی  1تا  1 از xحال هرگاه   )n ازcos( 1)n  تاcos به  می رود و 0

2n تعدادِ 4  ِ رادیه فرینه با مقنقط .به دست می آید 

)*لذا   )np x  1بهترین تقریب برای

x a
بر  

nP روی 1,1  است و
1

2 2

4
( )

( 1)

n

n n

t
E f e

t



 


. 

 
 زیر رجوع شود: یقالهی بحث به مهبرای ادام 

Jokar,S., Mehri,B  The Best Approximation of some Rational Function in Uniform      

                    Norm -214  

 
 
    Akhiezer, Naum Il'ich[1911 - 1991[   آثارِ همچنین و

 
 
 
 

 ؛...Ch1...Rivlin با منابع مرتبط

 
Landau,H.J., “On Uniform Approximation to Continuous Functions by Rational Functions with      
                       Preassigned Poles” AMS, Vol. 5, No. 5 (Oct., 1954), pp. 671-676 

 
Rivlin,T.J., “Polynomials of Best Uniform Approximation to Certain Rational Functions”                  
                  Numerische Mathematik 4, 345-349 (1962) 

 
Poreda,S.J., “Estimates Best Approximation to Rational Functions” AMS, 159 (Sep., 1971), pp. 129-135 

 
Lam,B., Elliott,D., “Explicit Results for the Best Uniform Rational Approximation to Certain            
              Continuous Functions” J. Approximation Theory, 11, 126-133 (1974) 

 
Ollin,H.Z., “Best uniform polynomial Approximation to Certain Rational Functions”                        
                  J.Approximation Theory, Vol. 26, 382-392 (1979) 

 
Zheng,Z., Yo,J-H., “Best Uniform Aproximation to a class of Rational Functions”  J. Math. Anal.       
               Appl. 334 (2007) 909-921 

 
Eslahchi,M.R., Amani,S., “The Best Uniform Polynomial Approximation to  two classes of Rational 
                      Fuctions” I. J. Math. Sci. Info. Vol. 7, No. 2 (2012), pp 93-102   

 

 
 
 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p46. 
0,...,k n, 1x  for  ( )sgn ( ) ( 1)k n

nT x  and   0,...,k n, 1x for  ( ) ( ) 0k

nT x Show that   

[Hint: Use Rolle’s Theorem.] 

 پاسخ.

cosقرار می دهیم:  , 0,...,
j

j n
j n

  . 

1در این صورت   1 01 ... 1n n          و ( ) (cos ) cos( ) ( 1) , 0,...,
j j

n j n n
T T j j n

       است. 

1از آنجایی که   

0,1,..., 1

( ) ( ) 0n j n j

j n

T T 

 

     و
nT می توان ازقضیه مقدار میانی نتیجه گرفت که لذا پیوسته است 

( ) 0n jT     10,1   و,..., 1 :j j j jj n           

1پس   1 1 1 0 01 ... 1n n n                 نتیجه و درnTهمه ریشه های خود را داخل بازه( 1,1) 

0xهایی که xبرای nTواضح است که همگی این ریشه ها ساده اند. پس تابع می گیرد و در ضمن   

0اما ازآنجایی که  (بزرگترین ریشه است0)زیراتغییرعلامت نمی دهد 0   0و( ) 1 0nT    نتیجه می شود که ،

0x برای هر   1)ودرنتیجه برای هرx داریم) ( ) 0nT x .  

 nT  1دارایn 1ریشه است که طبق قضیه رل ، نشان می دهیم همگی آنها داخل بازه 0( , )n  اند؛ 
1( ) 0n jT      1و 1

1 10,1,..., 2, ( ) ( ) 0 :n j n j j j j jj n T T               

1یعنی داریم:   1 1

1 2 2 1 1 0 0...n n n               1. پس هرn  ریشهnT  

1 بازه  قراردارندساده اند که همگی داخل  0( , ) ( 1,1)n    1 و

0 بزرگترین

nTریشه   1) است

0( ) 0nT  ) چونوnT   1یک چندجمله ای است پس

0 

nTیک فرینه نسبی)موضعی(برای   1است و

0 1 0( , )  از آنجایی که   . اما

0xبرای هر    داریم( ) 0nT x  0،و  یک ریشه ساده بود، پس برای هر

1 0( , )x   داریم( ) 0nT x  .1ازجمله  داریم

0( ) 0nT  1 . پس

0 یک کمینه نسبی برایnT.است  

1پس در همسایگی راستِ  

0  ِعلامت،nT 1)و چون مثبت است

0 بزرگترین ریشهnT لذا  استnT  بعد از آن

1پس برای هر  ( تغییرعلامتی ندارد

0x  1)ودرنتیجه برای هرx  داریم)( ) 0nT x . 

0,1kتا اینجا مساله برای حالت های    حل شده است. حال با استقراء رویk ادامه می دهیم؛ 

).فرض استقراء 1) 01 ... 1k k

n k      ،n kیشه سادهر( )k

nT  0برای هر  هستند و

kx  داریم( ) ( ) 0k

nT x . 

)حکم.  )1 : ( ) 0k

nx T x  . 

1nبنابر قضیه رل،  k  ریشه( 1)k

nT داخل بازه
( 1) 0( , )k k

n k  
 قرار دارند.زیرا  

( 1) 1( ) 0k k

n jT      و( ) ( ) 2 1

1 10,1,..., ( 1), ( ) ( ) 0 :k k k k k k k k

n j n j j j j jj n k T T      

           

1پس   1

( 1) ( 2) ( 2) 0 0...k k k k k

n k n k n k     

         . 

)اما  )k

nT 0،برای هر

kx ،  0مثبت است که

k.ریشه ساده آن است 

1لذا بر بازه 0( , )k k  ،( )k

nT 1منفی است و چون

0

k داخل بازه است ،

)پس ) 1

0( ) 0k k

nT   .0اما

k فرینه نسبی( )k

nT پس باید کمینه نسبی باشد.است 

 



1مسایگی راستِ در ه به طور مشابه ، 

0

k   ِعلامت،( 1)k

nT 1)و چونمثبت است

0

k  بزرگترین ریشه( 1)k

nT   است لذا
( 1)k

nT 1پس برای هر  ( بعد از آن تغییرعلامتی نداردk

nx   1)ودرنتیجه برای هرx  داریم)( 1) 0k

nT  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

...Ch1...Rivlinمنابع مرتبط با  p46؛ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



Ch1...Rivlin... p46. 

,  
2

1

1

( )
, 1,..., 2

1

( )

i

i n

i i

x
i n

x











  




where 

2

1

( 1) ( )
n

i

i i

i

f x 




 Verify that (1.3.10) is equivalent to 

2

1
1

n

ii





and  0i and hence  

 
Ch1...Rivlin... p46. 

.q Pfor any  
2

1
( 1) ( ) 0

n i

i ii
q x




 Show that, in the notation of Exercise 1.23,   

 ها.پاسخ
(32) 

2 2 1 2
2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
n n i n

n i

i i i j i j j i

i j j j i
j i

x x x x x x x x x x 
   

 

    


 

  
          

  
    

بنابراین    2sgn ( ) ( 1) ( 1)n i n i

ix        صورت زیر داریم: را به 4-9-41. پس رابطه 
 

2 2 22

1 1 11

2 22 2

1 1 11 1

( ) ( 1) ( ) ( 1) 1( )
( 1) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( 1)

1 1 1)( 1) ( 1)
( 1)

( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( )

i in n nn
ni ii

in i
i i ii i i i iii

i i n n nn n
n

n i
i i ii i i i ii i

f x f xf x
f x

x x x xx

x x xx x

   


   

  


  

  


   

 


   
     

 


   

  

  

2

2
1

( )

i

n

i

i

f x











 

0iاز مثبت بودن جملات، واضح است که ،همچنین     سرانجام داریم: و  
2

2 2
1

2 2
1 1

1 1

1 1

( ) ( )
1

1 1

( ) ( )

n

n n
ii i

i n n
i i

i ii i

x x

x x

 


 



 


 
 

 

 
  

 


 

 
 

(32) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



)3تابع مثال.ِ   )f x x x   را روی 1,1 و مجموعه
3 { 1,0,1}X   :درنظر بگیرید 

*الف( بررسی کنید که آیا       

1 3( )p X x  میباشد؟ 

ب(        
1 3( ; )E f X .را به دست آورید 

1ج( بررسی کنید که آیا         1 3( ;[ 1,1]) ( ; )E f E f X  برقرار است؟ 

 پاسخ.

*یر؛ زیرا با قراردادن خ)الف(  3

1( ) :e x f p x    :داریم( 1) 1e    (0)و 0e  (1)و 1e  . 

}لذا               1,0,1} ای تناوبی بدهند پس نمی توانند تشکیل مجموعه*

1 3( )p X x. 

 

*)ب( ابتدا باید 

1 3( )p X را به دست آوریم؛ 

*، دراین حالت Rivlin, p 33بنابر توضیحات  

1 3( )p Xای درونیاب همان چندجمله

 بر f برای تابع
3X می توان به دست آورد:نژ(ست که به صورت زیر )روش لاگراا 

*

1 3

( 1) ( 1)
( ) ( 2) 0 (2) 2

( 1)( 2) 1 2

x x x x
p X x

 
    

  
    

 

*. روش دوم

1 3( )p X  را به صورت*

1 0 1( )p x a a x    درنظر می گیریم و با توجه به این که

( 1) (0) (1)e e e    0لذا می توان با تشکیل دو معادله خطی، مقادیرa1وa:رابه دست آورد 

0 1 0 0 *

1

0 1 0 1

2 0( 1) (0)
( ) 2

2 2(0) (1)

a a a ae e
p x x

a a a ae e

         
     

     
 

 

*توجه داریم که 

1 3 1( )p X P .  ،حال کافی است که مجموعه تناوبی آن را تعیین کنیم 

}پس 1,0,1}تشکیل مجموعه تناوبی می دهد* 3 3

1

( 1) 0

( ) 2 (0) 0

(1) 0

e e

e x f p x x x x x e e

e e

   


          
  

 

لذا 
1 3( ; ) 0E f X e . 

 

 ، تساوی زمانی بر قرار است که 4-49)ج( خیر؛ زیرا بنابر قضیه 

 

بهترین تقریب یکنواخت روی ") 1,1می باشد") * *

1 3 1( ) ( )p X p x 

 

*اما 

1 ( ) 2p x x 3است )زیرا

1
0 max

x
e x x

   
  ) 

 

 
 
 
 
 



Ch1...Rivlin... p46. 
with the  np P, consider the problem of finding [ 1,1]f C  ) GivenL.Smith(

for all  
1 1 1 1

max[ ( ) ( )] max[ ( ) ( )]
x x

f x p x f x p x
     

  , and  ( ) ( ), 1 1f x p x x   property that 

sided approximation from below.)-(Problem of one. ( ) ( ), 1 1f x p x x   satisfying  np P 

 
, 

nPout of   [ 1,1]on  fis the best uniform approximation to  *pShow that, if  

.* ( ;[ 1,1])np p E f  then  

 
 Consider, similarly, the problem of one-sided approximation from above. 
 Study the uniqueness and characterization problems for one-sided approximation. 

 پاسخ.

بر fبهترین تقریب p* را نشان می دهیم؛فرض که  pابتدا وجود چنین        1,1 باشد. 

*ادعا:            

np p E  بهترین تقریبf  .با توجه به شرایط بالاست 

 خلف که  چنین نباشد. یعنی صحت ادعا:  فرض

   1 1 1
[ 1,1]

, ( ) ( ); max ( ) ( ) max ( ) ( )

p

n
x

p P f x p x f x p x f x p x


 
       

  
*( )

*

1
1 1 1 1

max ( ) max ( ) ( )
p p f

n
x x

f x p E f x p x
 

     
                                    

 عددی ثابت است، پس داریم:nEاما  

 

 

 

*

1
1 1 1 1

*

1
1 1 1 1

*

1
1 1 1 1

max ( ) max ( ) ( )

max ( ) max ( ) ( )

( ) max ( ) max ( ) ( ) ( )

n
x x

n
x x

n n
x x

f x p E f x p x

f x p f x p x E

E f x p f x p x E

     

     

     

      

      

        

 

از طرفی  ،  1,1x :داریم ، 

 

  
1 1 1

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

max ( ) ( ) ( )

n n n n

n n
x

f x p x f x p x E E f x p x E E

f x p x E E
  

          

     
 

)که از   )  و( )   زیرا(.تناقض به وجود می آید*p).بهترین تقریب است 

 توجه داریم که  

 
*

*

1 1

( ) ( ) ( )
1,1 , ( ) 0 ( ) 0 ( ) ( )

max ( ) n n
n

x

e x f x p x
x e x E f x p E f x p x

e x E
  

 
           


 

 پس در شرایط اولیه مساله نیز صدق می کند.

 به روند حل مساله،یکتا بودن نیز واضح است. در ضمن ،با توجه 

 

 

 
 
 



 فصل دوم
 

Ch2...Rivlin... p61. 
is a set of orthogonal polynomials with respect to some  0{ ,..., }np pProve that if  

.0ip are linearly independent if no  0 1, ..., np p p, then ( )xweight function  

for each i.] [ 1,1] and integrate over ipmultiply both sides by,
0 0 1 1 ... 0n np p p     [Hint: If  

 پاسخ.

0باید نشان دهیم که       0 1 1( ) ( ) ... ( ) 0n nc p x c p x c p x    1)به ازای هر باشد 1x    و

0در این صورت حتما داریم:  (icاسکالرهای  1 ... 0nc c c   . 

,...,0,1}لذا   }j n مفروض گرفته و طرفین ترکیب خطی فوق را در( ) ( )jp x xبر ضرب کرده و 1,1 

  انتگرال می گیریم؛
1 1 1

0 0 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) 0j j n n jc p x p x x dx c p x p x x dx c p x p x x dx  
  

      

 

0اما از آنجایی که   1{ , ,.., }np p p ای متعامد است)نسبت به تابع وزنمجموعه( )x پس تمامی ،)

 های فوق برابر صفرند جزء یکی از آنها؛انتگرال
0 0

1 1 1

0 0

1 1 1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) 0j j j j n n jc p x p x x dx c p x p x x dx c p x p x x dx  

 

  

       

1

2

1

1

0 ... ( ) ( ) ... 0 0jc p x x dx


      

0jpاما بنا بر فرض     2وجود دارد پس 0jp زیربازه از لااقل در یک 1,1 مثبت است و دربقیه بازه نیز ،

)نامنفی است.همچنین )xانتگرال به دست آمده،  لذا مقدار.)مگر درتعدادی متناهی نقطه(ره مثبت استهموا

0jc درنتیجهت است ومقداری مثب 0,1چونمی باشد و,...,j n.دلخواه بود، پس اثبات کامل می شود 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
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Ch2...Rivlin... p61. 

. Show that 
21

*

1
( ; ) [ ( ) ] ( )n nS f f x q x dx 


 Suppose that  

are as defined in (2.1.13). jwhere the  
1

2 2

01
( ; ) ( ) ( )

n

n jj
S f f x x dx  


  

 
Ch2...Rivlin... p62. 

.lim ( ; ) 0n
n

S f 


With the notation of Exercise 2.2, show that   

.]I onfis the best uniform approximation to *

npwhere, 
2

*

2
( ; )n nS f f p  [Hint: 

 ها.پاسخ
       (3). 

با فرض   0( ),..., ( )np x p x ای متعامد یکه است که مجموعه چندجمله*

0 0( ) ( ) ... ( )n n nq x p x p x    .          

)حال  , )nS f  :را به صورت زیر بازنویسی می کنیم  

*

1 1 1 1

* 2 2 * *

1 1 1 1

1 1 1 12.1
2 * * 2 *

1 1 1 1

1( )
2

1

( , ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ ( ) [ ( ) ( )]} ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) (
n

n n n n

ق

n n n

q

S f f x q x x dx f x x dx f x q x x dx q x x dx

f x x dx q x f x f x q x x dx f x x dx f x q x x dx

f x

    

   



   

   



    

      



   

   


1

0 0 1 1

1

1 1 1 1

2

0 0 1 1

1 1 1 1

12.1.13
2 2

01

) ( ){ ( ) ( ) ... ( )} ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n

j

j

x dx f x p x p x p x x dx

f x x dx f x p x x dx f x p x x dx f x p x x dx

f x x dx

   

      

 



   



   

    

 



   



 
 (7)  . 

2 21 1
* *

1 1
( ; ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ( )] ( )n n nS f f x q x dx f x p x x dx  

 
     

)*که در آن  )np x  بهترین تقریب یکنواختf  بر 1,1 .است 

پیوسته و بازهfچون تابع   1,1وایرشتراس داریم:  فشرده است، از قضیه تقریب 

)ایچندجمله برای ی که0nای، وجود دارد  به ازای هر )p x0 از درجهnای برقرارمی شود f p 


   
اگر حال

0

* ( )np x نواختبهترین تقریب یکfبر  1,10 درجههای حداکثرازایبرای چندجمله،باشدn:داریم ، 

0 0

*( )n nE f f p f p 


     

از طرفی می دانیم که  
1 2

1 2

( )

( ) ( )
n n

n nE f E f


  .می توان نوشت: لذا 

 
21 1 1 1

2 2 2

0 0

1 1 1 1

: ( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn n S f f x p x x dx E f x dx x dx x dx      

   

           

 چون و 
1

1
0 ( )a x dx


  0، بااست 0)چون )حکم به دست می آید. دلخواه است  

 

 
 

0
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Ch2...Rivlin... p61. 
iven (with respect to a gof orthonormal polynomials   0 1, ,..., np p pShow (a) the set  

is  0,...,i npositive for  
ipand leading coefficient of  

i ip Pwith weight function) 

having  i ip Pof orthogonal polynomials, with  0 1, ,..., np p punique. (b) the set 

, is 0,...,i n) for 0prescribed (but  (1)ipnonzero leading coefficient and 

unique. 
 پاسخ.

      (a) فرض که  0 1, ,..., nq q q های متعامدی دیگری باشد که ایمجموعه چندجملهi iq P ضریب  و

  است.لذا مثبت آن پیشروی

( )

1
( )

0 : ...
i i

i i

p P

i i i
q P

p q P 




       

 
 
 
 
 
 
 

Ch2...Rivlin... p62. 

.nf Pif  ( 1,1)points of  1nchanges sign at  
*

nf q Prove that  

(See p.42 for an application of this fact.) 
such  np P, there exists( 1,1)of  points r nchanges sign at at most   *

nf q [Hint: If

 ( ) 0x and since . Show that this contradicts (2.1.2) Ithroughout  *( ) 0nf q p that 

except for a finite number of poits.] 

 پاسخ.
 

*که  خلف فرض

nf qدرحداکثر( )n r نقطه از ( 1,1) .تغییرعلامت دهد 

1که به صورت  21 ... 1rx x x      .درنظر می گیریم 

)بدون خلل به کلیت، فرض که بر بازه  ,1)rx  علامت*

nf q .مثبت باشد 

 
 

1پس با قرار دادن   2( ) ( )( )...( )rp x x x x x x x     :داریمnp P و*( ) 0nf q p   مگر در تعداد متناهی

 نقطه که برابر صفر است.

)اما از آنجایی که   ) 0x  )داریم:  )مگر در تعداد متناهی نقطه
1

*

1
( ( ) ( )) ( ) ( ) 0nf x q x p x x dx


   

 است. 2-4-2و رابطه  2-4 و این تناقض با قضیه 
 
 
 
 
 



Ch2...Rivlin... p62. 
, *

1

n

n nq x p  is  ( ) nf x xto 1nsquares approximation of degree -Show that the least 

(2.1.16).and  ( )xdetermined by  nis the orthogonal polynomial of degree  npwhere  

 پاسخ.

1با توجه به رابطه بازگشتی     1( ) ( ) ( ) ( )k k k k kp x x p x p x     نتیجه می شود ضریب پیشرو ( )np x 4   برابر 

)است.حال  ) n

nf x x P   1را به صورت 1 0 0( ) ( ) ( ) ... ( )n

n n n nf x x t p x t p x t p x      درنظر می گیریم . 

)ضریب پیشروی   )np xبرابر با   ،2-4-43  ،بنابر رابطه
2

1

( )np x
است.لذا نتیجه می شود  4برابر با  nxاست و  

که 
2

( )n nt p x می باشد. به عبارتی، 
1 1 0 02

( ) ( ) ( ) ... ( )n

n n n nf x x p p x t p x t p x     . 

 

*ازطرفی،  

1 0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( )n n nq x p x p x p x         است که( , )i if p   (2-4-49است.)رابطه  

*)یعنی 

1 0 0 1 1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ... ( , ) ( )n n nq x f p p x f p p x f p p x     )0 محاسبه که با,.., 1j n   :داریم 

( ( ): ) ( )1 1
2

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 0,..., 1.

nf x x ortho

j j j j jf p f x p x x dx t p x x dx t j n 


 
      

*نتیجه می شود پس

1 0 0 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( )n n nq x t p x t p x t p x     . 

 

        سرانجام حکم نتیجه می شود: 
*

1

( )
( ( ) )

( )

( ) ( ) ( )

n
n

n n

n n

n n n n

p x
p x

p x

q x x p p x x p x




       

 
 
 

Ch2...Rivlin... p62. 
distinct simple  n) has np(and hence  npShow that the orthogonal polynomial  

.( 1,1)eros in z 

[Hint: Use Exercises 2.4 and 2.5.] 

 پاسخ.

)برای  1n، تقریب کمترین مربعات ازدرجه 2-5به تمرین  بنا   ) n

nf x x P  به صورت*

1

n

n nq x p   . 

)1اما چون  ) n

nf x x P   تابع ،2-1،بنا بر تمرین *

1( ) n

n nq x p    درn  از( 1,1) .تغییرعلامت می دهد 

 ند.ها ساده ااست.( همگی این ریشه nای از درجه چندجمله npپس )توجه داریم که
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Ch2...Rivlin... p62. 

.
1 1

( , )

( , )

k k
k

k k

p p

p p


 

Show that another form of (2.1.18) is   

 grate.]and inte kp in (2.1.16), then multiply both sides by 1k by  k[Hint: Replace  

 پاسخ.      

1   در رابطه  1( ) ( ) ( ) ( ), (2.1.16)k k k k kp x x p x p x          1با جایگذاریk  به جایk :داریم 

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k k kp x x p x p x        که با ضرب( ) ( )kp x x و انتگرالگیری، داریم: در طرفین 
1 1 1 1

1 1 1 1 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k kp x p x x dx x p x p x x dx p x p x x dx p x p x x dx         

   

     

1 1 1 1 2

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )k k k k k k k k k kp p xp p p p p p     

 

    

1( , ) ( , )k k k kp p xp p    

 ، حکم به دست می آید.(2.1.18)که با جایگذاری در رابطه 
 
 
 
 

Ch2...Rivlin... p62. 

and an  jdd is an odd function for o 
( , )

jP  
Prove that the Jacobi polynomial  

.jeven function for even  

 ia an even ( )x[Hint: Use mathematical induction, (2.1.16) and the fact that 

       function in this case.] 

 پاسخ.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Ch2...Rivlin... p63. 
(2.4.15)                                                  .1 1( ) ( ) ( )n n nP x xP x nP x 

  Prove that   
1 2 2 1 2 2 1

2 1 1 2 1

: [( 1) ] { [( 1) ( 1)]} 2 [ ( 1) ]

2 { [( 1) ] [( 1) ]} ' .

n n n n n n

n n n n

Hint D x D D x x nD x x

n xD x nD x and use Rodrigues formula

  

  

     

   
 

 پاسخ.

 .روشِیکم 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .روشِدوم

 ژاندر، نتیجه می شود کهــی لابا استفاده از تابع مولد چندجمله
3
22 1

1
( )(1 2 ) ( ) n

nn
x t t x t P x nt

 


      و

3
22

1
(1 2 ) ( ) n

nn
t t x t P x t




   

 پس داریم:

1 1
( ) ( ) ( )n n

n nn n
x t P x t P x nt

 

 
   

 یا معادل آن؛

11 1 1
( ) ( ) ( )n n n

n n nn n n
xP x t P x t P x nt

  

  
     

 که می توان نتیجه گرفت که

1( ) ( ) ( 1) ( )n n nP x xP x n P x
    

)1 و حذف nبه جای  1nاری سرانجام با جایگذ )nP x
 معادله، حکم به دست می آید. از 

 



Ch2...Rivlin... p64. 

.

2
2 2

2

1
[ ( )] ( ) 1 , ( 1 , 1)n n

x
P x P x n x

n


    Show that   

hand side of (2.4.18) makes it larger.]-on the right2( 1)nby2n[Hint: Replacing  

 
Ch2...Rivlin... p64. 

.( ) 1 , 1nP x x Prove that   

 ها.پاسخ
       19. 

 
 
 
 
 
   31. 

      با توجه به. روشِیکم

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 . روشِدوم

cosx )در صورت لزوم از تغییرمتغیر   برای 1,1x  ).استفاده خواهد شد 

1    ژاندر داریم:ــای لبنابر تابع مولد چندجمله
22

0
(1 2 cos ) (cos ) n

nn
t t P t 




  . 

21حال با توجه به  2 cos (1 )(1 )i it t te te      :می توان نوشت ، 
1

2 2

1 1

(2 1)!! (2 1)!!
(1 2 cos ) 1 1

(2 )!! (2 )!!

k ik k ik

k k

k k
t t t e t e

k k

 
 



 

    
       

   
  

cos) ها و تعیین ضریبضرب این سری )nP در  ntنتیجه می دهد که ، 

 
 

1
(2 )

1

2( ) 1 !!(2 1)!! (2 1)!! (2 1)!!
(cos )

(2 )!! (2 )!! 2( ) !! (2 )!!

n
in i k n in

n

k

n kn k n
P e e e

n k n k n

  


 



   
  


 

 لذااند؛ی ضرایب سمت راست، مثبتی که همهتوجه دار

 
 

1

1

2( ) 1 !!(2 1)!! (2 1)!! (2 1)!!
(cos )

(2 )!! (2 )!! 2( ) !! (2 )!!

n

n

k

n kn k n
P

n k n k n






   
  


 

(cos0)از طرفی، سمت راست این نامعادله عبارت است از  (1) 1n nP P  .د.که این حکم را ثابت می شو 

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ch2...Rivlin...E24 p64. 
; show that, if 2and has period  [ , ]f C   Suppose that  

converges  f, then the Fourier series of n, as 1( ;[ , ]; )log 0
n

f n   

.[ , ] on  funiformly to  

)1 ( هرگاهلیپشیتز_قضیهِدینی)؛.نتوضیح) ;[ , ]; ) log 0
n

n
f n  


  آنگاه  . ( ) , [ , ]

ي

F s f f     

.1    طرح برهان.            ( ) (4 log ) ( ) 6(4 log ) ( ) 0
n

n f n
Lebesque Jackson ض ر ف

f F s f n E f n 


      ) 

 پاسخ.

2   داریم: 2-2بنا به قضیه     

4( ) ( ) (4 log ) ( )n n nf s f S f n E f


     

)1  ( داریم:4-1بنا به قضیه جکسن )ق      ) 6 ( )n n
E f    

2     یعنی می توان نوشت:   

1 24 1( ) ( ) 24 ( ) ( ) logn n n n
f s f S f n


     

)1، طبق فرض nوقتی     ) log 0
n

n   1و می دانیم که( ) 0
n

 .:پس در رابطه اخیر داریم 
lim ( ) 0n
n

f s f


   

]بر  f،تحت شرط فوق، به تابع  f و این یعنی سری فوریه    , ]  .همگرای یکنواخت است 
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the convergence being uniform. 
1

22
1

2 4 ( 1)
( )

4 1

k

k

k

x T x
k 






 


,1 1x  on Verify that, 

 پاسخ.

)برای        )f x x:داریم 
1

21

2
( )

1
k k

dx
A x T x

x 



 0 و

4
A


.  

همچنین  
21

x

x
)زوج است و   )kT x )فرد/( صورتی که است در زوجk ،باشد )لذاعددی زوج )/فرد 

0kA k:   ردف  

2

1 0

2
1

4 4 sin
( ) cos cos(2 )

sin1
k k

dx d
A xT x j

x 

 
 

  



 


 k:   زوج 

2

1
(cos .cos [cos( ) cos( )])

2
/2

0

0

4 2 sin(2 1) sin(2 1)
cos cos(2 ) [ ]

2 1 2 1

j j
j d

j j

      





 
  

 

   



 
  

                 

1 1

2 2

2 ( 1) ( 1) 2 1 1 2 2 4 ( 1)
[ ] ( 1) [ ] ( 1)
2 1 2 1 2 1 2 1 4 1 4 1

j j j
j j

j j j j j j   

    
       

     
                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 فصل سوم
 

Ch3...Rivlin... p83. 
has a finite number of  *

nf r, fpower approximation to -first-is a least *

nrIf  

change sign at  *

nf ris empty, show that  *( )I nZ f r, and Iessential zeros in

.( 1,1)times in 1nleast  

[Hint: Examine the argument at the end of the proof of Theorem 3.2.] 

 پاسخ.

*فرض خلف که       

nf rحداکثر در( )n s  از نقطه( 1,1) .به صورت را این نقاط  تغییرعلامت دهد

1 2 ... st t t   .در نظرمی گیریم 

داریم:  4-9-9بنابر مفروضات مساله و نتیجه  
1

*

1
sgn( ) ( ) 0,n nf r p x dx p P


    0 قرار دادن که با 1t   

1و 1st     1رابطه

0
( 1) ( ) 0 ,

j

j

ts s j

nj t
p x dx p P




     .نتیجه می شود 

1حال اگر قراردهیم 2( ) ( )( )...( )sp x x t x t x t    آنگاه،np P 1 و

sgn ( ) ( 1) , 0,1,...,
j

j

t
s j

t
p x dx j s

    

 .شودتناقض ایجاد می  که
 
 

Ch3...Rivlin... p83. 
, it is Iderivative on  ( 1)n sts nonvanishing has a continuou fShow that, if  

.nPadjoined to  

times.] 1n[Hint: Apply Rolle’s Theorem  

 پاسخ.

npنباشد.) nPده به الحاق ش fفرض خلف که        P   کهf p 2لااقلn  متمایزدرریشهI ).دارد 

fبنابرقضیه رل،  p  1لااقلn در ریشهI .با ادامه همین روند،  دارد( 1) ( 1)n nf p   در بازه  ریشه 4لااقل

I  ،دارد) ازطرفیnp P  لذا( 1) ( ) 0np x  که تناقض با .)( 1) ( ) 0nf x برI .است 

 
 

Ch3...Rivlin... p83. 

np Uwith leading coefficient 1,np Pfor all
1 1

11 1

1
( ) ( )

2
n n

p x dx U x dx
 

  Show that 

 پاسخ.

1nxبرای تابع  1Lبهترین تقریب  1pاگر      1 درnP  بر بازهI  1داریم:  9-1باشد، بنابر قضیه

n

nx p U   و

                این یعنی،
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

( ) ( ) , \{ }n n

n nU dx x p x dx x q x dx q P p 
  

          

np برای هرهمچنین  Pاست می توان   4  ی که ضریب پیشروی آن برابرp را ( ) ( )np x x q x  

1nqکه در  نوشت P ..حال با جایگذاری در رابطه فوق، حکم به دست می آید 

 
 

0
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. Show that
!

k
k

U
U

k
. Let 

( 1)0 ( ) , :[ 1,1]nm f x M x I    Suppose that   

, namely, Iin  1nU has precisely the same zeros as  *( ) ( ) ( )nx f x r x  (i) 

does.1nU ust as. and changes sign at each of its zeros, j
2

cos , 1,..., 1
j

j n
j n




   

 . ( 1) ( 1) ( 1)

1 1( ) ( ) ( ) ,n n n

n nmU x x MU x x I  

   (ii)   

 
Ch3...Rivlin...E5 p83. 

 1nmU With the conditions of Exercises 3.4 holding, show that the zeros of  

 are exactly as in (3.3.8), and that each function changes signI in 1nMU  and

at each of these zeros. 
 

Ch3...Rivlin... p84. 
,

2
[cos ,1]

n



Show that, in the interval   

1

1

1

0 ,

0 ,

0 ,

0 ,

n

n

n

mU

MU

U













 

 





 

.Ithroughout 1 1n nm U M U  and, hence, that  

 ها.پاسخ
         2  . 

(i ) چون( 1) ( ) 0nf x   برای[ 1,1]x   تابع ،9-2،بنابر تمرین f  الحاق شده بهnP .بنابر نتیجه  است

)*، تابع 4-1-9 ) ( )nf x r x یعنی(در نقاط ) 
2

cos , 1,..., 1
j

j n
j n




    صفر می شوند و ازآنجایی کهf 

]ریشه متمایز در  1n است پس حداکثر nPالحاق شده به  1,1] ها دارد که نتیجه می شود این ریشه

 درآنها تغییرعلامت می دهد. است لذا همگی ساده اند و 1nها می باشد وچون تعدادشان jهمان

1nUهای ها همان ریشهjهمچنین     1و در نتیجهnU  .هستند 

  (ii )از*( ) ( ) ( )nx f x r x    نتیجه می شود که( 1) ( 1)( ) ( )n nx f x  . 

از   
!

k
k

U
U

k
  1وnU چندجمله( 1ای درجهn  داریم: 4با ضریب پیشرو).11است

1 ( 1)!
( ) ( ...)n

n n
U x x 

 
    

1

1

( )

( )

n

n

mU x m

M U x M





 
 


      ( 1)!( 1)1

1 1( 1)! ( 1)!
( ) ( ...) .... ( ) 1

nn nn
n nn n

U x x U x


  
       

)حال با جایگذاری در  1)0 ( ) , :[ 1,1]nm f x M x I    .حکم به دست می آید ، 
 

     5. 

 قرار می دهیم: 
*

1 1

*

1 1

n n n

n n n

mU f r mU

MU MU f r

 

 

 

 

     


    
 ،داریم:9 -1( تمرین ii)لذا بنابر قسمت   

( 1)

1

( 1)

2

0

0

n

n









 



  

، نتیجه می گیریم 9-1( تمرین iمی باشند و دقیقا مشابه قسمت ) nP،هردو، الحاق شده به  2و 1و درنتیجه 

 تغییر علامت می دهند. هاjدر
   

0
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 6. 

1nUریشه با درمورد توابع فوق نتیجه می گیریم همگی هم 9-5  و 9-1های با توجه به تمرین   چون و   هستند

1nU 1 ای درجهچندجملهn  صورتِهای ساده آن دقیقا به ریشه پساست
2

cos , 1,..., 1
j

j n
j n




  . 

 

 
xلذا       می پردازیم: آنهاحال به تشخیص علامت  ای هیچ کدام از این توابع نداریم.تغییرعلامتی بر 

 
1nUف( ال : 

]1برای تشخیص علامت آن بر بازه  ,1] (1)1کافیستnU :را به دست آوریم و علامت آن را تشخیص دهیم 
( cos ) '

1
0 0

sin( 2) sin( 2) 0 ( 2)cos( 2)
1 0 ( ) lim lim 2

sin sin 0 cos

x l H op

n

n n n n
x U n



 

  
 

  




 

   
          

1پس    1( 0) ( 1) 2 0n nU U x n        10که نتیجه می شود nU 1بر بازه[ ,1] . 
 

 : ب( 

]1فرض خلف بر   ,1]  0داشته باشیم  . 

(1)و  باشدبزرگترین ریشه  1هرگاه 

1  بزرگنرین ریشه (1)واضح است که باشد

1 1  به طور مشابه .  

)هرگاه  )

1

k  بزرگترین ریشه( )k  1باشد ،که,...,k n :پس داریم ،( ) ( 1) (2) (1)

1 1 1 1 1...n n        .  

)1بنابرفرض خلف داریم   ) 0    (1)و با توجه به این که

1  بزرگنرین ریشه((1)می باشد

1( ) 0  و )   
(1)

1 1  (1)که نتیجه می شود

1( ) 0     (2)و با توجه به این که

1  بزرگنرین ریشه (2)باشد)می

1( ) 0  )  

(2)و  (1)

1 1   (2)نتیجه می شود که

1( ) 0     روند داریم  و با ادامه همین( ) ( 1)

1( ) 0n n    که  با توجه به این .

)که   )

1

n  ریشه( )n  است و( ) ( 1)

1 1

n n    به تناقض سرانجام( 1) ( )

1( ) 0n n  .می رسیم 

 
1nmUپ(    1وnMU  :  

 حکم به دست می آید؛، که بزرگتر از صفر اندام این توابع  ،1nدر مورد مشتق قسمت )ب( 9-1تمرین   بنابه 

]1بر بازه  ,1] :داریم 

0چون    ،  10 nmU  1  وnmU   1 نتیجه می شود که  پسnm U  . 

1nM  به طور مشابه نتیجه می شود  U  . 

 



 

بر بازه 
2 1[ , ]   :داریم 

از آنجایی که همگی ریشه ها ساده اند پس روی
2 1[ , ]  هر چهار تابع منفی اند پس 

0چون      ،10 nmU    1وnmU     1پس نتیجه می شود کهnm U  . 

1nMبه طور مشابه نتیجه می شود    U  . 

 

منفی اند   ت اند )همزمان( یاچون همگی این توابع  یا مثب روی تمامی بازه های دیگر نیز   سرانجام

پس یکی از دو حالت بالا پیش می آید که در هر صورت احکام فوق برقرار اند و این یعنی در سراسر  بازه نیز  

 .احکام فوق اتفاق می افتد
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,
( 1)0 ( ) ,nA f x B x I   Show that, if   

1

*

1

( ) ( ) 2
( 1)!

n

n

B
f x r x dx

n





 
 and np Pfor all  

1

1

( ) ( ) 2
( 1)!

nA
f x p x dx

n





 
then  

 xepower approximation to -first-is the least 0 np Pfor example, if In particular,  

.
1

1

0
12 ( 1)! 2 ( 1)!

x

n n

e e
e p dx

n n




  

 , then [ 1,1]on  

 پاسخ.

npبه ازای هر         P :دلخواهی داریم 
1 1 1 1 13.6 3.3

* 1
1 ( 1)! ( 1)! 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

E E
A A

n n n n
f x p x dx f x r x dx x dx A U x dx U x dx   

    

            

 نامساوی سمت راست هم به طور مشابه ثابت می شود. 

)همچنین برای تابع   ) xf x e چون ،( 1) ( )n xf x e   بر[ 1,1]I   1داریم:  است لذا xe e e    

B,1پس کافی است که  e A e   رابطه فوق جایگذاری کنیم. در را  
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, then Iish on is continuous and does not van ( ) ( )nf xShow that, if   

1
( )

1

2
min ( ) ( )

( 1)!

n
n

x I
f x f x dx

n






  

being any nonzero constant. c, nf cUWith equality if, and only if,  

 پاسخ.

)داریم:     طبق فرض مساله       ) ( ) 0nf x  یا( ): ( ) 0nx I f x   ،پس می توان نوشت . 
( ) ( ) ( )0 min ( ) ( ) max ( )n n n

x I x I

A B

f x f x f x
 

   

1np، برای هر9-7حال بنابر تمرین  P  :رابطه زیر برقرار است 
1

1

1
2 2 ( ) ( )

( 1)! !

n nA A
f x p x dx

n n

  


  

  

)سرانجام با قراردادن  ) : 0p x نتیجه می شود. ،حکم 

 وی؛برای حالت مسا
( ...)

( )( ) 2 ( ) 2 !

n
nU x

n n n

n nf x cU cU f x cn
 

     

 داریم: ،برای این مقدار،حال با محاسبه طرفین 

 
2

2 !
( 1)! ( 1)

n
n

c
c n

n n




 

 سمت چپ نامساوی  =

 
1 1

1

1 1

1
2 2 ( ) 2 ( ) 2

2

n n n

n n n
cU dx c U x dx c c



 

   =  سمت راست نامساوی 

 )یا روش ارایه شده ایراد دارد یا صورت تابع داده شده.(که برابر نشدند!!!
 



Ch3...Rivlin... ,85. 
(that it, by means  axpower approximation of the form-first-Show that the least 

obtained,is 1, 1,...,i i m  with  mXon ( )f xof lines passing through the origin) to 

so that  0ix for which   , ( )i ix f xRenumber the points as follows:  

1 2

1 2

( )( ) ( )
... [ 1].l

l

f xf x f x
l m or m

x x x
     

is a  
( )r

r

f x
x

x
then ; 

1 1

2
r l

i i

i i

x x
 

 be the smallest integer such that  rNow let  

least-first-power approximation of the required form. Discuss uniqueness. 

[Hint: While Theorem 3.5 cannot be applied, since we are not admitting all 

polynomials of degree 1 as approximators, show that an exact analogue of 

 . Then{ }axTheorem 3.5 holds when the family of approximators consists of 

are arbitrary positive  i What is the result when theapply this result. 

numbers?] 

 This problem has an interesting history. The result is the algebraic formulation 
by Laplace of a geometric method due to Boscovich. A fascinationg account of 
Boscovich’s approach and its subsequent ramifications as well as the history of the 
relative merits of least-first-power and least-squares fitting of data can be found 
in Eisenhart [1]. 
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power approximation by polynomials of -first-, show that the least
3XGiven  

is provided by the line passing 3Xon f, to 1 2 3 1    , with 1degree at most 

. 3 3, ( )x f xand   1 1, ( )x f xthrough  

 پاسخ.

مجموعه        
3X 1 را ،با فرض 2 3x x x .درنظر می گیریم ، 

*فرض که 

1 ( )r x خط گذرنده از  1 1, ( )x f x و  3 3, ( )x f x باشد.یعنی : 

 * * *3 1
1 1 1 1 1 1 1 3 3

3 1

( ) ( ) , ( ) ( )
f f

r x f x x r x f r x f
x x


      


 

)1ت در این صور  )p x ax b P     9-5، با استفاده از قضیه ،Rivlin, p 74.، یم:دار 

( ) ( )

3
* * * *

1 1 1 1 1 2 1 2 2 3 1 3 3

1
0 0

sgn ( ) ( ) ( ) sgn ( ) ( ) ( ) sgn ( ) ( ) ( ) sgn ( ) ( ) ( )i i i

i

f x r x p x f x r x p x f x r x p x f x r x p x

 



                    

 



 
*

2 1 2 2 2 2sgn ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )f x r x p x p x ax b I                                     

*همچنین  

1 1 3( ) { , }Z f r x x  می باشد و در نتیجه : 

*

1 3 1 3

( )

( ) ( ) ( ) , ( )

n

i

i Z f r

p x p x p x ax b ax b II
 

      

 عبارت زیرازحال 

2 1
( 0)

1 2 3 1 2 3 2 1

2 3

1 2 3

2 1
( 0)

1 2 3 1 2 3 2 3

2 3

a

a

ax b ax b
ax ax ax ax b ax b ax b ax b ax b

ax b ax b
x x x

ax b ax b
ax ax ax ax b ax b ax b ax b ax b

ax b ax b





   
            

  
 

   
            

  

 

 که نتیجه می شود
2 1 3ax b ax b ax b    . 

)لذا درهرصورت   ) ( )I II  به ازای، 9-5و قضیه*

1 ( )r x برقرار است. ،داده شده 
 
 
 
 
 
 

.in Exercise 3.12 through 3.15 nf Pand  Bto be the extreme points of  1,..., sq q, 2m n Suppose   

Ch3...Rivlin... 85. 

, the ( ) ( )i i iq x f x, at which i mx XShow that there is exactly one point, call it  

.1 2,...,s nx x on  fagrees with  1,..., sq q are distict, and each of 1,..., sx xpoints  

 
Ch3...Rivlin... . 

agrees  0pshow that , 1 ... 1s   , and 1,...,j s,0j , where 0 1 1 ... s sp q q   If  

. 1 2,...,s nx x precisely on  fwith  
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 .Bis an extreme point of  0pshow that  points, 1non  fagrees with  
0p B If  

on  fpolynomials that agree with  2nare now seen to be found among the (at most)  BThe extreme points of . Remark 

polynomials. 2ncan be determined by direct examination of (at most)  Bhence all of  , andmXpoints of  1nsome  
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 .1 1,..., nx x on  fagreeing with  Bis an extreme point of  q BSuppose that  

is a  
1 1,..., nx x 

on  gthat agrees with  0 np P, the unique ng PShow that, for any 

(Compare with Theorem 3.3). gpower approximation to -first-least 

.]aconstant  and some 0 np Pfor some  g p a f can be represented uniquely as  g[Hint:  

 
 ها.پاسخ

1nها حداقل درiq، مقادیر9-8با توجه به قضیه  (. 13)   نقطه باf 2د و با توجه به این که برابرنm n  

i(نقطه از 4 حداکثر است بنابراین mx X)باقی می ماند که می خواهیم نشان دهیم در این یک  مانند

 مایزند.ها متبرابر نمی باشد. همچنین  fو  iqنقطه، مقدار

,...,1}فرض خلف که   }j s  به طوری که jq  2در تمامیn نقطه، برابرf شود؛ 

iاز طرفی برای   j ،1 i s  می دانیم که ،iq وf  1حداقل درn  نقطه با هم برابرند. فرض که

 ( 2) 1 2,...,m n nX x x    1و 1,..., nx x  :این نقاط باشند. پس داریم 

 ( ) 0 , 1,..., 1i j iq q x i n    
( ) ( ) , 1,..., 1

( ) ( ) , 1,..., 1
( ) ( ) , 1,..., 2

i i i

i i j i

i j i

f x q x i n
q x q x i n

f x q x i n

  
   

  
 

i,این تناقض ایجاد می کند. )چون و  j nq q P  هستند پس نتیجه می شودi jq q). 

 ها هم مشابه روند بالاست، یعنی در صورتی کهix اثبات متمایز بودن 

( ) ( ) ( ) ( )
1,..., 2

( ) ( ) ( ) ( )

i k i i t t

t kj k i j t t

q x f x q x f x
t n

q x f x q x f x 

  
   

  

  kxو  

و در نتیجه   ( )i jq q x  1دارایn .که تناقض با چندجملهریشه است( ای درجهn ).بودن 
 
(12) 

) ، داریم: 4-42با توجه به تمرین   ) ( )i k kq x f x  1برای,..., 2

1,...,

k s n

i s

  



 . 

,...,1 پس برای 2k s n   :داریم 

0 1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( ) ( ... ) ( ) ( )k k s s k k s k s k kp x q x q x f x f x f x f x               

t,...,1همچنین برای   s :داریم 

 

 

0 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1

( 0)

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )

... ... ( ) ( )

1 ( ) ( )

( )

t t tt t

t

t t t t t t t t t t t s s t

f x f x f xf x f x

t t s t t t t

t t t t t

t

p x q x q x q x q x q x

f x q x

f x q x

f x


    

    

 

   

   

 



      

      

  



 

 



(12) 

2nحداکثر B،9-42)با توجه به تمرین  عضوی است.درواقع برایmX ،2m n  ،
2

m

n

 
 

 
 عضوی است.(

ناتهی است ،اگر  B، مجموعه نقاط راسی 9-7با توجه به قضیه  
1,..., sq q  ،در این صورت نقاط موردنظر باشندB 

پوسته محدب مجموعه  1,..., sq q  است. یعنی هرq عضوی از(B ):را می توان به صورت زیر نوشت 
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 داریم:  9-42همچنین از تمرین  

برای هر
iqوجود دارد ،ixکه عضوی از(mX ).که است( ) ( )i i iq x f x بقیه نقاطِ و درmX،

iq وf  با هم برابرند. و

2s ین صورتدر ا n  2تساوی نیز برقرار است؛ زیرا فرض که  وs n . 

2nxبرای واقع در   ،2ایnq  برای هرای نباشد که در خاصیت بالا صدق کند. پس 
iq ،1,...,i s ،

2 2( ) ( )i n nq x f x   و با توجه به   برای هرq B  :خواهیم داشت
2 2( ) ( )n nq x f x . 

0pکه چون مساله،  حال برای حل  B  1رویn ه از نقطmX برابر f  است و با توجه به توضیحات

,...,1}بالا، می دانیم که  2}t n  که به طوری وجود داردtq 1 هم در اینn نقطه برابر f لذا  می باشد

0تابع  tp q   1دارایn  0)ولی ریشه است t np q P  ) 0پس tp q  0و در نتیجهp  یکی از نقاط راسی

B .است 
 
(15) 

 داریم: است(  fبرای 1L)یعنی بهترین تقریباست Bیک نقطه راسی  qو این که  9-5ا توجه به قضیه ب 
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 اما   {1,..., 1}, ( ) ( ) sgn ( ) ( ) 0 , ( )i i i ii n f x q x f x q x i Z f q        . 

 

 بنابراین،

 2 2 2 2 1 1sgn ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n n n nf x q x p x p x p x           

 

2 2 1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( )n n n np x p x p x           

 

0حال فرض که   np Pباشد که )یکتایی( ای درونیابچندجملهg  1را در نقاط 1,..., nx x   .درونیابی می کند 

  داریم:( nP)عضوی از  pلذا برای هر 
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