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 چکیده:

ردازش فراکتالی در تئوری اطلاعات، اقتصاد، پزشکی، علوم هوا و فضا، طراحی سخت افزار، پ ۀامروزه فراکتال یا بطور عام هندس   

ست ا فراکتالی این ۀهای مهم هندسشود. یکی از ویژگیعلوم مهندسی و تجربی استفاده می تصاویر و بسیاری از زمینه های دیگر

ت. نیس ایاقلیدسی دارای چنین ویژگی ۀست که هندسباشد و این در حالیهای مختلف میزهنظمی در انداکه دارای خاصیت بی

و بعد  ۲، بعد مربع ۱، بعد خط ۰اقلیدسی، بعد نقطه  ۀکتالی، بعد فراکتال است. در هندسفرا ۀهندسمهمترین ویژگی فراکتال و 

فراکتالی  ۀاما در هندس. شودکند، توصیف میصورت مقدار فضایی که اشغال میه طور کلی بعد یک مجموعه به است و ب ۳مکعب 

 .دورف و بعد شمارش جعبهژیکی، بعد تشابهی، بعد هاستوپولو چندین نوع بعد مختلف وجود دارد که عبارتند از: بعد

 
 ریاضی، هندسه، ابعاد، هندسۀ فراکتال، بعد هاسدورفواژگان کلیدی:

 

 مقدمه: -1

 ریاضی:

 ت،یمانند کم ینیعناو ۀمطالع اتیاضیکه ر مییبگو دیبا میکن فیجمله تعر کیرا در  اتیاضیر میاگر بخواه   

ها و تلف توسط فرمولخم یهادهیبا مدل کردن پد اتیاضیاست. ر راتییو تغ روابط ساختار، فضا، الگوها،

 ینیبشیو پ فیتوص ح،یبه دنبال توض ،یاضیر یهاو اثبات محاسبات ها،و با استفاده از روش یاضیر یساختارها

ر، تمدن است. تمدن مص افتهیو گسترش  تکامل شرفت،یپ یهمواره همراه با تمدن انسان اتیاضیر هاست.دهیپد

 اتیاضیهستند که ر ییهاو روم، تمدن ونانی یو سپس تمدن ها نیباستان، تمدن هند و چ رانیو ا نیالنهر نیب

 تمدن از یابه عنوان نشانه نه صرفاً یاضیر تیاهم انگریموضوع ب نیکرده است. ا دایبا آنها رشد و توسعه پ

کرد.  میو محض تقس یکاربرد ۀتوان به دو شاخیرا م اتیاضی. رستی ادانش کاربرد کیبلکه به عنوان  یانسان
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محض بدون توجه  یهاجهان هستند و شاخه یواقع یهادهیدر پد یاضیبه دنبال کاربرد ر یکاربردی هاشاخه

قابل توجه در مورد  ۀباشند. نکتیبه مفهوم مجرد آن م یاضیخود ر ۀمطالع دنبال به ،یاضیر یبه کاربرد عمل

 دایپ یعمل یعلوم، کاربردها ریسا شرفتیمحض با پ یاضیر از مباحث یاریکه بس ستا محض آن یاضیر

 اند.کرده

 هندسه:

ترین علم محسوس بشری است. در ابتدا هندسه مورد مطالعه هندسه حوزۀ اصلی ریاضیات و در واقع قدیمی

امروز ادامه دارد. این  کنیم را درک کند و همچنان تا بهای که در آن زندگی میقرار گرفت تا جهان فیزیکی

علم یکی از زیرشاخه های ریاضی محض و در عین حال از پرکاربرد ترین مباحث ریاضی است. مثلا نظریۀ 

عظیم نسبیت عام انیشتین، یک نظریۀ صرفاً هندسی است که گرانش را از لحاظ انحنای یک فضای زمان چهار 

های فیزیکی است و غیر منطقی است که بگوییم که نامهکند. با این حال، هندسه فراتر از بربعدی توصیف می

 اند.های هندسی همیشه در هر زمینه ریاضیات نفوذ کردهها و روشایده

 بُعد:

کند نقطه، خط، صفحه و یک مکعب باشد. شاید با شنیدن واژۀ بعد چیزی که در ذهن آدمی تداعی پیدا می   

بسیار پیچیده بوده و هر غیر ریاضیدانی را در نگاه اول کاملاً گیج ابعاد هندسی در ریاضیات،  درحالی که بررسی

( چهار بعدی گرفته تا ابعاد فراکتالی که بسیار فراتر از طول، عرض tesseractکند. از تساراکت )و سردرگم می

ن شناخته باشند. ابعاد هندسی ماورای تصور امروزی ماست. بعد انواع مختلفی دارد که انواعی از آو ارتفاع می

 شویم که زیاد شناخته شده نیستند.شده است. ما در این مقاله با ابعادی آشنا می

 مقدمه ای برفراکتال:

به نام مندلبروت « A.B.M»میلادی، یکه متخصص رشته رایانه در شرکت  ۱975نخستین بار در سال    

ح داد. البته قبل از او ریاضی دانانی هندسۀ فراکتال را به شکل جدید که زبانی برای توصیف طبیعت است، توضی

مانند جرج کانتور، پتانو، دیوید هیلبرت، هلگ فون کاخ، سیر پنسکی، هاسدورف و گاستون ژولیا نکاتی را کشف 

کرده بودند که در کشف این هندسه توسط مندلبروت مؤثر بودند. لیکن او به این معنی پی برد که هندسۀ 

ف اشکال طبیعی نیست. او معتقد بود توصیف اشکال نامنظم و پیچیده دنیای اقلیدسی زبان دقیقی برای توصی

 های هندسی خاصی را می طلبد.واقعی، معادلات جدید ریاضی و مدل

به معنی شکسته گرفته شده است که اول بار توسط مندلبروت به کار « fractus»واژۀ فراکتال از کلمه لاتین    

ها باید همانند زیست شناسان عمل کنیم. زیست شناسان تعریف ف فراکتالرفت. او معتقد بود که برای تعری

هایی مانند حرکت، تنفس، رشد و... قائلند. دقیقی از یک موجود زنده ندارند اما برای یک موجود زنده ویژگی

ین ویژگیهای یک فراکتال را دارند. به خاطر اگوید بسیاری از اشکال نامتقارن در طبیعت، ویژگیمندلبروت می

 توان شکل آنها را به زبان جدید ریاضی بیان کرد.هاست که می

 نموداری است با این مشخصات: Fیک مجموعۀ فراکتالی باشد،  Fگوید اگر او می   
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 الف( بی قاعده تر از آن است که بتوان آن را با زبان هندسۀ اقلیدسی توصیف کرد.

های متفات هایی از خودش در مقیاسشامل کپی Fب( دارای ساختاری خود متشابه است. بدین معنی که 

 است.  Fکه بزرگ شود، مجدداً بیانگر تمام  Fاست. به عبارت دیگر، هر زیر قسمت از 

 توان یافت.با مقیاس کوچکتر می Fهای را روی زیر قسمت Fج( ساختمان ظریفی دارد و تمام جزئیات 

 

 فراکتال: -2

ساختاری هندسی است متشکل از اجزایی که با بزرگ کردن هر جزء به نسبت معین،  (Fractal) کتالافر   

همان ساختار اولیه به دست آید. به عبارتی دیگر فرکتال ساختاری است که هر جزء از آن با کلش همانند 

ها، کوه ها، ابرها، ریشه، تنه و برگ درختان، ها در بسیاری از ساختارهای طبیعی مثل برفدانه فراکتال. است

 ۀگذاری الکتروشیمیایی، رویش تودها، رسوبها و رودخانههای آذرین، شبکه آبراهرویش بلورها در سنگ

 را بسیاری طبیعی هایپدیده توانمی آنها با و شوندمی و ... دیده DNA،ها و سیستم عروق خونیباکتری

 کرد. بینی پیش و تفسیر تشریح،

از  هرکدام که شود تقسیم هاییتواند به بخشیک فراکتال، شکل هندسی چند پاره یا ناهموار است که می   

پردازد باشد. هندسۀ فرکتالی به توصیف اشیائی میآنها یک کپی تعدیل یافته از لحاظ اندازه، از کل شکل می

رسد که این اشیاء بزرگنمایی شوند به نظر می که خود متشابه یا متقارن هستند، این بدان معنا است که وقتی

یابد. این اشیاء ساختاری نهایت ادامه میبین اجزای آنها تشابه دقیقی برقرار است و این شباهت جزء به جزء تا بی

دهند. یک فرکتال به عنوان یک شکل خود مشابه در یک امتداد؛ اما در بازۀ مقیاس محدودی را نشان می

 باشد.لی خصوصیات زیر را دارا میهندسی، به طور ک

 باشد. همانندی خود دارای خاصیت -۱

 باشد. پیچیده بسیار خرد مقیاس در -2

 یابند.می گسترش هامقیاس از دامنۀ محدودی تحت فرکتالی الگوهای زیرا نباشد صحیح عدد یک آن بعد -۳

 انواعی از فراکتال: -2-1

 برفدانۀ کخ: -۱-۱-۲
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 کخ( برفدانۀ ۱شکل)

 

( دقت کنید. در هر مرحله، یک سوم میانی هر پاره خط را برداشته و دو پاره خط به همین اندازه ۱به شکل)   

 گوییم.آید که آن را برفدانۀ کخ مینهایت ادامه دهیم، شکلی به دست میاضافه می کنیم. اگر این عمل را تا بی

 امتناهی ولی مساحت متناهی است!نکتۀ جالب این است که برفدانۀ کخ، شکلی با محیط ن   

 مثلث سرپینسکی: -۲-۱-۲

 

 
 ( مثلث سرپینسکی۲شکل)

 

 های آن را به هم وصل کنید وهای ضلعمثلث متساوی الاضلاعی را در نظر بگیرید. وسط( ۲مطابق شکل)   

الاضلاع باقی اکنون سه مثلث متساوی . آید را از آن حذف نمائیدمثلث متساوی الاضلاعی که در وسط پدید می

از درون هر یک, مثلث  ها را در هر مثلث به هم وصل کرده وهای ضلعوسط، مانده در شکل را در نظر بگیرید
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با تکرار این روش در دو گام بعدی این شکل ها . آید را حذف نمائیدمتساوی الاضلاعی که در وسط پدید می

 .کنیم شکل به دست آمده را مثلث سرپینسکی گویندنهایت تکرار اگر این فرآیند را تا بی: شوندحاصل می

 مجموعۀ کانتور: -۳-۱-۲

 

 
 ( مجموعۀ کانتور۳شکل)

( برای رسم مجموعۀ کانتور، کافی است که یک پاره خط را به سه قسمت مساوی تقسیم ۳با توجه به شکل)   

آمده تا بینهایت ادامه دهیم های بدست کرده و سپس قسمت میانی آن را حذف کنیم. اگر همین الگو را با خط

 شود.شکل حاصل مجموعۀ کانتور نامیده می

 ابعاد فراکتالی: -2-2

ریاضی دو  ءدانیم که مربع یک شیها، بعد آنهاست. مثلا مییکی از نکات بسیار جالب در بررسی فراکتال   

قسمت مساوی و وصل  Nع بهگونه بدست آورد که از تقسیم هر ضلع مربنتوان ایبعدی است. این بعد دوم را می

 این. است اولی مربع مساحت برابر  2N /۱هرکدام  ۀآید که اندازمربع بدست می  2N،کردن نقاط رو به رو به هم

ضلع مربع اصلی تبدیل  ۀبه انداز Nهای کوچک با ضریبشکل، یک ساختار فراکتالی دارد که هر ضلع مربع

اینگونه تعریف کرد: نسبت لگاریتم تعداد اشکال خود متشابه به توان شود. بنابراین بعد هر جسم را میمی

 .لگاریتم عامل بزرگنمایی

(1)        𝐷 =
log 𝑁2

log 𝑁
= 2 

بینیم که این مجموعه نه یک خط کامل است که بعد یک ما می ،کانتور نگاه کنیم ۀاگر به شکل مجموع   

 است. 6۳۰9/۰با بعدبین آن دو  شکلیصفر باشد بلکه آن داشته باشد و نه یک نقطه که بعد 

 D=1/58 م:کامل نمی رسد، داری ۀبه یک صفح یا برای فراکتال سرپینسکی که

ها این بعد فراکتالی است که مهم است و نه مقیاس. زیرا در هر اندازه ای، این بعد فراکتالی حفظ در فراکتال   

 .ها را در علم امروزی زیاد کرده استفراکتالهمین امر کاربرد ست. شود و بیانگر خاصیت اصلی فراکتال امی

 پردازیم:در ادامه به بررسی چند فرمول برای بدست آوردن ابعاد فراکتالی می   

 بعد تشابه ای: -۱-۲-۲
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زیر  ۀبه وسیل Dبعد  rفاکتوروسیلۀ یک  به ۀ جهاتمقیاس شده در همۀ قطع Nبرای مجموعه ای شامل    

 . شودمیتعریف 

D = 
−log 𝑁

log 𝑟 
                                                                    (2) 

1 فاکتوریک  ۀشده به وسیل مقیاس خودش از کپی چهار منحنی ونکچ ازبه عنوان مثال،     

3
ست، بنابراین ا  

 بعد تشابه ای

=D ن آ
log 4

log 3
= یک  ۀکانتور از دو کپی از خودش مقیاس شده به وسیل ۀاست. و همچنین مجموع1/262

1 فاکتور

3
=D  0/6309=ست، بنابراین بعد تشابه ای آنا  

log 2

log 3
 است. 

سختی  کار مختلف، قطعات برای متفاوت هایمقیاس دارای متشابه های خودتعمیم این بعد برای مجموعه    

 نیست،

شده است، بعد  مقیاس  irتورفاکۀ امین قطعه به وسیل iهک قطعه Nشامله فرکتال چندگانۀ مجموعیک  برای
D 

 .موران است ۀی معادلب یکتاجوا

                                                                   (۳)∑ 𝑟𝑖
𝐷 = 1𝑁

𝑖=1 
 همین به است، معنادار متشابه های خوداز مجموعهچک کلاس کویک تنها برای “ بعد تشابه ای”متأسفانه، 

 در دلیل

 .عمل زیاد کاربرد ندارد

قبل از تعریف بعد هاسدورف، چون اندازۀ هاسدورف را نیاز داریم ابتدا اندازۀ هاسدورف  :بعد هاسدورف -۲-۲-۲

 کنیم.را تعریف کرده سپس تعدادی از خواص آن را بیان می

به صورت  Uباشد، قطر  𝑅𝑛ی، بعد – nیک زیرمجموعۀ ناتهی از فضای اقلیدسی  Uاگر  :اندازۀ هاسدورف   

 شود.زیر تعریف می

                                               (4)|𝑈| = 𝑆𝑢𝑝{|𝑥 − 𝑦|: 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑈} 

هایی از قطر یک خانوادۀ شمارا از مجموعه {𝑈𝑖}است. اگر  Uیعنی بزرگترین فاصلۀ هر دو جفت از نقاط در 

𝐹پوشانند، باشد. یعنی را می F، که  δحداکثر  ⊆ 𝑈𝑖=1
∞ 𝑈𝑖  0با ≤ 𝑈𝑖 ≤ 𝛿  برای هرi به ،{𝑈𝑖}  یکδ- پوش

 گوییم. Fاز 

𝛿یک عدد نامنفی باشد. برای هر  sو  𝑅𝑛 ۀیک زیرمجموع Fفرض کنیم     >  کنیم:، تعریف می 0

                         (5)𝐻𝛿
𝑠(𝐹) = 𝐼𝑛𝑓{∑ |𝑈𝑖|

𝑠∞
𝑖=1 : {𝑈𝑖} 𝑖𝑠 𝑎 𝛿 − 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝐹} 

کنیم. های آن را مینیمم میاز قطر sرا بررسی کرده و مجموع توان  δاز قطر حداکثر  Fهای بنابراین تمام پوش

𝐻𝛿پس اینفیمم  .یابددر معادله کاهش می Fهای مجاز از کلاس پوش ،کاهش یابد δوقتی 
𝑠(𝐹) یابد افزایش می

δ  یو بنابراین به یک حد وقت ⟶  نویسیم:می ،رسیممی 0

                                                       (6)𝐻𝑠(𝐹) =  lim
𝛿⟶0

𝐻𝛿
𝑠(𝐹) 
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باشد.  ∞یا  ۰تواند باید توجه داشت که مقدار حد می .موجود است 𝑅𝑛از  Fاین حد باری هر زیرمجموعۀ 

𝐻𝑠(𝐹)  اندازۀ هاسدورف "راs-از  "بعدیF نامیم.می 

λیک تبدیل متشابه کننده با فاکتور مقیاس  Sیک خاصیت در این باره وجود دارد. فرض کنیم     > 0 

𝐹اگر  .باشد ⊂ 𝑅𝑛 :آنگاه ، 

                                                      (7)𝐻𝑠(𝑆(𝐹)) =  𝜆𝑠𝐻𝑠(𝐹) 

 :بنابراین .است 𝑆(𝐹)پوش از -λδیک  {𝑆(𝑈𝑖)}باشد، آنگاه  Fپوش از -δیک  {𝑈𝑖}اثبات: اگر    

                                                      (8)∑|𝑆(𝑈𝑖)|𝑠 =  𝜆𝑠 ∑|𝑈𝑖|
𝑠 

 پس با اینفیمم گرفتن داریم:

                                                      (9)𝐻𝜆𝛿
𝑠 (𝑆(𝐹)) ≤ 𝜆𝑠𝐻𝛿

𝑠(𝐹) 

𝛿وقتی که  ⟶ 𝐻𝑠(𝑆(𝐹))دهد که نتیجه می 0 ≤ 𝜆𝑠𝐻𝑠(𝐹) 

S  را با𝑆−1  و𝜆  را با𝜆−1  وF  را باS(F) کنیم. بنابراین کنیم و طرف دیگر نامساوی را ثابت میجایگزین می

 حکم ثابت است.

𝐹گیریم. واضح است که برای هرمجموعۀ داده شده را در نظر می 5بعد هاسدورف: معادلۀ     ⊆ 𝑅𝑛  وδ <

1  ،𝐻𝛿
𝑠(𝐹)  غیر صعودی باs .است 

 غیر صعودی است. علاوه بر این داریم: 𝐻𝑠(𝐹)،  6همچنین وسیلۀ معادلۀ 

𝑡اگر  > 𝑠  و{𝑈𝑖}  یک𝛿- پوش ازF :باشد. داریم 

                                   (۱۰)∑ |𝑈𝑖|
𝑡 ≤ ∑ |𝑈𝑖|

𝑡−𝑠|𝑈𝑖|
𝑠 ≤ 𝛿𝑡−𝑠

𝑖𝑖 ∑ |𝑈𝑖|
𝑠

𝑖 

𝐻𝛿بنابراین    
𝑡(𝐹) ≤ 𝛿𝑡−𝑠𝐻𝛿

𝑠(𝐹)  فرض کنیم .δ ⟶ 𝐻𝛿بینیم که اگر می . 0
𝑠(𝐹) <  𝐻𝑡(𝐹)، آنگاه  ∞

𝑡برای  > 𝑠 بنابراین یک گراف از .𝐻𝑆(𝐹)  نسبت بهs دهد که یک مقدار بحرانی از نشان میs  که𝐻𝑠(𝐹)  از

نامیده  Fاز  "بشیکفیچ-بعد هاسدورف"یا  "بعد هاسدورف "، وجود دارد. این مقدار بحرانی،  "پردمی" ۰به  ∞

𝐹شود که برای هر مجموعۀ نمایش داده می 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹و به وسیلۀ  ⊆ 𝑅𝑛  .تعریف شده است 

 به بیان دیگر، داریم:

                      (۱۱)𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹 = 𝐼𝑛𝑓{𝑠 ≥ 0: 𝐻𝑠(𝐹) =  0} = 𝑆𝑢𝑝{𝑠: 𝐻𝑠(𝐹) = ∞} 

  :گیریم( بنابراین)سوپریمم از مجموعۀ تهی را صفر در نظر می

                                    (۱۲)𝐻𝑠(𝐹) = {
∞          𝑖𝑓 0 ≤ 𝑠 < 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹
0                  𝑖𝑓 𝑠 > 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹

 

𝑠اگر  = 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹  باشد، آنگاه𝐻𝑆(𝐹) 0نهایت یا تواند صفر یا بیمی < 𝐻𝑆(𝐹) <  باشد.  ∞

باشد. از خواص معمولی طول،   3Rیک دیسک مسطح یا شعاع یک در  Fبرای یک مثال ساده، فرض کنیم    

 مساحت و حجم داریم:

𝐻3(𝐹) =  
6

𝜋
𝑣𝑜𝑙(𝐹) = 0 . 0 < 𝐻2(𝐹) =

4

𝜋
𝑎𝑟𝑒𝑎(𝐹) = 4 < ∞  𝐻1(𝐹) = 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝐹) = ∞ 

𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹بنابراین  = 𝐻𝑆(𝐹)با  2 = 𝑠اگر  ∞ < 𝐻𝑆(𝐹)و  2 = 𝑠اگر  0 > 2 . 
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 بحث و نتیجه گیری: -3

جهان هستی پیرامون، فراتر از تصور کنونی ماست و با هندسۀ اقلیدسی قابل درک نیست. نقش های عجیب،    

ها دهند. فراکتالهای گوناگون اطراف و ... همگی پیامی به سمت پیشرفت علم میتداعی زمان و مکان، پدیده

العاده گسترده تری دارند و قطعاً مسیری ها و کاربردات فوق ای بالاتر از هندسۀ گذشته، نقش به عنوان پله

باشند. نوعی هندسه که کمکی شایان به مطالعه و درک بسیاری از مفاهیم برای پیشرفت علم ریاضیات می

ها های برف، امواج مغزی و بسیاری دیگر از الگوعلمی از جمله رشد باکتری، طرح یخ زدن آب، نقش دانه

امانۀ طبیعی، قطعاً شانس زیادی برای وجود نوعی فراکتال محسوس دارد. باشد. وجود طرح و الگو در یک سمی

پیشرفت علوم ریاضی را تسریع بخشیده و پلی محکم تر برای ارتباط با سایر علوم در راستای کشف  فراکتال

 جهان شگفت انگیز کنونی است.
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