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  انتگرال دوگانه روي بيضي ها (مختصات بيضوي)

∬براي محاسبه   fሺx, yሻ	݀ܣ
஽

ሺ௫ିఈሻ2بيضي  Dكه در آن  

௔2 ൅
ሺ௬ିఉሻ2

௕2 ൌ است از تغيير متغير    1
ݔ െ ߙ ൌ ,	ߠݏ݋ܿ	ݎܽ ݕ െ ߚ ൌ ܣ݀استفاده مي كنيم در نتيجه  ߠ݊݅ݏ	ݎܾ ൌ  ߠ݀	ݎ݀	ݎ	ܾܽ

  خواهد بود كه خواهيم داشت:

ඵfሺx, yሻ	݀ܣ

஽

ൌ 	න න ,ݎሺܨ ߠ݀	ݎ݀	ݎሻܾܽߠ
1

0

2గ

0
 

∬سوال مقدار انتگرال  2ݔ
஽

௫2ناحيه محصور به بيضي  Dكه در آن  ݕ݀	ݔ݀

௔2 ൅
௬2

௕2 ൌ مي باشد  1
 )82و  80ب كنيد؟ (ارشد عمران  را حسا

ݔ െ ߙ ൌ 				ߠݏ݋ܿ	ݎܽ → ݔ				 ൌ 				ߠݏ݋ܿ	ݎܽ → 						 2ݔ ൌ  ߠ2ݏ݋ܿ	2ݎ2ܽ

ݕ െ ߚ ൌ  ߠ݊݅ݏ	ݎܾ
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න න ߠ݀	ݎ݀	ݎܾܽ		2ݔ
1

0

2గ

0
ൌ	න න ߠ݀	ݎ݀	ݎܾܽ		ߠ2ݏ݋ܿ	2ݎ2ܽ

1

0

2గ

0

ൌ	න න ߠ݀	ݎ݀	ߠ2ݏ݋ܿ	3ܾݎ3ܽ
1

0

2గ

0
 

  

  

  

  بردار و هندسه تحليلي

بسياري از كميتها داراي اندازه هستند هر يك از اين كميت ها را مي توان توسط يك عدد حقيقي مشخص 
  ود ، جرم. اين كميت ها را اسكالر مي ناميم.ن مثال طول ، حجم ، قيمت ، ساكرد. به عنو

كميت هاي ديگري هستند كه با يك عدد حقيقي مشخص نمي شوند اين كميتها علاوه بر اندازه ، جهتشان 
نيز مورد نياز است. اين پديده ها  را كميت هاي برداري مي نامند.به عنوان مثال سرعت يك جسم متحرك و 

  نيروي وارد بر يك جسم.

  ر صفحهبردار د

  يك بردار به طور هندسي پاره خطي جهت دار است.

  

  

  نمايش مي دهيم. ABሬሬሬሬሬԦاين بردار را با 

A مبدا  

B انتهاي بردار  

 หABሬሬሬሬሬԦห  اندازه بردارABሬሬሬሬሬԦ طول پاره خط )AB  (  

  اگر اندازه و جهت انها يكي باشد. AB=CDرا برابر ( همسنگ ) مي گوئيم و  CDሬሬሬሬሬԦو ABሬሬሬሬሬԦ دو بردار 

  شكل

A 

B 
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  موع دو بردار هندسيمج

  مي ناميم. BCሬሬሬሬሬԦو  ABሬሬሬሬሬԦرا مجموع دو بردار  ACሬሬሬሬሬԦبردار 

  شكل

  

ADሬሬሬሬሬԦدو بردار هم مبدا                             ൌ ACሬሬሬሬሬԦ ൅ ABሬሬሬሬሬԦ   

  شكل

  

  

  يك بردار هندسي ABሬሬሬሬሬԦعدد حقيقي  ∝

  α|หABሬሬሬሬሬԦห|برداري است با اندازه  αABሬሬሬሬሬԦمضرب اسكالر 

൐∝اگر    ABሬሬሬሬሬԦجهت ان در جهت  0

൏∝اگر    ABሬሬሬሬሬԦجهت ان در خلاف جهت  0

ൌ∝اگر    بردار صفر يعني برداري با اندازه صفر است. αABሬሬሬሬሬԦجهت ان در جهت  0

  شكل

  

  

اگر همه بردارهاي هندسي در يك صفحه مختصات قرار داشته باشند، انگاه مبدا و انتهاي هر بردار توسط 
ا را مي توان به احكام جبري مختصاتشان مشخص مي شوند. در اين صورت احكام هندسي مربوط به برداره

  تبديل كرد. از مزيت هاي روش جبري اين است كه مي توان از ان در فضاي سه بعدي و يا بعد بالاتر بهره برد.
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  قضاياي مربوط به مباحث بردار

  دواسكالر باشند داريم: βو  αهر كدام بردار باشند و  cԦو  bሬԦو  aሬԦفرض مي كنيم 

1) Ԧܽ ൅ ሬܾԦ ൌ ሬܾԦ ൅ Ԧܽ 

2) Ԧܽ ൅ ൫ሬܾԦ ൅ Ԧܿ൯ ൌ ൫ Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯ ൅ Ԧܿ 

3) Ԧܽ ൅ 0ሬԦ ൌ Ԧܽ			,			0ሬԦ ൌ ሺ0,0ሻ 
4) Ԧܽ ൅ ሺെ Ԧܽሻ ൌ 0 
൫ߙ (5 Ԧܽ ൅ ሬܾԦ൯ ൌ ߙ Ԧܽ ൅  ሬܾԦߙ

6) ሺߙ ൅ ሻߚ Ԧܽ ൌ ߙ Ԧܽ ൅ ߚ Ԧܽ 

7) ሺߚߙሻ Ԧܽ ൌ ߚሺߙ Ԧܽሻ 

8) 1 Ԧܽ ൌ Ԧܽ 

9) 0 Ԧܽ ൌ 0ሬԦ ൌ Ԧܽ0 

  قضيه 

aሬԦاندازه بردار  ൌ ሺa1, a2ሻ  برابر است با|aሬԦ| ൌ ඥa1
2 ൅ a2

2   

  :ضيحتو

Ԧܽ ൌ ሺܽ1, ܽ2ሻ ൌ ሺܽ1, 0ሻ ൅ ሺ0, ܽ2ሻ 

																								ൌ ܽ1ሺ1,0ሻ ൅ ܽ2ሺ0,1ሻ 

																								ൌ ܽ1ଓԦ൅ ܽ2ଔԦ 

  مي باشد.  ȷԦو  ıԦعبارت طرف راست  تركيب خطي از 

ଓԦ ൌ ሺ1,0ሻ 					→ 					 |ଓԦ| ൌ √1 ൅ 0 ൌ 1  

ȷԦ ൌ ሺ1,0ሻ 					→ 					 |ȷԦ| ൌ 1 

ıԦ  وȷԦ   دو بردار واحد هستند و بنابراين هر بردارaሬԦ ൌ ሺa1, a2ሻ  را مي توان به صورت تركيب خطي از بردارهاي
  نوشت.  ȷԦو  ıԦواحد 

  قواعد زير را داريم : 

ሺܽ1ଓԦ, ܽ2ଔԦሻ ൅ ሺܾ1ଓԦ, ܾ2ଔԦሻ ൌ ሺܽ1 ൅ ܾ1ሻଓԦ൅ ሺܽ2 ൅ ܾ2ሻଔԦ 

ሺܽ1ଓԦ, ܽ2ଔԦሻ െ ሺܾ1ଓԦ, ܾ2ଔԦሻ ൌ ሺܽ1 െ ܾ1ሻଓԦ൅ ሺܽ2 െ ܾ2ሻଔԦ 
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,ሺܽ1ଓԦߙ ܽ2ଔԦሻ ൌ ሺ1ܽߙሻ 

|ܽ1ଓԦ൅ ܽ2ଔԦ| ൌ ටܽ1
2 ൅ ܽ2

2 

  

ሬܾԦوجود داشته باشد به طوري كه   ߙرا موازي مي گوئيم اگر اسكالر  ሬܾԦو  Ԧܽتعريف: دو بردار ناصفر  ൌ ߙ Ԧܽ  

aሬԦمثال : نشان دهيد دو بردار   ൌ 6ıԦ ൅ 2ȷԦ  وbሬԦ ൌ 3ıԦ ൅ ȷԦ موازي هستند؟  

  

  قضيه:

uሬԦيك بردار ناصفر باشد آنگاه   aሬԦنكته ارشدي: اگر  ൌ
1
|ୟሬԦ|
aሬԦ   بردار واحد هم جهت باaሬԦ .است  

4ıԦمثال : بردار واحد هم جهت با بردار  െ ȷԦ را پيدا كنيد؟  

  

  بردار در فضا

,ıԦرا يك بردار در فضا مي ناميم در اين صورت بردارهاي واحد   (x,y,z)اقع هر سه تايي مرتب در و 	ȷሬԦ, kሬԦ    را
  داريم :

ଓԦ ൌ ሺ1,0,0ሻ              ଔԦ ൌ ሺ0,1,0ሻ            ሬ݇Ԧ ൌ ሺ0,0,1ሻ 

aሬԦهر بردار  ൌ ሺa1, a2, a3ሻ :را داريم  

Ԧܽ ൌ ܽ1ଓԦ൅ ܽ2ଔԦ൅ ܽ3 ሬ݇Ԧ 

ازه بردار اند aሬԦ در فضا                        |aሬԦ| ൌ |ܽ1, ܽ2, ܽ3| ൌ ඥܽ1
2 ൅ ܽ2

2 ൅ ܽ3
2 

  اندازه بردار در صفحه:

Pሺx1, y1ሻ										,												Qሺx2, y2ሻ 

หܲܳሬሬሬሬሬԦห ൌ ඥሺx2 െ x1ሻ2 ൅ ሺy2 െ y1ሻ2 
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  اندازه بردار در فضا:

Pሺx1, y1, z1ሻ										,												Qሺx2, y2, z2ሻ 

หܲܳሬሬሬሬሬԦห ൌ ඥሺx2 െ x1ሻ2 ൅ ሺy2 െ y1ሻ2 ൅ ሺz2 െ z1ሻ2 

  ضرب بردارها

  ضرب عددي

  *ضرب عددي ( داخلي ، نقطه اي )

aሬԦ ൌ ሺa1, a2, a3ሻ														,																bሬԦ ൌ ሺb1, b2, b3ሻ  

aሬԦ. bሬԦ ൌ 	 a1b1 ൅ a2b2 ൅ a3b3			 

  باشد داريم : ሬܾԦو  Ԧܽزاويه بين دو بردار  θ*اگر 

aሬԦ. bሬԦ ൌ |aሬԦ|หbሬԦหܿߠݏ݋ 

.aሬԦعمود بر هم هستند اگر و فقط اگر                       ሬܾԦو  Ԧܽ* دو بردار ناصفر  bሬԦ ൌ 0  

  ضرب برداري

  *ضرب برداري

aሬԦ ൌ ሺa1, a2, a3ሻ														,																bሬԦ ൌ ሺb1, b2, b3ሻ  

aሬԦ ൈ bሬԦ ൌ 	 ሺa2b3 െ a3b2	, 	a3b1 െ 	a1b3	, a1b2 െ a2b1ሻ 

ሺ0باشد و  ሬܾԦو  Ԧܽزاويه بين دو بردار  θ*اگر  ൑ ߠ ൑   داريم : ሻߨ

aሬԦ ൈ	bሬԦ ൌ |aሬԦ|หbሬԦหߠ݊݅ݏ 

aሬԦموازي اند اگر و فقط اگر                       ሬܾԦو  Ԧܽ* دو بردار ناصفر  ൈ bሬԦ ൌ 0  

  مثال:

  حاصل ضرب عددي دو بردار را محاسبه كنيد؟
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൫2ଓԦെ ଔԦ൅ 3 ሬ݇Ԧ൯. ൫4ଓԦ൅ 3ଔԦെ 2 ሬ݇Ԧ൯ ൌ ሺ2ሻሺ4ሻ ൅ ሺെ1ሻሺ3ሻ ൅ ሺ3ሻሺെ2ሻ ൌ 8 െ 3 െ 6
ൌ െ1 

  

  مثالها:

  

  توابع برداري:

ويژگيهاي ابتدايي حركت هر جسم، مثلا اين توابع كاربردهاي بسياري دارند. به عنوان نمونه براي توصيف 
بردار موضع آن  tحركت يك ماهواره از يك تابع برداري كه دامنه اش بازه اي از زمان و نگاره اش در لحظه 

  جسم است.

توابعي هستند كه دامنه آنها مجموعه اي از اعداد حقيقي است ولي برد آنها به جاي پس مي توان گفت 
  بردارهاست. اعداد حقيقي مجموعه اي از

:Ԧܨ ܴ	 → 	ܴ௡ 

  بحث درسمان روي توابع برداري يك تا سه متغيره مي باشد.

ሻ݌Ԧሺܨ ൌ  ሻሬ݇Ԧ݌3ሺܨ	ሻଔԦ൅݌2ሺܨ	ሻଓԦ൅݌1ሺܨ
  يا

ሻ݌Ԧሺܨ ൌ ൫1ܨሺ݌ሻ	, ,	ሻ݌2ሺܨ  ሻ൯݌3ሺܨ

  هر يك توابع عددي مي باشند. ሻ݌3ሺܨ		،ሻ݌2ሺܨ		،ሻ݌1ሺܨكه 

  حد توابع برداري

lim
௣→௔

ሻ݌Ԧሺܨ ൌ ൬lim
௣→௔

ሻ൰݌1ሺܨ ଓԦ൅	൬lim
௣→௔

ሻ൰݌2ሺܨ ଔԦ൅	൬lim
௣→௔

ሻ൰݌3ሺܨ ሬ݇Ԧ 

  به عبارت ديگر هم ميتوان گفت:

lim
௣→௔

ሻ݌Ԧሺܨ ൌ ൬lim
௣→௔

,	ሻ݌1ሺܨ lim
௣→௔

	ሻ݌2ሺܨ , lim
௣→௔

 ሻ൰݌3ሺܨ
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  مشروط بر اينكه هر سه حد طرف راست رابطه بالا موجود باشند.

  محاسبه كنيد؟ )1،2(حد تابع زير را در نقطه مثال: 

,ݔԦሺܨ ሻݕ ൌ 	ଓԦ൅	ݕݔ4 ݔ3
ݔ െ ݕ

	ଔԦെ  ሬ݇Ԧ	2ݔ2

 

 

  پيوستگي توابع برداري

  پيوسته ميگوئيم اگر: aرا در  Ԧܨتابع برداري 

 دمعين باش Ԧሺܽሻܨ )1
2( lim

௣→௔
 وجود داشته باشد ሻ݌Ԧሺܨ

3( lim
௧→௔

ሻ݌Ԧሺܨ ൌ   . Ԧሺܽሻܨ

ሻ݌Ԧሺܨقضيه:  با توجه به تعريف فوق تابع برداري  ൌ ൫1ܨሺ݌ሻ	, ,	ሻ݌2ሺܨ … , متعلق  aدر نقطه  ሻ൯݌௠ሺܨ
,	ሻ݌1ሺܨ൫به دامنه تابع ، پيوسته است اگر و فقط اگر ، هر يك از توابع اسكالر  ,	ሻ݌2ሺܨ … ,  aدر  ሻ൯݌௠ሺܨ

  پيوسته باشد.

:Ԧܨتابع  مثال: ܴ	 →   را بررسي كنيد؟ =0tزير را داريم پيوستگي تابع در نقطه  3ܴ	

ሻݐԦሺܨ ൌ ଓԦ൅	ݐ sin 	ݐ ଔԦ ൅	݁௧	ሬ݇Ԧ 
  

و	ݐ هر يك از توابع  حل:  sin 	ݐ   پيوسته است. =0t در  Fن تابع پيوسته اند ، بنابراي =0tهر سه در  	௧݁	و

 

  مشتق توابع برداري

ሻ݌Ԧሺܨ اگر ൌ ൫1ܨሺ݌ሻ	, ,	ሻ݌2ሺܨ   داشته باشيم داريم: ሻ൯݌3ሺܨ

ሻ݌Ԧሺܨ
ሖ

ൌ ൫1ܨሺ݌ሻሖ 	, ሻሖ݌2ሺܨ 	, ሻሖ݌3ሺܨ ൯ 
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ௗிԦعلامت مشتق را به شكل 

ௗ௣
طريق مشابه مي توان مشتق مراتب بالاتر را نيز ب نيز نمايش مي دهند.  

 محاسبه نمود.

  را محاسبه كنيد؟ "ሻݐԦሺܨو  ሻᇱݐԦሺܨ	مثال:

ሻݐԦሺܨ ൌ ଓԦ൅	ݐ	ݏ݋ܿ 2	݁2௧ଔԦ ൅ ln ݐ 	 ሬ݇Ԧ 
  

ԦหܨԦ  ، หܨدر دامنه  tتابعي برداري و مشتق پذير باشد و براي هر  ሻݐԦሺܨفرض كنيد   :قضيه ൌ  cو  ܿ
  عمود است. ሻݐԦሺܨبر  ሻᇱݐԦሺܨ	عددي ثابت است، آنگاه 

  خاصيتي از توابع برداري:

ሖܨيك تابع برداري با طول ثابت باشد آنگاه  F(x)اگر  ሺݔሻ. ሻݔሺܨ ൌ   .عكس اين حكم نيز صحيح است 	0

  بردارهاي سرعت و شتاب

ݒمسير حركت يك متحرك باشد آنگاه بردار هاي  F(t)اگر  ൌ ሖܨ ሺݐሻ  ܽبر دار سرعت و ൌ بردار  ሻݐሺ"ܨ
  شتاب متحرك ناميده ميشود.

  اندازه سرعت يا تندي حركت را داريم:

ሻݐሺݒ ൌ 	 ห ሬܸԦሺݐሻห ൌ ඥሺ́ݔሻ2 ൅	ሺ́ݕሻ2 ൅ ሺ́ݖሻ2 

|ݒ|در عبارت فوق داريم كه ൌ 	
ௗ௦

ௗ௧
ݏ݀يا     ൌ 	   .ݐ݀	|ݒ|

ሻݐሬܴԦሺمثال : بردار  ൌ ଓԦ൅	ݐ4  را محاسبه كنيد؟داريم سرعت و شتاب بردار   ଔԦ	2ݐ2

ሻݐԦሺݒ ൌ 

Ԧܽሺݐሻ ൌ 

 

ݒمثال : سرعت متحركي در هر لحظه برابر  ൌ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ   ) mba82است. شتاب آن كدام است؟ (ارشد  ݔ√

  لذا بايد از مشتق زنجيره اي استفاده كنيم. tحل : براي حل شتاب بايد مشتق دوم را بگيريم نسبت به 
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ܽ ൌ
ݒ݀

ݔ݀
.
ݔ݀

ݐ݀
ൌ 

  رهاي يكه ، مماس ، قائم اصلي ، قائم دومبردا

ܶيك تابع برداري باشد انگاه  F(x)اگر  ൌ
௩

|௩|
ܰ و همچنين  مي باشد(مماسي ) بردار يكه   ൌ

்

|்|
قائم  

ܤ و ( نرمال ) اصلي  ൌ ܶ ൈ   قائم دوم مي باشند. ܰ

  تعيين كنيد؟ tمثال : بردارهاي مماس و قائم بر دايره زير را به ازاي هر 

ሬܴԦሺݐሻ ൌ ଓԦ൅	ݐ	ݏ݋ܿ	ܽ  ଔԦ	ݐ݊݅ݏ	ܽ

ܶ ൌ
ݒ

|ݒ|
ൌ

ሻݐሺݒ

|ሻݐሺݒ|
ൌ 	

െܽ sin ଓԦ൅	ݐ ଔԦ	ݐݏ݋ܿ	ܽ

ݐ2݊݅ݏ2ܽ√ ൅	ܽ2ܿݐ2ݏ݋
ൌ 	
																																										

ൌ 

ܰ ൌ
ܶ

|ܶ|
ൌ 	

ܶሺݐሻ

|ܶሺݐሻ|
ൌ 	

െܿݐݏ݋	ଓԦെ ଔԦ		ݐ݊݅ݏ

ݐ2ݏ݋ܿ√ ൅	ݐ2݊݅ݏ
ൌ 	െܿݐݏ݋	ଓԦെ ଔԦ		ݐ݊݅ݏ ൌ 	െ

1
ܽ
ሬܴԦሺݐሻ 

  جهت بردار نرمال يا قائم اصلي بر دايره ، عكس جهت شعاع آن و به سمت دايره است.

  مولفه هاي مماسي و قائم شتاب 

  291مي ص دكتر ابراهيرشته شيمي  2رجوع شود به كتاب پيام نور رياضي عمومي 

  بردار گراديان:

مشتق هاي جزيي يك تابع ، اهنگ تغيير تابع را در جهت خطوط موازي با محورهاي مختصات را تعيين مي 
كه آهنگ هاي تغيير را در جهت  گراديان يك تابع و يا ميدان اسكالر كميتي برداري استكنند ولي 

.گراديان در جهت بيشترين تغيير ن مي كنندخطوطي كه لزوما موازي با محورهاي مختصات نيستند را تعيي
كي از يمي باشد.  ديان همان بيشترين مقدار تغييراتو اندازه ي گرا مسيريك ميدان يا تابع اسكالر قرار دارد

  .كاربردهاي گراديان ، نشان دادن تغيير يك تابع است

  مي ناميم. wآنگاه بردار زير را گراديان  w=f(x,y)اگر 

ݓ׏ ൌ ൬
߲݂

ݔ߲
	,
߲݂

ݕ߲
൰ 

  مي ناميم. wآنگاه بردار زير را گراديان تابع سه متغيره باشد  w=f(x,y,z)اگر 
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ݓ׏ ൌ ൬
߲݂

ݔ߲
	,
߲݂

ݕ߲
	,
߲݂

ݖ߲
൰ 

  **نكته**

 :كارتزين) گراديان برابر است با( دستگاه مختصات دكارتي	در

,ݔሺ݂׏ ,ݕ ሻݖ ൌ ൬
߲݂

ݔ߲
	,
߲݂

ݕ߲
	,
߲݂

ݖ߲
൰ 

  :ايدستگاه مختصات استوانه	و در

,݌ሺ݂׏ ,ߠ ሻݖ ൌ ൬
߲݂

݌߲
	,

1
݌
	
߲݂

ߠ߲
	,
߲݂

ݖ߲
൰ 

  :عبارت است از دستگاه مختصات كروي	و در

,ݎሺ݂׏ ,ߠ ∅ሻ ൌ ൬
߲݂

ݎ߲
	,

1
ݎ
	
߲݂

ߠ߲
	,

1
ߠ݊݅ݏ	ݎ

߲݂

߲∅
൰ 

,ݔሺ݂ اگر ال: مث ,ݕ ሻݖ ൌ 	 برابر است با؟( ارشد علوم  ሻ݂׏f ሺدر اين صورت گراديان  ௭݁ݕ2ݔ
  )80كامپيوتر

݂׏ ൌ ൬
߲݂

ݔ߲
	,
߲݂

ݕ߲
	,
߲݂

ݖ߲
൰ ൌ 

  مشتق سويي يا جهتي توابع:

  برابر است با: vو در سوي بردار  pدر نقطه  fمشتق سويي تابع 

ሻ݌௩݂ሺܦ ൌ .ሻ݌ሺ݂׏
ݒ

|ݒ|
 

.|ሻ݌ሺ݂׏|زاويه بين دو بردار را نيز از رابطه  cos   داريم. ߠ

از لحاظ تعريف مي توان جهت بردار گراديان را براي يك تابع دو متغيره جهتي در نظر گرفت كه تغيير 
  .متغيرها در اين جهت حداكثر تغيير را در تابع باعث مي شود 

  *نكات* 

  در آن نقطه است. |݂׏|بوده و برابر با  ݂׏امتداد بردار بيشترين مقدار مشتق سويي در  -
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  در آن نقطه است. |݂׏|െبوده و برابر با  ݂׏െكمترين مقدار مشتق سويي در امتداد بردار  -

  درامتداد عمود بر بردار گراديان مقدار مشتق سويي صفر است. -

,ݔሺ݂اگر مثال:  yሻ ൌ 2ݕݔ ൅ Ԧܽو  ݕ3 ൌ 3	ଓԦ െ 4	ଔԦ  سويي مشتق) (جهتيf  در نقطه)در جهت  )‐3،1
Ԧܽ  83برابر است با ؟ ( ارشد معدن(  

ሻ݌௩݂ሺܦحل:  ൌ .ሻ݌ሺ݂׏
௩

|௩|
				→ ௔݂ሺെ3,1ሻܦ			 ൌ ሺ2ݕ, ݕݔ2 ൅ 3ሻ. ௔

|௔|
ൌ

	ሺ1, െ3ሻ. ሺ3,ି4ሻ
√9ା16 ൌ

15
5 ൌ 3 

,fሺxجهتي رويه : بيشترين مقدار مشتق سويي مثال yሻ ൌ x2e௬	كدام است؟ ( ارشد  )‐0,2(طه در نق
  )83علوم كامپيوتر 

  مي باشد. |݂׏|طبق نكات گفته شده بيشتري مقدار مشتق سويي  حل:

݂׏ ൌ ሺ2ݔe௬, x2e௬ሻ 		→ 		 ሺെ2,0ሻ݂׏ ൌ ሺെ4,4ሻ 		→ 		 |݂׏| ൌ √16 ൅ 16 ൌ √32
ൌ 4√2 

  :صفحه مماس ، خط مماس و صفحه قائم بر خم

در يك صفحه واقع مي  t، شتاب ، يكه مماسي و قائم اصلي براي هر  چهار بردار سرعت صفحه مماس بر خم:
بردار نرمال اين صفحه است. براي  Bاين صفحه را صفحه بوسان يا صفحه مماسي خم مي نامند بردار  گردند.

	࢜ تعيين نرمال صفحه از مقدار  ൈ   .استفاده مي كنيم ࢇ

ሖܨبرابر  pد خط مماس گذرنده از نقطه يك نقطه روي خم باشد امتدا F(t)اگر  خط مماس بر خم: ሺݐሻ .است  

ሖܨ نرمال صفحه قائم بر خم برابريك نقطه روي خم باشد  F(t)اگر  صفحه قائم بر خم: ሺݐሻ .است  

  صفحه مماس و خط قائم بر رويه:

  است.عمود  fبر رويه   fروي  pدر نقطه  ሻ݌ሺ݂׏باشد آنگاه بردار  =0f(x,y,z)اگر  بردار عمود بر رويه:

  در آن نقطه است. ሬሬԦ݂׏در هر نقطه ، برابر   =0f(x,y,z) امتداد خط عمود بر رويه  عمود بر رويه:امتداد خط 

در آن  ሬሬԦ݂׏در هر نقطه ، برابر  =0f(x,y,z)بردار قائم صفحه مماس بر رويه  :نرمال صفحه مماس بر رويه
  نقطه است.
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 و  =0f(x,y,z)اسبر خم محل تقاطع دو رويه امتداد خط مم :امتداد خط مماس بر خم محل تقاطع
g(x,y,z)=0  در نقطهp : روي خط برابر است با  

امتداد	خط	مماس ൌ ሻ݌ሺ݂׏ ൈ  	ሻ݌ሺ݃׏

  

  

  خميدگي (انحنا) در توابع برداري

) به اين منظور آهنگ تغيير جهت بردار واحد مماس بر منحني را وقتي نقطه تماس تغيير مي 295(پيام نور 
مي كنيم. اگر منحني مورد نظر يك خط راست باشد ، جهت بردار مماس ثابت است (شكل الف) كند، تعيين 

اگر منحني به آرامي خم شود، جهت بردار مماس نيز به آرامي تغيير ميكند (شكل ب) اگر منحني پيچدار 
  باشد بردار مماس به تندي تغيير جهت مي دهد (شكل ج). 

  

  

  

  

  

       

با  Pزاويه بين خط مماس بر منحني در نقطه  θحنا و خميدگي را محاسبه كنيم. اگر حال مي خواهيم اين ان 
ௗఏيعني  xنسبت به  θباشد (شكل زير ) در اين صورت آهنگ تغيير  xمحور 

ௗ௫
همان تعريف خميدگي منحني   

  مي باشد. لذا به طور جامع تر تعريف زير را براي محاسبه خميدگي منحني داريم.
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نمايش مي دهيم و به  kرا با  P(s)در يك صفحه باشد. خميدگي منحني در نقطه  cكنيم منحني فرض 
  صورت زير تعريف ميكنيم:

݇ ൌ ฬ
ߠ݀

ݏ݀
ฬ 

 يا خميدگي:انحنا 

  برابر است با: F(t)يا خميدگي خم سه بعدي انحنا 

݇	انحنا ൌ 	
	ݒ| ൈ ܽ|

3|ݒ|
 

ܴخط راست صفر و انحنا دايره عكس شعاع آن است. حنا ان ൌ
1
௞

  را شعاع انحنا مي نامند. 

 ي دو بعديدر خم هاانحنا 

݇     برابر است با : y=f(x) خم انحنا ‐ ൌ 	
ห௙"ሺ௫ሻห

൫1ା௙ሺ௫ሻሖ 2൯
3 2ൗ

   

݇     برابر است با : x=f(y) خم انحنا ‐ ൌ 	
ห௙"ሺ௬ሻห

൫1ା௙ሺ௬ሻሖ 2൯
3 2ൗ

   

݇	انحنا برابر است با : y = y(t) و  x = x(t) منحني پارامتري براي ‐ ൌ 	
ห௫́௬"ି௬́௫"ห

ሺ௫́2ା௬́2ሻ3 2ൗ
								  

  

ݕ ثال: انحنا منحني م ൌ   )82در مبدا چقدر است؟ ( ارشد ژئوفيزيك ௫݁ݔ

 

ሻݐሺܴمثال: انحنا منحني  ൌ 	 ݁௧ܿݏ݋	ݐ	ଓԦ൅ 	݁௧݊݅ݏ	ݐ	ଔԦ൅ 	݁௧	ሬ݇Ԧ  درt=0 ارشد مكانيك كدام است؟)
78(  
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2ݔ مثال : شعاع انحناي منحني  ൅ ݕݔ ൅ 2ݕ ൌ   كدام است؟ (1،1)در نقطه 3

  

  

  

  ميدان هاي برداري

  ديورژانس ، لاپلاسين

 تقعملگر مش حاصلضرب داخلي	واگرايي،	. ديورژانس يا ديورژانس كلمه اي فرانسوي مي باشد با  
بعدي  n بعدي روي يك نگاشت از دستگاه 1بعدي به  m است. در حالت كلي ديورژانس از دستگاه بردار	يك
  .بعدي عمل ميكند m به

  يك ميدان سه بعدي باشند آنگاه: F=(M,N,P)اگر 

ܨ	ݒ݅݀ ൌ .	׏	 ܨ ൌ 	
ܯ߲

ݔ߲
൅	
߲ܰ

ݔ߲
൅	
߲ܲ

ݖ߲
 

ܨ	ݒ݅݀داريم :  P=0براي ميدان هاي دو بعدي  ൌ .	׏	 ܨ ൌ 	
డெ

డ௫
൅	

డே

డ௫
  

  يك تابع حقيقي باشد همواره داريم : αهاي زير ميدان برداري باشند و  Fاگر هر يك از 

1 െ	׏	. ሺ1ܨ ൅ 2ሻܨ ൌ .	׏	 1ܨ ൅	׏	.  2ܨ

2 െ	׏	. ሺܨߙሻ ൌ 	 ሺ׏αሻ	. ܨ ൅ .	׏ሺߙ	  ሻܨ

3 െ	׏	. ሺߙ׏ሻ ൌ 2α׏ ൌ
ߙ2߲

2ݔߙ ൅
ߙ2߲

2ݕߙ ൅
ߙ2߲

2ݖߙ  

  ناميده مي شود. αلاپلاسين  2α׏  

  يا تاوكرل 

  يك ميدان سه بعدي باشند آنگاه: F=(M,N,P)اگر 
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ܨ	݈ݎݑܿ ൌ ׏	 ൈ ܨ ൌ ተ

݅ ݆ ݇
߲

ݔ߲

߲

ݕ߲

߲

ݖ߲
ܯ ܰ ܲ

ተ ൌ ൫ ௬ܲ െ ௭ܰ	, ௭ܯ െ ௫ܲ	, ௫ܰ െ  ௬൯ܯ

ܨ	݈ݎݑܿ	كه داريم: P=0ميدان هاي دو بعدي براي  ൌ ൫0	, 0	, ௫ܰ െ   ௬൯ܯ

  يك تابع حقيقي باشد همواره داريم : αهاي زير ميدان برداري باشند و  Fاگر هر يك از 

1 െ	׏	ൈ ሺ1ܨ ൅ 2ሻܨ ൌ ׏	 	ൈ 1ܨ	 ൅	׏	ൈ	2ܨ 

2 െ	׏	ൈ ሺܨߙሻ ൌ 	 ሺ׏αሻ 	ൈ ܨ	 ൅ ׏ሺߙ	 	ൈ  ሻܨ	

3 െ	׏	ൈ ሺߙ׏ሻ ൌ 0	 

4 െ	׏	. ሺ׏ ൈ ሻܨ ൌ 0 

5 െ	׏	ൈ ሺ׏ ൈ ሻܨ ൌ .׏ሺ׏ ሻܨ െ	ܨ2׏ 

  مثال:

∅اگر  ൌ ݕ2ݔ2 െ   )82را حساب كنيد؟ ( ارشد هسته اي  ∅ଶ׏باشد ، آنگاه  3ݖݔ

 

ܨبرداري ميدان  ൌ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 	 ሺݔ	݊݅ݏ	ݖݔ	, ,	ݕ نقطه  در div Fرا در نظر بگيريد در اين صورت  ሻݖݔ
ሺ1,1,   )80 لوم كامپيوترعرا حساب كنيد؟ ( ارشد  ሻߨ

2ج= െ π  

  

ܨاگر  ൌ ሺ2ݔ െ ݅	2ሻݕ ൅ ݆	ݖݔ ൅	ݖ2ݕ	مقدار  ݇ div (curl F) 83چقدر است؟(ارشد M.B.A(  

  را نتيجه گفت. 0بالا هم مي توان جواب  4با توجه به بند ،  0ج=

  

  

  


