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او نام به

ارديبهشت ۱۲ و ۱۱ تاريخ در کشور رياضی المپياد دومين و سی دوم مرحله آزمون
اول مرحله آزمون در شده پذيرفته دانش�آموزان شرکت با و کشور سراسر در ۱۳۹۳
به نيم و ساعت چهار مدت به روز هر در و روز دو در شرکت�کنندگان گرديد. برگزار

گفتند. پاسخ تشريحی سؤال سه
راه تدوين در آن�هاست. حل راه همراه به آزمون سؤالات شامل رو، پيشِ دفترچهٔ
يک از بيش سؤالات بعضی برای و گرفته قرار نظر مد امر اين آموزشی جنبهٔ حل�ها
دارند هم ديگری حل�های راه سؤالات که است ذکر به لازم است. شده ارائه حل راه
سؤالات برای صحيحی حل راه هر که است طبيعی نشده�اند. ذکر دفترچه اين در که

باشد. نيامده دفترچه اين در اگرچه می�شود پذيرفته شرکت�کنندگان از آزمون
آمده حل�ها راه در توضيحاتی است ممکن حل�ها راه اين آموزشی جنبهٔ به توجه با
بعضی است ممکن همچنين و نباشد ضروری تصحيح بارم�بندی نظر از که باشد
اين در بودن واضح دليل به است ضروری تصحيح بارم�بندی اساس بر که توضيحاتی

باشند. نيامده حل�ها راه



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

باشد. تخم�مرغ عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل بايد سبد هر است. کالا سبد ۱۰۰ پخش مسئول فروش�گاهی .۱
مقدار سبدها برخی در ولی دارد وجود سبدها در تخم�مرغ عدد ۳۰۰۰ و برنج کيلوگرم ۱۰۰۰ مجموعاً که می�دانيم
انتخاب را سبد دو مرحله هر در می�توانند فروش�گاه کارمندان است. يادشده مقدار از بيش�تر يا کم�تر کالا دو اين
با می�توان، مرحله چند در دست�کم کنند. جابه�جا را سبد دو آن تخم�مرغ تعداد هر و برنج دلخواه مقدار هر و

کرد؟ برابر هم با را سبدها همه�ٔ تخم�مرغ و برنج اوليه�ای، وضعيت هر از شروع

سبد يک در تخم�مرغ�ها همه�ٔ آن در که بگيريد نظر در را اوليه�ای وضعيت ابتدا است. ۹۹ مسئله پاسخ حل. راه�
مرحله ۹۹ حداقـل بنابراين می�شود. تخم�مرغ دارای جديد سبد يک حداکثر مرحله هر در صورت اين در باشند.
می�توان مرحله ۹۹ در اوليه وضعيت هر با می�کنيم ادعا اکنون شوند. تخم�مرغ دارای سبدها همه�ٔ تا است لازم
بين از مرحله، هر در تخم�مرغ) عدد ۳۰ و برنج کيلوگرم ۱۰ شامل يعنی (درست کرد. درست را سبدها همه�ٔ
در را تخم�مرغ تعداد بيش�ترين با سبدی و برنج ميزان بيشترين با سبدی نشده�اند، درست هنوز که سبدهايی
(ممکن دارد. تخم�مرغ عدد ۳۰ حداقـل دوم سبد و دارد برنج کيلوگرم ۱۰ حداقـل اول سبد وضوح به بگيريد. نظر
جابجايی با کنيد.) انتخاب را ديگر دل�خواه سبد يک و سبد همين صورت اين در باشند، يکی سبد دو اين است
بنابراين ساخت. تخم�مرغ عدد ۱۰ دقيقـاً و برنج کيلوگرم ۱۰ دقيقـاً با سبد يک می�توان سبد دو اين بين اجناس
آخر سبد پس شده�اند، درست سبد ۹۹ مرحله ۹۹ از پس کرد، درست را سبد يک حداقـل می�توان مرحله هر در

است. شده درست خود به خود نيز

۱



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

شده�اند انتخاب شکلی به AD و AB اضلاع روی به�ترتيب، ،P و N نقطه�ٔ دو است. مفروض ABCD مربع .۲
کنيد: ثابت .N̂CB = Q̂PN که شده� انتخاب طوری AN پاره�خط روی Q نقطه�ٔ و PN = NC که

B̂CQ =
۱
۲ P̂QA.

پس ،PN = NC فرض طبق کند. قطع E نقطه�ٔ در را BC خط تا می�دهيم امتداد را PQ خط حل. راه
EPC مثلث درمی�يابيم رابطه دو اين جمع از .∠QPN = ∠NCB می�دانيم همچنين .∠NPC = ∠PCN

متساوی�الساقين EPC مثلث چون می�کنيم. رسم را PS و CK ارتفـاع�های مثلث اين در است. متساوی�الساقين
مجموع QBCK چهارضلعی در .CK = CB پس است مربع ضلع طول برابر PS طرفی از .PS = CK است

و است محاطی چهارضلعی اين نتيجه در است. درجه ۱۸۰ برابر ∠CKQ و ∠QBC زاويه�های

∠BCK = ∠AQP.

(CQ = CQ,CK = CB) ضلع يک و وتر حالت به CBQ و CKQ قـائم�الزاويه مثلث دو که کنيد توجه
و است ∠KQB,∠KCB نيمساز QC بنابراين هستند. همنهشت

∠BCQ =
∠KCB

۲ =
∠AQP

۲ .

۲



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

می�دانيم: هستند. مفروض z و y ،x نامنفی و حقيقی اعداد .۳

۲(xy + xz + zy) = x۲ + y۲ + z۲.

کنيد: ثابت
x+ y + z

۳ ≥ ۳√۲xyz.

نخست: حل راه
x ⩾ y ⩾ z کنيد فرض

x۲ + y۲ + z۲ = ۲(xy + yz + zx)

⇒ ۱x۲ + x(−۲y − ۲z) + y۲ + z۲ − ۲yz = ۰
⇒ x = (y + z)±

√
(y + z)۲ − y۲ − z۲ + ۲yz = (y + z)± ۲√yz = (y + z)± ۲√yz = (

√
y ±

√
z)۲

⇒
√
x =

√
y −

√
z يا √x =

√
y +

√
z

با حال می�دهد. رخ x = y + z + ۲√yz معادلا يا √x =
√
y +

√
z حالت تنها x ⩾ y ⩾ z فرض با که

می�رسيم زير معادل نابرابری به حکم در x جای�گذاری
y + z + ۲√yz + y + z

۳ ⩾ ۳
√
۲(y + z + ۲√yz)yz

سمت چون است واضح مسئله اصلی حکم حالت اين در ولی y = ۰ کنيم فرض ابتدا بالا نابرابری اثبات برای
طرف دو و است) بديهی y = ۰) است صفر مخالف y کنيد فرض حال است. مثبت چپ سمت و صفر راست

کنيم: ثابت بايد پس z
y
= t کنيد فرض و کنيد تقسيم y بر را بالا معادل حکم

۲t+ ۲√t+ ۲
۳ ⩾ ۳

√
۲(t+ ۱+ ۲√t)t

می�آيد: دست به حسابی-هندسی نابرابری از استفـاده با هم اين که
۲t+ ۲√۲t+ ۲

۳ =
(
√
t+ ۱) + (

√
t+ ۱) + ۲t

۳ ⩾ ۳
√

(
√
t+ ۱)۲۲t

= ۳
√
۲(t+ ۱+ ۲√t)t

۳
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دوم: حل راه
x ⩾ y ⩾ z کنيد فرض

x۲ + y۲ + z۲ = ۲(xy + yz + zx)

⇒ x۲ + x(−۲y − ۲z) + y۲ + z۲ − ۲yz = ۰
⇒ x = (y + z)±

√
(y + z)۲ − y۲ − z۲ + ۲yz = (y + z)± ۲√yz = (y + z)± ۲√yz = (

√
y ±

√
z)۲

⇒
√
x =

√
y −

√
z يا √x =

√
y +

√
z

معادلا يا √x =
√
y +

√
z حالت تنها x ⩾ y ⩾ z فرض با که

x = y + z + ۲√yz

می�رسيم زير معادل نابرابری به حکم در x جايگذاری با حال می�دهد. رخ
y + z + ۲√yz + y + z

۳ ⩾ ۳√۲(y + z + ۲√yz)yz

کرد فرض می�توان حسابی-هندسی) (نابرابری A ⩾ B چون حال B =
√
yz و A =

y + z

۲ کنيد فرض
می�رسيم زير معادل حکم به قبل رابطه�ٔ در A = B + e جای�گذاری با صورت اين در e ⩾ ۰ که A = B + e

۲B +
۴e
۳ ⩾ ۳

√
۲(۴B + ۲e)B۲

می�رسيم زير معادل حکم به برسانيم سه توان به را طرف دو اگر حال

(۲B +
۴e
۳ )۳ ⩾ ۸B۳ + ۴eB۲

داريم: اما

(۲B +
۴e
۳ )۳ = ۸B۳ + ۳(۲B)۲

۴e
۳ + ۶B(

۴e
۳ )۲ + (

۴e
۳ )۳ ⩾ ۸B۳ + ۱۶B۲e ⩾ ۸B۳ + ۴eB۲

شد. ثابت نظر مورد رابطه�ٔ پس

۴
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بيابيد. را زير معادله�ٔ طبيعی جواب�های تمام .۴

nnn
= mm.

نخست: حل راه�
(ابتدا .m = knt و نباشد بخش�پذير n بر k که می�کنيم انتخاب طوری را t نامنفی صحيح عدد و k طبيعی عدد
تقسيم حاصل برابر را k سپس باشد، بخش�پذير nt بر m که می�گيريم نظر در نامنفی صحيح عدد بزرگ�ترين را t

داشت خواهيم اصلی تساوی در جای�گذاری اين با می�گيريم.) نظر در nt بر m

nnn
= mm = (knt)kn

t

می�گيريم nt فرجه�ٔ به راديکال طرف دو از

nnn−t
= (knt)k = kknkt

می�کنيم تقسيم nkt بر را طرف دو

nnn−t−kt = kk (۱)

نتيجه در و nm ≥ nnn پس ،m = knt ≥ nt ≥ nn آن�گاه t ≥ n اگر

mm = nnn ≤ nm ⇒ m ≤ n ⇒ nn ≤ n ⇒ n ≤ ۱ ⇒ n = ۱

می�آيد. دست به m = n = ۱ جواب و
صورت اين در ،s = nn−t − kt کنيد فرض صحيح. عددی nn−t − kt و است مثبت n− t آن�گاه n > t اگر اما
اگر است. صحيح ديگر طرف که حالی در می�شود، ناصحيح اخير تساوی طرف يک آن�گاه s < ۰ اگر .ns = kk

را k و n از يکی تنها اولی عدد اگر صورت اين در ،s > ۰ کنيم فرض شده. بررسی انتها در که k = ۱ آن�گاه s = ۰
عوامل پس نيست. ممکن اين که می�شمارد را ns = kk تساوی طرف دو از يکی تنها اول عدد اين آن�گاه بشمارد
باشد، اولشان عوامل به عدد دو اين تجزيه�ٔ k = pβ۱۱ · · · pβr

r و n = pα۱۱ · · · pαr
r کنيد فرض يکسان�اند. k و n اول

صورت اين در
ns = kk ⇒ (pα۱۱ )s · · · (pαr

r )s = (pβ۱۱ )k · · · (pβr
r )k

می�گيريم نتيجه تساوی طرف دو در اول عدد هر توان�های برابری از

pαis
i = pβik

i ⇒ αis = βik ⇒ αi

βi
=

k

s

است. اوليه فرض خلاف که است بخش�پذير n بر k نتيجه در و βi ≥ αi آن�گاه s ≥ k اگر

۵
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طرف دو از است. بخش�پذير k بر هم nn−t پس است. بخش�پذير k بر n نتيجه در و αi > βi آن�گاه k > s اگر
می�گيريم k فرجه�ٔ راديکال (۱) تساوی

n
nn−t

k
−t = k

،nn−t − t = ۰ يعنی .k = ۱ و s = ۰ ناچار به نيست n از مضربی k و است صحيح عبارت اين در n توان چون
اما

t = nn−t ≥ n۱ ≥ n > t

می�رسيم. تناقض به و

۶



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

دوم: حل راه
می�کنيم فرض بعد به اين از می�آيد. دست mبه = n = ۱ جواب mو = ۱ آن�گاه n = ۱ اگر که کنيد توجه ابتدا

و m = nr صورت اين در ،r = lognm کنيم فرض .n > ۱

nnn
= mm = (nr)n

r
= nrnr

باشد برابر طرف دو در n توان�های بايد n > ۱ چون

nn = rnr ⇒ r = nn−r (۲)

می�آوريم دست به nnn
= mm تساوی طرف دو از (n (پايه�ٔ لگاريتم گرفتن با طرفی از

nn = m lognm ⇒ r =
nn

m
(۳)

q آن�گاه شود برقرار np = q تساوی q و p مثل مثبت و گويا عددهايی و n مثل طبيعی عددی ازای به اگر لم.
است. طبيعی عددی

صورت اين در باشند. گويا عدد دو اين کسری نمايش�های q = c
d و p = a

b کنيد فرض اثبات.

np = q ⇒ n
a
b =

c

d
⇒ na =

( c

d

)b
=

cb

db
⇒ db|cb ⇒ d|c ⇒ q ∈ N

گويا .np = q داريم q = r و p = n − r فرض با ،(۱) تساوی بنابر و گوياست r (۲) تساوی� بنابر راه�حل. ادامه�ٔ
طبيعی عددی r يعنی باشد. طبيعی عددی بايد q لم، بنابر پس است. r بودن گويا مستقيم نتيجه�ٔ q و p بودن

است.
نيست. پذير امکان تساوی نتيجه در nn−r ≥ n۱ > r آن�گاه r < n اگر
نيست. ممکن تساوی هم باز نتيجه در nn−r < ۱ < r آن�گاه r > n اگر

است. n > ۱ فرض خلاف که n = r = ۱ پس r = nn−r = ۱ آن�گاه n = r اگر
است. m = n = ۱ جواب تنها نتيجه در

۷
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متمايز عضو دو b و a هرگاه که صورتی در گوييم «توانا» را S مانند مثبت حقيقی اعداد از ناتهی زيرمجموعه�ٔ .۵
باشند. S عضو ba يا ab اعداد از يکی دست�کم آن�گاه باشند آن

بزنيد. مثال عضوی چهار توانای مجموعه�ٔ يک الف.
ندارد. عضو چهار از بيش متناهی؛ توانای مجموعه�ٔ يک کنيد ثابت ب.

حل. راه�

است: عضوی ۴ توانای مجموعه�ٔ يک {۱, ۱۲ , ۱۴ , ۱
۱۶} الف.

۱x = ۱,
(۱
۴
) ۱

۲
=

( ۱
۱۶

) ۱
۴
=
۱
۲ ,

( ۱
۱۶

) ۱
۲
=
۱
۴ .

به - آمد خواهد ادامه در که همان�طور - توانا مجموعه�های کلی صورت تحليل با می�توان را مثال اين (البته
آورد.) دست

می�کنيم: يادآوری را رساندن توان به عمل اساسی خاصيت چند ابتدا ب.

.ax < bx ،a < b مثبت اعداد و x مثبت عدد هر برای •

،x < y اگر ديگر، عبارت به می�شود؛ زياد x افزايش با ax مقدار باشد، ۱ از بيشتر a حقيقی عدد اگر •
.ax < ay

می�شود. کم x افزايش با ax مقدار باشد، ۱ از کمتر a مثبت حقيقی عدد اگر •

لم: يک ابتدا می�رويم. مسأله حل سراغ به حال

باشد. ۱ از کمتر عضو يک و ۱ از بزرگتر عضو يک شامل هم�زمان نمی�تواند متناهی توانای مجموعه�ٔ يک لم.

عضوی شامل هم که دارد وجود S متناهی توانای مجموعه�ٔ اين�صورت در نباشد. چنين کنيد فرض اثبات.
در عضو کوچکترين و a با را S مجموعه�ٔ عضو کوچکترين است. ۱ از کوچک�تر عضوی شامل هم و ۱ از بزرگتر
نتيجه در دارند.) وجود اعضايی چنين S بودن متناهی (بنابر می�دهيم. نمايش b با را ۱ از بزرگتر اعضای ميان
همين�طور باشد. S در نمی�تواند ab پس است، S عضو کوچکترين a اما ،ab < a۱ = a داريم .a < ۱ < b

يک هيچ پس باشد. S در نمی�تواند هم ba پس نيست، b و ۱ بين عضوی شامل S اما ،۱ = b۰ < ba < b۱ = b

می�کند. ثابت را لم و نقض را S بودن توانا اين و ندارند قرار S در ba و ab عدد دو از
□

بيشتر آنها اعضای همه�ٔ که هستند آن�هايی اول نوع هستند. نوع دو متناهی، توانای مجموعه�های لم، به توجه با
هستند. ۱ مساوی يا کمتر آنها اعضای همه�ٔ که هستند آن�هايی دوم نوع و هستند ۱ مساوی يا

۸
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اعضای a۱ < a۲ < · · · < an همچنين باشد. عضو ۳ از بيش با و اول نوع از توانايی مجموعه�ٔ S کنيم فرض
و است بيشتر n از يکی حداکثر آن اعضای تعداد ندارد، ۱ از کمتر عضو S که آنجايی از باشند. S در ۱ از بزرگتر
ايجاب S بودن توانا پس نمی�گيرد. قرار S در پس است، بيشتر an از aain ،۱ ≤ i < n هر برای .n ≥ ۳ نتيجه در

حال باشد. S در aani که می�کند

a۱ < aan۱ < aan۲ < · · · < aann−۱

پس بودند، S در ۱ از بزرگتر اعضای همه�ٔ a۱ < · · · < an ديگر طرف از هستند، S در ۱ از بزرگتر عضو n

a۲ = aan۱ , a۳ = aan۲ , . . . , an = aann−۱.

a۱ > ۱ به توجه با (۱ < n−۱ ،n ≥ ۳ به توجه (با کنيم. بررسی an−۱ و a۱ مورد در را S بودن توانا بياييد حال
داريم:

a۱ = a۱۱ < a
an−۱
۱ < aan۱ = a۲.

مشابه: طريق به ندارد. وجود S در عددی چنين و است a۲ و a۱ بين عددی aan−۱
۱ پس

an−۱ < aa۱n−۱ < aann−۱ = an.

اول نوع توانای مجموعه�های که می�گيريم نتيجه و باشد توانا نمی�تواند S پس ندارد. قرار S در هم aa۱n−۱ پس
دارند. عضو ۳ حداکثر

اعضای a۱ < a۲ < · · · < an و عضو ۴ از بيش با دوم نوع از متناهی توانای مجموعه�ٔ يک S کنيد فرض حال
.۱ = a۰n > aain > a۱n = an ،۱ ≤ i < n هر برای پس an < ۱ است. ۴ حداقـل n پس باشند. آن در ۱ از کمتر

داريم: است. S عضو aani و ندارد قرار S در aain پس

a۱ = a۱۱ < aan۱ < aan۲ < · · · < aann−۱ < ۱.

داريم قبل حالت استدلال مشابه نتيجه در و

a۲ = aan۱ , a۳ = aan۲ , . . . , an = aann−۱.

معادلاً يا و
an−۱ = a

۱
an
n , an−۲ = a

۱
an
n−۱, . . . , a۱ = a

۱
an۲ .

هستند: زير صورت به S اعضای دهيم، نشان a با را an اگر پس

· · · < a
۱
a۲ < a

۱
a < a.

پس ،an−۱ < ۱ که کنيد توجه حال

an = aann−۱ < a
an−۲
n−۱ < ۱.

۹
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چون و دارد قرار S در a
an−۱
n−۲ پس

a
an−۱
n−۲ > aann−۲ = an−۱

داريم: پس aan−۱
n−۲ = an

a
an−۱
n−۲ =

(
a۱/a

۲)(a۱/a)
= a =⇒ aa

(۱/a)−۲
= a

⇒ a
۱
a
−۲ = ۱

حال .an = ۱
۲ , an−۱ = ۱

۴ , an−۲ = ۱
۱۶ پس .a = ۱

۲ نتيجه در و ۱
a − ۲ = ۰ پس a ̸= ۱ که اين به توجه با که

می�کنيم: بررسی an−۳ و an−۲ برای را بودن توانا شرط حال .an−۳ = a۲n−۲ = ۱
۲۸ و n− ۳ ≥ ۱ پس n ≥ ۴

an =
۱
۲ =

( ۱
۲۴

) ۱
۴
<

( ۱
۲۴

) ۱
۲۸

= a
an−۳
n−۲ < ۱.

همين�طور
۱
۲ < a

an−۲
n−۳ =

( ۱
۲۸

) ۱
۱۶

=

(۱
۲
) ۱

۲
< ۱.

مجموعه�های پس می�شود. نقض بودن توانا شرط و ندارند قرار S در a
an−۲
n−۳ و aan−۳

n−۲ عدد دو از يک هيچ پس
دارند. عضو ۴ حداکثر دوم نوع توانای

دارد. عضو ۴ حداکثر متناهی توانای مجموعه�ٔ نوع دو هر پس
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به گروه�بندی�ها هفته هر پايان در و شده�اند تقسيم گروه تعدادی به اعضا حرفه�ای» «معمابازان انجمن در .۶
به�ترين�های همه�ٔ و می�شود مشخص عضو به�ترين عنوان به اعضا از يکی گروه هر در می�کند؛ تغيير خاصی شکل
باشد داشته عضو يک فقط گروهی اگر می�دهند. را جديد گروه يک تشکيل و شده جدا خود گروه از گروه�ها
همه�ٔ ابتدا در و دارد عضو n انجمن کنيد فرض می�شود. منحل قبلی گروه و می�رود جديد گروه به عضو همان
حداکثر گروه�ها تمام اعضای تعداد بعد به آن از که می�رسد فرا هفته�ای کنيد ثابت باشند. بوده گروه يک در اعضا

است. ۱+
√۲n

نخست: حل راه
داشته�باشيم، ۱,۲, ..., k اعضای با گروه k اگر که کنيد دقت کليدی و واضح نکته�ٔ اين به ابتدا سخنی هر از پيش

کنيد. توجه سوال حل به حال داشت. خواهيم ۱,۲, ..., k اعضای با گروه k هم بعد مرحله�ٔ در
۱ ≤ i < k که i هر ازای به که داشت خواهيم گروه k−۱ نهايت در حرکت، (

k
۲
) از پس همواره n =

(
k
۲
) اگر لم:

باشد. موجود عضو i با گروهی
يک حالت به حرکت يک از پس که n =

(۳
۲
)
= ۳ داريم نيز k = ۳ برای و است بديهی k = ۲ برای لم: اثبات

می�رسيم. نفره دو گروه يک و نفره يک گروه
می�کنيم. اثبات k = m+ ۱ برای را حکم حال باشد، برقرار ۱ ≤ k ≤ m هر ازای به استقرا حکم می�کنيم فرض
گروه m− ۱ حرکت، (

m
۲
) از پس استقرا فرض طبق باشد. عضو (m+۱

۲
) با گروهی اصلی گروه کنيد فرض بنابرين

اعضای تعداد ضمناً باشد. موجود عضو i با گروهی ۱ ≤ i ≤ m − ۱ که i هر ازای به که داشت خواهيم جديد
شد. اثبات استقرا با حکم اين بنابر است. (m+۱

۲
)
−

(
m
۲
)
= m با برابر هم اصلی گروه

اثبات می�خواهيم n ≤
(
k+۱
۲
) که طوری به n =

(
k
۲
)
+ t کنيد فرض می�رويم: سوالات باقيمانده�ٔ اثبات به حال

سادگی به هم کار اين برای است. نفر n گروه بزرگترين اعضای تعداد بعد به آن از که دارد وجود مرحله�ای کنيم
هستند. اصلی بقيه و فرعی عضو آنها از تا (k+۱۲ )

−
(
k
۲
)
− t که داريم معماباز (k+۱۲ ) کنيد فرض بالا لم اثبات مانند

اصلی اعضای با گروه هر از عضو برداشت اولويت هم مرحله هر در نموديم.) اضافه فرعی عضو تعدادی واقع (در
از که دارد وجود مرحله�ای می�دانيم لم طبق می�بازند!). همه از ممکن جای تا فرعی (اعضای می�باشد گروه آن
بيشتر k از گروه هر اعضای تعداد مرحله هر در دارد. وجود عضو i با گروهی ، ۱ ≤ i ≤ k هر ازای به بعد به آن
بيشتر k از اصلی اعضای تعداد بنابراين است. درست حکم اين هم فرعی اعضای گرفتن نظر در بدون و نمی�شود

می�شود: نتيجه صورت اين به حکم پس نمی�شود.

k۲−k
۲ =

(
k
۲
)
< n =

(
k
۲
)
+ t ≤

(
k+۱
۲
)

⇒ k۲ − k + ۱
۴ < ۲n ⇒ (k − ۱

۲)
۲ < ۲n ⇒ k <

√۲n+ ۱
۲ <

√۲n+ ۱
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دوم: حل راه
هر در و باشيم داشته دواير از تايی n دسته�ٔ يک ابتدا در اگر کنيم ثابت که است اين معادل سوال که کنيد توجه
از که رسيد خواهد فرا مرحله�ای کنيم، ايجاد جديد دسته�ای آنها با و کرده انتخاب دايره يک دسته هر از مرحله

باشد. دايره √۲n+ ۱ حداکثر شامل دسته هر بعد، به مرحله آن
انتها در و می�دهيم ارائه اثبات از کلی شهودی و کرده تعريف تعدادی باشد فهم�تر قـابل حل راه که اين برای

می�کنيم. دقيق را داديم ارائه که شهودی
هر که طوری به گوييم دايره�ها از نمايشی را دسته�بندی اين «قيافه�» دواير، از دسته�بندی هر برای :۱ تعريف
زير شکل در شده�باشند. مرتب دوايرشان تعداد حسب بر نيز ستون�ها و باشد دواير از ستونی شکل به دسته

می�بينيد. چپ سمت در را (۱,۳,۹,۳) دسته�بندی قيافه�ٔ و راست سمت در را (n) دسته�بندی قيافه�ٔ

۱,۲,۳,۴, ..., k دسته�های در دايره�ها که طوری به دايره�است (
k+۱
۲
) شامل «k طول به «پلکان يک :۲ تعريف

داشته�باشند. قرار تايی
دايره يک آن بزرگ�تر دسته�ٔ t به که است k طول به پلکانی (t ≤ k (که «t تاج و k طول به «پلکان يک :۳ تعريف
۱,۲, ..., k− t, k− t+ ۲, ..., k, k+ ۱ دسته�های در که دايره�است (

k+۱
۲
)
+ t شامل نتيجه در کرده�ايم. اضافه

پس می�گيريم. نظر در k+ ۱ طول به پلکان همان را t تاج و k طول به پلکان t = k+ ۱ اگر گرفته�اند. قرار تايی
است. k طول به پلکان يک ۰ تاج و k طول به پلکان

اين (k+۱۲ )
≤ m <

(
k+۲
۲
) اگر که است دايره m شامل دسته�بندی دايره» m با پلکانی «ساختار يک :۴ تعريف

باشد. m−
(
k+۱
۲
) تاج و k طول به پلکانی شکل به دسته�بندی

است x۰, x۱, ..., xk دسته�های با پلکانی (t ≤ k + ۱ (که «r جايگاه و t تاج و k طول به «پلکان يک :۵ تعريف
و xi = i+ ۱ باشد {r, r+ ۱, ..., r+ t− ۱} مجموعه�ٔ عضو k+ ۱ پيمانه�ٔ به k− i اگر که باشد) ۰ می�تواند x۰)

است. t تاج و k طول به پلکان يک ۰ جايگاه و t تاج و k طول به پلکان پس .xi = i صورت اين غير در
ساختار يک قيافه ،۲ تاج و ۳ طول به پلکان يک قيافه ،۳ طول به پلکان يک قيافه چپ به راست از زير شکل

می�دهد. نشان را ۵ جايگاه و ۲ تاج و ۳ طول به پلکان يک قيافه و ۹ طول به پلکانی
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سطر می�کند: تغيير شکل اين به دسته�بندی قيافه�ٔ مرحله هر در داشته�باشيم، دسته�بندی يک چنانچه :۱ نکته
جايگاه در دوايرش تعداد حسب بر ستون اين سپس می�شود. تبديل جديد ستون يک به و شده جدا پايينی

می�کند: تغيير شکل اين به (۲,۱,۴) دسته�ٔ قيافه�ٔ مثال برای می�گيرد. قرار مناسب

مرحله�ٔ از دايره�ها کنيم اثبات می�خواهيم راه ادامه�ٔ در b = n−
(
a+۱
۲
) و (a+۱۲ )

< n ≤
(
a+۲
۲
) کنيد فرض اکنون

می�شوند. تکرار خاصی الگوی با قيافه�ها و شده جمع شکل مانند بعد به n− a− ۱

می�پردازيم. دقيق اثبات به حال
دايره n− l با دسته يک همراه به دايره l با پلکانی ساختار يک شامل دسته�بندی ،(l < n) lام مرحله�ٔ در :۱ ادعا

است.
اثبات برای است. واضح عمل اولين به توجه با استقرا پايه�ٔ می�کنيم. ثابت را حکم l روی استقرا به ادعا: اثبات
l−۱ با پلکانی ساختار يک شامل دسته�بندی l−۱ام، مرحله�ٔ در استقرا فرض طبق که می�کنيم توجه استقرا گام

داريم: حالت دو حال است. دايره n− l + ۱ با دسته يک همراه به دايره

۱۳



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

تاج و k − ۱ طول به پلکانی حالت اين در .l − ۱ =
(
k+۱
۲
)
− ۱ که داشته�باشد وجود k نخست: حالت

برابر دسته�ها طول بعد مرحله�ٔ در که هستند. ۲,۳, ..., k − ۱, k, n− l + ۱ طول به دسته�ها پس داريم k − ۱
n− l با ستون يک همراه به k + ۱ طول به پلکان يک اين که شد. خواهد ۱,۲,۳, ..., k − ۲, k − ۱, k, n− l

است. lتايی پلکانی ساختار يک و دايره ۰ < n− l با ستون يک حاوی بعد مرحله حالت اين در پس است. دايره

به تاج و k−۱ طول به پلکان يک شکل به پلکانی ساختار حالت اين در (
k
۲
)
≤ k− l <

(
k+۱
۲
)
−۱ دوم: حالت

دسته�ها پسطول است. ۱ طول به دسته�ای شامل پلکان حالت اين در پس است. k−۱ از کم�تر و نامنفی طول
حال است.). k−۱ يا k ساختار دسته�ٔ بزگترين (طول است (۱, ..., k− t−۱, k− t+۱, ...), n− l+۱ شکل به
موجود دسته�های و می�شود ايجاد k طول به دسته�ای جديد دسته�های ايجاد و دسته هر از دايره يک حذف با
بود.) خواهد ۲ يا ۱ ساختار دسته�ٔ کوچکترين (طول بود خواهند ([۰, ]..., k− t−۲, k− t, ..., k), n− l شکل به

است. دايره ۰ < n− l با ستون يک همراه به دايره l با پلکانی ساختار يک اين که

می�شود. ادعا اثبات موجب اين و گرفتيم نتيجه را استقرا حکم حالت دو هر در پس
است. درست نيز l = n − a − ۱ برای حکم اين پس است. درست n < l هر برای ۱ ادعای که می�دانيم حال
که آنجايی از داريم. a+۱ طول به ستون يک و n−a−۱ طول به پلکانی ساختار يک n−a−۱ مرحله�ٔ در پس
طول به پلکانی پلکانی، ساختار که می�دهد نشان اين که (a۲) ≤ n− a− ۱ ≤

(
a+۱
۲
) پس (a+۱۲ )

< n ≤
(
a+۲
۲
)

همراه به a طول به پلکانی a+ ۱ طول به دسته کردن اضافه با پس دارد. (a (شايد مثبت طول به تاج و a− ۱
a + ۱ از دسته�ای هيچ طول اين، از پس که می�کنيم ادعا داشت. خواهيم (a + ۱ (شايد مثبت طول به تاج
می�کنيم اضافه پلکان روی قرمز دايره�ٔ تعدادی و کرده آبی را موجود دايره�های کل اثبات برای نمی�شود. بيشتر
خودش به مرحله هر از پس a+ ۱ طول به پلکان ،۱ نکته�ٔ به توجه با کنند. ايجاد a+ ۱ طول به پلکان يک تا
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حال نمی�شود. a+ ۱ از بيشتر هيچ�گاه دسته�ها طول آبی، و قرمز دايره�های شامل قيافه�ٔ در پس می�شود. تبديل
تأثيری هيچ قرمز دايره�های که می�شود نتيجه دهيم قرار دسته هر بالای در را قرمز دايره�های مرحله هر در اگر
a + ۱ مساوی کم�تر همواره دسته�هايشان در آبی دايره�های تعداد نتيجه در و ندارند آبی دايره�های ساختار در

است.

که کنيد توجه )حال
a+۱
۲
)
< n ⇒ (a+ ۱)۲ − (a+ ۱) < ۲n ⇒ (a+ ۱)۲ − (a+ ۱) + ۱

۴ < ۲n ⇒ ((a+ ۱)− ۱
۲)

۲ < ۲n ⇒

(a+ ۱)− ۱
۲ <

√۲n ⇒ a+ ۱ <
√۲n+ ۱

است. √۲n+ ۱ از کم�تر همواره دسته هر درون دايره�های تعداد پس
به نيز n − a + ۱ مرحله�ٔ از پس را دسته�بندی�ها ساختار و رفته سوال راه�حل از فراتر کمی می�خواهيم اکنون
تشکيل� ۰ جايگاه و b تاج و a طول به پلکان يک ها دسته�بندی مرحله اين در که کنيد توجه بياوريم. دست

داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a طول به پلکانی a− n+ ۱+ r مرحله�ٔ در :۲ ادعا داده�اند.
استقرا گام تکميل برای است. ۱ ادعای نتيجه�ٔ همان پايه می�زنيم. استقرا r روی ادعا اثبات برای ادعا: اثبات

می�گيريم. نظر در را حالت دو و گرفته نظر در r − ۱ برای را فرض
يک حالت اين در نباشد. {r − ۱, r − ۲, ..., r + t − ۲} مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a نخست: حالت
جايگاه و b تاج و a طول به پلکان تعريف در x۰ مجموعه�ٔ حالت، اين فرض به توجه با و داريم a طول به پلکان
و دايره�ها اين نمودن جدا با و است پايينی دايره�ٔ a دارای دسته�بندی اين قيافه�ٔ پس است. دايره صفر دارای r

دسته�ٔ جای به xi دسته�ٔ که اين به توجه با همچنين بود. خواهد دايره a دارای xa دسته�ٔ جديد دسته�ٔ ايجاد
مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a − j اگر جديد دسته�بندی در که کنيم ادعا می�توانيم گرفته�است قرار xi−۱
طول به پلکان بعدی مرحله�ٔ در پس .xj = j صورت اين غير در و xj = j + ۱ باشد {r, r + ۱, ..., r + t− ۱}

داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a
به پلکان يک حالت اين در باشد. {r − ۱, r − ۲, ..., r + t− ۲} مجموعه�ٔ عضو a+ ۱ پيمانه�ٔ به a دوم: حالت
دارای r جايگاه و b تاج و a طول به پلکان تعريف در x۰ مجموعه�ٔ حالت، اين فرض به توجه با و داريم a طول
ايجاد و دايره�ها اين نمودن جدا با و است پايينی دايره�ٔ a + ۱ دارای دسته�بندی اين قيافه�ٔ پس است. دايره ۱
دسته�ٔ جای به xi دسته�ٔ که اين به توجه با همچنين بود. خواهد دايره a + ۱ دارای xa دسته�ٔ جديد دسته�ٔ
مجموعه�ٔ عضو a + ۱ پيمانه�ٔ به a − j اگر جديد دسته�بندی در که کنيم ادعا می�توانيم گرفته�است قرار xi−۱
طول به پلکان بعدی مرحله�ٔ در پس .xj = j صورت اين غير در و xj = j + ۱ باشد {r, r + ۱, ..., r + t− ۱}

۱۵



۱۳۹۳ رياضی، المپياد دوره�ٔ دومين و سی دوم مرحله راه�حل�های و سوالات

داشت. خواهيم r جايگاه و b تاج و a
واضحی نظم به دسته�بندی�ها a−n−۱ مرحله�ٔ از پس که کنيم ادعا می�توانيم اکنون شد. ثابت نيز ۲ ادعای پس
مرحله�ٔ پس داشتيم، a+ ۲ طول به دسته�ای n− a− ۱ مرحله�ٔ از پيش چون و می�شوند تکرار مرحله a+ ۱ هر
n− a−۱ مرحله�ٔ از پس دسته�بندی�ها قيافه��ی پس می�شود. شروع تناوب اين که مرحله�ايست اولين n− a−۱

بود: خواهد زير شکل مانند

۱۶


