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اول فصل پاسخ و سؤال

حرارت انتقال درس

بیات ایمان

ارشد کارشناس

وات جیمز راهنما: استاد

۱۳۹۹ اردیبهشت، ۸
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.∥A+B∥p ≤ ∥A∥p + ∥B∥p کنید ثابت جزوه. ۱ تمرین

جزوه. ۱ تمرین پاسخ

∥A+B∥p =
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p ≤

∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p (|aij|p)

۱
p

+
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p (|bij|p)

۱
p

≤
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p

[∑
i,j

(|aij|p)
۱
p +

∑
i,j

(|bij|p)
۱
p

]
⇒
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p ≤

∑
i,j

(|aij|p)
۱
p +

∑
i,j

(|bij|p)
۱
p

⇒ ∥A+B∥p ≤ ∥A∥p + ∥B∥p

.∥An∥ ≤ ∥A∥n کنید ثابت استقرا با جزوه. ۲ تمرین

جزوه. ۲ تمرین پاسخ

∥A۲∥ = ∥A · A∥ ≤ ∥A∥ · ∥A∥ = ∥A∥۲ ⇒ ∥A۲∥ ≤ ∥A∥۲

باشد: درست n = k برای م کنیم فرض

∥Ak∥ ≤ ∥A∥k ?−→ ∥Ak+۱∥ ≤ ∥A∥k+۱

∥Ak+۱∥ = ∥Ak · A∥ ≤ ∥Ak∥ · ∥A∥ = ∥A∥k+۱

⇒ ∥Ak+۱∥ ≤ ∥A∥k+۱

برای را (۲ .۱) دیفرانسیل معادله .۱ تمرین

A =

[
۱ t
۰ ۱

]
آورید. دست به را Φ(t, t۰) یعن متناظر انتقال ماتریس و کنید حل

۲
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.۱ تمرین پاسخ

P۱(t) = I +

∫ t

t۰

A(s) · ds =
[
۱ ۰
۰ ۱

]
+

∫ t

t۰

[
۱ s
۰ ۱

]
ds =

[
۱+ (t− t۰)

t۲

۲ − t۲۰
۲

۰ ۱+ (t− t۰)

]
P۲(t) = I +

∫ t

t۰

A(s) · P۱(s) ds =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
+

∫ t

t۰

[
۱ s
۰ ۱

] [
۱+ (s− t۰)

s۲

۲ − t۲۰
۲

۰ ۱+ (s− t۰)

]
ds

=

[
۱ ۰
۰ ۱

]
+

∫ t

t۰

[
۱+ (s− t۰)

۳s۲
۲ + s(۱− t۰)− t۲۰

۲
۰ ۱+ (s− t۰)

]
ds

=

[
۲+ (t− t۰) +

(t−t۰)۲

۲
۱
۲ [t

۲(۱+ (t− t۰))− t۲۰(۱+ (t− t۰))]

۰ ۱+ (t− t۰) +
(t−t۰)۲

۲

]

=

[
et−t۰ ۱

۲(t
۲ − t۲۰)e

t−t۰

۰ et−t۰

]
= Φ(t, t۰)

(۲ .۳) معادلۀ (منحصربه فرد) پاسخ ی هر که است توابع تمام از برداری فضای ،X حالت فضای .۲ تمرین
کنید فرض و یرید ب نظر در را ورودی توابع از U مجاز کلاس هستند. u کنترل) (یا ورودی و اولیه شرایط ازای به

،A = [۰] ازای به را X(U ) باشند. رفته کار به U ورودی توابع تنها آن در که باشد X از زیرفضایی X(U )

آورید. دست به U = sp
{
۱, . . . , tN

}
و B = [۱]

.۲ تمرین پاسخ

x(t) = x(ts) +

∫ t

t۰

U (s) ds = x۰ +
tk+۱ − tk+۱

۰

k + ۱

⇒x(t) = x۰ +
tk+۱

k + ۱
− tk+۱

۰

k + ۱
, k = ۰, ۱, . . . , N

⇒X(U ) = sp
{
۱, t, . . . , tN+۱}

آن در که کنید تکرار U = sp {u۰, . . . , uN} مجاز کلاس برای را ۲ تمرین .۳ تمرین

ui(t) =

{
۰ if t < t۰

۱ if t ≥ t۰

.۰ = t۰ < t۱ < · · · < tN < ∞ و

.۳ تمرین پاسخ

u۰(t) =

{
۰ if t < t۰

۱ if t ≥ t۰

sp(X(U )) = sp {(t− t۰)t, (t− t۱)t, . . . , (t− tN)t}

۳
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کنید فرض ،۲ تمرین تعاریف به توجه با .۴ تمرین

A =

[
۰ ۱
۰ ۰

]
و B =

[
۱
t

]
.

استفاده حالت انتقال معادلۀ از (راهنمایی: بیابید. X(spرا {(t− t۰)t, (t− t۱)t, . . . , (t− tN)t}) از پایه ای

کنید.)

.۴ تمرین پاسخ

x(t۰) =

[
α
β

]
, B =

[
۱
t

]
x(t) = Φ(t)x(t۰) +

∫ t

t۰

Φ(A, s)B(s)u(s) ds

x(t) =

[
۱ t
۰ ۱

] [
α
β

]
+

∫ t

t۰

[
۱ t
۰ ۱

] [
۱
t

]
u(s) ds

x(t) =

[
α + tβ

β

]
+

∫ t

t۰

[
۱+ t۲

t

]
u(s) ds

u(s) = ۱ ⇒ x(t) =

[
α + tβ + t+ t۳

۳

β + t۲

۲

]

u(s) = tN ⇒ x(t) =

[
α + tβ + tN+۱

N+۱ +
tN+۳

N+۳

β + tN+۲

N+۲

]

X(u) = sp

{[
۱

۰

]
,

[
p

۱

]
,

[
t۲

۲ + t۴

۴
t۳

۳

]
,

[
tN+۱

N+۱ +
tN+۳

N+۳
tN+۲

N+۲

]}

ی واقع در شده، توصیف (۲ .۱۱) یا (۲ .۱۰) رابطۀ با آن حالت فضای که سیستم کنید ثابت .۵ تمرین
همچنین و است خط حالت بردارهای به نسبت خروج صفر ورودی ازای به که معنا این به است. خط سیستم

م گوییم خط را L ر عمل (راهنمایی: است. خط ورودی بردارهای به نسبت خروج صفر، اولیۀ حالت ازای به

بردار x۰ و باشد خط ورودی به نسبت خروج اگر دهید نشان همچنین (.L(ay+ bz) = aLy+ bLz هرگاه

(۲ .۱۱) رابطۀ اگر و Ckx۰ = ۰ داریم kها همۀ ازای به شود، گرفته نظر در (۲ .۱۰) رابطۀ اگر آنگاه باشد، اولیه

.C(t)x۰ = ۰ داشت خواهیم t ≥ t۰ همۀ ازای به شود، گرفته نظر در

۴
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.۵ تمرین پاسخ

u = ۰ ⇒ v = Cx

v(۰) = CΦ(t, t۰) ⇒ v(ax+ b) = av + bu

x(t) = ۰

v = cx+ c

∫ t

t۰

Φ(t, s)B(s)u(s) ds

v = c

∫ t

t۰

Φ(t, s)B(s)u(s) ds → vkخط = CkAk−۱ · · ·A۰x۰ + CkB۰U۰ + · · ·CkBk+۱Uk+۱ +DkUk

v(t) = C(t)Φ(t, t۰)x۰ + C(t)
∫ t

t۰
Φ(t, s)B(s)u(s) ds+ C(t,Dt)

⇒

Ckx۰ = ۰ ∀k

C(t)x۰ = ۰

.|A|p = |A(t)|p =
(∑

i,j|aij(t)|p
) ۱

p یعن Aباشد = [aij(t)]ماتریس p⁃نُرم ،|A|p کنید فرض تمرین۶.
اینکه فرض ∫با

J

|A(t)|pp dt < ∞ ,

Φ(t, t۰) به نواخت ی طور به J از کراندار زیربازۀ هر روی (۲ .۶) نامتناه سری کنید ثابت ،p > ۱ آن در که

کنید: استفاده هولدر نامساوی از (راهنمایی: راست. ∫هم
J

|A(t)B(t)|۱ dt ≤
(∫

J

|A(t)|pp
) ۱

p
(∫

J

|B(t)|qq
) ۱

q

(.۱ < p < ∞ و ۱/p+ ۱/q = ۱ آن در که

۵
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.۶ تمرین پاسخ

ارد پی روش : |PN − Pm| =

∣∣∣∣∣
N−۱∑
k=m

∫ t

t۰

A(s۱) +

∫ s۱

t۰

A(s۲) · · ·
∫ sk

t۰

A(sk+۱) dsk+۱

∣∣∣∣∣
≤

N−۱∑
k=m

∫ t

t۰

|A(s۱)|+
∫ s۱

t۰

|A(s۲)| · · ·
∫ sk

t۰

|A(sk+۱)| dsk+۱

≤
N−۱∑
k=m

∫ t

t۰

|A(s۱)| · · ·
∫ sk−۱

t۰

|A(sk)|
∣∣∣∣∫ sk

t۰

A(sk)

∣∣∣∣(sk − t)
۱
q

≤
N−۱∑
k=m

C

∫ t

t۰

|A(s۱)| · · ·
∫ sk+۱

t۰

|A(uk)|(sk − t۰)
۱
q dsk . . . ds

≤
N−۱∑
k=m

C

∫ t

t۰

|A(s۱)| −
∫ t

t۰

|A(sk+۱)|

≤
N−۱∑
k=m

C

∫ t

t۰

|A(s۱)| · · ·
∫ sk+۱

t۰

|A(sk−۱)|(sk−۱ − t۰)
۱
q ds۱

≤
N−۱∑
k=m

C۲
∫ t

t۰

|A(s۱)| · · ·
∫ sk−۱

t۰

|A(sk−۱)|(sk−۱ − t۰) ds

≤
N−۱∑
k=m

Ck

∫ t

t۰

|A(s۱)|(s۱ − t۰)
k
q ds

≤
N∑

k=m

Ck+۱(t− t۰)
k+۱
q → ۰

سان ی ابعاد با ماتریس هایی B و A اگر دهید نشان باشد. ۶ تمرین تعریف مانند |A|p کنید فرض .۸ تمرین
هولدر نامساوی از (راهنمایی: است). معروف مثلث نامساوی به (که |A+B|p ≤ |A|p + |B|p آنگاه باشند،

،bij و aij حقیق اعداد ازای به کنید: استفاده

∑
i,j

|aij||bij| ≤

(∑
i,j

|aij|pp

) ۱
p
(∑

i,j

|bij|qq

) ۱
q

(.۱ < p < ∞ و ۱/p+ ۱/q = ۱ آن در که

۶
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.۸ تمرین پاسخ

∥A+B∥p =
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p

≤
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p |aij|+

∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p |bij|

≤
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p

[∑
i,j

(|aij|p)
۱
p +

∑
i,j

(|bij|p)
۱
p

]
⇒
∑
i,j

(|aij + bij|p)
۱
p ≤

∑
i,j

(|aij|p)
۱
p +

∑
i,j

(|bij|p)
۱
p

⇒ ∥A+B∥p ≤ ∥A∥p + ∥B∥p

۷


