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  هندسه و استدلال: فصل اول     
  :ها معرفي خود زاويه و انواع زاويه: اول بخش 

  .سازن اگه دو تا نيم خط يه ابتداي مشترك داشته باشن، يه زاويه مي : زاويه-1
) همون نقطه(به اون دو تا نيم خط ضلع زاويه و به اون ابتداي مشترك      

  .شه رأس زاويه گفته مي
  

  
كـه   Ôي   يـا زاويـه  MONˆي   يا زاويـه Ô1ي  زاويه: كنن گذاري مي    طريق اسم  اين زاويه رو به چند    
  !ترن اولي و دومي رايج

 -بـراي زاويـه درجـه    سه تا واحد خيلي مشهور و شـناخته شـده   :گيري زاويه  واحدهاي اندازه -2

D  :  ي بين اين سه تا از قرار زيره   راديان هستندكه رابطه-گراد G R  360 400 2  

   تونه چهار تا حالت داشته باشه گيم كه زاويه مي  توي حالت كلي مي: انواع زاويه-3
  .  يا تندادهحي  گيم زاويه  درجه بوده كه بهش مي090يا كمتر از  -
  
-  قائمهي  گيم زاويه  درجه باشه بهش مي090اگه برابر خود.  

  
  . يا بازمنفرجهي  گيم زاويه  درجه بيشتر باشه هم كه مي090 اگه از -
  
 حالت چهارم هم يه حالت خاص از حالت سومه كه دقيقاً مـساوي              -
  .شه  گفته مينيم صفحهي   درجه باشه كه به اونم زاويه0180
  :ها بايد ياد بگيري  دو تا تعريف مهم ديگه هم توي زاويه-

گـيم دو تـا     بهـشون مـي    090 اگه مجموع دو زاويه بشه       :ي متمم   دو تا زاويه  
ˆˆ  .  ي متمم زاويه   01 2 90  

  .گيم كه اين دو زاويه مكمل هم هستند  بشه مي0180 اگه مجموع دو تا زاويه :ي مكمل دو تا زاويه

ˆˆ   01 2 180     
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توي اين بخش (با اثباتاشون ) در مورد زاويه(ي كتاب   تا قضيه4بررسي : دوم بخش 
  )قت بخونهاي خيلي مهمي وجود داره پس با د نكته
 .هاي متقابل به رأس زاويه: Iي  قضيه
  !هاي متقابل به رأس قوي هر دو تا خط متقاطع با هم مساوين زاويه

ˆˆ
ˆˆ

 
 

1 3
2 4  

  : اثبات
ˆˆ

ˆ ˆ !
ˆ ˆ

 
 

 

0
0
0

1 2 180
1 2 180
3 2 180  

ــه   ــه يادت ــم صــفحه رو ك ــه ي ني زاوي
ــفحه س  ــم ص ــازم ني  ب

  

ˆˆشه كه  پس نتيجه مي 1 ˆˆ:  و به همين ترتيب3 2 4  
  :هاي مكمل ي زاويه قضيه: IIي  قضيه

  .ها هم با هم برابرن هاي اون زاويه ي مساوي داشته باشيم، مكمل اگه دوتا زاويه
  
  
  

  
  :اثبات

  
ˆ ˆN Mˆ ˆ ˆ ˆM M N M

ˆ ˆˆ ˆ N NN N

ˆ ˆM N





           



0 01 2 1 2
0 01 21 2

2 2

1 1180 180
180 180

: ــه ــه ك ــه ميش ــس نتيج پ

  

  
  :ي خطوط موازي و مورب قضيه: IIIي  قضيه

 B وA رو بـه ترتيـب در    L2 و   L1 دو خط مـوازيِ      Lاگه خط 
  :  رو پديد بياره داريمB̂1 و Â1ي  قطع كنه و زاويه

    ˆ ˆA B1 1  
  

ˆ ˆ ˆ ˆN M N M  1 1 2 2
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گه از  اي نشده فقط مي  اين قضيه بيان شده ولي به اثباتش اشاره10 و 9ي  صفحهIندسهتوي كتاب ه
  .كنيم روي تشابه مثلث كه ما هم به همين اندازه اكتفا مي

  
  : ي موازي مورب هم صادقه يعني  عكس قضيه-

 و Aهـاي    رو به ترتيب در نقطـه L2 و L1 دو خط  Lاگه خط 
B    هاي    قطع كنه و زاويهÂ1 و B̂1   رو به وجود بيـاره و بـدونيم 

ˆكه  ˆA B1 Lشه كه   نتيجه مي1 || L1   ) موازي بودهL2 با L1يعني  (2
  

  ي داخلي مثلث مجموع زاويه: IVي  قضيه
  .شه  مي0180هاي داخلي  توي هر مثلث مجموع زاويه

    
          

  :بعدش خيلي راحته.  رد بشه رسم كنيمA كه از BCت بايد يه خط موازي براي اثبا: اثبات
ˆها موازي و مورب يادت نره ˆC A 1 2  

B̂ˆموازي مورببازم  A 1 3  
  

 : تيرو كه خوب يادگرف ي نيم صفحه از طرفي هم زاويه
 : رسيم حالا با يه جاگذاري ساده به جواب مي

  . سراغ مثلث و خرت و پرتاي توشبريمها خوب براتون جا افتاد  حالا كه اين قضيه
  

  : هاي مشهور هاي مهم توي مثلث و معرفي مثلث خط: سوم بخش 
A  اگه توي مثلـث    : ميانه -1 BC


 BC رو كـه وسـط     Mي     نقطـه  ،

  .  وصل كنيمA رو به رأس قرارداره
  .AMي  گيم، ميانه ياد كه بهش ميانه مي پاره خطي به وجود مي

يعنـي  (شـن   م كه هر سه تايي از يـه نقطـه رد مـي      ـ كه توي هر مثلث سه تا ميانه داري        رهـ به ذك  لازم
  ).همرسن

  
  

(BM CM)

ˆ ˆˆA B C   0
1 1 1 180
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A توي مثلث A اگه از رأس  : ارتفاع -2 BC


 BC به ضلع 
 پـاره خـط     قطـع كنـه،  Hي    قطه رو در ن   BCعمود كنيم تا    

AH  توي هر مثلثي سه تـا      . ياد كه ارتفاع نام داره      به وجود مي
ــاع ــه از يـ ـ  ارتف ــود داره ك ـــوج ـــه نقط ــيـه ع ــنن بور م   .ك

ˆ ˆ(H H )  0
1 2 90  

A اگه توي مثلث : عمود منصف-3 BC


 خطي عمود رد كنيم، اين BC وسط ضلع Mي   از نقطه
   .شه كنه و هم بهش عموده كه به اين خط عمود منصف ناميده مي  رو نصف ميBCخط هم ضلع 

  .ان سه تا عمود منصف هم همرس
  
  
ي مساوي تقـسيم   خطي كه زاويه رو به دو زاويه     نيم : نيمساز -4

 تـوي   Aي    شه حالا اگه نيمساز زاويه       بهش نيمساز گفته مي    كنه

Aمثلث   BC


 قطـع كنـه، بـه    ADي    رو در نقطـه    BC، ضـلع    
AD نيمساز زاويه Aگيم  ميˆ ˆ(A A )1 2.  
ن و بايد خوب بهشون ا  تا خط توي مثلث خيلي مهم4آموزهاي عزيز توجه داشته باشين كه اين       دانش

  .توجه كنين
  :نيمي مهم رو مطرح ك حالا كه بحث مثلث شده بزاريد يه تعريف مهم و يه قضيه

A اگه توي مثلث :زاويه خارجي BC


  در راستاي خودش امتداد بديم)  BCمثل ( يكي از اضلاع رو 
  ).C2جا  اين(ياد  ي خارجي به وجود مي زاويه

  
  

خارجي در هر مثلث برابر است با مجموع ي    ي زاويه    اندازه :ي خارجي مثلث    ي زاويه   قضيه: قضيه
ˆ   : داخليِ غيرمجاور ي دو زاويه ˆ ˆC A B 2 1 1  

  :اثباتشو ببين خيلي راحته: اثبات

ˆ ˆˆA B C

ˆ ˆC C

   
  

0
1 1 1

01 2

180

180

ــث    ــي مثل ــاي داخل ــيه ي زواي قض  
ــم صــفحه   ــه ي ني  زاوي

  
ˆ  : شه كه پس نتيجه مي  ˆˆA B C 1 1 2  

ˆ ˆ(M M ) 1 2 90

(BM CM)
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  !!!يمساز ندارهراستي تا از بحث نيمساز دور نشديم بگم كه هر مثلث سه تا ن
  آره ديگه سه تا داخلي، سه تا خارجي! دوني چرا؟ بلكه هر مثلث شش تا نيمساز داره مي

  تا داخليا همرسن كه سه
 
 
             

  
  ها حالا بريم سراغ معرفي مشهورترين مثلث

Iالساقين  مثلث متساوي:  
ه كـه دو    الساقين گفته مي ش     طوري كه از اسمش معلومه به مثلثي متساوي         همون
 22ي  تـوي صـفحه   ) گـن   به ضلع سوم قاعده مي    . (برابر داشته باشه  ) دوساقِ(ضلعِ  

الـساقين   مثلـث متـساوي  ي  هـي خيلي مهم به نام قضي      يه قضيه  Iي    كتاب هندسه 
گـم ولـي اثبـاتش     رو براتون مي   جا اين قضيه    منم اين . اثباتشم هست  ود داره و  ـوج

  .ياد بدمباشه تا موقعي كه بهتون همنهشتي رو 
  

  :الساقين ي مثلث متساوي  قضيه:قضيه
  :رو اضلاع مساوي، با هم مساوين هاي روبه الساقين، زاويه توي هر مثلث متساوي

  ؟س هگيري دو طرف چرا اين علامت نتيجه: شاگرد خوب
س يعني اگه  د بهمون بگه كه اين قضيه دو طرفهخوا چون مي!! آها

نتيجــه . وي دارهاي مـس  يـه مثلثـي ديــدي كـه تـوش دو تــا زاويـه     
 ان مساويرو به اين دو زاويه با هم  گيري كه دو تا ساقِ روبه  مي

  !الساقينه ديگه يعني مثلثه متساوي
  

  :الساقين ي قابل اهميت در مثلث متساوي يه نكته
ي ها ها و دو نيمساز دروني زاويه اقي س ها، دو ميانه الساقين، دو ارتفاع وارد بر ساق توي مثلث متساوي

  .ها با هم برابرن متقابل به ساق

BM CM '
AB AC BH CH '

BD CD'

  
 

       

  

ˆˆAB AC B C  
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IIالاضلاع  مثلث متساوي  
ه، مثلثي ـش يـي مـشه حدس زد كه چه شكل اين يكي هم از روي اسمش مي

  ثـهش مثلـره بـش با هم برابـكه اضلاع
  .شه الاضلاع گفته مي متساوي

  :جا داريم  كه بالاتر مطرح شد اينالساقين ي مثلث متساوي با توجه به قضيه
ˆ ˆˆAB AC BC A B C    1 1 1  

  )س دقت كن كه اين جا هم فلش دو طرفه(
ˆاز اين نكته كه  ˆˆA B C 1 1   :ياد ي خيلي باحال به دست مي هاي داخلي مثلث يه نتيجه ي زاويه  و قضيه1

ˆ ˆˆA B C x ˆ ˆˆx x A B C
ˆ ˆˆA B C

           
  

0 0 01 1 1 1 1 101 1 1
3 180 60 60

180
  

  
  . س  درجه60الاضلاع  لث متساوييعني هر زاويه توي مث

الاضـلاع، ميانـه، ارتفـاع،     تـوي مثلـث متـساوي   : ي خيلـي مهـم و كـاربردي     يه نكتـه  
  ).يعني يكي هستن(نيمساز و عمود منصف هر ضلع بر هم منطبقن 

الاضــلاع، ســه ميانــه، ســه ارتفــاع و ســه نيمــساز   در ضــمن تــوي مثلــث متــساوي
  .هاي داخلي با هم برابر هستند زاويه

  
  

IIIالزاويه  مثلث قائم:  
داشـته باشـه بهـش      )  درجـه  90(ي قائمـه      اگه مثلث، يـه دونـه زاويـه       

ي  زاويه رو به  روبه لعـتوي اين نوع مثلث به ض     . هـش  الزاويه گفته مي    قائم
 لع ديگه اضـلاع و به دو ض)  وترهBCجا  اين(شه كه اين وتر بزرگترين ضلع مثلثه          قائمه وتر گفته مي   

  .شه گفته مي قائم
  )جا جا هم اون شه، يعني خيلي اهميت داره هم اين براي مثلثات خيلي از اين مثلث استفاده مي(

  :حالا بريم سراغ چندتا مثال خوب
خواسـته ثابـت كنيـد    . الاضلاع  مثلث متساوييه هم ABE يه مربعه و ABCD چهارضلعي   :1مثال  

BCE


  الساقينه  متساوي
AB:  يه مربعه، پسABCDخب، چون  CB  

AB :الاضلاعه، پس  متساويABEو چون مثلث  EB  
CB: پس EB  

  .الساقينه  مثلث متساوي يهBCEدر نتيجه 
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 قطع كرده، F و Eهاي   رو به ترتيب در نقطهاونا L و خط ان موازي DCو BA دو خط    :2مثال  
xنيم كه خواسته از ما تا ثابت ك y0180شه   مي:  

  
  
  

ˆ  : براي حل بايد ياد موازي مورب بيافتي ˆL x z  مورب و AB || CD  
ˆدونيم كه  از طرفي مي ˆy z    )ي نيم صفحه زاويه (0180
ˆ  : ديم و داريم  قرار ميx̂ و ẑپس به جاي   ˆy x  0180  

  . رو حساب كنيمŷ و x̂خوايم مقدار  مي :3مثال 
  
  

  
  :صفحه رو بلد باشي نيم كه فقط كافيه yبراي بدست آوردن 

ˆ ˆy y   0 0 0110 180 70  

K هم توجه شما عزيزان رو به مثلث       xي    براي محاسبه  J N


ي  بـا توجـه بـه نكتـه    . كـنم   جلب مـي 
K̂صفحه  نيم  0

1    :داخلي مثلث هم بيافتي پسهاي  ي زاويه  و هم چنين بايد به ياد قضيه40
 K̂1 N̂  0 01110 180

040
  

N̂  :پس  0
1 30  

x̂  : بوده پسN̂1 مكمل زاويه x̂دونيم كه  مي  0150  
A باشه، حاصل B دو برابر Aي    مكمل هم باشن و زاويه     B  و Aهاي     اگه زاويه  :4مثال   B2 3 

  .رو خواسته
ˆ: اند پس  مكمل همB و Aگفته كه زواياي  ˆA B  0180  

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆA B B B B B A         0 0 0 02 2 180 3 180 60 120  
  : س ش ديگه محاسبه بقيه

ˆ ˆA B ( ) ( )  0 02 3 2 120 3 60  
  0 0 0240 180 60  
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AB توي شكل داده شده      :5مثال   AC)    يعني مثلثA BC


 ازت  بعـد !!) الساقينه ديگه    متساوي 
ABEˆˆ: خواسته بگي چرا ACD.  

  :خداوكيلي خيلي راحته، ببين
  

ABCˆˆالساقين   ي مثلث متساوي بنابر قضيه ACB  
ABEˆˆ: هاي مكمل داريم ي زاويه و بنا به قضيه ACD  

  !ديدي كه چقدر راحت بود
  : رو بدست بياريy و xخواسته شده كه  توي شكل مقابل ازت :6مثال 
  :شه  كه خيلي راحت حساب ميB̂1ي  زاويه

  

ˆ  :   بوده، پس  ي نيم صفحه  يه زاويهABCˆچون   ˆB B   0 0 0
1 1115 180 70  

  ! كمك بگيريم؟ازشاي داريم كه  ديگه توي صورت چه دادهحالا ببينيم كه 

BDگه    آها نگاه كن روي شكل داره بهت مي        DC   يعني BD C


ي  الساقينه پس از قضيه ي  متساو
BDˆˆ  : گيريم كه الساقين نتيجه مي مثلث متساوي CD y B   ŷ:  پس1  070  

  . كنيم ز دو راه مسئله رو حل مي اx̂خبُ، حالا چون اطلاعات هندسيمون زياد شده براي بدست آوردن 
  : دوني  پس ميبلدي  روهاي داخلي مثلث ي زاويه  چون قضيه:راه اول

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB y x x x        0 0 0 0 0
1 180 70 70 180 40  

ي   يه زاويهABDˆچون  : ي خارجي رو يادشونه ديگه      زاويه) ي  قضيه(ي    ي عزيزان نكته     همه :راه دوم 

BDخارجيه براي مثلث  C


ˆ  : پس ˆ ˆ ˆ ˆABD x y x x      0 0 0110 70 40  
  هم نهشتي مثلث: چهارم بخش 

هاي برابر  تيجه محيطيعني اضلاع، مساوي دارن، در ن! دو تا شكل هم نهشت هم چيزشون باهم برابره        
  . هم با هم برابرهاوناهاي  هاي نظير به نظير مساوي و همچنين مساحت دارن، زاويه

  :شه اينطوري تعريف كرد كه يعني اگه بخوايم يه تعريف خوب و كامل براي هم نهشتي براتون بگيم، مي
  
  

  
  » ديگرو بپوشوننكاملاً روي هم قرار بگيرن به طوري كه دقيقاً روي هم منطبق بشن و هم«
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Aبراي اينكه نشون بديم دو مثلث  BC


M و  N R


  :نويسيم  هم نهشتن، مي

A BC M R N
 

  

Aحالا الان فرض كن كه ثابت كرديم كه      BC M R N
 

  تـونيم    پـس مـيA BC


 طـوري روي   رو

M R N


 6نهـشتي  پس از هـم  .  قرار بگيرهN روي C و R روي M ،B روي A قرار بديم كه؛   
  :شه تا نتيجه حاصل مي

ˆ ˆA M AB MR
ˆ ˆB R AC MN
ˆ ˆ BC RNC N

     
   

  

  !شه ثابت كرد كه دو تا مثلث هم نهشتن؟ حالا ببينم كه چه جوري مي
  !سه تا راه كوتاه وجود داره. ها و اضلاع رو بررسي كنيم تونيم كه تك تك زاويه نمي

  
  ) ض ز ض(حالت : Iحالت 

ي بينـشون بـا دو ضـلع از يـه      ههر وقت كه دو ضلع از يه مثلث با زاوي ـ  
  هـي بينشون با هم برابر باش مثلث ديگه با زاويه

  

تونيم نتيجه بگيريم كه اين دوتا مثلث با هم هـم نهـشتن               اون وقت مي  
  ي اجزاي يعني ديگه لازم نيست برابري بقيه

  .متناظر رو چك كنيم
  

  : پس توي اين راه از سه تساوي استفاده كرديم
  ˆ ˆ( ) AB xy ( ) BC yz ( ) B y  1 2 3  

   تا نتيجه داره پس اون سه تا چي شد؟6ولي اگه يادت باشه گفتم هم نهشتي 
  ثابـت كنـيم  هـا رو  شن يعني اگه تونستيم اون سه تا بالايي اون سه تاي ديگه از هم نهشتي نتيجه مي  

  :شه تايي ديگه هم نتيجه مي پس اون سه
ˆ ˆˆ ˆ( ) AB xz ( ) C z ( ) A x  4 5 6  
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  ) ض زز (حالت : IIحالت 
ها از يه مثلث با دو زاويه و ضلع  هر وقت كه دو زاويه و ضلع بين اون      

  شه بين از يه مثلث ديگه برابر باشه بازم مي
  .  نتيجه گرفت كه اين دو تا مثلث هم نهشتن

  

  
  )توي شكل بالا(پس شروط لازم براي اين حالت چي شه؟ 

ˆ ˆˆ ˆ( ) C z ( ) BC yz ( ) B y  1 2 3  
   )ض ض ض(حالت : IIIحالت 

  هر وقت كه سه ضلع مثلثي با سه ضلع از يه مثلث ديگه مساوي باشه،
  . نهشت هستن تونيم نتيجه بگيريم كه اين دو مثلث هم مي
  
  
  

  :جا هم كه سه شرطمون معلومه ديگه اين
( ) AB xy ( ) AC xz ( ) BC yz  1 2 3  

  :حالا بريم سراغ چند تا مثال خوبِ ديگه
 قـرار داره ازت  BD و AC وسـطE    تـوي شـكل زيـر گفتـه كـه            :1مثال  

ABخواسته بگي چرا  CD.  
  

  : يعنيBD و AC وسطE گه  خب وقتي مي
( ) DE EB ( ) CE EA 1 2  

 : چون متقابل به رأسن: چرا مساوين هم كه معلومه E2 و E1ي  زاويه

DCهاي    پس مثلث  E


A و    B E


 رو   تا آخـر جـواب  اولحالا ). لت ض ز ض به حا ( هم نهشتن ديگه     
  :نويسن به صورت رياضي اين جوري مي

 
ˆ ˆBE EB C A

ˆ ˆE E A BE DC E DC AB
ˆ ˆCE EA D B

 
 
       

   

1 2
ــايج   (ض ز ض) نتــ

  
  



 
  هندسه و استدلال :فصل اول   17

  .اينم جواب مسأله كه با هم نهشتي تونيستيم ثابتش كنيم
BC توي شكل زير گفته كه       :2مثال   ED   و ˆ ˆOBA OEF   و ˆ ˆOCB ODE   و خواسـته كـه 

  . با هم برابرنŷ و x̂ي  ثابت كني زاويه
  
  
  
  

ˆ ˆ ˆ ˆOBA OEF E B (I)  1 1
 طبـــق قضـــيه ي
   زاويه هاي مكمــل

(II)ˆ ˆBC DE (III) OCD ODE اين دو تا رو هم كه خودش گفته پس :  
ˆ ˆˆ ˆE B O O

BC DE O BC O D E OE OB
ˆ ˆ OD OCOCB ODE

    
      
   

1 1 1 ــايج2   (ز ض ز) نتــ

OCگه كه مثلث  خب اين يكي داره به ما مي   D


ي مثلـث   الساقينه پس طبق قضيه  يه مثلث متساوي
  : الساقين داريم متساوي

ˆ ˆOD OC x y    
AB توي شكل زير گفته كه :3مثال  BC و AD DC   
ˆ چرا بگياسته كه و خو ˆA C   

  
  

Aهاي  خيلي تابلو ـِـ كه مثلث BD


BCD و 


  !! چرا؟، هم نهشتن باهم
AB BC
AD DC
BD BD


 
 

ــه  ــودش گفت  خ
ــه   ــودش گفت ــم خ  اين
ــدارم    ــيحي ن ــم توض ــراي اين ب

ˆ ˆB D
ˆ ˆA BD BCD B D

ˆ ˆA C

 
 


   
 



1 1
2 2

ــايج ( ض ض ض) نتــ
  

  .سته بوداينم اون چيزي كه خوا                           
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