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  دستÉه معادلات خطي - 6فصل 
  

  يك دستÉه معادلات خطي در حالت کلي به صورت زير است
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  يا به شکل ماتريسي 
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)detداراي جواب يكتا است اگر و تنها اگر  )2دستÉه ( -قضيه                    ) 0A .  

  
  :حذفيروش هاي به  حل دستÉه        
  دو دستÉه -تعريف

, (3)AX b  
  و

, (4)AX b   
  ) نيز باشد و برعكس.4جواب  (   )3( را معادل گوييم هرÁه هر جواب 

  
AXفرض كنيد  -تعريف b :ه معادلات خطي باشد، اعمال زير را اعمال سطري مقدماتي مي نامندÉيك دست 

  
 ه در يك عدد غير صفرÉضرب معادله اي از دست 

 افزودن مضربي از يك معادله به معادله ديگر 

 ه با همÉتعويض دو معادله دست  
AXدستÉه   -قضيه b  ه  را در نظر بگيريدÉو فرض كنيد دست AX b   هÉاز انجام اعمال سطري مقدماتي بر روي دستAX b 

  حاصل شده باشد، در آنصورت دو دستÉه معادل هستند. 
  

  :روش حذفي گوس        
  در اين روش ابتدا، ماتريس افزوده دستÉه را به صورت زير تشكيل مي دهيم 
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  . مي كنيم تبديل مثلثي به يك ماتريسرا Aماتريس  و سپس با استفاده از اعمال سطري مقدماتي 
  

  -حذف در ستون اول
11فرض كنيد   0a  11دارد تعويض مي كنيم.) ، ( در غير اينصورت سطر اول ماتريس افزوده را با سطري كه اولين درايه مخالف صفرa  را

  را به صورت زير تعريف مي كنيم 1imمي ناميم. حال ضربگر هاي  عنصر محوري
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اول تغÐر  درايه هاي ماتريس افزوده به جز سطر د شد و بقيهنبرابر با صفر خواهزير قطر اصلي در ستون اول  درايه هايدر اين صورت تمام 

  مي كنند.
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0akkبا فرض  امkصفر كردن درايه هاي زير قطر اصلي ستون به طور مشابه  براي   ريمدا  
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  يس بالا مثلثي تبديل مي شود.)به يك ماتر A(ماتريس  در نهايت ماتريس افزوده به ماتريس زير تبديل مي شود
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1مقادير اكنون  دستÉه فوق يك دستÉه بالا مثلثي نام دارد. 2, ,..., nx x x ه  در با جايگذاري پسروÉبه دست مي آيند.زير  دست    
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  دستÉه زير را با استفاده از روش حذفي گوس حل نماييد. -مثال
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        ماتريس بالا مثلثي است.                                            

  سطر دو م و سطر سوم را جابجا مي كنيم. بنابراينعنصر محوري صفر شده است.                                                                   
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 ------------------------------------------------------------------------------------------------  
  ژردان :- گوسفي حذ روش           

يك را به Aدر اين روش مانند روش گوس، ابتدا ماتريس افزوده دستÉه را مي نويسيم و سپس با اعمال سطري مقدماتي ماتريس 
  تبديل مي كنيم. هماني) و يا (  ماتريس قطري

 ----------------------------------------------------  
  ژردان حل نماييد.–تÉه زير را با استفاده از روش حذفي گوس دس - مثال
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 عنصر  محوري صفر است. سطر اول را با سطر دوم جابجا مي كنيم.                                                                            
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1رت است از:   جواب دستÉه عبا 2 3 42, 3, 1, 1x x x x   .  
--------------------------------------------------------  

ژردان، يك سطر از ماتريس ضرايب صفر گردد در آن صورت دترمينال ماتريس ضرايب –اگر در  روش حزفي گوس و يا گوس       
قد جواب است و يا داراي بيشمار جواب است. اگر درايه متناظر با سطر صفر درستون آخر ماتريس دستÉه برابر با صفر است و در نتيجه دستÉه يا فا

  افزوده  نيز صفر گردد دستÉه داراي بيشمار جواب است د رغير اينصورت دستÉه جواب ندارد. 
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  دستÉه زير را با استفاده از روش حزفي گوس حل نماييد. -مثال
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  عنوان مثال :ب ، ساير متغير ها به دست مي آيند.هامتغير ي ازدستÉه فوق بي شمار جواب دارد. با در نظر گرفتن يك مقدار دلخواه براي يك
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  نماييد. دستÉه زير را با استفاده از روش حزفي گوس حل -مثال
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0در اين حالت با توجه معادله سطر آخر داريم   5   !! !.  .ه جواب نداردÉدر نتيجه دست  
 ---------------------- ---------------------------------------  

  :محورگيري          
  دستÉه زير را در نظر بگيريد.
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  ، داريمرقم اعشار 4به روش گوس و با با حل دستÉه فوق 
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  رده و سپس دستÉه را حل مي كنيم. داريم حال ترتيب دو معادله را عوض ك كه ملاحظه مي شود كه جواب اشتباه است.
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مشاهده مي شود كه تغÐر جاي معادلات مي تواند در جواب دستÉه موثر  باشد. اگر در يك دستÉه معادلات خطي، درايه محوري غيرصفر ولي             

در  ، از نظر قدر مطلق خيلي بزرگتر از يك هستند.ijmاشد، در آن صورت ضربگر ها در مقايسه با درايه هاي ستون خود و در زير آن خيلي كوچك ب
زرگ خطاهاي گردكردن را افزايش مي دهند . بنابراين مناسب است كه بزرگترين عنصر از نظر قدر مطلق  بين نتيجه استفاده از اين اعداد ب

جردن سطري - بدين منظور در هر مرحله از روش حزفي گوس و يا گوسعنصر محوري انتخاب شود. عنصر قطري و عناصر زير آن به عنوان 
يم.  را كه داراي بزرگترين عنصر از نظر قدرمطلق در ستوني كه عناصر زير قطر آن بايد صفر شوند، مي باشد، به عنوان سطر محوري انتخاب مي كن

  مي نامند. محورگيرياين عمل را 
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  محور گيري حل نماييد.روش حذفي گوس و با هاي زير را بامثال. دستÉه 
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ابتدا ماتريس افزوده دستÉه فوق را به صورت زير تشكيل مي دهيم. چون بزرگترين عنصر ستون اول از لحاظ قدر مطلق در سطر سوم است 
  ابتدا سطر اول و سطر سوم را تعويض مي كنيم. داريم
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  بزرگتر است نيازي به عويض سطر ها نيست.از نظر قدر مطلق در اين مرحله چون عنصر محوري از ساير درايه هاي زير آن 
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 ----------------------------------------------------------------------------- 

  ستفاده از روش حذفي گوس با محور گيري و بدون محور گيري حل نماييد.دستÉه زير را با ا -مثال
1 2

1 2

1.133 5.281 6.414,

24.14 1.210 22.93.

x x

x x

 
  

 

 :بدون محورگيري    

24.14
1.133 5.281 6.414 1.133 5.281 6.41421 1.133
24.14 1.21022.93 0 113.7 113.8

113.7 113.8 1.0012 2
1.133 5.281 6.414 0.99561 2 1

m

x x

x x x

   
   
   
   
   
      









 

  

   


   

 

  :با محور گيري       
1.133|24.14| |1.133|1.133 5.281 6.414 24.14 1.21022.93 24.14 1.21022.9321 24.14

24.14 1.21022.93 1.133 5.281 6.414 0 5.338 5.338

5.338 5.338 12 2
24.14 1.210 22.91 2

m

x x

x x

     
     
     
     
     
          

   


  


  3 11x









 

  

--------------------------------------------------------------------------- -  
  حل دستÉه با استفاده از  تجزيه ماتريس:             

 
  تجزيه  ماتريس:

Aاست به طوري كه  Uو بالا مثلثي  Lدر اين بخش، هدف به دست آوردن ماتريس هاي پايين مثلثي   LU.  براي تجزيه
  ماتريس بايد داشته باشيم

0 011 12 1 11 12 111
0021 22 2 22 221 22

0 01 2 1 2

a a a u u uln n
a a a u ul ln nA

a a a ul l lnn nnnnn n n n

                                             

 

 
 

       
 

  

2nرا از رابطه فوق محاسبه نماييم. با توجه به رابطه بالا، تعداد مجهولات  ijuو  ijlحال بايد مقادير مجهول  n  2و تعداد معادله هاn  .است
ي براي اين کار وجود دارد. دو روشي كه در اين فمجهول از مجهولات فوق را به دلخواه انتخاب كرد. راه هاي مختل nبنابراين مي توان 

  است. (Crout)و كرات  (Doolittle)جا مطرح مي شود روش هاي دوليتل 
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  وليتل:روش د        
   را برابر با يك در نظر ميگيريم.  Lدر روش دوليتل، تمام عناصر روي قطر اصلي ماتريس 

1, ( 1,2,..., )iil i n   
  

  :روش كرات         
 ر ميگيريم.   را برابر با يك در نظ Uدر روش كرات، تمام عناصر روي قطر اصلي ماتريس 

1, ( 1,2,..., )iiu i n   
  

AXفرض كنيد بخواهيم دستÉه  b  را حل كنيم. ابتداA  را به صورتA LUتجزيه مي كنيم. پس داريم  
LUX b  

  قرار مي دهيم
UX y  

  پس داريم   
Ly b.  

AXپس حل دستÉه  b   ه مثلثيÉمنجر مي شود به حل دو دستUX y  وLy b ه پايين مثلثيÉابتدا دست .Ly b  و را حل كرده
UXرا به دست مي آوريم سپس از حل دستÉه  yبردار  y  بردارX .به دست مي آيد  

 دستÉه -مثال
5 11,1 2 3

4 1,1 2 3
4 6.1 2 3

x x x

x x x

x x x









  

  

   

  نيد. حل ك دوليتلتجزيه  به روش  را 

5 1 1 1 0 0 11 12 13
1 4 1 1 0 021 22 23
1 1 4 1 0 031 32 33

u u u

A l u u

l l u

                           


  


  

   .Uدر ستون هاي ماتريس  Lضرب سطر اول ماتريس  -کام اول
511
112

113

u

u

u















  

  .Uدر ستون هاي ماتريس  Lضرب سطر دوم ماتريس  -کام دوم
0.2

4.2

1.2

1121 11 21 5
21421 12 22 22 5

6121 13 23 23 5

l u l

l u u u

l u u u

















  

   

   

  

Uدر ستون هاي ماتريس  Lضرب سطر سوم ماتريس  -کام سوم  .  
0.2

0.2857

4.1429

1131 11 31 5
6131 12 32 22 32 21

29431 13 32 23 33 33 7

l u l

l u l u l

l u l u u u

















  

   

    

  

  پس داريم
  

5 1 1 1 0 0 5 1 1

1 4 1 0.2 1 0 0 4.2 1.2

1 1 4 0.2 0.2857 1 0 0 4.1429

     
     
     
     
     
     

 
  

  

  

  براي حل دستÉه داريم



٧ 
 

111 0 0 11 11
0.2 1 0 1 0.2 1 1.22 1 2 2
0.2 0.2857 1 6 0.2 0.2857 6 -4.14293 1 2 3 3

yy

Ly b y y y y

y y y y y

                                



       
        

  

  
4.1429 4.1429 15 1 1 11 3 31

0 4.2 1.2 1.2 4.2 1.2 1.2 02 2 3 2
0 0 4.1429 -4.1429 5 11 23 1 2 3 1

x xx

Ux y x x x x

x x x x x

                               

  
          

    

  

  
  

ض دستÉه مثال قبل را در نظر بگيريد. دستÉه را به روش تجزيه  و  با فر -مثال
111
222
333

u

u

u















  حل نماييد.  

5 1 1 0 0 111 12 13
1 4 1 0 0 221 22 23
1 1 4 0 0 331 32 33

5 111 21
11 0.2 2 4 2.111 12 12 21 12 22 225

1 21 131 0.211 13 13 5

l u u

l l u

l l l

l l

l u u l u l l

l u ll u u

                                     















 



 

       

   

131
2 1 0.631 12 32 32

1 0.5714 3 4 1.380922 23 23 31 13 32 23 33 33

l

l u l l

u u l u l u l l




 

 
 
 
 
  



   

       

 

 
5 0 0 1 0.2 0.2

1 2.1 0 0 2 0.5714

1 0.6 1.3809 0 0 3

L U

   
   
   
   
   
   
   
      


   



 

 

2.25 0 0 11 11
1 2.1 0 1 2.1 1 0.57142 1 2 2
1 0.6 1.3809 6 0.6 1.3809 6 -33 1 2 3 3

yy

Ly b y y y y

y y y y y

                                               



        
       

 

 
3 3 11 0.2 0.2 2.2 3 31

0 2 0.5714 0.5714 2 0.5714 0.5714 02 2 3 2
0 0 3 -3 0.2 0.2 2.2 23 1 2 3 1

x xx

Ux y x x x x

x x x x x

                    
    
    
    
         

  
        

    

 

 ---------------------------------------------------------------------------- 

  :كراريروش هاي تبه  حل دستÉه           
روش هاي تكراري براي حل  حل دستÉه هستند. اكنون مي خواهيمروش هايي كه تا اينجا مطرح كرديم جزء روش هاي مستقيم 

  دستÉه معرفي نماييم. 
  دستÉه معادلات خطي زير را در نظر بگيريد

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    


  

a,0فرض كنيد  iii   ه فوق را به صورتÉزير مي نويسيم، دست  
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1 ( ... ),1 1 12 2 13 3 111
1 ( ... ), 12 2 21 1 23 3 2 ( ), 1, 2,...,22

1,

1 ( ... ).1 1 2 2 1 1

x b a x a x a xna n

nx b a x a x a xna n x b a x i na ij ji iii j j i

x b a x a x a xn na n n nn nnn



















   

    
     

      



  

  
  روش تكراري ژاكوبي:     
(0)  ابتدا (0) (0) (0)

1 2( , ,..., )nx x x x ه را با استفاده از فرمولÉه در نظر گرفته  و جواب جديد دستÉرا به عنوان حدس اوليه براي جواب دست
  تكراري زير به دست مي آوريم.

( 1) ( ) ( ) ( )
1 2 3

( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )2 1 3

( ) ( ) ( )( 1)
1 2 1

1 ( ... ),1 12 13 111
1 ( ... ), 12 21 23 2 (22

1,

1 ( ... ).1 2 1

k k k k
n

k k k k k kn
ji

k k kk
n n

x b a x a x a xa n

nx b a x a x a xa n x b a xa ijiii j j i

x b a x a x a xna n n nnnn





















 





   

    
 

 

     


),

  

  
,1 و با حدس اوليه  دستÉه زير را با روش ژاكوبي از جواب تقريبي  .مثال 1, 11 2 3x xx    به دست آوريدتكرار  2و تا.  

6 14 02 3
4 12 6 0,1 2 3

7 4 12.1 2

x x

x x x

x x









  

   

 
  

  اول و سوم را تعويض مي كنيم. داريم است، ابتدا دو معادله 3xو معادله سوم فاقد  1xاز آنجا كه معادله اول فاقد 

                                                                                            

1( 1) ( )(12 4 ),7 4 12, 1 271 2
1( 1) ( ) ( )4 12 6 0, (0 4 6 ),1 2 3 2 1 312

6 14 0. 1( 1) ( )2 3 (0 6 ).3 214

k kx xx x
k k kx x x x x x

x x k kx x


 
 
  
 
 
 
 



   
       

     

         

  
1 1(1) (0)(12 4 ) (12 4(1)) 2.2857121 27 7
1 1(1) (0) (0)(4 6 ) (4(1) 6(1)) 0.8333,2 1 312 12
1 1(1) (0)(6 ) (6(1)) 0.428574.3 214 14

1 1(2) (1)(12 4 ) (12 4(0.8333)) 2.1904721 27 7
1(2) (1)(4 62 1 312

x x

x x x

x x

x x

x x x











    

    

  

    

  1(1)) (4(2.285712) 6(0.428574)) 0.976187,
12

1 1(2) (1)(6 ) (6(0.8333)) 0.3571443 214 14
x x











  

  

          

             
   سايدل: - روش تكراري گوس                    

(0)در اين روش نيز ابتدا  (0) (0) (0)
1 2( , ,..., )nx x x x  ه را باÉه در نظر گرفته  و جواب جديد دستÉرا به عنوان حدس اوليه براي جواب دست

   استفاده از فرمول تكراري زير به دست مي آوريم.
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( 1) ( ) ( ) ( )1 ( ... ),1 12 13 11 2 311
( 1) ( 1) ( ) ( )1 ( ... ), ( 1) 1 (2 21 23 22 1 3 (22

( 1) ( 1) ( 1)( 1) 1 ( ... ).1 2 11 2 1

k k k kx b a x a x a xa nn

k k k kx b a x a x a x k ka nn x b a xa ijii jii

k k kkx b a x a x a xnan n n nn nnn




















    

         

         



1 1) ( )),
1 1

i n ka xij jj j i


 

  

  

  
ن مرحله استفاده مي گردد در صورتي كه در روش سايدل، در واقع در محاسبه جواب در يك مرحله، از مقادير محاسبه شده در هما –در روش گوس 

  ژاكوبي از مقادير محاسبه شده در مرحله قبل استفاده مي شود.)
 -----------------------------------------------------------------------------------  

  تا سه تكرار  به دست آوريد.سايدل  –تقريبي از جواب  دستÉه مثال قبل را با استفاده از روش گوس  -مثال
1( 1) ( )(12 4 ),1 27 4 12, 71 2
1( 1) ( 1) ( )4 12 6 0, (0 4 6 ),1 2 3 2 1 312

6 14 0. 1( 1) ( 1)2 3 (0 6 ).3 214
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(1) (0) (2) (1)1 1 1 1(12 4 ) (12 4(1)) 2.2857 (12 4 ) (12 4(1.2619)) 2.4354
1 2 1 27 7 7 7
(1) (1) (0) (2)1 1 1(4 6 ) (4(2.285712) 6(1)) 1.2619, (
2 1 3 212 12 12
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(2) (1) 14 6 ) (4(2.4354) 6(0.5408)) 1.0822,
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(2) (2)1 1(6 ) (6(1.0822)) 0.4638
3 214 14
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  همگرايي روش هاي تكراري حل دستÉه

  را اكيدا غالب قطري مي نامند هر کاه داشته باشيمn ،Aمرتبه ي  ماتريس مربعي  -تعريف
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| | | |, 1,2,..., .
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a a i n
 
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Axاگر در دستÉه  -قضيه b  ماتريسA ه روش ژاكوبي و گوسÉسايدل به ازاي هر حدس اوليه   -اكيدا غالب قطري باشد، آن  
(0) (0) (0) (0)

1 2( , ,..., )nx x x x  .ه همگرا استÉبه جواب دست  
  

را در نظر بگيريد.   دستÉه معادلات زير -مثال
6 2 7,1 2 3
3 7 16,1 2 3
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سايدل براي حل دستÉه فوق همگرا نيست. ترتسيب معادلات را به گونه اي تعويض كنيد كه روش ژاكوبي و  –روش ژاكوبي و گوس 
  سايدل همگرا باشند. –گوس 
  قطري اكيد گردد.  ه اي جابجا كنيم كه ماتريس ضرايب دستÉه غالبنکافيست معادلات را به گو -حل
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                                                                                                                                               :6خلاصه فصل 

                 روش گوس-1                                                                                                                                           
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    ژردان-روش گوس -2                                                                                                                                                              
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  مروش هاي مستقي -1
,زيه دوليتل    تج   -1 , 1A LU i lii    

                 ماتريس  روش هاي تجزيه -2                                                                           روش هاي حل
,       تجزيه كرات    -2                                                                                                                                           دستÉه معادلات خطي , 1A LU i uii    
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                روش هاي تكراري  - 2                                           
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