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مقدمه

ابزارهای تکامل و ابداع باعث اقتصادی توسعه ی و اخیر دهه های در جهانی اقتصاد دگرگونی ◀

شده است. مالی متعدد

دیگر یافته ی تکامل صورت و مالی مشتقات شایع ترین از یکی معامله اختیار قرارداد ◀

است. قراردادها

از که است، مالی ریاضیات در اساسی مسائل از یکی معامله اختیار قیمت گذاری امروزه ◀

برد. نام را مرتون و شولز و بلک می توان حوزه این پیشگامان

که می شود استفاده اروپایی معامله ی اختیار قیمت گذاری جهت بلک−شولز، کلاسیک فرمول
جدید تحقیقات است. نشده منعکس خوبی به مدل این در بازار پارامترهای در تصادفی تغییرپذیری

شده اند. متمرکز (رژیم−متغیر) تبدیل−وضعیت اصطلاح به مدل بر زمینه این در

۱۳ از ۲ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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بی حافظگی نمایی، توزیع

تعریف
به آن احتمال چگالی تابع هرگاه است، 𝜆 > ۰ پارامتر با نمایی توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر

صورت

𝜑(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑥 ≥ ۰

۰ 𝑥 < ۰

باشد.

تعریف
اگر، گوییم بی حافظه را 𝑋 تصادفی متغیر

𝑃(𝑋 > 𝑠 + 𝑡 ∣ 𝑋 > 𝑠) = 𝑃(𝑋 > 𝑡), 𝑠, 𝑡 ≥ ۰ .

۱۳ از ۳ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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نرمال توزیع

تعریف
توزیع دارای 𝑋 تصادفی متغیر باشند. مثبت حقیقی عدد یک 𝜎 و حقیقی عدد یک 𝜇 کنید فرض

صورت به آن احتمال چگالی تابع هرگاه است، 𝜎۲ واریانس و 𝜇 میانگین با نرمال

𝜑(𝑥) = ۱
𝜎√

۲𝜋𝑒
−(𝑥−𝜇)۲

۲𝜎۲ , 𝑥 ∈ ℝ

باشد.

می شود نامیده یک واریانس و صفر میانگین با استاندارد نرمال توزیع 𝑍 = 𝑋 − 𝜇
𝜎 نرمال توزیع

از است عبارت آن چگالی تابع که

𝜑(𝑧) = ۱√
۲𝜋𝑒 −𝑧۲

۲ , 𝑧 ∈ ℝ .

۱۳ از ۴ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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براونی حرکت

تعریف
اگر گویند براونی حرکت یک را {𝐵𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} تصادفی فرآیند

،𝐵۰ = ۰ ۱

باشد، 𝑡 − 𝑠 واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای 𝑠 ≤ 𝑡 برای 𝐵𝑡 − 𝐵𝑠 ۲

،... ،𝐵𝑡۳
− 𝐵𝑡۲

،𝐵𝑡۲
− 𝐵𝑡۱

تصادفی متغیر های یعنی باشد، مستقل نمو های دارای 𝐵𝑡 ۳

باشند. مستقل 𝑡۱ ≤ 𝑡۲ ≤ ... ≤ 𝑡𝑛 برای 𝐵𝑡𝑛
− 𝐵𝑡𝑛−۱

۱۳ از ۵ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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مولد ماتریس

تعریف
در که است 𝑄 = (𝑞𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝐼 ماتریس ،𝐼 روی 𝑄−ماتریس یک باشد. شمارا) (یا متناهی مجموعه ای 𝐼 کنید فرض

می کند: صدق زیر شرایط

،۰ ≤ −𝑞𝑖𝑖 < ∞ ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای ۱

،𝑞𝑖𝑗 ≥ ۰ ،𝑖 ≠ 𝑗 هر برای ۲

،∑𝑗∈𝐼 𝑞𝑖𝑗 = ۰ ،𝑖 ∈ 𝐼 هر برای ۳

دارد. نام مولد ماتریس ماتریسی، چنین

تذکر
آنگاه باشد، ثابت مقداری 𝑄 و 𝑡 از تابعی 𝑃(𝑡) و 𝑞𝑖𝑖 = −𝑞𝑖 کنیم تعریف اگر

𝑃(𝑡) = 𝑒𝑄𝑡 =
∞
∑
𝑖=۰

(𝑄𝑡)𝑖

𝑖!

۱۳ از ۶ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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تعریف
مشمول سیگما−جبر 𝒢 و (Ω, ℱ, 𝑃) احتمال فضای در انتگرال پذیر تصادفی متغیر 𝑋 کنید فرض
می شود، تعریف 𝔼(𝑋|𝒢) تصادفی متغیر با 𝒢 شرط به 𝑋 ریاضی امید باشد. (𝒢 ⊆ ℱ) ℱ در

به طوری که

است، پذیر 𝒢−اندازه تصادفی متغیر یک ،𝔼(𝑋|𝒢) ◀

،𝐴 ∈ 𝒢 هر برای ◀

∫
𝐴

𝔼(𝑋 ∣ 𝒢)𝑑𝑃 = ∫
𝐴

𝑋𝑑𝑃 .

تعریف
مجموعه ی باشد. Ω در ℱ سیگما−جبر های زیر از مجموعه ای {ℱ𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} کنید فرض

برقرار ℱ𝑠 ⊆ ℱ𝑡 رابطه ی ۰ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 هر برای هرگاه می نامیم، پالایه یک را {ℱ𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰}
باشد.

۱۳ از ۷ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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ایتو فرآیند

تعریف
پالایه ی با براونی حرکت یک {𝐵𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} و احتمال فضای یک (Ω, ℱ, 𝑃) کنید فرض

صورت به 𝑡 ≥ ۰ برای 𝑋𝑡 پذیر اندازه پیشرو فرآیند باشد. {ℱ𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰}

𝑋𝑡 = 𝑋۰ + ∫
𝑡

۰
𝑎(𝑠)𝑑𝑠 + ∫

𝑡

۰
𝑏(𝑠)𝑑𝐵𝑠 ,

دیفرانسیلی شکل یا و
𝑑𝑋𝑡 = 𝑎(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑏(𝑡)𝑑𝐵𝑡 ,

اندازه پیشرو فرآیند های 𝑇 > ۰ هر ازای به 𝑏 و 𝑎 به طوری که گویند 𝑏 و 𝑎 مشخصه های با ایتو فرآیند یک را
داریم: همچنین و هستند پذیر

𝔼 ∫
𝑇

۰
|𝑎(𝑠)|𝑑𝑠 < ∞ , 𝔼 ∫

𝑇

۰
|𝑏(𝑠)|۲𝑑𝑠 < ∞ .

۱۳ از ۸ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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مارتینگل

تعریف
تصادفی متغیر های از {𝑋𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} خانواده  ی باشد. احتمال فضای یک (Ω, ℱ, 𝑃) کنید فرض

کند: صدق زیر شرط سه در اگر تنها و اگر است مارتینگل {ℱ𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} پالایه ی به نسبت

،𝔼(|𝑋𝑡|) < ∞ ۱

است، پذیر ℱ𝑡−اندازه ،𝑋𝑡 ۲

.𝔼(𝑋𝑡 ∣ ℱ𝑠) = 𝑋𝑠 ،۰ ≤ 𝑠 < 𝑡 هر ازای به ۳

۱۳ از ۹ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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گیرسانو) (قضیه قضیه
پالایه ی {ℱ𝑡 ∶ 𝑡 ≥ ۰} و (Ω, ℱ, 𝑃) احتمال فضای روی براونی حرکت یک 𝐵𝑡 ،۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 برای کنید فرض

کنید فرض همچنین باشد. (سازوار) گار ساز فرآیند یک 𝛽𝑡 کنید فرض باشد. آن به مربوط

𝑍𝑡 = exp(− ∫
𝑡

۰
𝛽𝑢𝑑𝐵𝑢 − ۱

۲
∫

𝑡

۰
𝛽۲

𝑢𝑑𝑢),

�̃�𝑡 = 𝐵𝑡 + ∫
𝑡

۰
𝛽𝑢𝑑𝑢,

آن در که

𝔼 ∫
𝑇

۰
𝛽۲

𝑢𝑍۲
𝑢𝑑𝑢 < ∞ .

رابطه ی با شده تعریف �̃� احتمال اندازه ی تحت و 𝔼(𝑍) = ۱ آن گاه ،𝑍 = 𝑍𝑇 دهید قرار

�̃� (𝐴) = ∫
𝐴

𝑍(𝜔)𝑑𝑃(𝜔) ,

است. براونی حرکت یک ۰ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 برای �̃�𝑡 فرآیند

۱۳ از ۱۰ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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تعریف
یک را 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 این صورت در باشند. متریک فضای دو (𝑌 , 𝑑′) و (𝑋, 𝑑) کنید فرض

هرگاه گوییم، لیپ شیتز تابع

∃ℓ > ۰ 𝑠.𝑡 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ ℓ𝑑(𝑥, 𝑦) .

تعریف
با لیپ شیتز تابع یک 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 باشند. نرم دار فضای دو (𝑌 , 𝑑′) و (𝑋, 𝑑) کنید فرض

می نامیم. انقباضی عملگر یک را 𝑓 آن گاه باشد، ℓ ∈ (۰, ۱) ثابت

باناخ) ثابت نقطه (قضیه قضیه

در باشد. انقباضی نگاشت یک 𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋 و کامل متریک فضای یک (𝑋, 𝑑) کنید فرض
نقطه ی این به 𝑓𝑛(𝑥۰) ،𝑥۰ ∈ 𝑋 هر برای و دارد فرد به منحصر ثابت نقطه ی 𝑋 در 𝑓 این صورت

می کند. میل ثابت

۱۳ از ۱۱ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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قضیه
معادله ی برای فرد به منحصر جواب یک 𝜓 ◀

𝜓(𝑠, 𝑦, 𝑖) = 𝒯𝜓(𝑠, 𝑦, 𝑖) + 𝑒𝑞𝑖𝑖(𝑇 −𝑠)𝜓۰(𝑠, 𝑦, 𝑖) .

است.

کنید تعریف بازگشتی صورت به را 𝑛 = ۱, ۲, ... برای {𝜓𝑛} و 𝜓۰ = 𝜓۰ کنید فرض ◀

طوری که

𝜓𝑛+۱(𝑠, 𝑦, 𝑖) = 𝒯𝜓𝑛(𝑠, 𝑦, 𝑖) + 𝑒𝑞𝑖𝑖(𝑇 −𝑠)𝜓۰(𝑠, 𝑦, 𝑖) .

است. همگرا 𝜓 به {𝜓𝑛} دنباله ی آن گاه

۱۳ از ۱۲ ۱۳۹۹ بهار فارسی بیمر مکانیک) مهندسی (دانشکده بیات ایمان
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