


ریاضیات
و کاربردهای آن



(اسلاید60)مجموعه ها : فصل اول

(اسلاید89)توابع : فصل سوم

(اسلاید89)مشتق: فصل چهارم

(اسلاید31) کاربردهای مشتق: فصل پنجم



فصل اول

مجموعه ها



اهداف كلي

هاا  هی مجموعی نظریهی این فصل آشنایي با مفاهیم اولیههدف کلي از ارائه

دماتي از پردازیم و مقا سپس به بیان اصول دوگاني و استقراء ریاضي مي. است

.آنالیز ترکیبي را ارائه خواهیم داد



اهداف رفتاري

:رود به اهداف زیر نائل گردددر انتهای این فصل از دانشجو انتظار مي

.تشخیص دهد چه دسته ای از اشیاء تشكیل یك مجموعه مي دهند( 1

.بتواند اشتراك، اجتماع و تفاضل دو مجموعه را بدست آورد( 2

.مجموعه های اعداد طبیعي، صحیح، گویا، اصم و حقیقي را بشناسد( 3

.بتواند حاصل ضرب دو مجموعه را محاسبه کند( 4



.دداصل استقراء ریاضي را بداند و بتواند آن را در حل مسائل به کار بن( 5

.دستور دو جمله ای را بداند( 6

.بتواند اصول جمع و ضرب را به کار بندد( 7

مكرر، تبدیل بتواند در حل مسائل ترکیبیاتي اصول ترتیب، ترتیب با حروف( 8

.ار گیردجایگشت با حروف مكرر، ترکیب، ترکیب با تكرار حروف را به ک( 9



تعريف

ه ک... عبارت است از یك دسته از اشیاء یا اشخاص یا حروف یا اعداد مجموعه

ا یا عنصرهر یك از عوامل متشكله مجموعه را یك . کاملاً مشخص شده باشند

. مجموعه خوانندعضو

: مثال 

. 9و 7، 3، 1مجموعه اعداد .  1

. مجموعه افرادی که در ایران زندگي مي کنند. 2



⋘☟⋙

ممكن است یك مجموعاه را  . مجموعه ها را عموماً به دو طریق نشان مي دهند
مانند مجموعه.با معرفي و نوشتن تمام عناصر آن مشخص کرد

 = A{ 1و 3و 5و 7و 9}

ممكن است یك مجموعه را به وسیله تعریف خصوصایات اجازای آن مشاخص   

. کرد

= A{ x: است 11عددی فرد و مثبت و کوچكتر از x}مانند 

{x عددی صحیح فرد است :x }B =
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باشاد،  aشاامل  Aتعلق داشته باشد، یعني Aبه مجموعه ای مانند aاگر عنصر 

عدم تعلق . Aمتعلق است به aو مي خوانند در این صورت مي نویسند 

a را به مجموعهAنشان مي دهندبه صورت .

AaAa

Aa

Aa



مجموعه هاي محدود و نامحدود

محادود اگر تعداد عناصر یك مجموعه عدد محدود معیناي باشاد مجموعاه را    

خوانند، مانند مجموعه روزهای هفته، ولاي اگار تعاداد عناصار یاك مجموعاه       

. باشد مجموعه را نامحدود گویندنامحدود



تساوي دو مجموعه

.گویند اگر دقیقاً دارای عناصار هماننادی باشاند   مساویرا B , Aدو مجموعه 

عادم تسااوی دو   . ان ماي دهناد  شا نA=Bتساوی دو مجموعه را باه صاورت   

.نشان مي دهندB≠Aمجموعه را به 



مجموعه تهي

خوانند و آن را خاليیا تهيمجموعه ای را که دارای عنصری نباشد مجموعه 

.متر است4مثلاً مجموعه افرادی که قد آنها . نشان مي دهند ɸبا  



زيرمجموعه

نیز باشد، بنابه تعریاف،  Bمتعلق به مجموعه Aاگر هر عنصر متعلق به مجموعه 

A زیرمجموعهراBنشان مي دهند و ماي خوانناد   نامند و به صورت

A زیرمجموعهB و « هر چاه باشاد  »به معني ∀است، در زبان ریاضي علامت

م، ئا با توجه باه معناای ایان علا   . خوانده مي شود« نتیجه مي دهد،»⇒علامت 

: مي خوانند اگر Bرا زیرمجموعه Aمجموعه 

BA

BA

BABxAx  )(
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.  خوانندBزیرمجموعه محضرا Aباشد، A ≠ B , Bزیرمجموعه Aاگر 

برابرند، اگار و فقاا اگار، هار یاك زیرمجموعاه       B , Aدر نتیجه دو مجموعه 

: دیگری باشند، یعني 

BAABBA  ),(



مجموعه مجموعه ها

یاا  مجموعاه مجموعاه هاا   مجموعه ای، که عناصرش خود مجموعاه باشاند، را   

بناا باه   . ، که یك کلاس اسات خوانند، مانند کلاس

تعریف، مجموعه ای که عناصرش تمامي زیرمجموعه های یك مجموعه باشند،

باشاد   = A{ 1و2و3}ماثلاً اگار  . آن مجموعه نامیده مي شاود مجموعه تواني

: نمایش داده مي شود، برابر است با P (A)مجموعه تواني آن، که با 

            AAP ,3,2,3,1,2,1,3,2,1,)( 

  2,1,A



مجموعه جهاني

اگاار عناصاار یااك مجموعااه را در نظاار بگیااریم مااي تااوان ایاان مجموعااه را  

مجموعه جهانياین مجموعه کلي را . زیرمجموعه یك مجموعه کلي تر دانست

را ماي تاوان   Aباشاد،   = A{ 1و2و3}ماثلاً اگار  . نشان مي دهیمUبا . نامیده

را مجموعاه اعاداد طبیعاي    Uزیرمجموعه اعداد طبیعي دانست، لذا ماي تاوان   

.فرض کرد



عمليات بر روي مجموعه ها

بر روی مجموعه ها، عملیات اتحاد و اشتراك و تفاضل و حاصل ضرب را 

.تعریف مي کنیم



اجتماع دو مجموعهيا اتحاد

عبارت از مجموعه ای است کاه تماام عناصارش باه     A ,Bدو مجموعه اجتماع

.و یا به هر دو مجموعه تعلق داشته باشندBیا مجموعه Aمجموعه 

: اتحاد دو مجموعه را مي توان به صورت زیر نشان داد 

Bx AxxBA  : یا



اجتماع دو مجموعهيا اتحاد

BA

u



اشتراك

مجموعه ای است که عناصرش به هار دو مجموعاه   B , Aدو مجموعه اشتراك

.تعلق داشته باشند

 BxAxxBA  ,:



اشتراك

BA

U



تفاضل

تعلاق داشاته،   Aمجموعه ای است که عناصارش باه   B ,Aدو مجموعه تفاضل

. تعلق نداشته باشندBولي به 

 Bx,Ax:xBA 



تفاضل

U

B

A

A-B



مجموعه مكمل

، مجموعه ای است از عناصر مجموعاه جهااني   Aمكمل مجموعه بنا به تعریف، 

U که بهAتعلق نداشته باشند.

. و یا به طور ساده 

: اگر توجه شود، داریم 

 UxAxxA  ,:

 AxxA  :

AUA 



مجموعه مكمل

U

A
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:اجتماع و اشتراك سه مجموعه دارای خاصیت شرکت پذیری است، یعني 

خاصیت توزیعي اشتراك نسبت به اتحاد

خاصیت توزیعي اشتراك نسبت به اتحاد

: همچنین قوانین دومورگان عبارتند از 

)()(

)()(

CBACBA

CBACBA





)()()( CABACBA 

)()()( CABACBA 

BABA

BABA





)(

)(



افراز مجموعه ها

را که عناصار  Pمجموعه ای ناتهي باشد، مجموعه Aفرض مي کنیم :تعریف 

مي باشد یك افراز مي خوانند، اگرAآن زیرمجموعه هایي از 

: را در نظر گیریم داریم Pو اگر تمامي عناصر 

 jijiji AAAAAPAAji ,,,,,,

AAi

n

i


1



مثال

. باشد= A{ 1و2و3و4و5و6و7}فرض کنید 

0R= { 4}.و 1R= { 1و5}و 2R= { 2و6}و 3R= { 3و7}

. استAیك افراز { 0Rو 1Rو 2Rو 3R}مجموعه 



اصل دوگاني

تبادیل گاردد، گازاره    Uبه ɸو ⋃به ⋂اگر در یك گزاره درباره نظریه مجموعه ها، علامت 
پاذیری  مثلاً بنا به خاصایت شارکت  . جدید نیز برقرار مي باشد و به دوگان اولي موسوم است

:اتحاد داریم

:طبق اصل دوگاني، دوگان این رابطه عبارت است از 

م و بر همین اساس، اگر بخواهیم صحت یك گزاره در مورد نظریه مجموعاه هاا را بابات کنای    
. توانیم صحت دوگان آنها را بابت نماییممي

)()( CBACBA 

)()( CBACBA 



حاصل ضرب مجموعه ها

:جفت یا زوج مرتب

(a ,b)باوده کاه باه    b , aمشتمل بر دو عنصار  زوج مرتببنا به تعریف، یك 

دوم( یاا مخاتص  )مولفه را bو اول( یا مختص)مولفه را A. نشان داده مي شود

ات دو زوج مرتب هنگامي و فقا هنگامي با هام برابرناد کاه مختصا    . مي نامند

.متناظر آنها نظیر به نظیر با یكدیگر برابر باشند

dbcadcba  ,),(),(
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است و آن را به an... و 2aو 1aعنصر nگانه مرتب مشتمل بر nبنا به تعریف 

.نشان مي دهند( 1aو 2a... و an)صورت 

(a1,a2,…,an) = (b1,b2,…,bn)  ⇔  ai=bi و i= 1,2,…,n



حاصل ضرب مجموعه ها

ه این دو مجموعاه کا  حاصل ضرببنا به تعریف، . مفروضندB , Aدو مجموعه 

: مي خوانیم برابر است با Bدر  Aنشان داده و B ×Aآن را به 

 BbAabaBA  ,:),(



اصل استقراي رياضي

:اصل استقراء 

: خاصیتي مربوط به اعداد صحیح باشد P (n)عدد صحیح و nاگر 

. صحیح استP(1)فرض مي کنیم (الف)

اسات، بابات ماي کنایم کاه      k > 1صحیح باوده و  P (k)فرض مي کنیم (ب)

(1+k )P صحیح است، در این صورت خاصیتP (n) برای تمامي اعداد  وجود

. دارد



مثال

: به روش استقراء بابت کنید که داریم 

  
6

121nn
  n...321 2222 


n



تعريف نماد جمع بندي با استفاده از اصل استقراء 

. زیگما که حرفي یوناني است، برای جمع به کار مي رود∑نماد  

کراناه باا ی  را nو کراناه پاایین  را 1مي نامناد  عامل گردان زیگمارا iکه 

. مي توان هر نماد دیگری را به کار بردiبه جای عامل گردان . زیگما گویند





n

i

ni aaaaa
1

321 ...



تعريف نماد ضرب با استفاده از اصل استقراء 

:نماد ضرب نیز به صورت زیر تعریف مي شود 

. یا مساوی آن باشدnمي تواند هر مقدار کمتر از ( i=1)کرانه پایین 





n

i

ni aaaa
1

21 .......
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: این دو نماد خواص زیر را دارا مي باشند 

:عددی بابت باشد kاگر 

:  عددی بابت باشد kاگر 

 
 


n

i

n

i

nkknkk
1 1

,

 
 


n

i

n

i

ii kaak
1 1
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: باشد اگر

: اگر کرانه های دو زیگما یا دو نماد ضرب مساوی باشند، داریم 

   
   


n

i

m

i
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i
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  
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
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i
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فاكتوريل

(nفاکتوریال  )!n، عدد nبه کمك استقراء، برای عدد صحیح غیرمنفي :تعریف 

.به صورت زیر تعریف مي شود

: با توجه به تعریف فوق به کمك استقراء  مي توان نشان داد 








0,)1(!!)1(
1!0

nnnn

nn  ...321!

n...i n! 
n

i

 


321
1



تعريف

باشااد، عاادد طبیعااي کااهn , mبااه ازای هاار عاادد صااحیح   

و یاا   به ضریب دوجمله ای نیوتن موسوم اسات و باه  ”

. نمایش داده مي شود” 

nm0

)!(!! mnmn m

nC










n
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5
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






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دستور دوجمله اي 

:قضیه 
: داریم nبه ازای هر عدد طبیعي 
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n(a+b)بسط دو جمله اي 



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تعميم دستور دو جمله اي

: در برخي از کتاب ها ضریب بسا فوق را به صورت زیر نشان مي دهند
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آناليز تركيبي 

:اصل جمع
⋂ Aدو مجموعه محدو و مجزا باشند، یعني Bو Aاگر  B = ɸ  به طوری کاه

B ،n(B)=m2و تعداد عناصار مجموعاه   A ،n(A)= m1تعداد عناصر مجموعه 

: فرض شود، در این صورت داریم

21)()()( mmBnAnBAn 



⋘☟⋙

: اصل ضرب
n(B)، دارای Bعضاو و  n(A)دارای Aفرض مي کنیم مجموعه های محادود  

مجموعااه محاادودی اساات کااه دارای  B×Aعضااو باشااند، در ایاان صااورت  

n(A).n(B)عضو مي باشد .



تعريف آناليز تركيبي 

خاص، مجموعه عملیاتي است که روی حرف یا اعداد، اشیاء یا اشآنالیز ترکیبي

باات  انجام مي شود و مقصود از آن تعیین تعداد گروه هایي است کاه از ترکی ... 

یات این عمل. به دست مي آید... مختلف این حروف با اعداد یا اشیاء یا اشخاص 

. به سه دسته تقسیم مي شود؛ تبدیل، ترتیب و ترکیب



ترتيب

:تعریف
r (r ≤ n)گیریم،ازاین عناصار،  عنصر متمایز را درنظرميnمشتمل برایمجموعه

را حا ت ممكان . عنصر را انتخاب نموده و به صورت های مختلف مي نویسیم

. نمایش مي دهندP (n,r)مي نامند و آن را به rبه rحرف nترتیب 



مثال

به چند طریق مي توان سه حرف انتخاب نماوده و  fو e,d,c,b,aبا شش حرف 

آنها را به صورت های مختلف نوشت؟ 

یعني داریم،6×5×4=120بنابر اصل ضرب، حا ت ممكن برابر است با 

120(=6،3)P  .



قضيه

: برابر است باrبه rحرف nحرف متمایز داشته باشیم تعداد ترتیبات nاگر 

)!(

!
)1)...(2)(1(),(

rn

n
rnnnnrnP



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، غالبااً مساهله را   P (n ,n)باشد، یعناي  r=nاگر . استدر 

: مي نامند و در این صورت، داریم جایگشتیا تبدیل

P (n) = n!

حرف را انتخاب نموده و به nحرف وجود دارد و این nدر تبدیل یا جایگشت، 

. صورت های مختلف کنار هم قرار مي دهیم

),(, rnPnr



مثال

، بدون تكرار ارقام، چند عدد پنج رقمي مي توان ساخت؟1، 2، 3، 4، 5با ارقام 

:حل 
: ت با پس تعداد آنها برابر اس. است( یا تبدیل)رقم پنج به پنج 5مسهله ترتیب 

120 =1 ×2 ×3 ×4 ×5! =5( =5)P



ترتيب با حروف مكرر 

n    حرف متمایز را در نظر گرفتاه و از میاان ایانn  حارفr   حارف را انتخااب

فرض ماي کنایم هار یاك از     . کنیم و به صور ممكن کنار هم قرار مي دهیممي

. حروف را بتوان تكرار کرد

: قضیه 
: برابر است باrبه rحرف nحرف متمایز داشته باشیم تعداد ترتیب مكرر nاگر 

rnrnP  ),(



تبديل يا جايگشت با حروف مكرر 

:قضیه 
n  حارف نیاز   و  ... حارف همانناد و   حرف شبیه هام،  حرف را که در آن

: حرف با حروف مكرر برابر است با nهمانند باشند، تبدیل یا جایگشت این 

!....!.!

!
)(

21 rnnn

n
nP 

1n
2nrn



تركيب

عنصار  rعنصار  nاگار از ایان   . را در نظر مي گیریمعنصر متمایز n:تعریف 

کیاب  آنها را بدون جابه جایي بنویسیم، مسهله، مسهله تر(r ≤ n)انتخاب نموده 

مي نامند و حاا ت ممكان را باه   rبه rحرف nاست و آن را ترکیبات 

. نشان مي دهندیا  

:برابر است با rبه rحرف متمایز nتعداد ترکیبات :قضیه 

!)(!
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تركيب با تكرار حروف 

n حرف متمایزa,b,c,…,l      را در نظر ماي گیاریم و ماي خاواهیم از ایانn

rتا تایي بسازیم؛ با این تفاوت که، هر یك از حروف را بتوانrحرف ترکیبات 

مكن را حا ت م. این مسهله را ترکیب با تكرار حروف مي نامیم. بار تكرار کرد

. نشان مي دهیمبه  

: در این صورت . حرف متمایز را در نظر مي گیریمn:قضیه 

r

rn

r

n cc 1

r

nc



مختصات

صات از مخت... برای تعیین وضعیت نقاط واقع بر روی یك صفحه ، یا فضا، 

.استفاده مي شود



مختصات قطبي 

. را انتخاب مي کنیمOبرای این منظور محور  را رسم نموده و بر روی آن نقطه 

. مي نامندمحور قطبيها را xو محور قطب را Oبنا به تعریف، 

را OMطول . را به قطب وصل مي کنیم( در صفحه)Mاکنون نقطه غیرمشخص 

کاه بار   θها را به xبا جهت مثبت محور OMو زاویه ( عددی مثبت است)rبه 

زاویاه قطباي  را θو شاعاع حامال  را R. حسب رادیان مي باشد نشان مي دهیم

),(مي نامند، که مي نویسندMنقطه  rM



رابطه بين مختصات قطبي و كارتزين
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فصل سوم

توابع



اهداف كلي

ه حاد  سپس ب. توابع و انواع آن مي باشدمعرفيی این فصلهدف کلي از ارائه

و بازرگااني  و پیوستگي توابع پرداخته و استعمال برخي از توابع را در اقتصااد 

.  مورد بررسي قرار مي دهیم



اهداف رفتاري

:رود به اهداف زیر نائل گردددر انتهای این فصل از دانشجو انتظار مي

.بتواند تشخیص دهد که رابطه ی داده شده یك رابطه ی هم ارزی است یا خیر( 1

.بتواند تشخیص دهد که رابطه ی داده شده یك تابع است یا خیر( 2

.دامنه و برد تابع داده شده را بدست آورد( 3

.یك به یك بودن و پوشا بودن تابع داده شده را بررسي کند( 4

.مفهوم هندسي یك به یك بودن و پوشا بودن تابع را بداند( 5

.عملیات جبری روی توابع را انجام دهد( 6

.وردبتواند ترکیب دو تابع را محاسبه کند و برای تابع حاصله دامنه و برد بدست آ( 7



.تشخیص دهد کدام تابع دارای معكوس است( 8

.در صورت وجود تابع معكوس بتواند آن را محاسبه کند( 9

.بتواند حد، حد چپ و حد راست توابع را محاسبه نماید( 10

.قضایای حد را به کار گیرد( 11

.پیوستگي و گسستگي توابع را تشخیص دهد( 12

.حد دنباله ها را محاسبه کند( 13

.بتواند توابع را در مسائل اقتصاد و بازرگاني به کار گیرد( 14

.خص کندبتواند توابع تقاضا، عرضه، هزینه کل، هزینه متوسا و نقطه تعادل بازار را مش( 15



توابع

:رابطه 
را یاك  B ×Aرا در نظر مي گیریم، هر زیرمجموعه ای از B , Aدو مجموعه 

، باشد، ماي نویساند،   اگر . خوانندBدر Aای از (یا بستگي)رابطه

xRyگویند و ميx رابطهR باyدارد.

Ryx ),(



رابطه معكوس 

: عبارت است از Rباشد معكوس رابطه Bدر A، رابطه ای از Rاگر 

 RyxxyR  ),(:),(1



رابطه انعكاسي  

خوانند، اگر انعكاسي، Aرا در مجموعه Fرابطه 

ودن در برای مثال اگر مجموعه خطوط صفحه را در نظر بگیریم، رابطه موازی ب

. مجموعه خطوط صفحه، یك رابطه انعكاسي است

FaaAa  ),(



رابطه متقارن 

. خوانند، اگر داشته باشیممتقارن، رابطه Aرا در مجموعه Fرابطه 

باه  Fبه عنوان مثال اگر مجموعه خطوط صافحه را در نظار بگیاریم و رابطاه     

.یك رابطه متقارن استFمفهوم موازی بودن باشد 

FabFba  ),(),(



رابطه متعدي 

گویند، اگر  متعدییك رابطه Aرا در مجموعه Fرابطه 

برای مثال، رابطه موازی بودن در مجموعه خطوط صفحه، یاك رابطاه متعادی   

. است












Fcb
Fca

Fba

),(
),(

),(



رابطه هم ارزي 

اً گویند، اگر او ً انعكاسي، بانیا رابطه هم ارزییك Aرا در مجموعه Fرابطه 

.متقارن و بالثاً متعدی باشد

:مثال 

نیز در Fمثلث های واقع بر یك صفحه باشد و رابطه ( تمامي)، Aاگر مجموعه 

. مجموعه به مفهوم متشابه بودن باشد، این رابطه یك رابطه هم ارزی است



رابطه هم ارزي و افراز 

کلاس . Aاز aبرای هر عنصر . باشدAرابطه ای هم ارزی در Fفرض مي کنیم 

برابر است با aهم ارزی 

نشان داده و را بهAمجموعه تمامي کلاس های هم ارزی 

   Fxaxa  ),(:

  Faa
F

A
 :

F

A



قضيه

افزاری باشد، دراین صورت مجموعه Aارزی درای همرابطهFکنیم کهفرض

: مي باشد، یعني داریم Aدر 

، داریمAهای متعلق به aبرای تمامي ( الف

. باشداست، اگر و فقا اگر( ب

. مجزا مي باشند[b]و[a]باشد در این صورت مجموعه هایاگر ( ج

F

A

 aa

   ba Fba ),(

   ba 



رابطه ضدمتقارن 

مي نامند، اگر داشته باشیمضدمتقارنیك رابطه Aرا در مجموعه Fرابطه 

.  a = b، نتیجه شود و”  Fba ),(Fab ),(



توابع  

:تعریف 
خوانند، اگر در تابعرا یك Bدر Aدو مجموعه باشد، هر رابطه از B , Aاگر 

آن دو زوج مرتب پیدا نشود که مختص اول آنهاا مسااوی و مخاتص دومشاان     

. متفاوت باشد



دامنه تعريف و حوزه مقادير  

. باشدBدر Aتابعي از fفرض مي کنیم 

f∍(x,y)مجموعااه ای متشااكل از تمااامي مختصااات اول زوج هااای مرتااب  

نشان ماي دهناد و مجموعاه مختصاات     Dfگویند و آن را بهfتعریف دامنهرا 

.تابع گویندبردنشان داده و آن را Rfدوم را به

Rfاگر = B خوانندپوششيباشد تابع را .



تابع يك به يك و تناظر يك به يك 

خوانند، اگر یك به یكرا تابع F. باشدBدر Aتابعي از fفرض مي کنیم 

را fتابعي پوششي باشد، fبوده و در ضمن Bدر Aتابعي یك به یك از fاگر 

. خوانندتناظر یك به یك

2121 )()( xxxfxf 



تساوي دو تابع

دارای دامناه  g , fهنگامي و فقا هنگامي با هم برابرند، که او ً g , fدو تابع

. و برد مساوی و بانیاً

   a f a g   D a f 



تابع مركب 

: را در نظر مي گیریم g , fدو تابع 

. فرض کنید . )را در نظر بگیریدAاز مجموعه aعنصر 

و نیز 

از آنجا

CBg

BAf





:

:

)(afb

)(bgc

 )(afgc 
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نظیر گردیاده اسات،   cبه عنصر g  o  fبه وسیله aدر این صورت مي گوییم، 

: نام دارد، و داریم تابع مرکبg  o  f، یعني fogca ),(

  )(,:),( afgcAacafog 



عمليات جبري بر روي توابع  

– fو f + gدو تابع باشند، توابع g , fاگر  gتوابعي هستند که:

gfgfgf DDDD

xgxfxgf

xgxfxgf

 





)()()()(

)()()()(
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عریف به همین ترتیب حاصل ضرب و خارج قسمت این توابع، به صورت زیر ت

.  مي گردد

 0)(:
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)(
)()(
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g
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معكوس يك تابع  

. باشدBدر Aتابعي از fفرض مي کنیم 

: برابر است با fمعكوس تابع 

 )(:),(1 yfxyxf 



تابع معكوس

تاابع  در ایان صاورت آن را   . گاهي معكوس یك تابع، خاود یاك تاابع اسات    

. خوانندمعكوس

f، او ً یك به یك و بانیاً پوششي باشد، fاگر تابع  یعناي در  . تابع خواهد بود1-

.دارای تابع معكوس استfاین صورت، 



توابع جبري  

از حل یك معادله به صاورت  y، توابعي هستند که در معادله آنها، توابع جبری

. به دست آیدyنسبت به y , xچندجمله ای از متغیرهای 

وابعي مانناد  تا . ، ترنسندنتان گویناد غیرجبریاگر تابعي جبری نباشد آن را تابع 

. توابع مثلثاتي لگاریتمي، توابعي غیرجبری هستند



توابع زوج و فرد 

. تغییر نمي کند( یعني عرض نقطه)، yیا x،f(x)–به xبا تبدیل زوجدر تابع 

. ها محور تقارن آن باشد، تابعي زوج استy، اگر محور y = f(x)در تابع 

: تبدیل کنیم، داشته باشیم  x–را به xمي نامند، اگر فردرا fتابع 

.اگر تابعي فرد باشد، مبدأ مختصات مرکز تقارن آن مي باشد

)()( xfxf 



حد  

به طریقاي باه   xاست، اگر Lمیل کند برابر aبه سمت xهنگامي که f (x)حد 

میال  Lباه سامت   f(x)، (بدون آنكاه باا آن مسااوی شاود    )میل کند  aسمت 

: کند، و مي نویسیم مي
Lxf

ax



)(lim



مثال

تعیین کنیدx  = 3را در نقطه حد تابع

: داریم 

را از صاورت و مخارج   ( -3x)باشد، مي توان عامل مخالف صافر  ≠ 3xاگر

. حذف نمود

:پس داریم 

3
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حد چپ و راست 

میل کناد، حاد باه دسات     aبه سمت aبا مقادیر بزرگتر از  f(x)،xاگر در تابع

: مي نامند و مي نویسند حد راستآمده را 

میل کند، حاد باه دسات    aبه سمت aاز کوچكتربا مقادیر  f(x)،xاگر در تابع 

: مي نامند و مي نویسند چپحد آمده را 

2)(lim lxf
ax




1)(lim lxf
ax


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: زماني موجود است که fمشخص است که حد 

Lxfxf
axxx


 

)(lim)(lim



تعريف حد  

: است و مي نویسیم Lبرابر x = aدر نقطه  f(x)حد تابع: تعریف 

وجود داشته به طوری که ، عددی ماننداگر به ازای هر عدد مثبت

Lxf
ax




)(lim



  Lxfax )(





قضاياي اساسي حد

:فرض مي کنیم 

:در این صورت داریم 

(1قضیه )

(2قضیه )

21 )(lim,)(lim LxgLxf
axax
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(3قضیه )

(4قضیه )

21 .)(lim.)(lim)(.)(lim LLxgxfxgxf
axaxax
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قضيه

اگر

آنگاه 




Lxf
ax

)(lim

  oxfaNx  )(



قضيه فشردگي

Lxf

Lxgxh

xgxfxhaNx
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مثال

نشان دهید که داریم؛

:توجه داریم 

اما

.با استفاده از قضیه فشردگي مسأله حل است


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 x
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1
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نامحدودحدود 

:  تعریف 
باه سامت   yبه سمت بینهایت میل مي کناد،  x، هنگامي که  در تابع

میل مي نماید، اگرLعدد 

و مي نویسیم 

)(xfy

  εlxf  N  xx      N ,      ε  0

Lxf
x




)(lim
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:تعریف 
باه سامت بینهایات    yمیل کند aبه سمت x، هنگامي که در تابع

میل مي نماید، اگر 

و مي نویسیم 

)(xfy

MxfaxxM  )(,,  oo

ax

xf


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:تعریف
. به سمت بي نهایت میل کند برابر باي نهایات اسات   xهنگامي که f(x)حد تابع 

اگر

: و مي نویسیم 

))(( MnfNxxNM  


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)(lim xf
x



محاسبه حد

به طور کلي

باه   xحد کسرهایي که صورت و مخرج آنها هم درجه است، هنگامي که (الف)

ورت باه  سمت بینهایت میل مي کند، برابر نسبت ضریب بزرگتارین درجاه صا   

. ضریب بزرگترین درجه مخرج است

به سامت  xدر کسرهایي که درجه صورت از درجه مخرج کمتر است، اگر (ب)

. بینهایت میل کند، حد آن کسر برابر صفر است



⋘☟⋙

به سامت  xاگر در کسرهایي که درجه صورت از درجه مخرج بیشتر است، (ج)

. بینهایت مي کند، حد کسر برابر بینهایت است

به دامنه تعلاق  aدرآید و نقطه ÷ به صورت x = aدر نقطه f (x)اگر تابع (ها)

. دنداشته باشد، مي توان با حذف عامل صفرکننده، حد تابع را تعیین کر

صورت و مخارج را در مازدوج   . استاگر عبارت به صورت (و)

. صورت ضرب مي کنیم





تعريف

ی به سمت بینهایت میل کند، برابر عددn، هنگامي که حد عبارت 

:نشان مي دهند، یعني، خواهیم داشت eاست که آن را به 

e موسوم استعدد نپربه  .

: اختیار کند همواره داریم xمي توان بابت کرد به ازای هر مقداری که 

n
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پيوستگي

ر گوییم اگر سه شرط باه صاورت زیار د   پیوستهx=aرا در نقطه y=f(x)تابع 

: این نقطه برقرار باشد

یا تابع در این نقطه )باشد تابع در این نقطه تعریف شده باشد، یا  (1

(. معین باشد

. تابع در این نقطه حد داشته باشد(2

. حد تابع برابر مقدار تابع باشد(3

fDa
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: را مي توان به صورت زیر نشان داد3و 2شروط 

وجاود داشاته   مي بایست عاددی مانناد    یا معاد ً به ازای هر عدد مثبت 

باشد به طوری که 

یكي از سه شرط پیوساتگي را نداشاته  در نقطهاگر تابع  

. استگسستهیا منفصلباشد در این نقطه 

)()(lim afxf
an




  )()( afxfax

)(xfyax





گسستگي

ه یكي از سه شرط پیوستگي را نداشات x=aدر نقطه y=f(x)اگر تابع به معادله 

.استگسستهیا منفصلباشد نقطه 

ه دارای حد چپ و راست بوده، ولي در این نقطه گسستx=aدر نقطه fاگر تابع 

ته اگر  اقل یكاي از حادود وجاود نداشا    . مي باشدگسستگي از نوع اولباشد، 

ه باشاد  اگر تابع در نقطه ای حد داشات . خوانندمنفصل از نوع دومباشد، تابع را 

.گویند«حذف شدني»ولي در این نقطه گسسته باشد، گسستگي را 



مثال

. نقاط گسستگي تابع زیر را تعیین کنید

:حل 

ي، ایان گسساتگ  وعن. نامعین است، ولي در این نقطه حد دارد0این تابع در 

.گسستگي حذف شدني است

x

x
y

2


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گي باه  معادله این تابع پس از حذف یا رفاع گسسات  . را ملاحظه کنیدزیرشكل 

: صورت زیر است 
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دنباله ها  

:تعریف 
تابعي است که دامنه آن مجموعه اعداد طبیعي باشددنبالهیك 

: و یا 

RNf :

 NnnfUUnf nn  ),(:),(

)(nfU n 
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. دنباله استجمله عمومي،موسوم به ضابطه تابع یعني

Un آن را باه صاورت  ودنبالاه، گویناد  جملاه عماومي  را{Un}   نیاز نشاان

.  دهندمي

)(nfU n 



مثال

. مفروض است، چند جمله اول این دنباله را بنویسیددنباله  2
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حد يك دنباله

ي کاه  را در نظر مي گیریم، بنا به تعریف حد این تابع هنگاام دنباله  

n به سمت بینهایت میل کند برابرl  است، اگر به ازای هر عادد مثبات ،

وجود  داشته باشد، به طاوری کاه اگار   Nعددی مانند ( هر اندازه کوچك)

باشد، و یا باشد دنبالش 

)(nfU n 



Nn

 lU n

 lUNn n
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نامند، اگر ( همگراو یا )lبه سمت همگرایك دنباله را 

ه واگرا با باشد، دنباله را ( یا نامعین)بینهایت lاگر . که در آن ، عدد معلوم باشد

. خوانند( واگراو یا )سمت بینهایت

lnfU
n

n
n




)(limlim



مثال

.ایي یا واگرایي دنباله زیر را تعیین کنیدرهمگ

. پس این دنباله، همگرا به سمت صفر است
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قضيه كوشي

این است که به ازای هر عدد شرط  زم و کافي برای همگرا بودن دنباله

: وجود داشته باشد به طور که داشته باشیم عددی مانندمثبت 

. عددی طبیعي و دلخواه استPکه در آن 

 nU

)(N

   npn UUNn )(


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، دنبالاه را  داشاته باشایم،  اگر در دنبالاه 

خوانندصعودی

. خوانندنزولي باشد، دنباله را و اگر

. خوانندیكنوااگر دنباله ای صعودی و یا نزولي باشد، دنباله را 

 nU......321  nUUUU

......321  nUUUU
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، nخوانند، اگر به ازای جمیاع مقاادیر   Unدنبالهکرانه با یرا Mعددی مانند 

داشته باشیم 

تعریاف  باه صاورت   کرانه پایینبه همین ترتیب 

.  مي گردد

.خوانندکرانداریك دنباله، اگر، دارای کرانه و کرانه پایین باشد، آن را 

MU n 

1, MUn n 



مثال

. مفروض استدنباله

:حل 

، اما داریام  . همگراستUn، پس چون داریم 

یاك  Unهمواره مثبت اسات، پاس دنبالاه   ،         nچون به ازای جمیع مقادیر

و کوچكترین کراناه باا    M1=1بزرگترین کرانه پایین آن . دنباله صعودی است

M2=2است .
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تابع تقاضا  

غییار  با بررسي رفتار مصرف کننده درمي یابیم که اگر قیمت هاا و درآماد او ت  

. کند، مقدار خریدش از کا ی خاص، تغییر مي کند

قادار  فرض مي کنیم درآمد مصرف کننده بابت باشد؛ ضمناً فارض ماي کنایم م   

ورت اگر خرید از یك کا  تنها به قیمت آن کا  بستگي داشته باشد؛ در این ص

، مقاداری  pنشان دهیم،  به ازای هر قیمات  pو قیمت را به qمقدار خرید را به 

تاابع این تابع را (. استpتابعي از قیمت qیعني مقدار )مشخص مي شود qاز 

. مي نامندتقاضا
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: نشان دهیم، داریم Dاگر تابع تقاضا را به 

pه زیارا هنگاامي کا   . اگر تابع تقاضا خطي باشد، غالباً شایب آن منفاي اسات   

.پیدا مي کند( و یا افزایش)کاهش qمي یابد، برعكس ( یا کاهش)افزایش 

 RqppDqqpD  ,,)(:),(



تابع تقاضا در حالت كلي



مثال

تومان باشاد، روزاناه   80بچه گانه ( مچي کامپیوتری)هنگامي که قیمت ساعت 

سااعت  20توماان باشاد،   60زمااني کاه قیمات    . عدد به فروش مي رساد 10

. فروخته مي شود؛ تابع تقاضا را پیدا کنید



حل

اگر تابع تقاضاا را خطاي   . مي گذرد( 60، 20)و ( 80، 10)این تابع از دو نقطه 

. آوریمفرض کنیم، معادله خطي را که از این دو نقطه مي گذرد به دست مي

: پس تابع تقاضا به صورت زیر است 

 qpqp ,,1002
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تابع تقاضاي مثال قبل



تابع عرضه 

، از خاود  تولیدکنندگان در برابر تغییرات به وجاود آماده در سیساتم اقتصاادی    

. واکنش نشان مي دهند

افزایش مي یابد و یا باا کااهش قیمات،    (q)مقدار عرضه (p)با افزایش قیمت 

عودی خطي در حالت کلي تابعي صتابع عرضهمقدار عرضه نیز کاهش مي یابد، 

.است



منحني عرضه در حالت كلي



مثال

تومان باشد، اصو ً کا یي به باازار عرضاه نماي شاود، باا      25اگر قیمت کا  

واحد بیتر از این کا  عرضاه  30تومان به قیمت این کا  تعداد 10افزایش هر 

. معادله عرضه را بدست آورید. مي شود



حل

واحد کا  بیشتر فروخته مي شود،30تومان افزایش قیمت، 10چون به ازای هر 

از . ماي باشاد  است، یعني مي توان نتیجه گرفت که شیب بابت و برابر

: لذا داریم . نیز مي گذرد( 0، 25)طرفي این خا از نقطه 
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منحني عرضه در حالت كلي

 075 , -

25
3

1
 qp

 25 , 0

(-75,0)



تعادل بازار

. ، معادله عرضه باشدq = g(p)معادله تقاضا و q = f(p)فرض مي کنیم

نقطه ای است که در آن نقطاه قیمات خریاد و مقادار کاا ی     نقطه تعادل بازار

یمات  مقادار و ق . تقاضا شده برابر با قیمت فروش و مقدار عرضه کا  مي باشاد 

. تعادل،  متناظر با مختصات نقاط تلاقي منحني های عرضه و تقاضا است
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نشاان  p1قیمت تعادل به دست مي آید؛ و آن را با  f(p) = g(p)از حل معادله

اگر آن را در هر یك از معاد ت عرضه یا تقاضا قارار دهایم، مقادار    . مي دهیم

.تقاضا نیز به دست مي آید

E (p1نقطه  , q1)مي باشدنقطه تعادل بازار.

)()( 111 pgpfq 



منحني تعادل بازار

p1

q1
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عناسات،  اگر منحني های عرضه و تقاضا هر دو خطوطي مستقیم باشند تعادل بام

رض نقطاه  اگر و فقا اگر، عرض نقطه تلافي منحني تقاضا بیشتر یا مسااوی عا  

نحني تلاقي منحني عرضه با محور عرض ها باشد و همچنین طول نقطه تلاقي م

.تقاضا بیشتر یا مساوی با طول نقطه تلاقي آن با محور طول ها باشد



مثال

.نقطه تعادل معاد ت عرضه و تقاضای زیر را تعیین کنید
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حل

xDاسات، پاس   طول از مبدأ این دو منحني باه ترتیاب   

>xSوعرض از مبدأ این دو منحني.باشدميyD = 10 , yS yDاسات،پس 1 = > 

ySحاال  . تباشد و مي توان نتیجه گرفت که برای این مسهله تعاادل بامعناسا  مي

:  نقطه تلاقي را تعیین مي کنیم، داریم 
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تابع هزينه كل و هزينه متوسط

نشاان  FoCoبا تغییر سطح تولید بابت مي ماند ایان هزیناه را باه   هزینه بابت

.  دهیممي

.نمایش مي دهیمVoCoبا سطح تولید تغییر مي کند و آن را با هزینه متغیر

ر در آن در هر سطح تولید برابر با مجموع هزینه بابت و هزیناه متغیا  هزینه کل
. سطح تولید است
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نشاااااااان ماااااااي دهناااااااد و ToCoهزیناااااااه کااااااال را باااااااه 

واحد از xهزینه کل تولید و بازاریابي اگر  

نشااان داده وداریاام یااك کااا  باشااد،  هزینااه یااك واحااد آن را بااه 

.                      

:پس داریم . نشان مي دهندنامیده و به هزینه متوساو آن را 

هزینه کل 

هزینه متوسا
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تابع هزينه كل و متوسط



تابع درآمد

فرض مي کنیم معادله تابع تقاضاا  باوده کاه در آن  قیمات هار واحاد  تعاداد        

واحاد  xباشد، خریاداران  yمي دانیم بر اساس این تابع، اگر قیمت . واحدهاست

، ماي ناامیم  درآمدو یا دریافتخواهند خرید، در نتیجه میزان فروش، که آن را 

برابر است با

)(.. xfxyxR 
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: به صورت زیر است تابع درآمد کلپس 

نشان داده ماي شاود، در واقاع درآماد حاصال از      AoRo، که به درآمد متوسا

.واحد است که همان تابع تقاضاستفروش
)(
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x

R
R 

 
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مثال

قیمات یاك   yاست، کاه در آن  y4 +x3=12تابع تقاضای کا یي به صورت 

:  تعداد واحدها مي باشد داریم xواحد و 

:درآمد کل برابر است با

xy
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تحليل نقطه سر به سر

ی ساود و  نقطه ای که در آن مقدار، شرکت تولیدنقطه سر به سربنا به تعریف، 

یا زیان نمي برد، بلكه فروش او کاملاً هزینه هاای او را ماي پوشااند و یاا باه     

:عبارت دیگر داریم

ToRo = ToCo



تحليل نقطه سر به سر



مثال

تومان و هزینه متغیر برای تولید هار واحاد   00/50هزینه بابت تولید یك کا  

. تومان باه فاروش ماي رساد    1تومان مي باشد، و هر واحد از کا  8/0از آن 

ت توابع هزینه کل و درآمد کل را مشخص کنید و نقطه سر باه سار را باه دسا    

. تومان است10000تعیین کنید در چه نقطه ای سود برابر . آورید
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: پس در نقطه سر به سر داریم 

سود= درآمد کل –هزینه کل 
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تابع تبديل توليد

مختلاف  ، نشان دهنده رابطه بین مقاادیر دوکاا ی  منحني تابع تبدیل تولیدیك 

مشترك وابسته است، که به وسیله یك واحد تولیدی، با به کارگیری ملزومات

.از قبیل مواد اولیه و نیروی کار تولید مي شود
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او ً باا کااهش یاك محصاول،     . منحني تبدیل تولید دارای خواص مهمي اسات 

. ین اسات بانیاً تعقر آن به سمت پاای . محصول دیگر افزایش مي یابد، و برعكس

ادیر بیشتری بالثاً هر اندازه منحني تبدیل تولید از مبدأ دورتر باشد، متناظر با مق

اص، نار   شیب منحني تبدیل تولید در یك نقطه خ. از منابع مصرفي خواهد بود

این نر  نشان مي دهد، کاه  . در آن نقطه است y ،(MRTxy)به xنهایي تبدیل 

کاست تاا باا آزاد شادن    ( yمثلاً )در این فرایند تولیدی چه مقدار باید از تولید 

.، یك واحد بیشتر تولید نمودxعوامل تولیدی مربوط به آن بتوان از 



مثال

تولیاد  y , xیك شرکت تولیدی در فرایند تولید خود، دو نوع فو د باه مقاادیر   

2y2+2x5=98منحني تبدیل تولید برای منابع استفاده شده به صاورت  . کندمي

ي تاوان  او ً، بیشترین مقادیر ، که ما . را ملاحظه کنیداسلاید بعدشكل . باشدمي

ماي تاوان تولیاد کارد باه      y , xبانیاً چه مقادار از  . تولید کرد، را محاسبه کنید

.باشدطوری که  xy
4

3




حل

او ً
یعناي بیشاترین مقاداری کاه     . y+=7، خواهیم داشت x=0اگر داشته باشیم، 

به همین ترتیب . واحد مي باشد7توان از فو د نوع دوم تولید کرد، برابر مي

y ،x≈4.4=0اگر 
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: اگر داشته باشیم بانیاً،

واحاد تولیاد   3واحاد و از ناوع دوم باه مقادار     4یعني از نوع اول باه میازان   

.  گرددمي

34
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فصل چهارم

مشتق



اهداف كلي

ندساي آن  معرفي مشتق یك تابع و بیان تعبیر هی این فصلهدف کلي از ارائه

ه ی سپس کاربرد توابع نمایي را در مسائل مرابحاه ی مرکاب، مساال   . مي باشد

ابع را در خاتمه دیفرانسیل یك تا . تشكیل سرمایه و پرداخت وام نشان مي دهیم

.ممعرفي کرده و محاسبه ی تقریبي را به کمك دیفرانسیل نشان مي دهی



اهداف رفتاري

:رود به اهداف زیر نائل گردددر انتهای این فصل از دانشجو انتظار مي

نقطه مفهوم هندسي مشتق را بیان کرده و بتواند معادله ی خا مماس بر یك( 1

.از نمودار یك تابع را بنویسد

.مشتق انواع توابع را بدست آورد( 2

.مشتق تابع معكوس انواع توابع را بدست آورد( 3

لاي باه   بتواند توابع نمایي را در مسائل مربوط به مرابحه مرکب و ارزش فع( 4
.کار بندد



ه کماك  مساله هایي از قبیل تشكیل سرمایه ، پرداخت وام و توابع رشد را ب( 5

.توابع نمایي حل کند

.دیفرانسیل یك تابع را بگیرد( 6

.از یك تابع چند بار متوالي دیفرانسیل گیری کند( 7

.مقدار تقریبي عبارتي را به کمك دیفرانسیل به ذست آورد( 8

.خطای محاسبه ی عبارتي را به دست آورد( 9



مشتق 

تعریف مشتق  

نسابت ماي دهایم،     hنموی به اندازه xرا در نظر مي گیریم، به  y = f(x)تابع 

بااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااه 

x +hمي خوانند و بهنمو متغیراختلاف این دو مقدار را . تبدیل مي شود∆x

: نیز نشان مي دهند، یعني 

∆x = x + h – x = h
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اختلاف این دو مقدار را . بدل مي شود y = f(x+h)به y = f(x)در این صورت

.نشان مي دهندy∆مي خوانند و بهنمو تابع

∆y = y1 – y = f(x+h) – f(x)



⋘☟⋙

. گویندx + hتا xدر فاصله متوسا تغییرات تابعرا بنا به تعریف، نسبت

. مي نامیمxنسبت به yمشتق تابع اگر کسر فوق دارای حدی باشد، این حد را 

:نماد  یب نیتر 

x

y





xx for    yor      for      
)()(

limlim 








y

h

xfhxf

x

y

hx oo

dx

dy

x

y

x






 
lim



محاسبه مشتق توابع با استفاده از تعريف

: مثال 

. را تعیین کنید  y = f(x) = cمشتق تابع بابت به معادله  

متغییرنمو  ∆x = x+h-x=h

نمو تابع ∆y = f(x+h) – f(x) = c – c = 0










 x
y

x
lim



تعبير هندسي مشتق

را رسم مي کنایم، و بار روی ایان شاكل نقطاه      y = f(x)نمودار هندسي تابع  

M(x,y)گیریمرا در نظر مي .

: داریم 

1)()( NMxfhxfy 

h

xfhxf

MN

NM
NMM

)()(
)ˆ(tan 1

1






⋘☟⋙

در .نزدیاك ماي شاود   M2نقطه به M1کوچك شود، نقطه ∆x = hهر اندازه 

tan Mدر نتیجاه  . میل مي کندMبه سمت مماس در نقطه MM1این حالت وتر 

، ميط  )Mشيب خط  ماط د  ن طه ط  (tan⍬به ( MM1شیب وتر)

.مي كند 



تحليل هندسي مشتق
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مماس

ر پس شیب خا مماس بر منحني در ان نقطاه مسااوی اسات باا مشاتق تاابع د      

ر را ، شیب خا مماس بر آن تابع دشیب منحني در هر نقطه، xنقطه ای به طول 

.نقطه مذکور مي دانند

tantanlim
)()(

limlim 









M

h

xfhxf

x

y
y

hhx ooo

mxfy  tan)(



مثال

y = x2شیب تابع  . پیدا کنیدx = -1طه را در نق1 +

xxfy

xy

2)(

12





2)1(  fm



قضيه

. دارای مشتق باشد، در این نقطه پیوسته استxدر نقطه f (x)هرگاه تابع 



خط مماس، خط قائم

: عبارت است ازM ( a , f(a) )در نقطهfبر نمودار تابع خا مماس:تعریف 

وجود داشته باشد، f´(a)، در صورتي که  f´ (a)با شیبMخا گذرنده از (1

یعني  

. باشدf´(a)∞ =اگر،x =aخا (2

. خا مماس نداردMاگر دو حالت فوق برقرار نباشد، تابع در نقطه 

)()()( axafafy 
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. ، قائم بر خا مماس در نقطه  استMقائم بر منحني در نقطهبنا به تعریف، 

: معادله خا قائم یا نرمال بر منحني در نقطه  به صورت زیر است 

)(
)(

1
)( ax

af
afy 






مشتق تابع مركب

u = g(x)و          y = f(u)فرض مي کنیم که داریم

: یعني داریم 

:فوق برابر است با مشتق تابع مرکب

 )()()( xgfxgofy 

xux uyy  .



⋘☟⋙

: از نماد  یب نیتز داریم 

. موسوم استقانون زنجیریرابطه فوق به 

dx

du

du

dy

dx

dy
.



مثال

. است محاسبه کنیدxتابعي از uرا که در آن مشتق تابع

: یك تابع مرکب است داریم 

: پس خواهیم داشت 

n uy

n n

n

n

n
u

xux

un
u

n
u

n
y

uyy

1

)1(
1

1
111

.























n n
x

n

un

u
y

uy

1



جبر مشتقات

.بعمشتق مجموع چند تابع برابر است با مجموع مشتقات آن توا:قضيه 

خارج،  مشتق خارج قسمت دو تابع برابر اسات باا مشاتق صاورت در م    :قضيه 

.2منهای مشتق مخرج در صورت، تقسیم بر مخرج به توان 



مشتق خارج قسمت

:قضیه 

مشتق مشتق خارج قسمت دو تابع برابر است با مشتق صورت در مخرج، منهای

2مخرج در صورت، تقسیم بر مخرج به توان 



مشتقات توابع معكوس

X. معین و صعودی و پیوساته باشاد  (a, b)در فاصله  y = f(x)فرض مي کنیم

از xدر نقطاه  f´(x)هرگاه. x = g(x)محاسبه مي کنیم، داریمyرا بر حسب 

(a,b)   وجود داشته و مخالف صفر باشد، در ایان صاورت(y)´g=´x  نیاز در

. ، وجود داشته و مخالف صفر خواهد بودyنقطه متناظر 

:و داریم 

1)()(  ygxf



مشتقات مراتب بالاتر

=f´(x) مانناد پذیر باشد،مشتق آن، تابعيای مشتقدر ناحیهy = f(x)اگر تابع 

´y خود تابعي از (یعني مشتق)است که این تابع ،xمي تاوان مشاتق   . مي باشد

. نامیدy = f(x)تابع مشتق مرتبه دومآن را به دست آورد، و آن را 

)()( xfyy 
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تق اگر عمل مشتق گیری را به همین ترتیب ادامه دهیم، باه طاوری کاه از مشا    

باه دسات   y = f(x)تابع امnمشتق مرتبه ام مجدداً مشتق بگیریم، ( n-1)مرتبه

. مي آید

)()()( xfy nn 



مثال

. را تعیین کنیدy = 3x3ام توابعnمشتق مرتبه 

3...

18,18,9,3)

)()4(
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مشتق توابع مثلثاتي

:تعریف درجه 

درجاه  محیا دایره یا زاویه مرکازی رو باه روی آن را یاك    

.مي نامند

:تعریف گراد 

گاراد  محیا دایره یاا زاویاه مرکازی روباه روی آن را یاك      

. نامند

360

1

400

1
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:تعریف رادیان 

کماني از دایره را که به اندازه شعاع دایره باشد، یاا زاویاه رو باه   

. خوانندرادیانروی آن را، یك 

Rاع با توجه به تعاریف فوق مي توان نتیجاه گرفات کاه در دایاره ای باه شاع      

: همواره داریم 

محیا دایره  = رادیان = 2= گراد 400= درجه 360



. به رادیان باشدrبه گراد، gبه درجه، dاگر اندازه زاویه ای، 

3604002

dgr






تعبير هندسي نسبت هاي مثلثاتي

a

B

C

A
c

b

x
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نسبت بین اضلاع مثلث فاوق . باشدxبرابر Bو زاویه A= 90فرض مي کنیم 

: گویند،  و به ترتیب عبارتند از نسبت های مثلثاتي را 

b

c

x

x
x

c

b

x

x
x

c

a

x
x

a

c
x

b

a

x
x

a

b
x
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

sin

cos
cot
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sin
tan
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1
seccos

sin

1
cossin
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. را در یك دایره نیز تعریف مي کننداسلاید قبلنسبت های مثلثاتي 

بر روی آن دو قطر عمود بر هم و جهات . دایره ای به شعاع واحد رسم مي کنیم

خالاف  )، قائم و یك جهت مثبت حرکت B´B، افقي و دیگری A´Aدار، یكي

. اختیار مي کنیم( عقربه های ساعت

. خواننددایره مثلثاتيرا الذکردایره فوق



دايره مثلثاتي
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BQxAPx

OPxONx

OQxNMx







cottan

seccos

cscsin

:بر اساس شكل داریم
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: در مثلث قائم الزاویه ، داریم 
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
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در نظار  محاور ساینوس هاا   هاا را  yو محاور  محور کسینوس هاها را xمحور 

.  مي گیریم

سینوس دایره مثلثاتي به وسیله محورها به چهارمربع تقسیم مي شود که علامت

: است د بعداسلایو کسینوس، تانژانت و کوتانژانت به ترتیب در هر ربع به قرار



علامت توابع مثلثاتي در ناحيه هاي مختلف
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: به طور کلي مي توان نتیجه گرفت که داریم 



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
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قضيه

: دو زاویه باشند، داریم b , aاگر 

bababa sin.sincos.cos)(cos 

bababa sinsincoscos)(cos 

bababa sincoscossin)(sin 
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bababa sincoscossin)(sin 

ba

ba
ba

tantan1

tantan
)(tan








توابع مثلثاتي و معكوس آنها

xخوانند، اگر وقتاي کاه   p ≠ 0دوره تناوببا تابع متناوبتابع  را : تعریف 

کاوچكترین عادد مثبتاي    pباشد و Dfنیز متعلق به x+pقرار دارد، fدر دامنه 

: باشد که داشته باشیم 

 .

)()( xfPxf 



: را در نظر بگیریم، داریم  y = sin(x)اگربرای مثال 

یعني تابع  یك تابع متناوب با دوره متناوب  است

xx sin)2(sin  



تابع سينوس و معكوس آن 

دهیم، نشان مي( Arcsin xیا )sin-1به را، کهتابع معكوس سینوس: تعریف 

. به صورت زیر تعریف مي شود

22
sinsin 1 

  yyxxy

  







 

2
,

2
1,1 11


ff RD



تابع كسينوس و معكوس آن 

نشاان  را کاه باه  تاابع معكاوس کساینوس   :تعریاف  

:دهیم به صورت زیر است مي

xxAcr 1cos)cos( 

  yyxxy coscos 1

   ,,1,1 11   ff RD



تابع تانژانت و معكوس آن

نشان مي دهیم و داریم Arctan)یا)tan-1را بهتابع معكوس تانژانت:تعریف 

 :

22
,tantan 1 

  yyxxy

)
2

,
2

(, 11


  ff RRD



تابع كوتانژانت و معكوس آن

نشاان داده  ( Arccotیا )cot-1، که به صورتمعكوس تابع کوتانژانت:تعریف 

: مي شود، عبارت است از 

  yyxxy ,cotcot 1

RDR ff  



1

1 ,),( 



مشتق توابع مثلثاتي

ماي باشاد،  باه    xتابعي از u، که در آن y = sin (u)مشتق تابعبه طور کلي 

:صورت زیر است

مي باشاد باه صاورت زیار     xتابعي از u، که در آن y = cos(u)مشتق تابع 

: است 

uuy x cos.

uuy x sin

: 
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است، در این صورت xتابعي از uباشد، که در آن  u = tan(u)اگر

:داریم

:داریمy = cot(u)و در مورد 

)tan1( 2 uuy 

u)(uy 2cot1



مشتق توابع معكوس مثلثاتي

y = sin-1تابع معكوس سینوس، یعني  (u)  را که در آنu تابعي ازx

.  استxتابعي مشتق پذیر نسبت به uباشد در نظر گرفته، فرض مي کنیم مي

21 u

u
y






uy 1cos 21 u

u
y





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y = cos-1، یعني تابع معكوس کسینوسمشتق  (u) که در آن  نیزu تابعي از

xعبارتند ازباشدمي ،:

21 u

u
y





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.به همین ترتیب مي توان بابت کرد














 
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1

1

tan

u

u
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









 
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1
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u
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توابع نمايي، لگاريتمي و مشتق آنها

عادد نماایي   عدد حقیقي دلخواهي باشد، در این صورت  x , a > 0اگر:تعریف 

: نشان مي دهیم که برابر است با axرا به صورت aبا پایه 

.میل مي کندxیك دنباله اعداد گویا است که به سمت {Un}که در آن 

xu

n
aa n 


lim



تابع نمايي

تاابع نماایي  ماي باشاد،   1عددی مثبت و مخاالف  aرا که در آن y = axتابع

( مثبات منفاي و صافر، گویاا و اصام     )xاین تابع به ازای جمیع مقادیر . خوانند

Dfتعریف شده است یعني داریم = R.
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این تابع همواره پیوساته اسات، ضامناً در ایان حالات هماواره       باشدa > 1اگر

.صعودی است

. تابع همواره نزولي استباشد> a < 10اگر

Rfدر هر دو حالت، حوزه تابع برابر است با = R+



a > 1تابع نمايي  

y = ax

x

y



تابع لگاريتمي

:تعریف 
:y = axتابع لگاریتمي عبارت است از معكوس تابع نمایي

yxay a

x log



تابع لگاريتمي



تابع لگاريتمي
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ناد و باه   مي ناملگاریتم نپرینیا لگاریتم طبیعيباشد، a = eاگر پایه لگاریتم 

.صورت زیر نشان مي دهند

. مي خوانندلگاریتم اعشاریباشد، لگاریتم را a=10اگر مبنای لگاریتم 

xnLxxLogxe 1log 



اهم فرمول هاي لگاريتم



































1log.log

log.loglog

1log,1log

loglog

logloglog

log..log

log

ba

bxx

a

AnA

BA
B

A

BBA

xa

ab

aba

aa

a

n

a

aaa

a

a





مشتق تابع لگاريتمي

y = logaاگر xباشد داریم:

: باشد، داریم xتابعي از uاگر 

anx
y

1

1















anu

u
y

uy a

1

log
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. باشدa = eاگر 


























u

u
y

uny

x
y

xny 1

1

1



مشتق تابع نمايي

مشتق xتابعي پیوسته و نسبت به uاست که در آن y = auفرض مي کنیم

آنگاه.پذیر باشد

anauy u 1..



مثال

. را محاسبه کنیدمشتق مرتبه اول و دوم تابع 12 xey

121

1

1

22

2

2

42

.2













xx

x

x

exey

exy

ey



كاربرد توابع نمايي در اقتصاد و بازرگاني

مرابحه مرکب
ال اگر سود یك ریا . گذاشته باشیممرابحه سادهریال به aفرض مي کنیم مبلغ 

: ریال برابر است با aسال سود متعلق به nریال باشد، پس از iدر سال 

niaP ..
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سال، محاسبه و بار سارمایه افازوده ماي     tحال فرض مي کنیم سود سرمایه هر 

در ایان . سال بعدی سرمایه جدید مبنای محاسبه قرار ماي گیارد  tشود و برای 

ن گویند و سود سال هاای متاوالي و همچنای   مرابحه مرکبحالت، این مسهله را 

: سرمایه جدید به قرار زیر است 

سال tسود پس از 

سال tسرمایه جدید پس از 
aitP 1

)1(1 itaaaitA 
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سال دوم  tسود پس از 

سال دومtسرمایه جدید پس از 

سال سومtسود پس از 

سال سومtسرمایه جدید پس از 

ام kسال tسود پس از 

kامkسال tسرمایه جدید پس ا 

k itaA )1( 

ititaP k

k

1)1( 

3

3 )1( itaA 

ititaP 2

3 )1( 

2

2 )1( itaA 

ititaP )1(2 
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ساال ساود بار    tسال با فرض اینكاه هار   nبه طور کلي سرمایه حاصل پس از 
: سرمایه افزوده شود برابر است با 

ش و یاا  این رابطه برای محاسبه مقدار عواملي که به طور پیوسته رشد و افازای 
. کاهش مي یابند به کار مي رود

t

n

itaA )1( 

in

t

n

t

aeA

itaA






)1(lim




مثال

در هزار باشد، باا ایان فارض کاه     5اگر نر  افزایش جمعیت یك شهر سالیانه 

سال جمعیات شاهر دو میلیاون    10جمعیت به طور پیوسته افزایش یابد، پس از 

نفری به چه تعداد خواهد رسید ؟

سال10جمعیت پس از 

542,102,2000,000,2000,000,2 05/010005/0 



 eeA

aeA tn

542,102,2A
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ساال بار سارمایه    tباشد و ساود، هار   iمي دانیم اگر نر  بهره برای یك ریال 

:  سال، سرمایه حاصل برابر است با nافزوده شود پس از 

: ا ریال با شرایا فوق گویند و برابر است بAارزش فعلي را aبنا به تعریف، 

t

n

itAa


 )1(

t

n

itaA )1( 



مسئله تشكيل سرمايه

ریال را پاس از  aریال با اقساط سالیانه Aفرض مي کنیم مي خواهیم سرمایه 

nسود حاصل از یاك ریاال در ساال    . سال تشكیل دهیمi    ماي باشاد،  سارمایه

: تشكیل شده برابر است با 

: مجموع عبارت که یك تصاعد هندسي است، برابر است با 

)1(...)1()1( 1 iaiaiaA nn  

i

i
iaA

n 1)1(
)1(






مسئله پرداخت وام

ریال وام گرفته است و مي خواهاد وام خاود را   Dفرض مي کنیم شخصي مبلغ 

:مباشد، داریiاگر سود یك ریال . ریال بپردازدaسال با اقساط مساوی nطي 

سالnریال پس از Dاصل و فرغ 

سرمایه تشكیل شده از اقساط

niD )1( 

aiaiaiaA nn   )1(...)1()1( 21
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:  ریال و سرمایه تشكیل شده برابر است با Dاصل و فرع














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n

n
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a
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i
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1
1
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توابع رشد

راههای محاسبه رشد 

بنا به تعریف نر  رشد این. باشدy = f(t)فرض کنیم تابعي دارای معادله 

:تابع برابر است با 

)(:   یا 

)(

tf

tf

y

y
G







 
)(

)(
)(1)1(

tf

tf
tfnynG




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توابع هذلولي و مشتق آن ها

و تاااااابع نماااااایي کاااااه باااااه صاااااورت 

کسااینوسنشااان داده، مااي شااود را بااه ترتیااب، ر

خطاوط مثلثااتي هاذلولي   ماي خاوانیم، و آنهاا را    سینوس هاذلولي وهذلولي 

. نامیممي

2
cosh

xx ee
xX




2
sin

xx ee
xhY






ساير توابع هذلولي

(تانژانت هذلولي)

(کوتانژانت هذلولي)

xx

xx

ee

ee

x

xh
x










cosh

sin
tanh

xx

xx

ee

ee

x

xh
x










sinh
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coth



روابط بين توابع مثلثاتي هذلولي









 

x

x

exx

exx

sinhcosh

sinhcosh

1sinhcosh 22  xx
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





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











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x
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sinh.cosh22sinh

sinhcosh2cosh



مشتق توابع هذلولي

: مشتق پذیر فرض شود، داریم xباشد و نسبت به xتابعي از uاگر 

uuy

ee
uy

uu

cosh.

2
sinh








uuyuy

uuyuy

uuyuy







.)coth1(coth

.)tanh1(tanh

sinh.cosh

2

2



هذلولي و مشتق آنهامعكوس توابع 

: همانند توابع مثلثاتي داریم 

  xxyyxxy 11 sinhsinhsinh

1cothcothcoth

11tanhtanhtanh

1coshcosh
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11

11


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







xxyyxxy

xxyyxxy

xxyysochxxy



مشتق توابع معكوس هذلولي
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ديفرانسيل

تعریف شده و پیوسته و [a, b]در فاصله Fفرض مي کنیم تابع 

.  دارای مشتق باشد

.  مي تواند هر مقداری را اختیار کندdxنشان مي هیم، dxرا به xدیفرانسیل 

dx = ∆x  .
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: نشان مي دهیم و برابر است با dyرا به yدیفرانسیل 

:باشد در این صورت داریم اگر 

dxxfdy .)(

)(
.)(

xf
dx

dxxf

dx

dy





0dx



مثال  

dxxdy

xy

.cos

sin




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.پیوسته و مشتق پذیر باشاد [a,b]در فاصلهf(x)فرض مي کنیم تابع :تعریف 

طاط  ييطدك y∆طيط  هط  كططدك   yطاط  ييطدك كنطد، ∆xبه انادازه  xاگر 

نیز به سمت صفر میال  y∆به سمت صفر میل کند x∆هنگ مي ك  .مي كند

بنا به تعریاف،  . استx .´y∆قسمت اصلي این بینهایت کوچك برابر .مي کند

یعناي  . نشاان ماي دهناد   dyنامیده و به yتابع دیفرانسیلاین قسمت اصلي را 

: داریم 
xydy  .



ديفرانسيل تابع مركب

. باشدxتابعي از uو y = f(u)فرض مي کنیم 

: پس 

:اما                      پس 

xux

x

uyy

dxydy





.

.

dxuydy xu .. 

dudxux  .

duydy u .



جبر ديفرانسيل ها

دیفرانسیل های متوالي

yتاابع دیفرانسایل مرتباه اول  نشاان ماي دهایم و آن را    dyرا بهyدیفرانسیل 

نشان مي دهایم  d2yرا در نظر گرفته، دیفرانسیل آن را بهdyحال تابع . گوییم

. مي گوییمy = f(x)تابعدیفرانسیل مرتبه دومو آن را 

یا 

22 )()( dxxfyd 

22 .)( dxxfyd 



امnديفرانسيل مرتبه 

: برابر است با امnدیفرانسیل مرتبه به طور کلي 

Nndxxfyd nnn  )()(



محاسبات تقريبي به كمك ديفرانسيل

از رابطااه زیاار اسااتفاده f´(x)و f(x)از روی f(x+h)باارای محاساابه تقریبااي 

:مي کنیم

xxfxfxxf  .)()()(



مثال

.درجه را به طور تقریبي محاسبه کنید46سینوس 

cos x´f = (x): ، داریمf(x) = sin xفرض مي کنیم:حل 

: پس x= درجه 45و ( برحسب رادیان)

xxxxx  .cossin)(sin

017/0
180

14/3

180



x

1802

2

2

2

180
45cos45sin46sin


 



فصل پنجم

کاربردهای مشتق



اهداف كلي 

مي باشد که ما 4ارئه ی کاربرد مشتق از فصل ی این فصلهدف کلي از ارائه

اقتصااد  سپس کاربرد مشتق را در. را در بررسي رفتار یك تابع کمك مي کند

شاان  و بازرگاني در مورد توابع متوسا و نهایي، هزینه، کشش، درآمد و سود ن

.مي دهیم



اهداف رفتاري

:رود به اهداف زیر نائل گردددر انتهای این فصل از دانشجو انتظار مي

.ماکزیمم و مي نیمم نسبي یك تابع را به دست آورد( 1

. قضایای رل و میانگین را به طور مناسب به کار گیرد( 2

.تقعر و تحدب یك منحني را به دست آورد( 3

.نقطه ی عطف یك منحني را به دست آورد( 4



.مقدار تقریبي ریشه ها را به کمك روش نیوتن به دست آورد( 5

.کشش تقاضا را محاسبه کند( 6

.توابع درآمد، درآمد نهایي و درآمد مالیاتي را بنویسد( 7

.با قاعده ی هوپیتال رفع ابهام کند( 8

در مورد صور مبهم دیگر بتواند آن ها را باه فرماي در آورد کاه قاعاده ی     ( 9

.هوپیتال قابل اعمال باشد



كاربردهاي مشتق  

جهت تغییرات تابع 

بنا . Df⊃[a , b]معین فرض مي کنیم، یعني داریم[a , b]را در فاصله fتابع 

: خوانده مي شود اگر صعودیدر این فاصله fبه تعریف، 

: گویند، اگر نزولي[a, b]را در فاصله fتابع 

   121221 )(,,, xfxfxxbaxx 

  )()(,,, 121221 xfxfxxbaxx 
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صعودی و یا فقا نزولاي باشاد، تاابع را در ایان     [a , b]در فاصله fاگر تابع 

. خوانندیكنوافاصله 

:قضیه 

گار  موکداً صعودی است، ا( در این فاصله)پیوسته باشد، Dاگر در فاصله fاگر 

. باشد0´f > (x)باشد؛ و موکداً نزولي است، اگر



ماكزيمم و مينيمم يك تابع

ا ر(kRf)در حاوزه تاابع   kدر ایان صاورت عادد    Dfتابعي باا دامناه   fاگر 

داشاته  Dfدر xنامند  ، در صورتي که بارای هار مقادار    fماکزیمم مطلق تابع

. باشیم 

f(x)  k                                        

: و بر عكس اگر داشته باشیم 

f(x)k                                          

. خوانند مینیمم مطلقرا kدر این صورت 
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و  .xفرض ماي کنایم ایات تاابع در نقطاه      . را در نظر مي گیریم y=f(x)تابع 

مااکزیمم نسابي  .xهمسایگي آن پیوسته باشد  بنا به تعریف، این تابع در نقطه 

همواره داشته باشایم  .xواقع درهمسایگي x.+xاست اگر به ازای جمیع نقاط 

 :

f(x.+x)f(x.) 
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: مینیمم نسبي است ، اگر .xبه همین ترتیب تابع در نقطه 

(f(x.+x)f(x.)

ه کاه مینایمم   هر نقط. نیز گویند نقاط اکسترمم تابعماکزیمم یا مینیمم تابع را ، 

.یا ماکزیمم مطلق باشد مینیمم یا ماکزیمم نسبي نیز هست



شرط لازم ماكزيمم و مينيمم نسبي

:قضیه 

.xو همساایگي آن پیوساته باوده و در    .xدر نقطاه  y=f(x)فرض کنیم تاابع  

هقطا در ضامن ایان تاابع در ایان ن    . باشد ( اکسترمم ) ماکزیمم یا منیمم نسبي 
. است f´(x.)=0دارای مشتق نیز مي باشد، در این صورت 

تاابع  نقطاه بحراناي  باشد ایان نقطاه را   .xاگر مشتق تابعي در یك نقطه مانند 

. نامند



قضيه رول

پیوسته بوده و در هر نقطاه از  [a,b]تابعي باشد که در فاصله fفرض مي کنیم 

باشاد، در ایان   f(a) = f(b)مشاتق دارد ضامناً  فارض ماي کنایم      (a,b)فاصله 

. استf(c)=0وجود دارد که (a,b)در فاصله cصورت حداقل بك نقطه مانند 



تعبير هندسي قضيه رول



(مقدار ميانگين براي مشتق)قضيه ميانگين 

پیوسته بوده و در هر نقطاه  [a,b]در همه نقاط فاصله f(x)فرض مي کنیم تابع 

cدراین صورت  اقل یك نقطه مانناد  . دارای مشتق باشد (a,b)از فاصله باز 

وجود دارد که به ازای آن داریم(a,b)در فاصله 

f(b) – f(a) = (b-a) – f(c)                                   



تعبير هندسي قضيه ميانگين



تحدب و تقعر يك منحني و نقطه عطف

تحدب و تقعر یك منحني  

( تحادب باه طارف پاایین    )تقعر باه طارف باا    را داری fتعریف منحني تابع 

، وجود داشته باشد؛ بانیاً  f(c)او ً مشتق ، یعني (c,f (c))خوانند، اگر در نقطه 

در این همسایگي fموجود باشد به طوری که نمودار cیك همسایگي در نقطه 

.  خا مماس واقع گردد(پایین)با ی 
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با فرض وجود مشتق در این ( c , f (c))نقطه دربر منحني Dمعادله خا مماس

: نقطه برابر است با

y= f ( c )+ f(c) (x-c)

xاگر اختلاف عرض های ها نقطه از خا مماس و منحني را کاه دارای طاول   

:نشان دهیم ، داریمg(x))است  به 

g(x) = f(x) – [f(c) + f(c ) (x-c)]
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g(x) < 0باوده، و اگار  Dبا ی خا مماس (x , f(x))باشد نقطه g(x)>0اگر 

g(c) = 0ضمناً روشن است کاه . استDباشد، نقطه مذکور، پایین خا مماس 

.بیان کردg(x)است، پس مي توان تعقر و تحدب منحني را برحسب علامت



قضيه

و همساایگي آن تعریاف شاده باشاد، در ایان      cمفروض باشد و در fاگر تابع 

:صورت در نقطه

. باشدبه طرف با  است، اگر درfتعقر منحني (1

. باشدبه طرف پایین است، اگر در fتعقر منحني(2

))(,( cfc

))(,(,)( cfccf 

))(,(,)( cfccf 



تعيين ماكزيمم و مينيمم به كمك مشتق دوم

در ضامن  . ، نقطه بحراني آن باشاد x = cتابعي است که fفرض مي کنیم 

: تعریف شده باشد، در این صورت داریم cفرض مي کنیم  در یك همسایگي 

. باشدماکزیمم نسبي است اگر (1

. باشدمینیمم نسبي است اگر(2

وم باشد و یا تعریف نشده باشاد، آزماون مشاتق د   اگر در این نقطه

. برای تعیین نوع نقطه بحراني به کار نمي رود

 )(cf

 )(cf

 )(cf



نقطه عطف

cاست، اگر یك همسایگي fنمودار تابع نقطه عطفنقطه :تعریف 

در فاصاالهxوجااود داشااته باشااد بااه طااوری کااه باارای هاار  (a , b)ماننااد 

باشااد و یااا  در فاصاالهxباارای هاار  و و

.برعكس

وجود داشته باشد، در این باشد و fنقطه عطف نمودار اگر 

. باشدصورت  زم است که

))(,( cfcM

),(,)( caxf ),(,)( bcxf 

))(,( cfcM)(xf 

 )(xf



قضيه

وجاود داشاته، باه طاوری     x = cتابعي باشد که برای آن نقطه ای مانناد  fاگر 

است که fنقطه عطف نمودار M(c , f(c))باشد، در صورتي نقطهf´´(c)=0که

: وجود داشته باشد به طوری که (a , b)مانند cهمسایگي از 

1)f´´(x) در همسایگي مذکور وجود داشته و برای هرx  متعلق به این فاصاله

. باشدf´´(x)≠0، (x ≠ cبه جز)

2)f´´(b) , f´´(a)مختلف العلامت باشند .



نتيجه

ر عمال  به طور کلي برای تعیین ماکزیمم و مینمم و نقاط عطف یاك منحناي باه ترتیاب زیا     

: مي کنیم 

یاد کاه   معادله ای به دسات ماي آ  . ابتدا از تابع مشتق گرفته را مساوی صفر قرار مي دهیم(1

:  فرض مي کنیم که داریم . ریشه های حقیقي آن را تعیین مي کنیم

قطاه  ن. طول نقطه را در تابع قرار داده، عرض آن را تعیین مي کنیم، یعناي 

M را نقطه بحرانيfاین نقطه ممكن است ماکزیمم یا مینمم یا هیچ کدام باشد. خوانند  .

axxfy

xfy





)(

)(

))(,( afaM
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x = aبرای تعیین نوع نقطه بحراني، مي تاوان از تغییار علامات مشاتق در     (2

مااکزیمم  Mباشاد، نقطاه   اگار . استفاده کارد 

مینمم Mباشد، نقطه ، اگر . نسبي است

. نسبي است

  xxfaxxf ,)(,,)(

x  )(,,)( xfxxf
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ي  یعنا برای تعیین نوع نقطه بحراني مي تاوان از علامات مشاتق دوم،    (3

.  استفاده کرد

. ماکزیمم نسبي استMباشد نقطه بحراني اگر  ( الف

. مینمم نسبي استMباشد نقطه اگر ( ب 

Mباشاد، نقطاه   هموارهaباشد، اگر در همسایگي اگر ( ج 

باشاد، نقطاه میانمم نسابي     ، همواره x = aاگر در همسایگي . ماکزیمم است

متقارن باشاد، نقطاه   aدر دوطرف علامت x = aاگر در همسایگي نقطه . است

Mماکزیمم و مینمم نیست بلكه نقطه، نقطه عطف خواهد بود.

)(xfy 

 )(af

 )(af

 )(af )(xf

 )(xf

)(xf 
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را تشاكیل ماي دهایم، و آن را    برای تعیاین نقطاه عطاف، ابتادا     

: داریم : مساوی صفر قرار مي دهیم 

نقطه عطف است، کافیست نشان دهیم Aبرای تعیین اینكه نقطه 

.تغییر علامت مي دهدx = aدر نقطه 

)(xfy 

))(,()( cfcAcxxfy  

)(xfy 



لهروش هاي تعيين مقدار تقريبي ريشه هاي حقيقي يك معاد

روش نیوتن 

ناین  پیوسته و مشتق پذیر باشد و همچدر فاصله  fفرض مي کنیم تابع 

وجاود زیرمجموعه از فاصاله  فرض مي کنیم فاصله ای مانند 

و یا نزولي یعني یا صعودی)داشته باشد، به طوری که تابع در این فاصله یكنوا 

بناا باه فارض،    . دارای علامت هاای مختلاف باشاند   و  و ( باشد

یاا  با توجه به اینكه تابع در این فاصله صاعودی . استه

.  گرددنزولي است، لذا در این فاصله تنها یك جواب وجود دارد که  

 ba ,

 21 , xx ba ,

)( 1xf)( 2xf

  )(,)( 12 xfxf

)(xf
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چناین  اگار . بابت بماندفرض مي کنیم مشتق دوم تابع در فاصله

صاله  نباشد با کاهش فاصله، فاصله ای را پیدا ماي کنایم کاه مشاتق دوم در فا    

عقار  باشد تمي دانیم اگر در فاصله ای . موردنظر دارای این خاصیت باشد

مماساي  Bاز نقطاه  . باشد تعقر به سمت پایین استبه طرف با  و اگر 

و ها را در نقطه ای واقع بینxبر منحني رسم مي کنیم تا محور 

: معادله مماس به صورت زیر است Bقطع کند؛ یعني در نقطه 

 21 , xx

oy

y

)()()( 222 xxxfxfy 

1x
2x
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، به دست ماي آیاد، یعناي    ها قطع مي کنیم، نقطه xآن را با محور 

: پس داریم 

ا باه  ربر منحني در نظر مي گیریم و ریشه نزدیكتار را به طول نقطه 

روش مشابه فوق به دست مي آوریم و باا اداماه ایان روش ماي تاوان ریشاه       

.  معادله را با هر تقریب موردنظری به دست آورد

1ay

)(

)(

2

2
21

xf

xf
xa




1B
1a2a



كاربردهاي مشتق در اقتصاد و بازرگاني

توابع متوسا و نهایي

بناا  . دباش... تابع هزینه کل، یا درآمد کل و یا فرض مي کنیم تابع  

دانایم   ماي . برابر است با مقدار تاابع بارای یاك واحاد    تابع متوسابه تعریف، 

:ت با مقدار تابع به ازای  واحد است، بنابراین مقدار  برای یك واحد برابر اس

یا 

)(xfy

y
x

xf

x

y


)(
yAV
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: مي دانیم که داریم 

: گوییم، یعني داریم yتابع نهایي  بنا به تعریف، این مشتق را 

My تابع نهایيy است .

dx

dy

x

y
y

x







 
lim

My
dx

dy

x

y
y

x







 
lim



تابع هزينه

بوده که yواحد از یك کا  برابرxفرض مي کنیم هزینه کل تولید و بازاریابي

هزیناه متوساا  در این صورت، . نشان داده شده استTC = y = f(x)به معادله

: برابر است با ( 10ا5)نشان مي دهیم طبق رابطه AVCکه آن را به

: نشان مي دهیم برابر است با MCکه آن را به هزینه نهایي

.بابت مي کنیم تابع هزینه نهایي از مینمم هزینه متوسا مي گذرد

x

xf
yAVC

)(


)(xfyMC 


