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مقدار یک را λ ∈ F اسکالر باشد. F میدان روی n × n ماتریس یک A کنید فرض تعریف:
.Ax = λx که طوری به باشد موجود x ∈ Fn ناصفر بردار هرگاه می نامیم A ویژه ی

ماتریس ویژه ی زوج یک (λ, x) مرتب زوج و λ ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار یک x بردار
می شود. نامیده A

بنابراین باشد. A ماتریس ویژه ی مقدار یک λ کنید فرض :١ نتیجه

λx−Ax = ٠ ⇒ (λI −A)x = ٠.

یکتای جواب دارای (λI−A)x = ٠ دستگاه آنگاه باشد، وارون پذیر λI−A ماتریس اگر حال
باشد، وارون ناپذیر λI −A باید پس است. تناقض در ویژه بردار بودن ناصفر با که است x = ٠

.det(λI −A) = ٠ معادل، طور به یا
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x بردار ناصفر مضرب هر آنگاه باشد، λ ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار یک x اگر :٢ نتیجه
آنگاه ،c ̸= ٠ اگر زیرا است. λ با متناظر ویژه ی بردار یک نیز

A(cx) = cAx = cλx = λ(cx).

یک نیز آن ها مجموع آنگاه باشند، λ ویژه ی مقدار با متناظر ویژه ی بردار دو x١, x٢ اگر :٣ نتیجه
زیرا است. λ با متناظر ویژه ی بردار

A(x١ + x٢) = Ax١ +Ax٢ = λx١ + λx٢ = λ(x١ + x٢).

می دهد. برداری فضای یک تشکیل λ ویژه ی مقدار یک با متناظر ویژه ی بردار های مجموعه بنابراین
حقیقت در می دهند. نشان Eλ با را آن و می نامند λ با متناظر ویژه ی فضای را برداری فضای این

داریم
Eλ = {x |Ax = λx} = N (A− λI).
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ویژه ی زوج یک (١/λ, x) آنگاه باشد، A ویژه ی زوج یک (λ, x) و وارون پذیر A اگر :۴ نتیجه
زیرا است. A−١

Ax = λx ⇒ A−١Ax = A−١(λx) ⇒ x = λA−١x ⇒ A−١x =
١
λ
x.

آنگاه باشد، A ویژه ی مقدار یک λ اگر :۵ نتیجه

A٢x = A(Ax) = A(λx) = λ(Ax) = λ(λx) = λ٢x.

.Anx = λnx داریم n > ٢ هر ازای به ترتیب همین به است. A٢ ویژه ی مقدار یک λ٢ بنابراین
اگر کلی، طور به

q(t) = a٠ + a١t+ · · ·+ amtm,

آن در که است q(A) ویژه ی زوج یک (q(λ), x) آنگاه باشد، A ویژه ی زوج یک (λ, x) و

q(A) = a٠I + a١A+ · · ·+ amAm.
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و باشند A ماتریس متمایز ویژه ی مقادیر {λ١, λ٢, . . . , λk} اگر قضیه:

{(λ١, x١), (λ٢, x٢), . . . , (λk, xk)}

بیان به است. خطی مستقل S = {x١, x٢, . . . , xk} آنگاه باشد، A ویژه ی زوج های مجموعه
هستند. خطی مستقل ،A متمایز ویژه ی مقادیر با متناظر ویژه ی بردارهای دیگر،

ماکسیمال خطی مستقل زیرمجموعه ی R = {y١, y٢, . . . , yr} و خطی وابسته ی S اگر اثبات:
داریم بنابراین .yr+١ =

∑r
i=١ αiyi که طوری به دارد وجود yr+١ ∈ S \R آنگاه باشد، S

٠ = (A− λr+١I)yr+١ =

r∑
i=١

αi(Ayi − λr+١yi) =

r∑
i=١

αi(λi − λr+١)yi.

ویژه مقادیر چون و αi(λi − λr+١) = ٠ داریم i هر ازای به پس است، خطی مستقل R چون
است. تناقض در ویژه بردار بودن ناصفر با که yr+١ = ٠ نتیجه در .αi = ٠ پس هستند، متمایز
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هستند. متعامد متقارن، ماتریس یک متمایز ویژه ی مقادیر با متناظر ویژه ی بردارهای قضیه:

.λi ̸= λj و باشند A متقارن ماتریس ویژه ی زوج دو (λj , xj) و (λi, xi) کنید فرض اثبات:
صورت این در

Axi = λixi =⇒ xT
i A

T = λix
T
i

=⇒ xT
i A = λix

T
i

=⇒ xT
i Axj = λix

T
i xj

=⇒ λjx
T
i xj = λix

T
i xj

=⇒ (λj − λi)x
T
i xj = ٠.

هستند. متعامد xj و xi بنابراین و xT
i xj = ٠ داریم ،λi ̸= λj که آنجا از
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درایه های بقیه ی و است ١ آن قطر روی عناصر که باشد ١٠× ١٠ ماتریسی A کنید فرض تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری با: است برابر A وارون درایه های مجموع صورت این در هستند. −١ آن

−٣
٢ (١

−١ (٢
−۵
۴ (٣
−٣
۴ (۴

با برابر آن مؤلفه های تمام که باشد ١٠تایی برداری u کنید فرض است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
.A−١u = −١

٨ u داریم ۴ نتیجه ی به توجه با پس .Au = −٨u صورت این در هستند. ١
١٠ × ١٠ دلخواه ماتریس هر درایه های تمام مجموع می توان u بردار از استفاده با دیگر، سوی از

با: است برابر A−١ درایه های مجموع بنابراین آورد. بدست uTBu محاسبه ی با را B مانند

uTA−١u =
−١
٨

uTu =
−١
٨

× ١٠ =
−۵
۴

.
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درایه های بقیه ی و است ١ آن قطر روی عناصر که باشد ١٠× ١٠ ماتریسی A کنید فرض تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری با: است برابر A وارون درایه های مجموع صورت این در هستند. −١ آن

−٣
٢ (١

−١ (٢
−۵
۴ (٣
−٣
۴ (۴

با برابر آن مؤلفه های تمام که باشد ١٠تایی برداری u کنید فرض است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
.A−١u = −١

٨ u داریم ۴ نتیجه ی به توجه با پس .Au = −٨u صورت این در هستند. ١
١٠ × ١٠ دلخواه ماتریس هر درایه های تمام مجموع می توان u بردار از استفاده با دیگر، سوی از

با: است برابر A−١ درایه های مجموع بنابراین آورد. بدست uTBu محاسبه ی با را B مانند

uTA−١u =
−١
٨

uTu =
−١
٨

× ١٠ =
−۵
۴

.
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باشد، S ویژه ی مقدار λ = a+ bi مختلط عدد و ST = −S که باشد ماتریسی S اگر تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه

a = ٠ (١
b = ٠ (٢

است. S ویژه ی مقدار bλ (٣
است. S ویژه ی مقدار aλ (۴
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است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
نتیجه در و Sx = λx بنابراین باشد. λ ویژه ی مقدار با متناظر S ویژه ی بردار x گیریم

xTSx = λxTx = λ∥x∥٢. (١)

داریم S بودن پادمتقارن به توجه با و xTSx = (Sx)Tx داریم داخلی ضرب خواص از

(Sx)Tx = xTSTx = −xTSx = −xTSx = −xTλx = −λxTx = −λ∥x∥٢.

.∥x∥ ̸= ٠ پس ،x ̸= ٠ که آنجا از .−λ∥x∥٢ = λ∥x∥٢ با است معادل (١) تساوی رو، این از
نتیجه در و −λ = λ بنابراین

−(a− bi) = a+ bi ⇒ −a+ bi = a+ bi ⇒ a = ٠.

می توان مشابه طور به محض. موهومی یا صفرند یا پادمتقارن ماتریس های ویژه ی مقادیر :۶ نتیجه
حقیقی اند. متقارن، ماتریس های ویژه ی مقادیر که دید
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چندجمله ای باشد. F میدان روی n× n ماتریس یک A کنید فرض تعریف:

p(λ) = det(λI −A)

می شود. نامیده A ماتریس مشخصه ی چندجمله ای است، n× n همانی ماتریس I آن در که
است. ١ با برابر (λn) پیشرو جمله ی ضریب و است n درجه ی از چندجمله ای این ◀

قضیه ی به توجه با پس هستند. p(λ) = ٠ مشخصه ی معادله ی ریشه های A ویژه ی مقادیر ◀
نوشت می توان جبر اساسی

p(λ) = (λ− λ١)(λ− λ٢) . . . (λ− λn),

هستند. A ویژه ی مقادیر λ١, λ٢, . . . , λn آن در که
نتیجه: در .det(−A) = p(٠) داریم ◀

(−١)n det(A) = (٠ − λ٠)(١ − λ٢) . . . (٠ − λn) = (−١)nλ١λ٢ . . . λn

.det(A) =
∏n

i=١ λi بنابراین
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بگیرید: نظر در را زیر تساوی ◀

det(λI −A) = (λ− λ١) . . . (λ− λn) = λn + an−١λ
n−١ + · · ·+ a٠.

داریم

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a١١ −a١٢ . . . −a١n
−a٢١ λ− a٢٢ . . . −a٢n

...
...

. . .
...

−an١ −an٢ . . . λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
حاصل ضرب در تنها an−١λ

n−١ جمله ی آنگاه دهیم، بسط اول سطر به نسبت را دترمینان این اگر
.an−١ = −(a١١+· · ·+ann) = −tr(A) داریم و می شود ظاهر (λ−a١١) . . . (λ−ann)

با است برابر (λ− λ١) . . . (λ− λn) حاصل ضرب در λn−١ ضریب طرفی از

an−١ = −(λ١ + · · ·+ λn) = −
∑n

i=١ λi

.tr(A) =
∑n

i=١ λi بنابراین
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داریم باشد. n× n ماتریسی A کنید فرض ◀

det(A) = ٠ ⇐⇒
∏n

i=١ λi = ٠.

باشد. داشته صفر ویژه ی مقدار یک کم دست اگر تنها و اگر است وارون ناپذیر A بنابراین

شکل به A مشخصه ی چندجمله ای اگر ◀

p(λ) = (λ− λ١)
n١(λ− λ٢)

n٢ . . . (λ− λk)
nk

آنگاه باشد،

det(A) = λn١
١ λn٢

٢ . . . λnk

k , tr(A) = n١λ١ + n٢λ٢ + · · ·+ nkλk.

یک نیز z آنگاه باشد، p(x) = ٠ چندجمله ای معادله ی ریشه ی یک z مختلط عدد اگر یادآوری:
دارد. حقیقی ریشه ی یک حداقل فرد درجه ی از چندجمله ای هر رو، این از است. معادله ریشه ی

λ = a− bi آنگاه باشد، A ویژه ی مقدار یک λ = a+ bi و n×n ماتریسی A اگر :٧ نتیجه
دارد. حقیقی ویژه ی مقدار یک حداقل A آنگاه باشد، فرد n اگر است. A ویژه ی مقدار یک نیز
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خاص حالت های در مشخصه چندجمله ای

از است عبارت A =

[
a b
c d

]
ماتریس مشخصه ی چندجمله ای ◀

∣∣∣∣λ− a −b
−c λ− d

∣∣∣∣ = λ٢ − (a+ d)λ+ ad− bc = λ٢ − tr(A)λ+ det(A).

از است عبارت A = diag(d١, d٢, . . . , dn) ماتریس مشخصه ی چندجمله ای ◀

det(λI −A) = (λ− d١)(λ− d٢) . . . (λ− dn).

.(λ− ١)n با است برابر همانی ماتریس مشخصه ی چندجمله ای خاص، حالت در
زیرا: برابرند، هم با AT و A مشخصه ی چندجمله ای آنگاه باشد، n× n ماتریسی A اگر ◀

det(λI −A) = det(λI −A)T = det(λI −AT ).

نیستند. یکسان لزوماً آن ها ویژه ی بردارهای برابرند، هم با AT و A ویژه ی مقادیر اگرچه
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داریم باشد. λ١, λ٢, λ٣ ویژه ی مقادیر با ٣ × ٣ ماتریس یک A کنید فرض ◀

p(λ) = (λ− λ١)(λ− λ٢)(λ− λ٣)

= λ٣ − (λ١ + λ٢ + λ٣)λ
٢ + (λ١λ٢ + λ١λ٣ + λ٢λ٣)λ− λ١λ٢λ٣.

که کنید توجه حال .λ١λ٢λ٣ = det(A) و λ١ + λ٢ + λ٣ = tr(A) که دیدیم قبلا

λ١λ٢ + λ١λ٣ + λ٢λ٣ =
١
٢
[(λ١ + λ٢ + λ٣)

٢ − (λ٢
١ + λ٢

٢ + λ٢
٣)]

=
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)].

از است عبارت A مشخصه ی چندجمله ای بنابراین

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)]λ− det(A).
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ماتریس مشخصه ی چندجمله ای که دید می توان مستقیم محاسبه ی با طرفی، از

A =

a b c
d e f
g h i


از است عبارت

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +

(∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a c
g i

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a b
d e

∣∣∣∣)λ− det(A)

= λ٣ − tr(A)λ٢ + tr(adj(A))λ− det(A).

می شود: حاصل ٣ × ٣ ماتریس های برای زیر رابطه ی آمده، دست به روابط مقایسه ی از

tr(adj(A)) =
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)].

.det(adj(A)) = (det(A))n−١ داریم A مانند n× n ماتریس هر برای یادآوری:
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و باشند دلخواه ابعاد از مربعی بلوک هایی B١,B٢, . . . ,Bk اگر ◀

A =


B١ A١٢ A١٣ · · · A١k
٠ B٢ A٢٣ · · · A٢k
٠ ٠ B٣ · · · A٣k
...

...
...

. . .
...

٠ ٠ ٠ · · · Bk

 ,

ترتیب همین به .det(A) = det(B١) . . . det(Bk) داریم دترمینان خواص به توجه با آنگاه
نوشت: می توان

det(λI −A) = det(λI١ −B١) . . . det(λIk −Bk).

B١, . . . ,Bk مشخصه ی چندجمله ای های حاصل ضرب با برابر A مشخصه ی چندجمله ای بنابراین
است. برقرار نیز قطری و مثلثی بلوکی، قطری بلوکی، پایین مثلثی ماتریس های برای رابطه این است.

هستند. اصلی قطر بر واقع درایه های همان قطری و مثلثی ماتریس های ویژه ی مقادیر :٨ نتیجه
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١۶
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

:A−١ مشخصه ی چندجمله ای ◀

چندجمله ای آنگاه باشد، p(λ) آن مشخصه ی چندجمله ای و وارون پذیر ،n × n ماتریسی A اگر
از است عبارت A−١ مشخصه ی

q(λ) =
(−١)n

det(A)
λnp

(١
λ

)
=

١
p(٠)

λnp
(١
λ

)
.

داریم حقیقت در

q(λ) = det(λI −A−١) = det
(
A−١(λA− I)

)
= det(A−١) det(λA− I)

= det(A−١)(−١)n det(I − λA)

= det(A−١)(−١)nλn det
(١
λ
I −A

)
=

(−١)n

det(A)
λnp

(١
λ

)
.
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١٧
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

:BA و AB مشخصه ی چندجمله ای های ◀

می دهیم قرار باشد. n×m ماتریسی B و m× n ماتریسی A کنید فرض

C =

[
λIm A
B In

]
, D =

[
Im ٠
−B λIn

]
.

داریم: و هستند m+ n مرتبه ی از مربعی ماتریس هایی D و C صورت این در

CD =

[
λIm −AB λA

٠ λIn

]
, DC =

[
λIm A

٠ λIn −BA

]
.

می شود نتیجه det(CD) = det(DC) تساوی از اکنون

λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA).

،m < n اگر برابرند. هم با BA و AB مشخصه ی چندجمله ای های آنگاه ،m = n اگر بنابراین
σ(BA) و σ(AB) آن در که σ(BA) = σ(AB)∪{٠} داریم و نیست وارون پذیر BA آنگاه
داریم. مشابهی رابطه ی نیز n < m برای هستند. BA و AB ویژه ی مقادیر مجموعه ی ترتیب به
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١٨
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

آنگاه باشند، nتایی بردار دو u, v و وارون پذیر و n× n ماتریسی A اگر یادآوری:

.det(I + uvT ) = ١ + vTu الف)

.det(A+ uvT ) = det(A)(١ + vTA−١u) ب)

شود: گرفته کار به زیر تساوی در حاصل ضرب، دترمینان قاعده ی است کافی (الف) اثبات ]برای
I ٠
vT ١

] [
I + uvT u

٠ ١

] [
I ٠

−vT ١

]
=

[
I u
٠ ١ + vTu

]
.

می نویسیم (ب) اثبات برای

A+ uvT = A(I +A−١uvT )

می گیریم. کار به (الف) قسمت رابطه ی با همراه را حاصل ضرب دترمینان قاعده ی و
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١٩
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

از است عبارت D = diag(d١, . . . , dn) آن در که D + uvT مشخصه ی چندجمله ای ◀

p̂(λ) = p(λ)−
n∑

i=١

uivipi(λ)

آن: در که

p(λ) = det(λI −D) =

n∏
i=١

(λ− di), pi(λ) =
p(λ)

λ− di
=

∏
j ̸=i

(λ− dj).

اثبات:

det(λI −D − uvT ) = det(λI −D)
(
١ − vT (λI −D)−١u

)
=

( n∏
i=١

(λ− di)
)(

١ −
n∑

i=١

uivi
λ− di

)
=

n∏
i=١

(λ− di)−
n∑

i=١

(
uivi

∏
j≠i

(λ− dj)
)
.
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٢٠
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

ویژه ی مقادیر آنگاه ،AT = A٢ که باشد همانی غیر و حقیقی مربعی ماتریس یک A اگر تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام A

٢ و ١ (١
−٢ یا ٢ (٢

١ یا ٠ (٣
−١ و ٠ (۴

ویژه ی مقدار یک λ رو، این از باشد. A ویژه ی مقدار یک λ گیریم است. صحیح ٣ گزینه پاسخ:
داریم بنابراین هست. نیز A٢ ویژه ی مقدار یک λ پس ،AT = A٢ فرض طبق چون و است AT

.λ = ١ یا λ = ٠ داشت خواهیم آنجا از و λ = λ٢
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٢٠
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

ویژه ی مقادیر آنگاه ،AT = A٢ که باشد همانی غیر و حقیقی مربعی ماتریس یک A اگر تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام A

٢ و ١ (١
−٢ یا ٢ (٢

١ یا ٠ (٣
−١ و ٠ (۴

ویژه ی مقدار یک λ رو، این از باشد. A ویژه ی مقدار یک λ گیریم است. صحیح ٣ گزینه پاسخ:
داریم بنابراین هست. نیز A٢ ویژه ی مقدار یک λ پس ،AT = A٢ فرض طبق چون و است AT

.λ = ١ یا λ = ٠ داشت خواهیم آنجا از و λ = λ٢

دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٢١
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

ویژه ی مقدار یک n ∈ N اگر باشد. صحیح درایه های با مربعی ماتریس یک A کنیم فرض تست:
(٩٩ ریاضی (دکتری است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه باشد، A

det(A) |n (١
n | tr(A) (٢

n | rank(A) (٣
n | det(A) (۴

حاصل ضرب با برابر ماتریس یک دترمینان دیدیم، که همان طور زیرا است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
است. آن ویژه ی مقادیر
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٢١
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

ویژه ی مقدار یک n ∈ N اگر باشد. صحیح درایه های با مربعی ماتریس یک A کنیم فرض تست:
(٩٩ ریاضی (دکتری است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه باشد، A

det(A) |n (١
n | tr(A) (٢

n | rank(A) (٣
n | det(A) (۴

حاصل ضرب با برابر ماتریس یک دترمینان دیدیم، که همان طور زیرا است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
است. آن ویژه ی مقادیر
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٢٢
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

صورت این در .tr(A) = ١
٢ det(A) که طوری به است ٢ × ٢ ماتریسی A کنید فرض تست:

(٩۴ ریاضی (دکتری باشد؟ A ویژه ی مقدار نمی تواند زیر مقادیر از یک کدام
١ (١
٢ (٢

−١ (٣
−١
٢ (۴

است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
.det(A) = λ١λ٢ و tr(A) = λ١+λ٢ بنابراین باشند. A ویژه ی مقادیر λ٢ و λ١ کنیم فرض

داریم مسئله فرض از نتیجه در

λ١ + λ٢ =
١
٢
λ١λ٢.

می شود. ٢ = ٠ تناقض به منجر که ،٢ + λ٢ = λ٢ داشت خواهیم آنگاه ،λ١ = ٢ اگر اکنون
باشد. A ویژه ی مقدار یک نمی تواند ٢ پس
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٢٢
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

صورت این در .tr(A) = ١
٢ det(A) که طوری به است ٢ × ٢ ماتریسی A کنید فرض تست:

(٩۴ ریاضی (دکتری باشد؟ A ویژه ی مقدار نمی تواند زیر مقادیر از یک کدام
١ (١
٢ (٢

−١ (٣
−١
٢ (۴

است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
.det(A) = λ١λ٢ و tr(A) = λ١+λ٢ بنابراین باشند. A ویژه ی مقادیر λ٢ و λ١ کنیم فرض

داریم مسئله فرض از نتیجه در

λ١ + λ٢ =
١
٢
λ١λ٢.

می شود. ٢ = ٠ تناقض به منجر که ،٢ + λ٢ = λ٢ داشت خواهیم آنگاه ،λ١ = ٢ اگر اکنون
باشد. A ویژه ی مقدار یک نمی تواند ٢ پس
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٢٣
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

باشند. حقیقی درایه های با ٣×١٠ ماتریس یک B و ١٠×٣ ماتریس یک A کنید فرض تست:
عبارتند BA متمایز ویژه ی مقادیر تمامی آنگاه باشند، AB ماتریس ویژه ی مقادیر −١, ٢, ۴ اگر

(٩٩ ریاضی (دکتری از:
−١, ٢, ۴ (١

١−,٠, ٢, ۴ (٢
−١, ٠, ١, ٢, ۴ (٣

−١, ٠, ٢−,١, ٢,−۴, ۴ (۴

شده بیان مطالب به توجه با و نیست وارون پذیر BA حقیقت، در است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
داریم

σ(BA) = σ(AB) ∪ {٠} = {١−,٠, ٢, ۴}.
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٢٣
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

باشند. حقیقی درایه های با ٣×١٠ ماتریس یک B و ١٠×٣ ماتریس یک A کنید فرض تست:
عبارتند BA متمایز ویژه ی مقادیر تمامی آنگاه باشند، AB ماتریس ویژه ی مقادیر −١, ٢, ۴ اگر

(٩٩ ریاضی (دکتری از:
−١, ٢, ۴ (١

١−,٠, ٢, ۴ (٢
−١, ٠, ١, ٢, ۴ (٣

−١, ٠, ٢−,١, ٢,−۴, ۴ (۴

شده بیان مطالب به توجه با و نیست وارون پذیر BA حقیقت، در است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
داریم

σ(BA) = σ(AB) ∪ {٠} = {١−,٠, ٢, ۴}.
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٢۴
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

نسبت قدر با حسابی تصاعد یک آن ویژه ی مقادیر و باشد ٣ × ٣ ماتریسی A کنید فرض تست:
عبارت ویژه مقدار بزرگترین آنگاه ،det(A) = −٢١ و tr(A) = ٩ اگر دهند. تشکیل مثبت

(٩۴ ریاضی (دکتری از: است
۴ (١
٧ (٢
٨ (٣
٩ (۴

می گیریم: نظر در زیر صورت به را A ویژه ی مقادیر است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

λ١ = λ− d, λ٢ = λ, λ٣ = λ+ d.

جایگذاری با نتیجه، در .λ = ٣ داریم tr(A) = λ١ +λ٢ +λ٣ = ٩ تساوی از صورت این در
داشت خواهیم ،det(A) = λ١λ٢λ٣ که این گرفتن نظر در با و بالا تساوی های در λ

٣ × (٩ − d٢) = −٢١ d>٠
=⇒ d = ۴ ⇒ λ٣ = ٧.
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٢۴
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

نسبت قدر با حسابی تصاعد یک آن ویژه ی مقادیر و باشد ٣ × ٣ ماتریسی A کنید فرض تست:
عبارت ویژه مقدار بزرگترین آنگاه ،det(A) = −٢١ و tr(A) = ٩ اگر دهند. تشکیل مثبت

(٩۴ ریاضی (دکتری از: است
۴ (١
٧ (٢
٨ (٣
٩ (۴

می گیریم: نظر در زیر صورت به را A ویژه ی مقادیر است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

λ١ = λ− d, λ٢ = λ, λ٣ = λ+ d.

جایگذاری با نتیجه، در .λ = ٣ داریم tr(A) = λ١ +λ٢ +λ٣ = ٩ تساوی از صورت این در
داشت خواهیم ،det(A) = λ١λ٢λ٣ که این گرفتن نظر در با و بالا تساوی های در λ

٣ × (٩ − d٢) = −٢١ d>٠
=⇒ d = ۴ ⇒ λ٣ = ٧.
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٢۵
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

a١, a٢, . . . , a۵ اگر می کند. ۴A−I−A٢صدق = ٠ رابطه  ی Aدر ∈ M۵(R)ماتریس تست:
عبارت مقدار آنگاه باشند، A ویژه ی مقادیر

(a١ −
١
a١

) + (a٢ −
١
a٢

) + · · ·+ (a۵ −
١
a۵

)

(٩۶ ریاضی (دکتری است؟ کدام
۴ (١

−٢٠ (٢
٢٠ (٣
−۴ (۴

وارون پذیر A بنابراین .A(A−۴I) = I داریم فرض به توجه با است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
داریم بنامیم، S را مسئله در شده خواسته مجموع اگر اکنون .A−١ = A− ۴I و است

S = tr(A)−tr(A−١) = tr(A)−tr(A−۴I) = tr(A)−tr(A)+۴ tr(I) = ٢٠.
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٢۵
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

a١, a٢, . . . , a۵ اگر می کند. ۴A−I−A٢صدق = ٠ رابطه  ی Aدر ∈ M۵(R)ماتریس تست:
عبارت مقدار آنگاه باشند، A ویژه ی مقادیر

(a١ −
١
a١

) + (a٢ −
١
a٢

) + · · ·+ (a۵ −
١
a۵

)

(٩۶ ریاضی (دکتری است؟ کدام
۴ (١

−٢٠ (٢
٢٠ (٣
−۴ (۴

وارون پذیر A بنابراین .A(A−۴I) = I داریم فرض به توجه با است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
داریم بنامیم، S را مسئله در شده خواسته مجموع اگر اکنون .A−١ = A− ۴I و است

S = tr(A)−tr(A−١) = tr(A)−tr(A−۴I) = tr(A)−tr(A)+۴ tr(I) = ٢٠.
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٢۶
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

که طوری به باشد حقیقی درایه های با ٢ × ٢ ماتریس یک A کنید فرض تست:

tr(A) = tr(A٢) = ٣.

(٩٩ ریاضی (دکتری با: است برابر tr(A٣) صورت این در
٠ (١
١ (٢
٢ (٣
٣ (۴
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λ٢ و λ١ که آنجا از باشند. A ویژه ی مقادیر λ٢ و λ١ کنیم فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
جمع و معادله در آن ها دادن قرار با می کنند، صدق λ٢ − tr(A)λ+det(A) = ٠ معادله ی در

داریم حاصل، روابط

(λ٢
١ + λ٢

٢)− tr(A)(λ١ + λ٢) + ٢det(A) = ٠

معادل، طور به یا
tr(A٢)− tr(A)٢ + ٢ det(A) = ٠.

نتیجه در .det(A) = ٣ داشت خواهیم ،tr(A) = tr(A٢) = ٣ که این از

tr(A٣) = λ٣
١ + λ٣

٢ = (λ١ + λ٢)(λ
٢
١ − λ١λ٢ + λ٢

٢)

= tr(A)
(
tr(A٢)− det(A)

)
= ٣ × (٣ − ٣)
= ٠.
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که طوری به باشد حقیقی درایه های با ٣ × ٣ ماتریس یک A کنید فرض تست:

tr(A٢) = ١, tr(A) = ٠,det(A) = ٠.

(٩٧ ریاضی (دکتری با: است برابر A ناصفر ویژه ی مقادیر حاصل ضرب
− ١

٢ (١√
٢ (٢
١
٢ (٣

−
√

٢ (۴

از است عبارت A مشخصه ی چندجمله ای است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)]λ− det(A) = λ٣ − ١

٢
λ.

.−١
٢ با است برابر آن ها حاصل ضرب و −

√
٢

٢ و
√

٢
٢ از عبارتند A ناصفر ویژه ی مقادیر بنابراین
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که طوری به باشد حقیقی درایه های با ٣ × ٣ ماتریس یک A کنید فرض تست:

tr(A٢) = ١, tr(A) = ٠,det(A) = ٠.

(٩٧ ریاضی (دکتری با: است برابر A ناصفر ویژه ی مقادیر حاصل ضرب
− ١

٢ (١√
٢ (٢
١
٢ (٣

−
√

٢ (۴

از است عبارت A مشخصه ی چندجمله ای است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)]λ− det(A) = λ٣ − ١

٢
λ.

.−١
٢ با است برابر آن ها حاصل ضرب و −

√
٢

٢ و
√

٢
٢ از عبارتند A ناصفر ویژه ی مقادیر بنابراین
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موجود P مانند وارون پذیری ماتریس اگر (یعنی باشند متشابه B و A ماتریس های اگر :٩ نتیجه
یکسانی مشخصه ی چندجمله ای های دارای B و A آنگاه (B = P−١AP که طوری به باشد

زیرا هستند.

det(λI −B) = det(λI − P−١AP )

= det(P−١(λI −A)P )

= det(P−١) det(λI −A) det(P )

= det(λI −A).

ماتریس های مثال، برای نیست. درست موضوع این عکس

A =

[
٠ ١
٠ ٠

]
, B =

[
٠ ٠
٠ ٠

]
نیستند. متشابه اما هستند، یکسان مشخصه ی چندجمله ای دارای

دارند. برابر) دترمینان و اثر رو این از (و یکسان ویژه ی مقادیر و رتبه متشابه ماتریس های ◀
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A ویژه ی بردار n شامل خطی مستقل مجموعه ی هر آنگاه باشد، n×n ماتریسی A اگر تعریف:
می شود. نامیده A ویژه ی بردارهای کامل مجموعه ی یک

باشد. متشابه قطری ماتریس یک با هرگاه می نامیم قطری شدنی را A ∈ Fn×n ماتریس تعریف:
که طوری به باشند موجود D مانند قطری ماتریسی و P مانند وارون پذیری ماتریس دیگر بیان به

P−١AP = D

داریم .D = diag(λ١, λ٢, . . . , λn) و P =
[
x١|x٢| . . . |xn

]
کنید فرض :١٠ نتیجه

P−١AP = D ⇐⇒ AP = PD

⇐⇒
[
Ax١|Ax٢| . . . |Axn

]
=

[
λ١x١|λ٢x٢| . . . |λnxn

]
.

کاملی مجموعه ی (یعنی خطی مستقل ویژه ی بردار n اگر تنها و اگر است شدنی قطری A بنابراین
مستقل ویژه ی بردارهای از عبارتند P ستون های صورت، این در باشد. داشته ویژه) بردارهای از

آن ها. با متناظر ویژه ی مقادیر از عبارتند D ماتریس قطری درایه های و ،A خطی
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است. شدنی قطری A آنگاه باشد، متمایز ویژه ی مقدار n با n× n ماتریسی A اگر :١١ نتیجه
هستند. خطی مستقل متمایز، ویژه ی مقادیر با متناظر ویژه ی بردارهای که دیدیم که همانطور زیرا،

باشند. متمایز شدنی قطری ماتریس یک ویژه ی مقادیر که ندارد لزومی بالا، نتیجه ی برخلاف توجه:
نیستند. متمایز آن ویژه  ی مقادیر ولی است، شدنی قطری همانی ماتریس مثال برای

عبارت λ جبری چندگانگی آنگاه باشد، A ویژه ی مقدار یک λ و n×n ماتریسی A اگر تعریف:
هندسی چندگانگی همچنین .A مشخصه ی چندجمله ای از ریشه ای عنوان به λ تکرار مرتبه از است

.Eλ ویژه ی فضای بعد از است عبارت λ

کنید فرض مثال برای نیستند. برابر هم با لزوماً هندسی و جبری چندگانگی های توجه:

A =

[
٠ ١
٠ ٠

]
.

آن هندسی چندگانگی اما .٢ با است برابر λ = ٠ جبری چندگانگی بنابراین .p(λ) = λ٢ داریم
.dimE٠ = dimN (A− ٠I) = null(A) = ١ با است برابر
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

آنگاه ،x ∈ Eλ١ ∩ Eλ٢ و باشند A ماتریس متمایز ویژه ی مقدار دو λ٢ و λ١ اگر ◀{
Ax = λ١x

Ax = λ٢x
⇒ (λ١ − λ٢)x = ٠ ⇒ x = ٠.

.Eλ١ ∩ Eλ٢ = {٠} بنابراین

معادلند: زیر احکام آنگاه باشند، A ∈ Fn×n متمایز ویژه ی مقادیر {λ١, . . . , λk} اگر قضیه:
است. شدنی قطری F روی A (١

دارد. خطی) مستقل ویژه ی بردار n (یعنی ویژه بردارهای از کاملی مجموعه ی A (٢
مشخصه ی چندجمله ای یعنی برابرند. هم با λi ویژه ی مقدار هر هندسی و جبری چندگانگی های (٣

صورت به A
p(λ) = (λ− λ١)

n١ . . . (λ− λk)
nk

.i هر ازای به ،ni = dimEλi
آن در که است

.Fn = Eλ١ ⊕ · · · ⊕ Eλk
(۴
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آنگاه باشد، p(λ) مشخصه ی چندجمله ای با مربعی ماتریسی A اگر (کیلی–همیلتون) قضیه:

p(A) = ٠.

می کند. صدق خود مشخصه ی معادله ی در مربعی ماتریس هر دیگر، عبارت به

عبارت A مینیمال چندجمله ای آنگاه باشد، مربعی ماتریسی A اگر مینیمال) (چندجمله ای تعریف:
.m(A) = ٠ که طوری به ممکن درجه ی کوچکترین با m(λ) تکین چندجمله ای از است

است. فرد به منحصر A مینیمال چندجمله ای ◀

تکرار مرتبه ی است ممکن تنها و هستند یکسان مینیمال و مشخصه چندجمله ای ریشه های ◀
باشد. متفاوت آن ها

می کند. عاد ،f(A) = ٠ که را f(λ) چندجمله ای هر A مینیمال چندجمله ای ◀

برابرند. هم با متشابه ماتریس های مینیمال چندجمله ای ◀
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باشد. متشابه مثلثی ماتریس یک با هرگاه می نامیم مثلثی شدنی را A ∈ Fn×n ماتریس تعریف:
A متمایز ویژه ی مقادیر {λ١, . . . , λk} ⊂ F و F روی مربعی ماتریسی A کنید فرض قضیه:

صورت، این در باشند.
از حاصل ضربی صورت به A مینیمال چندجمله ای اگر تنها و اگر است، مثلثی شدنی F روی A (١

باشد: متمایز) لزوماً (نه خطی عوامل

m(λ) = (λ− λ١)
d١(λ− λ٢)

d٢ . . . (λ− λk)
dk , di ≥ ١.

حاصل ضربی صورت به A مینیمال چندجمله ای اگر تنها و اگر است، شدنی قطری F روی A (٢
باشد: نداشته تکراری ریشه ی m(λ) یعنی باشد، متمایز خطی عوامل از

m(λ) = (λ− λ١)(λ− λ٢) . . . (λ− λk).

خطی چندجمله ای های حاصل ضرب به F میدان روی A ماتریس مشخصه ی چندجمله ای اگر نکته:
حاصل ضرب به C روی چندجمله ای هر طرفی، از است. مثلثی شدنی F روی A آنگاه شود، تجزیه

است. مثلثی شدنی C روی ماتریس هر بنابراین می شود. تجزیه خطی چندجمله ای هایی

دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٣۵
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

می تواند زیر تساوی های از یک کدام آنگاه باشد، حقیقی درایه های با ٧×٧ ماتریسی A اگر تست:
(٩٨ ریاضی (دکتری باشد؟ درست

A٢ + ٣A+ ٣I = ٠ (١
A٢ + ٢A+ ۵I = ٠ (٢
A٢ − ٣A+ ۴I = ٠ (٣
A٢ − ٣A+ ٢I = ٠ (۴

چندجمله ای است، فرد مرتبه ی از مربعی ماتریسی A که آنجا از است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
دیگر، سوی از دارد. حقیقی ریشه ی یک کم دست A مینیمال چندجمله ای نتیجه در و A مشخصه ی
گزینه ای رو، این از می کند. عاد ،f(A) = ٠ که را f(λ) چندجمله ای هر A مینیمال چندجمله ای
۴ گزینه ی برای باشد. حقیقی ریشه ی دارای آن، با متناظر f چندجمله ای که باشد صحیح می تواند

داریم
f(λ) = λ٢ − ٣λ+ ٢ ⇒ ∆ = ١ > ٠

می کند. صدق گزینه این در تنها A = I اینکه ضمن است. حقیقی ریشه ی دارای f(λ) بنابراین و
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می تواند زیر تساوی های از یک کدام آنگاه باشد، حقیقی درایه های با ٧×٧ ماتریسی A اگر تست:
(٩٨ ریاضی (دکتری باشد؟ درست

A٢ + ٣A+ ٣I = ٠ (١
A٢ + ٢A+ ۵I = ٠ (٢
A٢ − ٣A+ ۴I = ٠ (٣
A٢ − ٣A+ ٢I = ٠ (۴

چندجمله ای است، فرد مرتبه ی از مربعی ماتریسی A که آنجا از است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
دیگر، سوی از دارد. حقیقی ریشه ی یک کم دست A مینیمال چندجمله ای نتیجه در و A مشخصه ی
گزینه ای رو، این از می کند. عاد ،f(A) = ٠ که را f(λ) چندجمله ای هر A مینیمال چندجمله ای
۴ گزینه ی برای باشد. حقیقی ریشه ی دارای آن، با متناظر f چندجمله ای که باشد صحیح می تواند

داریم
f(λ) = λ٢ − ٣λ+ ٢ ⇒ ∆ = ١ > ٠

می کند. صدق گزینه این در تنها A = I اینکه ضمن است. حقیقی ریشه ی دارای f(λ) بنابراین و

دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی | زارع حسین



٣۶
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

می کند صدق B مشخصه ی چندجمله ای در A که طوری به ،A,B ∈ Mn(F) کنید فرض تست:
است؟ صحیح گزینه کدام می کند. صدق A مشخصه ی چندجمله ای در نیز B و

(٩١ ریاضی (دکتری
است. برابر B متمایز ویژه ی مقادیر مجموعه ی با A متمایز ویژه ی مقادیر مجموعه ی (١

دارند. یکسان رتبه ی B و A (٢
دارند. یکسان مشخصه ی چندجمله ای B و A (٣

باشد. قطری شدنی B اگر تنها و اگر است قطری شدنی A (۴

مینیمال چندجمله ای های ترتیب به pA(λ) و mA(λ) کنید فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
باشند. B مشخصه ی و مینیمال چندجمله ای های ترتیب به pB(λ) و mB(λ) و A مشخصه ی و

داریم: آنگاه بنامیم، σ(B) و σ(A) ترتیب به را B و A ویژه ی مقادیر مجموعه ی }اگر
pB(A) = ٠ ⇒ mA | pB ⇒ σ(A) ⊆ σ(B)

pA(B) = ٠ ⇒ mB | pA ⇒ σ(B) ⊆ σ(A)
⇒ σ(A) = σ(B).
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می کند صدق B مشخصه ی چندجمله ای در A که طوری به ،A,B ∈ Mn(F) کنید فرض تست:
است؟ صحیح گزینه کدام می کند. صدق A مشخصه ی چندجمله ای در نیز B و

(٩١ ریاضی (دکتری
است. برابر B متمایز ویژه ی مقادیر مجموعه ی با A متمایز ویژه ی مقادیر مجموعه ی (١

دارند. یکسان رتبه ی B و A (٢
دارند. یکسان مشخصه ی چندجمله ای B و A (٣

باشد. قطری شدنی B اگر تنها و اگر است قطری شدنی A (۴

مینیمال چندجمله ای های ترتیب به pA(λ) و mA(λ) کنید فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:
باشند. B مشخصه ی و مینیمال چندجمله ای های ترتیب به pB(λ) و mB(λ) و A مشخصه ی و

داریم: آنگاه بنامیم، σ(B) و σ(A) ترتیب به را B و A ویژه ی مقادیر مجموعه ی }اگر
pB(A) = ٠ ⇒ mA | pB ⇒ σ(A) ⊆ σ(B)

pA(B) = ٠ ⇒ mB | pA ⇒ σ(B) ⊆ σ(A)
⇒ σ(A) = σ(B).
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چندجمله ای و x٢ − ١ از است عبارت A ∈ Mn(R) ماتریس مینیمال چندجمله ای تست:
چندجمله ای آنگاه ،AB = BA اگر .x٢ + ١ از است عبارت B ∈ Mn(R) ماتریس مینیمال

(٩١ ریاضی (دکتری از: است عبارت AB ماتریس مینیمال
x۴ − ١ (١
x٢ + ١ (٢
x٢ − ١ (٣
x۴ + ١ (۴

است، A ماتریس مینیمال چندجمله ای x٢ − ١ اینکه به توجه با است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
بنابراین .B٢ = −I داریم مشابه استدلالی با .A٢ = I نتیجه در و A٢ − I = ٠ داریم

(AB)٢ = ABAB = AABB = A٢B٢ = −I.

چندجمله ای AB مینیمال چندجمله ای و f(AB) = ٠ آنگاه ،f(x) = x٢ + ١ کنیم فرض اگر
تحویل ناپذیر R در f اما .m(AB) = ٠ و m | f که طوری به است درجه کوچکترین با m

.m = f پس است.
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

چندجمله ای و x٢ − ١ از است عبارت A ∈ Mn(R) ماتریس مینیمال چندجمله ای تست:
چندجمله ای آنگاه ،AB = BA اگر .x٢ + ١ از است عبارت B ∈ Mn(R) ماتریس مینیمال

(٩١ ریاضی (دکتری از: است عبارت AB ماتریس مینیمال
x۴ − ١ (١
x٢ + ١ (٢
x٢ − ١ (٣
x۴ + ١ (۴

است، A ماتریس مینیمال چندجمله ای x٢ − ١ اینکه به توجه با است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
بنابراین .B٢ = −I داریم مشابه استدلالی با .A٢ = I نتیجه در و A٢ − I = ٠ داریم

(AB)٢ = ABAB = AABB = A٢B٢ = −I.

چندجمله ای AB مینیمال چندجمله ای و f(AB) = ٠ آنگاه ،f(x) = x٢ + ١ کنیم فرض اگر
تحویل ناپذیر R در f اما .m(AB) = ٠ و m | f که طوری به است درجه کوچکترین با m

.m = f پس است.
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه ،tr(AB) = ٠ و A,B ∈ M٢(R) اگر تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری

A٢ = B٢ (١
AB٢ = B٢A (٢

A٢B٢ = B٢A٢ (٣
(AB)٢ = (BA)٢ (۴

BA و AB ماتریس های برای را کیلی–همیلتون قضیه ی چنانچه است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
داریم بگیریم، کار به

(AB)٢ − tr(AB)AB + det(AB)I = ٠,
(BA)٢ − tr(BA)BA+ det(BA)I = ٠.

نتیجه، در .det(BA) = det(AB) و tr(BA) = tr(AB) = ٠ اما

(AB)٢ = (BA)٢.
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه ،tr(AB) = ٠ و A,B ∈ M٢(R) اگر تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری

A٢ = B٢ (١
AB٢ = B٢A (٢

A٢B٢ = B٢A٢ (٣
(AB)٢ = (BA)٢ (۴

BA و AB ماتریس های برای را کیلی–همیلتون قضیه ی چنانچه است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
داریم بگیریم، کار به

(AB)٢ − tr(AB)AB + det(AB)I = ٠,
(BA)٢ − tr(BA)BA+ det(BA)I = ٠.

نتیجه، در .det(BA) = det(AB) و tr(BA) = tr(AB) = ٠ اما

(AB)٢ = (BA)٢.
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باشیم داشته و باشد R میدان در درایه هایی با ٣ × ٣ ماتریسی A اگر تست:

tr(A) = tr(A٢) = ٠,det(A) = ١

(٩١ ریاضی (دکتری آنگاه:

A٣ = A+ I (١
A٣ = I (٢
A٢ = I (٣

A٣ = A٢ + I (۴

است: زیر صورت به A مشخصه ی چندجمله ای است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)]λ− det(A) = λ٣ − ١,

.A٣ = I نتیجه در .p(A) = ٠ داریم کیلی–همیلتون قضیه ی بنابر و
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

باشیم داشته و باشد R میدان در درایه هایی با ٣ × ٣ ماتریسی A اگر تست:

tr(A) = tr(A٢) = ٠,det(A) = ١

(٩١ ریاضی (دکتری آنگاه:

A٣ = A+ I (١
A٣ = I (٢
A٢ = I (٣

A٣ = A٢ + I (۴

است: زیر صورت به A مشخصه ی چندجمله ای است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ +
١
٢
[tr(A)٢ − tr(A٢)]λ− det(A) = λ٣ − ١,

.A٣ = I نتیجه در .p(A) = ٠ داریم کیلی–همیلتون قضیه ی بنابر و
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

کدام tr(A) می کند. صدق A٢ + ۴A + ٣I = ٠ رابطه ی در A ∈ M٣(R) ماتریس تست:
(٩۶ ریاضی (دکتری باشد؟ نمی تواند زیر گزینه های از یک

−٧ (١
−۵ (٢
−٣ (٣
−١ (۴
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f(A) = ٠ صورت این در .f(x) = x٢ +۴x+٣ می دهیم قرار است. صحیح ۴ گزینه  پاسخ:
مشخصه ی چندجمله ای درجه ی است، ٣ × ٣ ماتریسی A چون .f(x) = (x+ ١)(x+ ٣) و

شکل به A مشخصه  ی چندجمله ای رو، این از می باشد. ٣ با برابر A

p(x) = (x+ ١)α(x+ ٣)β

را زیر حالت های نتیجه در .α + β = ٣ و نامنفی اند و صحیح عددهایی β و α آن در که است
داریم:

• α = ٠, β = ٣ ⇒ p(x) = (x+ ٠(١(x+ ٣(٣ ⇒ tr(A) = −٩.
• α = ١, β = ٢ ⇒ p(x) = (x+ ١(١(x+ ٢(٣ ⇒ tr(A) = −٧.
• α = ٢, β = ١ ⇒ p(x) = (x+ ٢(١(x+ ١(٣ ⇒ tr(A) = −۵.
• α = ٣, β = ٠ ⇒ p(x) = (x+ ٣(١(x+ ٠(٣ ⇒ tr(A) = −٣.

باشد. −١ نمی تواند tr(A) بنابراین
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صدق An = ٢A تساوی در ،n > ١ که مختلط درایه های با A مانند n × n ماتریس تست:
(٩١ ریاضی (دکتری صورت: این در می کند.

نیست. مثلثی شدنی A (١
است. قطری شدنی A (٢

نیست. قطری شدنی A (٣
نیست. قطری شدنی ولی است مثلثی شدنی A (۴

فرض در با پس ،An − ٢A = ٠ چون است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

f(λ) = λn − ٢λ = λ(λn−١ − ٢)

که طوری به است درجه کوچکترین با m چندجمله ای A مینیمال چندجمله ای و f(A) = ٠ داریم
λ = ٠ یکی است. مختلط اعداد در متمایز ریشه ی n دارای f طرفی از .m(A) = ٠ و m | f
است تکراری ریشه ی بدون نیز مینیمال چندجمله ای بنابراین .٢ عدد (١−n)ام ریشه های بقیه، و

است. قطری شدنی A نتیجه در و
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صدق An = ٢A تساوی در ،n > ١ که مختلط درایه های با A مانند n × n ماتریس تست:
(٩١ ریاضی (دکتری صورت: این در می کند.

نیست. مثلثی شدنی A (١
است. قطری شدنی A (٢

نیست. قطری شدنی A (٣
نیست. قطری شدنی ولی است مثلثی شدنی A (۴

فرض در با پس ،An − ٢A = ٠ چون است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

f(λ) = λn − ٢λ = λ(λn−١ − ٢)

که طوری به است درجه کوچکترین با m چندجمله ای A مینیمال چندجمله ای و f(A) = ٠ داریم
λ = ٠ یکی است. مختلط اعداد در متمایز ریشه ی n دارای f طرفی از .m(A) = ٠ و m | f
است تکراری ریشه ی بدون نیز مینیمال چندجمله ای بنابراین .٢ عدد (١−n)ام ریشه های بقیه، و

است. قطری شدنی A نتیجه در و
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

fi(x) اگر .T (a, b, c) = (٠, a, b) که باشد خطی تبدیلی T : R٣ → R٣ کنید فرض تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری است؟ کدام f١ + f٢ − ٢f٣ مقدار آنگاه باشد، T i ویژه ی چندجمله ای

−١ (١
٠ (٢
١ (٣
٢ (۴

است: زیر صورت به T ماتریسی نمایش که می شود دیده سادگی به است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

T =

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 .

بنابراین هستند. نیز T ٣ و T ٢ ویژه ی مقادیر که دارد صفر ویژه ی مقدار سه T ماتریس

f١(x) = f٢(x) = f٣(x) = (x−٠)(x−٠)(x−٠) = x٣ ⇒ f١ +f٢ −٢f٣ = ٠.

دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی | زارع حسین



۴٣
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fi(x) اگر .T (a, b, c) = (٠, a, b) که باشد خطی تبدیلی T : R٣ → R٣ کنید فرض تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری است؟ کدام f١ + f٢ − ٢f٣ مقدار آنگاه باشد، T i ویژه ی چندجمله ای

−١ (١
٠ (٢
١ (٣
٢ (۴

است: زیر صورت به T ماتریسی نمایش که می شود دیده سادگی به است. صحیح ٢ گزینه پاسخ:

T =

٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 .

بنابراین هستند. نیز T ٣ و T ٢ ویژه ی مقادیر که دارد صفر ویژه ی مقدار سه T ماتریس

f١(x) = f٢(x) = f٣(x) = (x−٠)(x−٠)(x−٠) = x٣ ⇒ f١ +f٢ −٢f٣ = ٠.
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اگر باشد. F میدان در واقع درایه های با وارون پذیر ٣ × ٣ ماتریس یک A کنید فرض تست:

det(A) = ١, tr(A) = tr(A−١) = ٠,

(٩۴ ریاضی (دکتری است؟ صحیح گزینه کدام آنگاه
A۵ = I (١
A٢ = I (٢
A٣ = I (٣
A۴ = I (۴
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بنابراین ماتریسAباشد. مشخصه ی چندجمله ای p(λ) کنید فرض است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
است: زیر صورت به p(λ)

p(λ) = λ٣ − tr(A)λ٢ + bλ− det(A)

= λ٣ − (٠)λ٢ + bλ− ١
= λ٣ + bλ− ١,

است: زیر صورت به A−١ مشخصه ی چندجمله ای بنابراین .b = tr(adj(A)) آن در که

q(λ) =
١

p(٠)
λ٣p

(١
λ

)
= −λ٣

( ١
λ٣ +

b

λ
− ١

)
= −١ − bλ٢ + λ٣.

مشخصه ی چندجمله ای p(λ) در b جایگذاری با .b = ٠ پس ،tr(A−١) = ٠ فرض طبق چون
.p(A) = ٠ کیلی–همیلتون، قضیه ی بنابر اکنون می آید. دست به p(λ) = λ٣ −١ صورت به A

بنابراین
A٣ − I = ٠ ⇒ A٣ = I.

دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی | زارع حسین



۴۶
دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

که طوری به باشد حقیقی درایه های با ۴ × ۴ ماتریس یک A کنید فرض تست:

A٢ + ٢A+ ٣I = ٠.

(٩۴ ریاضی (دکتری با: است برابر tr(A−١) صورت این در
٢/٣ (١

−٢/٣ (٢
۴/٣ (٣

−۴/٣ (۴
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و f(A) = ٠ صورت این در .f(λ) = λ٢ +٢λ+٣ کنیم فرض است. صحیح ۴ گزینه پاسخ:
.m(A) = ٠ و m | f که طوری به است درجه کمترین با m چندجمله ای A مینیمال چندجمله ای
با است برابر A مشخصه ی چندجمله ای بنابراین .m = f پس است. تحویل ناپذیر R در f اما

p(λ) = m(λ)٢ = λ۴ + ۴λ٣ + ١٠λ٢ + ١٢λ+ ٩.

است: زیر صورت به A−١ مشخصه ی چندجمله ای نتیجه در

q(λ) =
١

p(٠)
λ۴p

(١
λ

)
=

١
٩
+

۴
٩
λ+

١٠
٩
λ٢ +

١٢
٩
λ٣ + λ۴.

رو، این از

tr(A−١) = −١٢
٩

= −۴
٣
.
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ضابطه های با S, T : R٢ → R٢ اگر تست:

S

[
x
y

]
=

[
−٢x+ y
x+ y

]
, T

[
x
y

]
=

[
x

−x+ y

]
(٩٨ ریاضی (دکتری است؟ کدام ST ماتریس مشخصه ی چندجمله ای آنگاه باشند، شده داده

x٢ + ٢x− ٣ (١
x٢ + ٢x+ ٣ (٢
x٢ − ٢x− ٣ (٣
x٢ − ٢x+ ٢ (۴

داریم باشد. ST مشخصه ی چندجمله ای p(x) کنیم فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

S =

[
−٢ ١
١ ١

]
, T =

[
١ ٠
−١ ١

]
⇒ ST =

[
−٣ ١
٠ ١

]
.

.p(x) = x٢ − tr(ST )x+ det(ST ) = x٢ + ٢x− ٣ بنابراین
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ضابطه های با S, T : R٢ → R٢ اگر تست:

S

[
x
y

]
=

[
−٢x+ y
x+ y

]
, T

[
x
y

]
=

[
x

−x+ y

]
(٩٨ ریاضی (دکتری است؟ کدام ST ماتریس مشخصه ی چندجمله ای آنگاه باشند، شده داده

x٢ + ٢x− ٣ (١
x٢ + ٢x+ ٣ (٢
x٢ − ٢x− ٣ (٣
x٢ − ٢x+ ٢ (۴

داریم باشد. ST مشخصه ی چندجمله ای p(x) کنیم فرض است. صحیح ١ گزینه ی پاسخ:

S =

[
−٢ ١
١ ١

]
, T =

[
١ ٠
−١ ١

]
⇒ ST =

[
−٣ ١
٠ ١

]
.

.p(x) = x٢ − tr(ST )x+ det(ST ) = x٢ + ٢x− ٣ بنابراین
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اگر .λ١ < λ٢ که باشد λ٢ و λ١ ویژه ی مقدار دو دارای A =

٣ ٢ ٠
٢ ٣ ٠
٠ ٠ ۵

 کنید فرض تست:

dimWλ٢ −dimWλ١ آنگاه باشد، λi ویژه ی مقدار نظیر ویژه ی فضای ،١ ≤ i ≤ ٢ که Wλi

(٩٨ ریاضی (دکتری است؟ کدام
−١ (١

٠ (٢
١ (٣
٢ (۴
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مشخصه ی چندجمله ای پس است، بلوکی قطری ماتریسی A چون است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
است: آن قطری بلوک های مشخصه ی چندجمله ای های حاصل ضرب با برابر آن

pA(λ) = pB١(λ)× pB٢(λ) =
(
λ٢ − tr(B١)λ+ det(B١)

)
(λ− ۵)

= (λ٢ − ۶λ+ ۵)(λ− ۵)
= (λ− ١)(λ− ۵)(λ− ۵)

داریم طرفی از .λ٢ = ۵ و λ١ = ١ از عبارتند A ویژه ی مقادیر }بنابراین
dimWλ١ = dimN (A− λ١I) = null(A− I) = ٣ − rank(A− I) = ١
dimWλ٢ = dimN (A− λ٢I) = null(A− ۵I) = ٣ − rank(A− ۵I) = ٢.

.dimWλ٢ − dimWλ١ = ١ نتیجه در
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صورت این در .tr(Am) = ٠ ،m طبیعی عدد هر ازای به و A ∈ Mn(R) کنید فرض تست:
(٩١ ریاضی (دکتری گفت؟ می توان چه A مورد در

است. وارون ناپذیر A٢ + I (١

است. وارون ناپذیر A٢ − I (٢
است. پوچ توان A (٣

.B ∈ Mn(R) ماتریس هر برای tr(AB) = ٠ (۴
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از بنابراین باشند. A ویژه ی مقادیر λ١, λ٢, . . . , λn کنید فرض است. صحیح ٣ گزینه ی پاسخ:
اگر .λm

١ + λm
٢ + · · ·+ λm

n = ٠ داریم m = ١, ٢ . . . , n ازای به که می شود نتیجه فرض
که کنید فرض صورت این غیر در باشند. صفر باید آن ها همگی آنگاه باشند، برابر هم با λiها تمام
هر ازای به tr(Am) = ٠ شرط آنگاه باشند. A ناصفر و متمایز ویژه ی مقادیر β١, β٢, . . . , βk

می دهد نتیجه m

βm
١ + βm

٢ + · · ·+ βm
k = ٠, m = ١, . . . , k. (٢)

دستگاه اگر اما

βm
١ x١ + βm

٢ x٢ + · · ·+ βm
k xk = ٠, m = ١, . . . , k

بنابراین و بوده نامنفرد دستگاه ضرایب ماتریس واندرموند، دترمینان به توجه با آنگاه بگیریم نظر در را
ویژه ی مقادیر تمام بنابراین است. تناقض در (٢) با که است x = ٠ یکتای جواب دارای دستگاه
p(λ) = (λ−٠)n = λn صورت به A مشخصه ی چندجمله ای نتیجه در هستند. صفر با برابر A

است. پوچ توان A بنابراین .An = ٠ که می کند ایجاب کیلی–همیلتون قضیه ی و است
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صحیح گزینه کدام باشد. A مشخصه ی چندجمله ای f(x) و A ∈ Mn(R) کنید فرض تست:
است. آمده دست به jام ستون و iام سطر حذف از که است ماتریسی A(i|j) از منظور است؟

(٩١ ریاضی (دکتری

f ′(x) =
n∑

j=١

x det(xI −A(j|j)) (١

f ′(x) =

n∑
i=١

n∑
j=١

det(xI −A(i|j)) (٢

f ′(x) =

n∑
i=١

n∑
j=١

xdet(xI −A(i|j)) (٣

f ′(x) =

n∑
j=١

det(xI −A(j|j)) (۴
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از مشتق پذیری توابع A مانند n× n ماتریس یک درایه های اگر است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
آنگاه باشند، x

d

dx
(det(A)) = det(D١) + det(D٢) + · · ·+ det(Dn)

مشتق بنابراین است. شده گرفته مشتق آن iام سطر از که است A ماتریس همان Di آن در که

f(x) = det(xI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a١١ −a١٢ . . . −a١n
−a٢١ x− a٢٢ . . . −a٢n

...
...

. . .
...

−an١ −an٢ . . . x− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
با است برابر

f ′(x) = det(xI−A(١|١))+· · ·+det(xI−A(n|n)) =
n∑

j=١

det(xI−A(j|j)).
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و هستند متقارن آن اعضای که باشند n × n ماتریس های از زیرفضایی W کنید فرض تست:
باشند. xn+an−٢x

n−٢+an−٣x
n−٣+ · · ·+a١x+a٠ شکل به آن ها ویژه ی چندجمله ای

(٩۵ ریاضی (دکتری است؟ کدام R روی W بعد صورت این در
(n− ٢(١

۴
(١

n(n+ ٢)
۴

(٢
n(n− ١)

٢
(٣

(n− ١)(n+ ٢)
٢

(۴

است، صفر مشخصه چندجمله ای در xn−١ ضریب اینکه به توجه با است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
می کنیم: کم واحد یک متقارن n× n ماتریس های بعد از بنابراین است. صفر W عضو هر اثر

dimW =
n(n+ ١)

٢
− ١ =

n٢ + n− ٢
٢

=
(n− ١)(n+ ٢)

٢
.
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و هستند متقارن آن اعضای که باشند n × n ماتریس های از زیرفضایی W کنید فرض تست:
باشند. xn+an−٢x

n−٢+an−٣x
n−٣+ · · ·+a١x+a٠ شکل به آن ها ویژه ی چندجمله ای

(٩۵ ریاضی (دکتری است؟ کدام R روی W بعد صورت این در
(n− ٢(١

۴
(١

n(n+ ٢)
۴

(٢
n(n− ١)

٢
(٣

(n− ١)(n+ ٢)
٢

(۴

است، صفر مشخصه چندجمله ای در xn−١ ضریب اینکه به توجه با است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
می کنیم: کم واحد یک متقارن n× n ماتریس های بعد از بنابراین است. صفر W عضو هر اثر

dimW =
n(n+ ١)

٢
− ١ =

n٢ + n− ٢
٢

=
(n− ١)(n+ ٢)

٢
.
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

است؟ نادرست زیر گزینه های از یک کدام صورت این در A٣ = A و A ∈ Mn(C) اگر تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری

rank(A) = tr(A٢) (١
(trA)٢ = (trA٢)٢ (٢
(trA٢)٢ = (trA۴)٢ (٣
rank(A٢) = tr(A٢) (۴

این در .f(x) = x٣ − x = x(x − ١)(x + ١) گیریم است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
صورت به پس می کند، عاد را f چندجمله ای A مینیمال چندجمله ای چون و f(A) = ٠ صورت
مقادیر مجموعه ی و است قطری شدنی A بنابراین می شود. نوشته مجزا خطی عوامل از حاصل ضربی

است. {١−,٠, ١} از زیرمجموعه ای آن ویژه ی

عبارتند A٢ ماتریس ویژه ی مقادیر صورت این در .σ(A) = {١−,٠, ١} و n = ٣ کنید فرض
و ٠, ١, ١ از

٠ = (trA)٢ ̸= (trA٢)٢ = ۴.
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

است؟ نادرست زیر گزینه های از یک کدام صورت این در A٣ = A و A ∈ Mn(C) اگر تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری

rank(A) = tr(A٢) (١
(trA)٢ = (trA٢)٢ (٢
(trA٢)٢ = (trA۴)٢ (٣
rank(A٢) = tr(A٢) (۴

این در .f(x) = x٣ − x = x(x − ١)(x + ١) گیریم است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
صورت به پس می کند، عاد را f چندجمله ای A مینیمال چندجمله ای چون و f(A) = ٠ صورت
مقادیر مجموعه ی و است قطری شدنی A بنابراین می شود. نوشته مجزا خطی عوامل از حاصل ضربی

است. {١−,٠, ١} از زیرمجموعه ای آن ویژه ی

عبارتند A٢ ماتریس ویژه ی مقادیر صورت این در .σ(A) = {١−,٠, ١} و n = ٣ کنید فرض
و ٠, ١, ١ از

٠ = (trA)٢ ̸= (trA٢)٢ = ۴.
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داریم: صورت این در .A =


١٣٩۴ ١

√
٢ −۴

۴ ١٣٩۵ ٩
√

۵
−
√

٧ ٣ ١٣٩۶ ٩۶
١٣ ٩٧

√
٣ ١٣٩٧

 کنید فرض تست:

(٩۵ ریاضی (دکتری
می باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون ناپذیر A (١
می باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون پذیر A (٢

نمی باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون ناپذیر A (٣
نمی باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون پذیر A (۴

A بنابراین است. وارون پذیر قطری غالب ماتریس هر که می دانیم است. صحیح ۴ گزینه پاسخ:
.det(A−λI) = ٠ باید آنگاه باشد، A ویژه ی مقدار یک λ = ١ اگر طرفی از است. وارون پذیر
det(A− λI) بنابراین است. قطری غالب λ = ١ ازای به A− λI که می شود دیده مجدداً اما

نمی باشد. A ویژه ی مقدار ١ نتیجه، در باشد. صفر نمی تواند
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داریم: صورت این در .A =


١٣٩۴ ١

√
٢ −۴

۴ ١٣٩۵ ٩
√

۵
−
√

٧ ٣ ١٣٩۶ ٩۶
١٣ ٩٧

√
٣ ١٣٩٧

 کنید فرض تست:

(٩۵ ریاضی (دکتری
می باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون ناپذیر A (١
می باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون پذیر A (٢

نمی باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون ناپذیر A (٣
نمی باشد. آن ویژه ی مقدار ١ و است وارون پذیر A (۴

A بنابراین است. وارون پذیر قطری غالب ماتریس هر که می دانیم است. صحیح ۴ گزینه پاسخ:
.det(A−λI) = ٠ باید آنگاه باشد، A ویژه ی مقدار یک λ = ١ اگر طرفی از است. وارون پذیر
det(A− λI) بنابراین است. قطری غالب λ = ١ ازای به A− λI که می شود دیده مجدداً اما

نمی باشد. A ویژه ی مقدار ١ نتیجه، در باشد. صفر نمی تواند
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دکتری آزمون های در ویژه مقادیر مبحث تست های و نکات بررسی

می باشد. ١ آن درایه های تمام که است ٣ × ٣ ماتریسی J٣ و ٣ × ٣ همانی ماتریس I٣ تست:
(٩٧ ریاضی (دکتری است؟ کدام صفر ویژه ی مقدار تکرر و rank(A) مجموع زیر ماتریس برای

A =

[
٠ I٣
J٣ ٠

]
۵ (١
۶ (٢
٧ (٣
٨ (۴
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A آخر سطر دو و خطی مستقل A نخست سطر چهار وضوح، به است. صحیح ۴ گزینه ی پاسخ:
که دید می توان این بر علاوه .null(A) = ٢ و rank(A) = ۴ بنابراین هستند. خطی وابسته ی

است: زیر صورت به A مشخصه ی چندجمله ای

det(λI −A) = det(λ٢I٣ − J٣) = det(λ٢I٣ − u٣u
T
٣ )

= det(λ٢I٣)(١ − uT
٣ (λ

٢I٣)
−١u٣)

= λ۶
(

١ −
٣∑

i=١

١
λ٢

)
= λ۶ − ٣λ۴

= λ۴(λ٢ − ٣).

.٨ با است برابر صفر ویژه ی مقدار تکرر و rank(A) مجموع بنابراین
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دار ایراد تست های
صحیح گزینه ی یک از بیش دارای و اشتباه اعلام شده ی گزینه ی با صحیح، گزینه ی بدون
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٧ تکرر با A ویژه ی مقدار یک λ و قطری شدنی ماتریسی A ∈ M١٠(R) کنید فرض تست:
صحیح گزینه کدام آنگاه است، ١ آن درایه های تمام که باشد ١٠ × ١٠ ماتریسی J اگر باشد.

(٩٩ ریاضی (دکتری است؟
است. ٧ حداقل تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (١

است. ۶ تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (٢
است. ۶ حداقل تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (٣

است. ٧ تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (۴

متشابه D قطری ماتریس یک با پس است، قطری شدنی A چون است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
کنید فرض .P−١AP = D که طوری به دارد وجود P چون وارون پذیری ماتریس یعنی است،

D = diag(λ, . . . , λ︸ ︷︷ ︸
مرتبه ٧

, α, β, γ).

صورت این در هستند. ١ با برابر آن مؤلفه های تمام که باشد ١٠تایی برداری u کنید فرض همچنین
.J = uuT
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٧ تکرر با A ویژه ی مقدار یک λ و قطری شدنی ماتریسی A ∈ M١٠(R) کنید فرض تست:
صحیح گزینه کدام آنگاه است، ١ آن درایه های تمام که باشد ١٠ × ١٠ ماتریسی J اگر باشد.

(٩٩ ریاضی (دکتری است؟
است. ٧ حداقل تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (١

است. ۶ تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (٢
است. ۶ حداقل تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (٣

است. ٧ تکرر با A+ J ویژه ی مقدار یک λ (۴

متشابه D قطری ماتریس یک با پس است، قطری شدنی A چون است. صحیح ٢ گزینه ی پاسخ:
کنید فرض .P−١AP = D که طوری به دارد وجود P چون وارون پذیری ماتریس یعنی است،

D = diag(λ, . . . , λ︸ ︷︷ ︸
مرتبه ٧

, α, β, γ).

صورت این در هستند. ١ با برابر آن مؤلفه های تمام که باشد ١٠تایی برداری u کنید فرض همچنین
.J = uuT
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نوشت می توان حال

pA+J(x) = det(xI −A− J) = det(xI − PDP−١ − uuT )

= det(xI − PDP−١)(١ − uT (xI − PDP−١−(١u)

= det(xI −D)(١ − uTP (xI −D)−١P−١u)

=
(∏١٠

i=١(x− di)
)(

١ −
∑١٠

i=١
u٢

i

x−di

)
=

∏١٠
i=١(x− di)−

∑١٠
i=١ u

٢
i

(∏
j ̸=i(x− dj)

)
= (x− λ)٧(x− α)(x− β)(x− γ)

− ٧(x− λ)۶(x− α)(x− β)(x− γ)

− (x− λ)٧(x− β)(x− γ)− (x− λ)٧(x− α)(x− γ)

− (x− λ)٧(x− α)(x− β) = (x− λ)۶Q(x, λ, α, β, γ).

است.) شده اعلام صحیح ٣ گزینه ی پاسخنامه، (در است. ۶ با برابر λ تکرر بنابراین
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پر ١, ٢, . . . , ١۶ اعداد با دلخواه به آن درایه های که باشد ۴ × ۴ ماتریسی A کنید فرض تست:
تمام که باشد ۴× ۴ ماتریسی J اگر است. شده ظاهر یکبار دقیقاً عدد هر که طوری به است، شده

(٩٨ ریاضی (دکتری است؟ کدام AJ ویژه ی مقدار ماکسیمم آنگاه هستند، ١ درایه هایش
۵٠٠ (١
۵۴۴ (٢
۶٠٠ (٣
٩۴۴ (۴
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و هستند مثبت AJ ماتریس درایه های اینکه به توجه با نیست. صحیح گزینه ها از هیچ کدام پاسخ:

٠ ≤ rank(AJ) ≤ min{rank(A), rank(J)}

این از است. صفر ویژه ی مقدار سه دارای AJ بنابراین و rank(AJ) = rank(J) = ١ داریم
که است حالی در این .tr(AJ) با است برابر AJ ناصفر ویژه ی مقدار تنها رو،

tr(AJ) = (AJ)١١ + (AJ)٢٢ + (AJ)٣٣ + (AJ)۴۴

=

۴∑
j=١

a١j +

۴∑
j=١

a٢j +

۴∑
j=١

a٣j +

۴∑
j=١

a۴j

=

۴∑
i=١

۴∑
j=١

aij

= ١٣۶.
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،tr(A) = ٨ اگر .A٣ = ۵A٢ −۶A و باشد ٧×٧ حقیقی ماتریس یک A کنید فرض تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری با: است برابر A رتبه ی آنگاه

٢ (١
٣ (٢
۴ (٣
۵ (۴

.f(x) = x٣ − ۵x٢ + ۶x کنیم فرض باشند. صحیح می توانند دو هر ٣ و ٢ گزینه های پاسخ:
مشخصه ی چندجمله ای بنابراین .f(x) = x(x − ٢)(x − ٣) و f(A) = ٠ صورت این در

است: زیر صورت به A

p(x) = xd١(x− ٢)d٢(x− ٣)d٣

مشخص یکتا طور به diها که است واضح .٢d٢ + ٣d٣ = ٨ و d١ + d٢ + d٣ = ٧ آن در که
که است حالی در این .rank(A) = ۴ آنگاه ،d١ = ٣, d٢ = ۴, d٣ = ٠ اگر مثلا نمی شوند.

.rank(A) = ٣ آنگاه شوند، گرفته نظر در d١ = ۴, d٢ = ١, d٣ = ٢ اگر
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،tr(A) = ٨ اگر .A٣ = ۵A٢ −۶A و باشد ٧×٧ حقیقی ماتریس یک A کنید فرض تست:
(٩۵ ریاضی (دکتری با: است برابر A رتبه ی آنگاه

٢ (١
٣ (٢
۴ (٣
۵ (۴

.f(x) = x٣ − ۵x٢ + ۶x کنیم فرض باشند. صحیح می توانند دو هر ٣ و ٢ گزینه های پاسخ:
مشخصه ی چندجمله ای بنابراین .f(x) = x(x − ٢)(x − ٣) و f(A) = ٠ صورت این در

است: زیر صورت به A

p(x) = xd١(x− ٢)d٢(x− ٣)d٣

مشخص یکتا طور به diها که است واضح .٢d٢ + ٣d٣ = ٨ و d١ + d٢ + d٣ = ٧ آن در که
که است حالی در این .rank(A) = ۴ آنگاه ،d١ = ٣, d٢ = ۴, d٣ = ٠ اگر مثلا نمی شوند.

.rank(A) = ٣ آنگاه شوند، گرفته نظر در d١ = ۴, d٢ = ١, d٣ = ٢ اگر
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مقادیر صورت این در .A٢ = B٢ = I که موجودند A,B ∈ M٢(R) ماتریس های تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری باشد؟ می تواند زیر مقادیر از یک کدام AB ویژه ی

١ ±
√

٣ (١
٣ ± ٢

√
٢ (٢

١
٢ , ٢ (٣

٢ ± ٢
√

٣ (۴

باشند. صحیح می توانند دو هر ٣ و ٢ گزینه های پاسخ:
باشیم داشته باید صورت این در باشند. AB ویژه ی مقادیر λ١, λ٢ کنیم فرض

λ١λ٢ = det(AB) = det(A) det(B) = ±١.

٣ و ٢ گزینه های درستی امکان دیدن برای می شوند. رد ۴ و ١ گزینه های مطلب، این به توجه با
گرفت: نظر در زیر صورت به ترتیب، به را B و A ماتریس های می توان

A٢ =

[
١ ٠
٢ −١

]
, B٢ =

[
١ ٢
٠ −١

]
, A٣ =

[
١ ١
٠ −١

]
, B٣ =

[
١ ٠
١
٢ −١

]
.
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مقادیر صورت این در .A٢ = B٢ = I که موجودند A,B ∈ M٢(R) ماتریس های تست:
(٩٣ ریاضی (دکتری باشد؟ می تواند زیر مقادیر از یک کدام AB ویژه ی

١ ±
√

٣ (١
٣ ± ٢

√
٢ (٢

١
٢ , ٢ (٣

٢ ± ٢
√

٣ (۴

باشند. صحیح می توانند دو هر ٣ و ٢ گزینه های پاسخ:
باشیم داشته باید صورت این در باشند. AB ویژه ی مقادیر λ١, λ٢ کنیم فرض

λ١λ٢ = det(AB) = det(A) det(B) = ±١.

٣ و ٢ گزینه های درستی امکان دیدن برای می شوند. رد ۴ و ١ گزینه های مطلب، این به توجه با
گرفت: نظر در زیر صورت به ترتیب، به را B و A ماتریس های می توان

A٢ =

[
١ ٠
٢ −١

]
, B٢ =

[
١ ٢
٠ −١

]
, A٣ =

[
١ ١
٠ −١

]
, B٣ =

[
١ ٠
١
٢ −١

]
.
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۶٧

شما توجه از سپاس با
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