
آزمون تشريحی پاسخ�های و سؤالات
رياضی المپياد دومين و سی اول مرحله

ايران



و ۱۳۹۲ اسفند ۱ تاريخ در کشور رياضی المپياد دومين و سی اول مرحله آزمون
طور به دبيرستان سوم و دوم اول، پايه�های دانش�آموزان از نفر ۲۵۸۷۱ شرکت با
و سؤالات مجموعة رو پيش دفترچه�ی گرديد. برگزار کشور سراسر در همزمان
تهيه ايران رياضی المپياد وبگاه همت به که است آزمون اين تشريحی پاسخ�های

می�گردد. منتشر و

دقيقه ۱۸۰ زمان:
۲۵ سؤالات: تعداد



۹) دبيرستان سال سه فيزيک و ادبيات رياضيات، کتاب�های دوره�کردن برای می�خواهد سينا .۱
(برای شود مطالعه آن�ها پاية ترتيب به مبحث هر کتاب�های که به�نحوی کند برنامه�ريزی کتاب)
می�تواند مختلف ترتيب چند به او شود). مطالعه ۲ فيزيک کتاب از پيش ۱ فيزيک کتاب مثال

کند؟ مطالعه را کتاب�ها همة
۱۶۸۰ پاسخ:

فيزيک کلمه�ی سه رياضی، کلمه�ی سه دادن قرار نحوه�ی يک با است معادل مطالعه روش هر
تايی. ۹ رديف يک در ادبيات کلمه�ی سه و

۶ بين از سپس داريم. مختلف حالت (۹
۳
) رياضی، کلمه�ی سه مکان انتخاب برای منظور، بدين

آن، از بعد و داريم مختلف حالت (۶
۳
) ادبيات، کلمة سه مکان انتخاب برای باقی�مانده، جايگاه

با است برابر مسأله جواب پس می�شود. مشخص يکتا طور به فيزيک کلمات ۹)مکان
۳
)
×
(۶
۳
)

=
۹!
۶!۳! ×

۶!
۳!۳! =

۹!
۳!۳!۳! = ۱۶۸۰

است؟ چه�قدر x۶ + y۶ مقدار .x۲ + y۲ = ۴۰ و x+ y = ۶ که هستند حقيقی عدد دو y و x .۲
۶۳۵۲۰ پاسخ:

کرد. محاسبه را xy مقدار می�توان ابتدا اول. �حل راه

۳۶ = (x+ y)۲ = x۲ + y۲ + ۲xy = ۴۰+ ۲xy ⇒ xy = −۲

داريم: مکعب�ها مجموع اتحاد از استفاده با حال

x۶ + y۶ = (x۲ + y۲)(x۴ + y۴ − x۲y۲) = ۴۰(x۴ + y۴ − ۴)

کرد. محاسبه سادگی به هم را x۴ + y۴ مقدار می�توان

۱۶۰۰ = ۴۰۲ = (x۲ + y۲)۲ = x۴ + y۴ + ۲x۲y۲ = x۴ + y۴ + ۸⇒ x۴ + y۴ = ۱۵۹۲

داريم: نهايت در پس

x۶ + y۶ = ۴۰(۱۵۹۲− ۴) = ۴۰× ۱۵۸۸ = ۶۳۵۲۰
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بنابراين است. −۲ برابر y و xحاصل�ضرب که می�دانيم بالا راه�حل اول قسمت طبق دوم. �حل راه
z۲ − ۶z − ۲ چندجمله�ای ريشة دو y و x است، ۶ برابر هم آن�ها مجموع که اين به توجه با

بنابراين هستند.

{x, y} = {۳+
√
۹+ ۲,۳−

√
۹+ ۲} = {۳+

√۱۱,۳−
√۱۱}

به (۳ ±
√۱۱)۶ دادن بسط با را x۶ + y۶ مقدار می�توان ،y و x مقدار آمدن دست به با حال

آورد. دست

BC و AD اضلاع وسط�های ترتيب به N و M روبه�رو شکل در
از مضربی چه مستطيل مساحت هستند. ABCD مستطيل از

است؟ هاشورخورده چهارضلعی

.۳

۸ پاسخ:
به توجه با کنيم، وصل N به را A نقطه�ی پاره�خطی با اگر زير شکل مطابق اول. �حل راه
اين مرکز است. متوازی�الاضلاع يک PNQM چهارضلعی ،MB ∥ DN و AN ∥ MC که اين
مستطيل قطرهای برخورد� محل همان که MNاست وسط يعنی آن قطر�های وسط چهارضلعی
آن مساحت بنابراين و می�کند عبور متوازی�الاضلاع اين مرکز از AC خط که کنيد دقت است.

می�کند. نصف را

برابر که است MPNQ چهارضلعی مساحت نصف هاشورخورده، چهارضلعی مساحت پس
نظير ارتفاع که کنيد دقت مثلث اين مساحت آوردن دست به برای MQNاست. مثلث مساحت
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مساحت کل در پس است. AB ضلع طول برابر MN يعنی آن قاعده�ی و AD ضلع طول ۱
۴ ،Q

هاشورخورده چهارضلعی مساحت برابر ۸ بنابراين و MNQ مثلث مساحت برابر ۸ مستطيل
است.

G و F ،E را هاشورخورده چهارضلعی ديگر رأس سه بار اين زير شکل مطابق دوم. �حل راه
می�دهيم. نمايش S با را مستطيل مساحت هم�چنين می�ناميم.

AMC ۱=مساحت
۲AM.CD=۱

۲ × AD
۲ ×DC=۱

۴S

مثلث دو اين ارتفاع�های نسبت پس هستند. متشابه CEB و AEM مثلث دو که کنيد دقت
مثلث دو اين ارتفاع�های طول مجموع می�دانيم طرفی از است. ۱۲ برابر که است AM

BC
نسبت برابر

نتيجه در و است ۱۳AB برابر AEM ارتفاع طول پس است. AB ضلع طول برابر

AME مساحت = ۱
۲ ارتفاع× × AM = ۱

۲ × ۱
۳AB × ۱

۲AD= ۱
۱۲S

۱
۴S − برابر است، AME و AMC مثلث�های مساحت تفاضل که EMC مثلث مساحت پس

است. ۱
۱۲S = ۱

۶S

مساحت�های نسبت هستند، متشابه CEM و CFG مثلث�های چون که کنيد توجه نهايت در
پس است. ( CG

CM
)۲ = ۱

۴ برابر آن�ها

MEFG مساحت = ۳
۴× MEC مساحت = ۳

۴ × ۱
۶S = ۱

۸S
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در باشد. روبه�رو شکل به f : R → R تابع نمودار کنيد فرض
گزينه�های از يک کدام شبيه f(x)

x− ۱ تابع نمودار صورت اين
تعريف x = ۱ نقطة در گزينه�ها همة (نمودارهای است؟ زير

هستند.) نشده

(۲ (۱

.۴

(۵ (۴ (۳
۴ پاسخ:

آن�ها تقسيم حاصل هستند، منفی دو هر x − ۱ و f(x) صفر از کمتر اعداد برای که آنجا از
فرض باشند. f(x)

x−۱ تابع نمودار نمی�توانند ۲ و ۱ گزينه�های بنابراين شد. خواهد مثبت عددی
و f(x) ،c از بيشتر اعداد برای است. شده صفر c نقطه در يک، و صفر نقاط جز به f کنيد
به است. مثبت آن�ها تقسيم حاصل نيز محدوده اين در بنابراين هستند. مثبت دو هر x − ۱
می�تواند تنها جواب بنابراين باشند. مسأله جواب نمی�توانند نيز ۵ و ۳ های گزينه ترتيب اين
گزينه شبيه نموداری f(x)

x− ۱ = x(x− ۲) آنگاه ،f(x) = x(x− ۱)(x− ۲) اگر باشد. ۴ گزينه
دارد. ۴

برابر و باشد داشته مثبت مقسوم�عليه سه دست�کم هرگاه می�ناميم، کوچولو را طبيعی عدد يک .۵
دارد؟ وجود کوچولو عدد چند باشد. مثبتش مقسوم�عليه سه کوچک�ترين مجموع

بی�نهايت (۵ ۶ (۴ ۲ (۳ ۱ (۲ ۰ (۱
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۲ پاسخ:
مثل اولی عدد کوچک مقسوم�عليه دومين و است يک عددی هر مثبت مقسوم�عليه کوچک�ترين
کوچولو عددی n اگر است. p۲ يا و q مثل ديگری اول عدد هم مقسوم�عليه� سومين است. p
اين در که n = ۱+ p+ p۲ صورت اين در چون باشد، p۲ نمی�تواند آن سوم مقسوم�عليه باشد،

باشد. بخش�پذير p بر نمی�تواند n صورت
نتيجه� ،q|n و p|n چون هستند. n کوچک اول مقسوم�عليه دو p < q که n = ۱ + p + q پس
در و q = p + ۱ بنابراين .p < q ديگر طرف از ،q ≤ ۱ + p پس .q|۱ + p و p|۱ + q می�شود،
برابر n صورت اين در .q = ۳ و p = ۲ يعنی اين هستند. متوالی اول عدد دو q و p نتيجه
پاسخ و داريم را کوچولو عدد يک همين تنها پس دارد. را نظر مورد خاصيت که می�شود ۶

است. ۲ گزينه�ی

و ĈAD ، B̂AD زاويه�های که گرفته قرار گونه�ای به BC ضلع روی D نقطة ABC مثلث در .۶
AB طول است. ۲ و ۱ برابر ترتيب به DC و BD پاره�خط�های طول و برابرند هم با ÂBC

است؟ ۶√چه�قدر
۳ (۵

√۳
۲ (۴

√۶
۲ (۳ √۳ (۲ √۲ (۱

۳ پاسخ:

AC ضلع امتداد تا می�کنيم رسم AD موازات به خطی B نقطه�ی از می�ناميم. x را AB طول
کند. قطع E در را
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داريم: AD و BE بودن موازی به توجه با

B̂EA = ĈAD, ÊBA = B̂AD

.EA = BA = x يعنی است، متساوی�الساقين ABE مثلث نتيجه در و ÊBA = B̂EA بنابراين،
،BE و AD موازی خط دو برای تالس قضية بنابر ديگر، طرف از

CA

AE
=

CD

BD
=
۲
۱

.CE = ۳x نيز، و CA = ۲AE = ۲x بنابراين
ترتيب همين با CBE و CAB مثلث دو پس ،ĈBE = ĈAB که کنيد توجه ديگر، طرف از

بنابراين، متشابه�اند. يک�ديگر با رئوس
AC

BC
=

BC

EC

می�آيد دست به قبلی روابط به توجه با که
۲x
۳ =

۳
۳x

.x =

√۶
۲ نتيجه در و x۲ = ۳

۲ می�آيد دست به آن از که

است: شده تعريف زير صورت به طبيعی اعداد از a۰, a۱, a۲, . . . دنبالة .۷ a۰ = ۱,
an+۱ = ۱۳an n ≥ ۰.

است؟ عددی چه a۱۳۹۲ يکان رقم
۹ (۵ ۷ (۴ ۵ (۳ ۳ (۲ ۱ (۱

۲ پاسخ:
کنيم. مشخص را ۱۰ به آن تقسيم باقی�ماندة است کافی a۱۳۹۲ يکان رقم تعيين برای

:n طبيعی عدد هر برای که کنيد دقت منظور اين برای
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an+۱ ≡ ۱۳an ≡ ۱an ≡ ۱ (۴ پيمانه�ی (به

داريم حال است. صحيح عدد يک خود bn که است ۴bn + ۱ شکل به ای an هر يعنی

a۱۳۹۲ ≡ ۱۳a۱۳۹۱ ≡ ۳۴b۱۳۹۱+۱ ≡ (۳۴)b۱۳۹۱ × ۳ ≡ (۸۱)b۱۳۹۱ × ۳ ≡ ۳ (۱۰ پيمانه�ی (به

است؟ درست گزينه کدام زير اعداد مورد در .۸

a = ۱۰۰!, b = ۲۱۰۰, c = ۲۲۲۲
۲

a < c < b (۵ b < c < a (۴ c < a < b (۳ a < b < c (۲ b < a < c (۱
۱ پاسخ:

b = ۲۱۰۰ =
۱۰۰︷ ︸︸ ︷

۲× ۲× · · · × ۲ = (

۹۸︷ ︸︸ ︷
۲× · · · × ۲)× ۲× ۲ <

(۲× ۳× · · · × ۹۹)× ۱۰۰ = ۱۰۰! = a

a = ۱× ۲× · · · × ۱۰۰ < ۱۰۰۱۰۰ < ۱۲۸۱۰۰ = ۲۷۰۰ < ۲۲۱۰ < ۲۲۲۲
۲
= c

.b < a < c پس

شکل درون ناحية هفت سبز، و قرمز آبی، رنگ سه با می�خواهيم
همسايه ناحيه�های که طوری به کنيم، رنگ�آميزی را رو�به�رو
نقطه يک در فقط که (ناحيه�هايی داشته�باشند متفاوتی رنگ�های
ممکن طريق چند به کار اين نيستند). همسايه دارند اشتراک

است؟

.۹

۸۴ پاسخ:
رنگ�های دارای ترتيب به زير شکل در ۱,۲,۳ اعداد با شده مشخص ناحيه�های می�کنيم فرض
غير در زيرا باشند متمايز نمی�توانند X, Y, Z رنگ�های تمامی که کنيد توجه باشند. X, Y, Z
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بررسی را حالت دو اکنون کرد. رنگ نمی�توان رنگی هيچ با را مرکزی ناحيه�ی صورت اين
می�کنيم.

انتخاب حالت ۳ به می�توان را مشترک رنگ حالت اين در باشند. همرنگ X,Y, Z اول:� حالت
اين در پس کرد. رنگ�آميزی صورت دو به می�توان را نواحی ديگر از يک هر همچنين کرد.

است. ۳× ۲× ۲× ۲× ۲ = ۴۸ برابر رنگ�آميزی�ها تعداد حالت
برای باشد. شده� استفاده بار يک رنگ يک از و دوبار رنگ يک از X, Y, Z ميان در دوم: حالت
۲ ديگر رنگ انتخاب برای و ۳ ناحيه اين رنگ انتخاب برای ،۳ متمايز رنگ با ناحيه�ی انتخاب
۳× ۳× ۲ = ۱۸ حالت اين در ۱,۲,۳ ناحيه�ی رنگ نمودن مشخص برای پس داريم. انتخاب
می�شود مشخص يکتا صورت به مرکزی ناحيه�ی رنگ که کنيد توجه حال داريم. متمايز روش
رنگ دو هر با نيز گوشه�ای نواحی از تا دو همچنين دارد. همسايه متمايز، رنگ دو از که چرا
نامشخص ناحيه�ی تنها می�گردد. مشخص يکتا صورت به نيز نواحی اين رنگ و هستند مجاور
دو به را آن می�توان نتيجه در و است مجاور همرنگ ناحيه�ی دو با که است گوشه�ای ناحيه�ی
برابر رنگ�آميزی شيوه�های تعداد ضرب اصل طبق حالت اين در پس کرد. رنگ�آميزی شيوه

است. ۱۸× ۲ = ۳۶
است. ۴۸+ ۳۶ = ۸۴ برابر شکل رنگ�آميزی راه�های تعداد جمع اصل طبق پس

کرده احداث مشهد و زاهدان بين متر ۲۱۹ = ۵۲۴۲۸۸ طول به آزادراهی ترابری و راه وزارت .۱۰
در کند. روشنايی چراغ��های به مجهز را آزادراه اين بلندمدت پروژة يک در دارد قصد و است
قطعه نزديک�ترين نيست، آن در چراغی هيچ که آزاد�راه از قطعه�هايی بزرگ�ترين بين از روز هر
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که چراغی يکمين و هزار می�شود. نصب چراغ يک آن وسط نقطة در و شده انتخاب زاهدان به
دارد؟ فاصله مشهد با متر چند می�شود، نصب

۲۳۰۴۰ پاسخ:
مسير ۳

۴ و ۱
۴ در ترتيب به سوم و دوم چراغ�های می�شود. احداث آزاد�راه وسط در چراغ اولين

در و آن�ها بين هفتم تا چهارم چراغ�های شکل همين به می�شوند. احداث مشهد به زاهدان
چراغ�های بين راه�های ميانه در ام ۲n+۱−۱ تا ام ۲n چراغ�های n طبيعی عدد برای کلی حالت
فاصله و است ۲۱۰ = ۱۰۲۴ و ۲۹ = ۵۱۲ بين ۱۰۰۱ که می�دانيم گرفت. خواهند قرار فعلی
فاصله نتيجه در است. متر ۲۱۹

۲۹ = ۱۰۲۴ برابر ۵۱۲ چراغ نصب از قبل تا متوالی های چراغ بين
است. (۱۰۲۳− ۱۰۰۱)× ۱۰۲۴+ ۵۱۲ = ۲۳۰۴۰ برابر ام ۱۰۰۱ چراغ تا مشهد

بسته درخت سه به مختلف طناب سه با سرسبز چراگاهی در را خود گرسنة گوسفند چوپانی .۱۱
می�خورد. را دارد دست�رسی آن به که چراگاه از قسمت�هايی همة علف�های گوسفند است.

باشد؟ نمی�تواند شکل کدام �است، خورده را آن علف�های گوسفند که چراگاه از ناحيه�ای

(۵ (۴ (۳ (۲ نقطه تک (۱
۵ پاسخ:

ناحيه�ای می�کنيم. رسم است وصل آن به که طنابی طول شعاع به دايره�ای درخت، هر مرکز به
بنابراين است. دايره سه اين درونی ناحية اشتراک دقيقاً می�خورد را آن علف�های گوسفند که

باشد. نمی��تواند شکل کدام دايره، سه داخل ناحيه�ی اشتراک که کنيم تعيين بايد
زير: شکل�های مانند باشند، می�توانند ۴ تا ۱ گزينه�ها�ی
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شده تشکيل کمان ۴ از آن مرز زيرا باشد. دايره سه اشتراک ناحية نمی�تواند ۵ گزينه�ی اما
به اما باشند دايره يک به متعلق کمان�ها از دوتا بايد پس داريم دايره سه تنها ما که حالی در

است. صحيح ۵ گزينه�ی پس نيستند. دايره يک به متعلق دوتايی هيچ شکل، به توجه

ساخت؟ مکعب يک می�توان خط�چين�ها روی از زير شکل�های از تا چند کردن تا با .۱۲

۵ پاسخ:
باشند. مکعب يک شدة باز می�توانند زير شکل�های که ديد می�توان فضايی تجسم اندکی با
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راست سمت شکل و مربع هفت چپ سمت شکل ساخت. مکعب يک نمی�توان زير اشکال با اما
دارد. وجود پنج طول به اضلاع موازی مسيری نيز وسط شکل در دارد. مربع پنج

دارد؟ اول عامل چند است، مثبت مقسوم�عليه ۱۳۹۲ دارای که طبيعی عدد کوچک�ترين .۱۳
۶ پاسخ:

مثبت مقسوم�عليه ۱۳۹۲ با عددی برای مختلف حالت�های ۱۳۹۲ = ۲۹ × ۱۶ × می�دانيم۳
هستند. اول اعدادی piها همة آن�ها در که است زير حالت چهار فقط

p۲۸۱ × p۱۵۲ × p۲۳ اول: حالت
p۲۸۱ × p۷۲ × p۲۳ × p۱۴ دوم: حالت
p۲۸۱ × p۳۲ × p۳۳ × p۲۴ سوم: حالت

p۲۸۱ × p۲۲ × p۱۳ × p۱۴ × p۱۵ × p۱۶ چهارم: حالت
ترتيب به کوچک اول عدد�های از بايد عدد شدن کوچک�تر برای بالا حالت�های از هرکدام در
بيابيم. را آن�ها کوچک�ترين و کنيم مقايسه باهم را زير عدد�های است کافی پس کنيم استفاده

a۱ = ۲۲۸ × ۳۱۵ × ۵۲
a۲ = ۲۲۸ × ۳۷ × ۵۲ × ۷۱
a۳ = ۲۲۸ × ۳۳ × ۵۳ × ۷۲
a۴ = ۲۲۸ × ۳۲ × ۵۱ × ۷۱ × ۱۱۱ × ۱۳۱

می�کنيم. پيدا را جواب محاسبات انجام با حال
a۱
a۲

=
۳۸
۷ ⇒ a۱ > a۲

www.mathysc. ir ۲۴ از ۱۱ صفحة ۱ کد پاسخ�نامه



a۴
a۳

=
۱۱× ۱۳
۳× ۵۲ × ۷ ⇒ a۳ > a۴

a۲
a۴

=
۳۵ × ۵
۱۱× ۱۳ ⇒ a۲ > a۴

است. اول عامل ۶ دارای که است a۴ سوال جواب پس

به گذشته سال اول مرحلة آزمون .www.mathysc)کيفيت ir) ايران رياضی المپياد وب�گاه در .۱۴
«عالی بود.»، خوب «خيلی از عبارت�اند نظرسنجی گزينه�های است. شده� گذاشته نظرسنجی
به گزينه�ها درصد کند، ثبت را خود نظر عباس که اين از پيش نمی�شد.»! اين از «به�تر و بود.»
تبديل ۲۸ و ۴۸ ،۲۴ به نسبت�ها اين آن از پس و است بوده ۲۵ و ۵۰ ،۲۵ برابر دقيقاً ترتيب

کرده�اند؟ شرکت سنجی نظر در نفر چند عباس از غير به می�شود.
۲۴ پاسخ:

از يکی که آنجايی از کرده�باشند. شرکت سنجی نظر در نفر n عباس از پيش کنيد فرض
فرض باشد. بخشپذير ۴ بر بايد n پس است، آورده دست به را آرا از درصد ۲۵ دقيقاً گزينه�ها
است يافته افزايش نمی�شد.») اين از («به�تر آخر گزينه�ی عباس رأی از پس .n = ۴k کنيد
نظر عباس که اين از پيش سوال صورت به توجه با داده�است. رأی گزينه اين به عباس پس
در و نفر k + ۱ عباس رأی از بعد پس دادند. رأی آخر گزينه�ی به نفر k کند، ثبت را خود
اين سوال صورت به توجه با کرده�اند. انتخاب گزينه�را اين افراد از درصد k+۱

۴k+۱ × ۱۰۰ نتيجه
داريم: نتيجه در و بوده ۲۸ برابر مقدار

k + ۱
۴k + ۱ × ۱۰۰ = ۲۸⇒ ۱۰۰k + ۱۰۰ = ۱۱۲k + ۲۸⇒ ۷۱ = ۱۲k ⇒ k = ۶

است. سوال پاسخ n = ۴k = ۲۴ پس

.p۲−pq+ q۲ = ۳۷۲ باشيم داشته آن�ها برای که دارد وجود اول اعداد از (p, q) مرتب زوج چند .۱۵
۱ پاسخ:
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داريم: حال .q ≤ p کرد فرض می�توان q و p به نسبت مسئله تقارن دليل به

p(p− q) = (۳۷− q)(۳۷+ q)

نتيجه در و باشد نامنفی هم راست سمت بايد است، نامنفی چپ سمت که اين به توجه با
.p|۳۷+ q يا و p|۳۷− q است، بخش�پذير p بر (۳۷− q)(۳۷+ q) چون که کنيد توجه .q ≤ ۳۷
.p(p−q) < ۳۷(۳۷−q) < (۳۷+q)(۳۷−q) نتيجه در و p < ۳۷ که می�شود نتيجه ،p|۳۷−q اگر
p = ۳۷+q اگر که کنيد دقت می�ماند. باقی p|۳۷+q حالت تنها و نيست ممکن حالت اين پس
اول ۳۹ اما است. p = ۳۹ و q = ۲ است، p > q چون و است، متفاوت q و p زوجيت باشد،

.p ≤ ۳۷+q
۲ ≤ ۳۷ داريم نتيجه در نيست.

p۲ − pq + q۲ = p۲ + q(q − p) ≤ ۳۷۲ + ۰ = ۳۷۲

اگر ضمناً باشد. q = p و p = ۳۷ بايد است، شده تبديل تساوی به نابرابری اين چون
تنها (۳۷,۳۷) ،۳۷ بودن اول به توجه با بنابراين است. برقرار معادله اين باشد، p = q = ۳۷

است. اول اعداد در معادله اين جواب

بزرگ خيلی اعداد نمايش قابليت با نمايش�گر صفحة يک از که است ماشينی «ضربين�حساب» .۱۶
ضربين�حساب دکمه�، هر دادن فشار با است. شده تشکيل ۹ الی ۱ شماره�های با دکمه�هايی و
به را حاصل و می�کند ضرب دکمه آن به مربوط عدد در را نمايش�گر صفحة عدد بلافاصله
شده نوشته نمايش�گر صفحة روی ۱ عدد ابتدا اگر می�دهد. نمايش صفحه� در قبلی عدد جای
دکمه�های از بايد بار چند دست�کم ۲۲۰۱۴ × ۳۱۴۳۵ × ۵۱۳۹۲ عدد آوردن دست به برای باشد،
ضربين�حساب دکمه�های از استفاده بار سه با می�توان مثال (برای کرد؟ استفاده ضربين�حساب

(.۷۲۹ = ۹× ۹× ۹ زيرا يافت، دست ۷۲۹ به
۲۷۸۱ پاسخ:

از استفاده بار ۲۷۸۱ با که می�دهيم نشان ابتدا بناميد. A را مسأله صورت در نظر مورد عدد
داد: نمايش را A عدد می�توان دکمه�ها
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۱۴۳۴
۲ سپس می�دهيم، فشار را ۸ دکمه�ی بار ۲۰۱۳۳ سپس می�دهيم، فشار را ۵ دکمه�ی بار ۱۳۹۲

به که عددی می�دهيم. فشار را ۶ دکمه�ی بار يک نهايت در و می�دهيم فشار را ۹ دکمه�ی بار
با است برابر می�آيد دست

۵۱۳۹۲ × ۸ ۲۰۱۳
۳ × ۹ ۱۴۳۴

۲ × ۶
دکمه�های از بار ۱۳۹۲+ ۲۰۱۳

۳ + ۱۴۳۴
۲ +۱ = ۲۷۸۱ مجموع در ترتيب اين به است. A با برابر که

کرده�ايم. استفاده حساب ضربين
استفاده روش يک داد. انجام را کار اين نمی�توان تعداد اين از کم�تر با می�دهيم نشان اکنون
توجه برسيم. A عدد به دکمه�ها از استفاده تعداد کم�ترين با اگر می�ناميم بهينه را دکمه�ها از
تا ۱ ارقام بين در زيرا کنيم. استفاده ۵ دکمه�ی از بار ۱۳۹۲ که هستيم ناگزير ما که کنيد
بايد پس کنيم ايجاد را ۵ عامل ۱۳۹۲ بايد ما و است ۵ رقم دارد، ۵ عامل که عددی تنها ،۹

کنيم. استفاده ۵ رقم از بار ۱۳۹۲
است، شده استفاده ۶ رقم از بار يک حداکثر آن در که دارد وجود بهينه�ای روش می�کنيم ادعا
اين به کنيم. استفاده را ۹ بار يک و ۴ بار يک می�توانيم ۶ رقم از استفاده بار دو هر جای به زيرا
بماند. باقی ۶ يک حداکثر نهايت در تا کنيم جايگزين ۹ و ۴ با دوتا دوتا را ۶ها می�توانيم ترتيب
اگر چون کرده�ايم استفاده ۳ از بار يک حداکثر ما بهينه، روش در که است روشن ديگر طرف از
کنيم استفاده ۹ از بار يک ،۳ تا دو جای به می�توانيم باشيم، کرده استفاده ۳ از بار يک از بيش
مورد روش بودن بهينه با اين که دهيم کاهش را شده استفاده دکمه�های تعداد ترتيب اين به و
گرفت نتيجه می�توان مشابهاً کرده�ايم. استفاده ۳ از بار يک حداکثر بنابراين دارد. تناقض نظر
۴ از بار يک می�توان ۲ از استفاده بار دو جای به چون کرده�ايم استفاده ۲ از بار يک حداکثر که
شده استفاده ۴ از بار يک حداکثر آن در که دارد وجود بهينه�ای روش همچنين کرد. استفاده
کرد. استفاده ۸ از بار يک و ۲ از بار يک می�توان ۴ از استفاده بار دو هر جای به زيرا است.
آن�ها جای به زيرا باشيم کرده استفاده ۴ از هم و ۲ از هم ندارد امکان که است روشن همچنين

کرد. استفاده ۸ از بار يک می�توان
اين از استفاده تعداد اگر می�آيند. ۲ يا ۴ يا ۶ يا ۸ اعداد از يکی از ۲ عوامل که کنيد دقت حال

داريم باشند، a۲ و a۴ ،a۶ ،a۸ ترتيب به ارقام

۲۰۱۴ = ۳a۸ + ۲a۴ + a۶ + a۲
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بياوريم. دست به ۲ عامل ۲۰۱۴ بايد نهايت در زيرا
بايد پس است، بخش�پذير ۳ بر ۳a۸ و است ۱ ،۳ بر ۲۰۱۴ باقيمانده�ی اينکه به توجه با
a۶ و a۴ ،a۲ بالا، توضيحات به توجه با اما باشد، ۱ با برابر ۳ بر نيز ۲a۴ + a۶ + a۲ باقيمانده�ی
به حالتها، همه�ی بررسی با باشند. يک نمی�توانند دو هر a۴ و a۲ و هستند يک يا صفر هرکدام

از عبارتند ممکن حالات تنها که ديد می�توان راحتی

a۲ = ۱, a۴ = a۶ = ۰

a۶ = ۱, a۲ = a۴ = ۰
استفاده ۲ رقم از چون ديگر طرف از و نکرده�ايم استفاده ۶ رقم از دهد، رخ اول حالت اگر
عامل که رقمی تنها بنابراين نکرده�ايم استفاده هم ۳ رقم از قبل توضيحات به توجه با کرده�ايم
مجموع در آنکه حال و دارد ۳ عامل دو ،۹ هر زيرا است ممکن غير اين ولی است ۹ رقم دارد ۳

است. فرد عددی که داريم نياز ۳ عامل ۱۴۳۵ به
و کرده�ايم استفاده ۶ از بار يک پس می�دهد. رخ دوم حالت و است ممکن غير اول حالت پس
بار ۲۰۱۳۳ بايد پس بياوريم. دست به ۸ از بايد را ۲ عوامل ساير و آورده�ايم دست به ۲ عامل يک

کنيم. استفاده ۸ از
۳ عامل ۱۴۳۴ و آورده�ايم دست به ۳ عامل يک پس کرده�ايم استفاده ۶ از بار يک چون حال
به ۹ از استفاده با را آن�ها همه�ی می�توانيم است بخش�پذير ۲ بر ۱۴۳۴ چون که می�ماند باقی

می�کنيم. استفاده ۹ از بار ۱۴۳۴۲ پس آوريم. دست
داريم. نياز دکمه�ها از استفاده تا ۲۷۸۱ تعداد همان به بهينه، روش در ترتيب اين به

منظم شکل به ۹۲تايی رديف ۱۳ در سرباز ۱۱۹۶ پادگان يک در
روی اگر می�بيند را سرباز يک آخر رديف از سرباز آخرين ايستاده�اند.
رديف از سرباز چند او نباشد. ديگری سرباز آن�ها، بين واصل خط

می�کنيم.) فرض نقطه را (سربازها می�بيند؟ را اول

.۱۷
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۳۱ پاسخ:
ترتيب به را رديف هر سربازهای و باشد چپ سمت نفر آخر رديف در سرباز اين که کنيد فرض
شمارة سرباز آخر، سرباز وضوح به کنيم. مشخص ۹۱ و ... ،۱ ،۰ شماره�های با راست به چپ از
می�شود، ديده i شمارة سرباز ،i ∈ {۱,۲, . . . ,۹۱} هر برای اما نمی�بيند. را اول رديف از ۰
غير مشترکی مقسوم�عليه ۱۲ و i اگر زيرا باشد. ۱ برابر ۱۲ و i مقسوم�عليه بزرگ�ترين هرگاه
است، ايستاده� آخر رديف از جلوتر رديف ۱۲

j
در که i

j
شماره�ی سرباز باشند، داشته j مثلاً ۱ از

نمی�شود. ديده اول رديف از i شمارة سرباز بنابراين و دارد قرار آن�ها بين
يعنی هستند، اول ۱۲ به نسبت که بشماريم را {۱,۲, . . . ,۹۱} در اعدادی تعداد بايد، بنابراين
است. ۵ يا ۱ برابر ۶ بر اعدادی چنين تقسيم باقی�ماندة نيستند. بخش�پذير ۳ و ۲ بر معادلاً

است. ۱ برابر ۶ بر تقسيم در {۱,۷, . . . ,۹۱} عدد تقسيم۱۶ باقی�ماندة
است. ۵ برابر ۶ بر تقسيم در {۵,۱۱, . . . ,۸۹} عدد ۱۵ تقسيم باقی�ماندة

و هستند اول ۱۲ به نسبت که دارند وجود مجموعه اين در عدد ۱۵ + ۱۶ = ۳۱ کل در پس
می�شوند. ديده اول رديف از سرباز ۳۱ بنابراين

مثلث اضلاع موازی خطوطی روبه�رو شکل مطابق
شود، ايجاد A′B′C ′ مثلث تا کرده�ايم رسم ABC

باشد. ABC محيط نصف محيطش که گونه�ای به
است؟ AD طول برابر چند AB طول

.۱۸

۶ پاسخ:
می�کنيم. نام�گذاری زير شکل مطابق را G و F ،E نقطه�های
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BEB′Gهمگی و EDFB′ ،BDFG، EDA′G ،EAFG ،DAFA′ اينصورتچهارضلعی�های در
اين و FA′ = B′G پس .FB′ = DE = A′G و FB′ = DE نتيجه در و هستند متوازی�الاضلاع

است. BE طول همين�طور و AD طول برابر مقدار

AB = AD +DE + EB = DE + ۲AD = FB′ + ۲AD = A′B′ + ۳AD

چون و هستند متشابه مثلث دو اين هستند، موازی A′B′C ′ و ABC اضلاع که اين به توجه با
پس .A′B′ = ۳AD بالا به توجه با و AB = ۲A′B′ داريم است A′B′C ′ برابر دو ABC محيط

نهايت در
AB = A′B′ + ۳AD = ۶AD

است. AD برابر شش AB طول پس

y و x حقيقی اعداد آن�ها برای که می�گيريم a مثل حقيقی اعداد همة مجموعة را S مجموعة .۱۹
که گونه�ای به باشند، موجود

a(a− ۱) + x(x− ۱) + y(y − ۱) = ۳
۲

است؟ چه�قدر بازه اين طول است. بازه� يک S که می�دانيم
۳ پاسخ:

کرد: بازنويسی زير شکل به می�توان را سوال صورت معادلة که کنيد توجه

(a۲ − a+
۱
۴) + (x۲ − x+

۱
۴) + (y۲ − y +

۱
۴) =

۳
۲ +

۳
۴ =

۹
۴
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نتيجه: در و
(a− ۱

۲)
۲ + (x− ۱

۲)
۲ + (y − ۱

۲)
۲ =

۳
۲ +

۳
۴ =

۹
۴

(a − ۱
۲)

۲ ≤ ۹
۴ همواره پس هستند نامنفی عباراتی (x − ۱

۲)
۲, (y − ۱

۲)
۲ که کنيد توجه حال

در a هر ازای به که می�شود ديده سادگی به همچنين دارد. قرار [−۱,۲] بازة در همواره a پس
معادله ،[۰,∞) بازه�ی روی (y − ۱

۲)
۲ بودن پوشا به توجه با و x = ۱

۲ دادن قرار با ،[−۱,۲] بازة
است. ۳ برابر نظر مورد بازة طول پس باشد. برقرار می�تواند

است. زير شکل�های به مختصات صفحة سه روی فضا در مسطح چهارضلعی يک عمود تصوير .۲۰
است؟ چه�قدر چهارضلعی اين قطرهای طول مربع�های مجموع

۲۸ پاسخ:
است، مسطح ضلعی چهار يک خود صفحه�ها از هريک روی چهارضلعی اين تصوير چون
تصويرش که رأسی ترتيب اين به برود. تصوير چهارضلعی رأس�های به بايد آن رأس�های
درنتيجه و برود (۱,۳) به می�تواند تنها xz صفحه در می�رود، (۱,۰) نقطه به xy صفحه در
نقاط ضلعی چهار ديگر راس سه شکل همين به است. (۱,۰,۳) برابر فضا در آن مختصات
برابر چهارضلعی اين قطرهای مربع�های مجموع بنابراين است. (۰,۲,۰) و (۲,۰,۰) ،(۰,۱,۳)

است. ۲(۱۲ + ۲۲ + ۳۳) = ۲۸
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کند؟ صدق زير معادلات در که می�شود يافت حقيقی اعداد از (x, y, z, t) مرتب چهارتايی چند .۲۱

xy + yz + zx = t۲

yz + zt+ ty = x۲

zt+ tx+ xz = y۲

tx+ xy + yt = z۲

۱ (۱
۵ (۲
۹ (۳

۲۵ (۴
بی�نهايت (۵

۱ پاسخ:
داريم: اول از دوم رابطه کردن کم با

z(x− t) + y(x− t) = (t− x)(t+ x) ⇒ (x− t)(x+ y + z + t) = ۰

چهارم: از اول و سوم از چهارم دوم، از سوم رابطه کردن کم با آن مشابه و

(y − x)(x+ y + z + t) = ۰, (z − y)(x+ y + z + t) = ۰, (t− x)(x+ y + z + t) = ۰

هر معادله در جايگذاری با که می�شوند برابر هم با عدد چهار ،x+ y + z + t ̸= ۰ اگر بنابراين
می�شوند. صفر برابر متغير چهار

اول: معادله در جايگذاری با نتيجه در و t = −x− y − z آنگاه x+ y + z + t = ۰ اگر اما

xy + yz + zx = (−x− y − z)۲ = x۲ + y۲ + z۲ + ۲xy + ۲yz + ۲zx ⇒

x۲ + y۲ + z۲ + xy + yz + zx = ۰⇒

(x+ y)۲ + (y + z)۲ + (z + x)۲ = ۰⇒ x = −y, y = −z, z = −x ⇒ x = y = z = ۰

بنابراين می�رسيم. جواب(۰,۰,۰,۰) همان به حالت اين در پس می�شود. صفر هم t نتيجه در و
است. معادله جواب تنها چهارتايی اين

www.mathysc. ir ۲۴ از ۱۹ صفحة ۱ کد پاسخ�نامه



تحقيقات طبق دارد. قرار شکرستان نظمية تعقيب تحت پيش سال دو از شکرستان دزد تنها .۲۲
به جنوبی و شمالی غربی، شرقی، نمکستان�های ۴ و شکرستان بين او سفر�های تعداد نظميه،
داشته� شکرستان به شرقی نمکستان از سفر سه دزد اين مثال (برای �است، بوده زير صورت

�است؟ شده مخفی شهر کدام در او اکنون است).

شکرستان (۱
شرقی نمکستان (۲
غربی نمکستان (۳

شمالی نمکستان (۴
جنوبی نمکستان (۵

۱ پاسخ:
بار چند و است شده خارج بار چند شهرها از کدام هر از دزد اين که می�دهد نشان زير جدول

است. شده وارد شهر�ها از کدام هر به

شرقی ن. غربی ن. جنوبی ن. شمالی ن. شکرستان شهر نام
۳ ۴ ۴ ۵ ۵ خروج تعداد
۳ ۴ ۴ ۴ ۶ ورود تعداد

اکنون بنابراين است، برگشته شهر اين به بار ۶ و است شده خارج بار ۵ شکرستان از او بنابراين
است. (۱) گزينه�ی درست پاسخ و است شهر اين در

کرده آغاز شمالی نمکستان از را سفر او که فهميد می�توان مشابه استدلال با هم�چنين توضيح.
است. بازگشته آن به بار ۴ تنها و شده خارج شهر اين از بار ۵ چون است،
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وسط�های که خطی است. √۷ و ۴ و ۲ ترتيب به ABC مثلث از BC و AC ،AB اضلاع طول .۲۳
نقطة در می�شود رسم A نيم�ساز با موازی B از که خطی با می�کند وصل هم به را AC و AB

است؟ چه�قدر AD طول می�کند. برخورد D
۰ پاسخ:

چون کنيد رسم را BN خط باشد AC وسط N و AB وسط M کنيد فرض زير شکل مطابق
ارتفاع پای H کنيد فرض هست نيز ارتفاع آن نيم�ساز پس است متساوی�الساقين ABN مثلث
زيرا است متوازی�الاضلاع ADBT چهارضلعی باشد. AH با MN تقاطع T و BN بر A از وارد
ABH مثلث چون طرفی از AD = BT . نتيجه در هستند برابر هم با BMD و AMT مثلث دو
است کافی پس .BT = TN گرفت نتيجه می�توان بنابرين است هم�نهشت ANH مثلث با
مثلث در باشد، BC ضلع با نيم�ساز برخورد محل F کنيد فرض کنيم، حساب را TN مقدار
است می�کند) عبور ديگر ضلع دو وسط از که ضلع يک موازی (خطی ميان�خط TN چون AFC

می�کند قطع ديگر ضلع دو نسبت به را ضلع نيم�ساز می�دانيم هم�چنين و TN =
۱
۲FC پس
درنتيجه

AD = BT = TN =
۱
۲FC =

۱
۲
AC ×BC

AC + AB
=

√۷
۳ = ۰.۸۸۱...
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و است کرده حفر ايلام و بوشهر بين کانالی نفت وزارت
سطح دهد. قرار آن در را گازی انتقال لولة دارد قصد
از قسمتی شکل به کانال مقطع سطح و دايره لوله مقطع
درجه چندجمله�ای يک نمودار (سهمی است. سهمی يک
قطر باشد، متر ۱ برابر کانال عمق و عرض اگر است.) دوم
که طوری به داد قرار کانال در می�توان که لوله�ای بزرگ�ترين
سانتی�متر چند باشد، داشته تماس کانال نقطة پايين�ترين با

است؟

.۲۴

۲۵ پاسخ:
معين شکل مانند را مختصات و دارند تماس يکديگر با مبدأ در کانال و لوله می�کنيم فرض ابتدا
(سهمی) کانال کف در را (دايره) لوله پايين اگر که است مناسب صورتی در لوله قطر می�کنيم.

باشند. نداشند ديگری برخورد سهمی و دايره دهيم، قرار

با: است برابر سوال صورت در شده معرفی سهمی معادله�ی

y = ۴x۲

با: است برابر مبدأ در سهمی بر مماس و D قطر به شده معرفی دايره�ی معادله�ی همچنين

(y − D

۲ )۲ + x۲ =
D۲

۴ ⇒ y۲ − yD +
D۲

۴ + x۲ =
D۲

۴ ⇒ y۲ − yD + x۲ = ۰

که: می�گيريم نتيجه اخير رابطه�ی دو از استفاده با

y۲ − yD +
y

۴ = ۰

www.mathysc. ir ۲۴ از ۲۲ صفحة ۱ کد پاسخ�نامه



حساب به جديدی نقطه�ی و است تماس نقطة همان (که y = ۰ اگر است برقرار فوق معادلة و
عدم دهندة نشان که بود خواهد نامثبت عددی y ،D ≤ ۱

۴ چنانچه .y = D − ۱
۴ يا و نمی�آيد)

و داشت خواهند برخورد (D − ۱
۴ ,
√

D
۴ − ۱

۱۶) نقطه�ی در ،D > ۱
۴ اگر اما است جديد برخورد

برابر لوله قطر حداکثر پس است. نبوده مناسب لوله قطر صورت اين در که می�دهد نشان اين
است. سانتی�متر ۲۵ همان يا متر ۱

۴

نمايش توخالی دايرة با که نقاطی از را زورخانه ميل ۹ که خواسته ياور از ولی پوريای پهلوان .۲۵
جفت ۹ فواصل مجموع که به�نحوی ببرد، شده داده نمايش توپر دايرة با که نقاطی به شده داده
ميل يک نقطه هر در که کنيد (دقت شود. ممکن مقدار بيش�ترين انتهايی، و ابتدايی نقطة
شوند؟ منتقل نقاط کدام به بايد به�ترتيب ج و ب و الف ميل�های صورت اين در می��گيرد.) قرار

۲ ،۳ ،۵ (۱
۸ ،۷ ،۵ (۲
۸ ،۷ ،۹ (۳
۴ ،۷ ،۵ (۴

کرد. تعيين نمی�توان (۵

۵ پاسخ:
است. بيشتر روبرو ضلع دو طول مجموع از قطرها طول مجموع محدب ضلعی چهار هر در لم:
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که: می�کنيم مشاهده BDI و ACI مثلث�های برای مثلث نامساوی نوشتن با

AD +BC > AB + CD

بين مسيری دو هر بايد شود، مقدار بيشترين نقطه زوج ۹ فواصل مجموع اگر می�کنيم ادعا
D به C نقطه ميل و B به A نقطه ميل اگر زيرا کنند. قطع را همديگر انتهايی و ابتدايی نقاط
نقطه ميل و D به A نقطه ميل بردن با بالا لم طبق باشند، نداشته برخورد CD و AB و برود
اين کنيد. نگاه سوال صورت در ب نقطه ميل به حال می�شود. طی بيشتری مسير B به C
اين به (اگر باشد. داشته برخورد مسيرها تمام با تا شود منتقل می�تواند ۷ نقطه�ای به تنها ميل
به می�رود. ۷ نقطه به ب نقطه پس ندارد.) برخورد می�رسد ۷ نقطه به که مسيری با نرود نقطه
بررسی می�توان طريق همين به برود. ۳ نقطه به بايد نيز ميل ترين غربی شمال شکل همين
و ۶ ،۲ ،۴ نقاط به ترتيب به بايد نيز الف راست سمت و پايين بالا، ، ج نقاط ميل�های که کرد

کند برخورد ديگر خطوط تمام با تا بروند ۸
منتقل ۹ و ۵ ،۱ نقط به ترتيبی هر به ميل�ها اين می�مانند. باقی مربع قطر روی ميل�های اما
حالت سه الف نقطه ميل جای�گذاری برای بنابراين می�ماند. ثابت جايی جابه مجموع شوند

نمی�شود. مشخص يکتا طور به و دارد وجود
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