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)ب( با    3.49دهد. شکل    ینشان م   رهیت  ی خاکستر   نهیرا در زم   د یتار از متن سف  یکم   ر ی)الف( تصو  3.49  شکل

ما در    ی بدست آمد. همانطور که در بحث قبل   s = 5با    31   *31با اندازه    گوسی    یهموارساز  لتر یاستفاده از ف

  ن ی کوچکتر  م یاستفاده کرد  نجا یما در ا  ه ک  ی داده شد ، اندازه هسته ا  ح یتوض  گوسی  گذر    نییپا  ی مورد هسته ها

است که با استفاده از معادله به   ز ی)ج( ماسک بدون ت 3.49شکل  ه یثان  6 -است.  هیثان  6فرد کمتر از  حیعدد صح

معادله    ز یبدون پوشش ت  ان یاز اتاق ب(d)   3.49در شکل    ری به دست آوردن تصو  ی(. برا55- 3دست آمده است. )

  3.49در شکل    ی اصل  ریواضح تر از تصو  ی به طور قابل توجه  ریتصو  نیا .k = 1( با  56- 3استفاده شده است. )

(a)میده  ی نشان م ی ، همانطور که در پاراگراف بعد   میبهتر عمل کن  میتوان ی است ، اما ما م . 

حد    نیدر بالاتر  باً یمقدار تقر  نیا .k = 4.5( با  56- 3دهد. )  یاستفاده از معادله را نشان م   جهینت(e)  3.49  شکل

  اه یس   با ی، تقر  ره ی. مصنوعات تمیاستفاده کن  ر یدر تصو  یاز مصنوعات جد   ی برخ  ی بدون معرف  م یتوان  ی م  آنچه  .است

در شکل    نییپا "یبرآمدگ"،   میداد  حیها هستند. همانطور که قبلاً توض تیدر اطراف مرز شخص ییرنگ ، هاله ها

3.48 (d)داشته باشد   شینما ی برا یمثبت  ر یمقاد ط که فق ی به گونه ا ری تصو مقیاس بندی  شود. هنگام  ی م ی منف

شوند تا    یم   مقیاس بندی    ایشوند ،    یم  دهیبر  0در    ایاستفاده شده ،    مقیاس بندی  بسته به روش    یمنف  ری ، مقاد

 خواهد بود.  ر یدر تصو  ریمقاد ن یتر کی تار  blipsشود. در هر صورت ،  0  یمقدار منف نیشتریب

داده شد ، دشوار است و    حی که قبلاً توض  یبا استفاده از عکس سنت (e)  3.49و  ( d)   3.49  د یدر شکل ها. تول   جینتا

 دهد.  ینشان م  تالیجید  یعکاس  نهیرا در زم  ر یقدرت و تنوع پردازش تصو

 
   *31گذر    نییپا  لتر یبا استفاده از ف   ر ی. )ب( تصوکسلیپ  259   *600با اندازه    یاصل  ر ی)الف( تصو   3.49  ر یتصو

 .k = 1( با  56-3با استفاده از معادله. )  ز یماسک زدن ت  جه یشود. )ج( ماسک. )د( نت  ی تار م  s = 5گاوس با    31

(e)فشار با  شیافزا جهینتk = 4.5. 

 درجه -ر یکردن تصو زیت  یاستفاده از مشتقات سفارش اول برا

به  (x,y)در مختصات    f  ریتصو  کی  انیشود. گراد  ی اجرا م  بیبا استفاده از مقدار ش   ریاول در پردازش تصو   مشتقات

 شود  ی م فیتعر ی ستون دو بعد عنوان بردار 
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 دهد.  ینشان م(x,y)در مکان    f  رییتغ  زانیم  نیشتریاست که در جهت ب   یمهم  یهندس   ی ژگیو  یبردار دارا   نیا

شود( ،    ی اغلب استفاده م  زی ن  f∇علامت بردار بردار  )M (x,y)، نشان داده شده به عنوان    f∇)طول( بردار    اندازه

 که  ییجا

 
شیب را با جزئیات بیشتری بحث خواهیم کرد. در اینجا ، ما فقط به استفاده از آن برای وضوح    10.2ما در قسمت  

 تصویر علاقه داریم. 

  ی با اندازه اصل  یر یتصوM (x,y)که    د یاست. توجه داشته باش   انیجهت بردار گراد  ریینرخ تغ(x,y)مقدار  

متفاوت باشند. معمولاً مرسوم است که از    fدر    کسلیدر تمام نقاط پ   yو    xشود که    یم  جادیا  یاست ، هنگام

 واضح است( استفاده شود.  ی که معن یهنگام ان یگراد ی به سادگ ای) انیگراد  ریبه عنوان تصو ر یتصو نیا

  ل ی بردار به دل  ن یحال ، مقدار ا  ن یهستند. با ا  ی خط  یمشتق هستند ، عملگرها  انی بردار گراد  یآنجا که اجزا  از

  ستند یچرخش ن ریرناپذ یی( تغ 57-3در معادله. )  ی ، مشتقات جزئ  گرید  ی. از سو ستی مربع ن  شهیمربع و ر اتیعمل

 است. انی، اما اندازه بردار گراد

 مطلق مناسب تر است:   ریبا مقاد یمربع شهیر اتیمربعات و عمل  بیها ، تقر ی ساز ادهیاز پ ی برخ در

 
رود. با    ی م  ن یاز ب  ی به طور کل  کیزوتروپیا  تیکند ، اما خاص  یشدت را حفظ م  ینسب   راتییعبارت هنوز تغ   نیا

فقط    ر یشده در پاراگراف ز  فیگسسته تعر  انیگراد  کیزوتروپ ی، خواص ان  لاپلاسینحال ، همانطور که در مورد    نیا

دارد ،    یمشتقات بستگ   بی تقر  ی برا  استفادهمورد    یکه به هسته ها  یچرخش  یشهای از افزا  یتعداد محدود   یبرا

شوند در    ی استفاده م  انیگراد   بیتقر  ی که برا  ییهسته ها  ن یشود. همانطور که معلوم است ، محبوب تر  ی حفظ م

  ( ، 59-3)   ای(  58- 3معادله )از    ایاست که آ  نیمستقل از ا  جینتا  نیدرجه همسانگرد هستند. ا  90برابر    نیچند 

در استفاده از معادله    یمهم  زیچ  چ ی، ه  م یکار را انجام ده  نیا  م یاگر ما بخواه  نی. بنابراریخ  ای  م یکن  یاستفاده م

 رود.  یاز دست نم ریاخ

و از آنها   میکن  یمشخص م یمعادلات قبل یرا برا  ییمجزا یها  بی، ما اکنون تقر  انیکه در مورد لاپلاک  همانطور

نشان    یبرا (a)  3.50، از علامت شکل    ی بحث بعد   ی. به منظور ساده سازمیکن  یمناسب را فرموله م  ی هسته ها

، نشان    z5،    ی، مقدار نقطه مرکز   مثال. به عنوان  می کن  یاستفاده م   3  3  3ها در منطقه    کسلیدادن شدت پ

است ؛  نشان دهنده مقدار  z1است. ( x,y)مکان دلخواه ،  کیدر f (x,y)دهنده مقدار 

  ط یمشتق مرتبه اول که شرا  ی برا  ی بیتقر  ن ینشان داده شده است. ساده تر  ( ،  48-3)همانطور که در معادله   رهیو غ
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دو   کند عبارتند از:    یبخش را برآورده م  ن یا  یشده در ابتدا  انیب

متقابل    ی، از تفاوت ها  تالی جید  ر یپردازش تصو  هی [ در توسعه اول1965شده توسط رابرتز ]  شنهادی، پ  گرید  فیتعر

 کند:   یاستفاده م

 
 م یکن  یمحاسبه م   ریرا به صورت ز انیگراد ر یتصو   م یاستفاده کن ( ،60- 3( و )58- 3)معادلاتاگر از  

 

 
 

متقابل    ان یگراد  ی)ج( عملگرها-شدت است. )ب(   ر یمقاد  zs، که    ر یتصو  ک یاز    3   * 3)الف( منطقه    3.50شکل  

صفر ، همانطور که از عملگر مشتق انتظار   به  هسته هسته  بیسوبل. مجموع تمام ضرا ی )ه( عملگرها - رابرتز. )د( 

 رود.  یم

 سپس  می استفاده کن( ، 60-3( و ) 59-3معادلات ) اگر از  

 
تفاوت    ط یداده شد متفاوت است. شرا  حیکه قبلاً توض  یبه روش   ری در ابعاد تصو  yو    xکه قابل درک است که    ییجا

  ن یکرد. از ا ی ساز ادهیپ )ب( و )ج(  3.50توان با استفاده از دو هسته در شکل ی ( را م60-3در معادله )   ازیمورد ن

 شود.  یم  ادی Robertsمتقابل  ان یگراد ی هسته ها به عنوان عملگرها

  را یز  می استفاده کن  بیو غر  ب یعج  یبا اندازه ها  ییاز هسته ها  م یده  ی م  حیکه قبلاً اشاره شد ، ما ترج  همانطور

  م یکه ما به آنها علاقه دار  ییهسته ها  نی( هستند. کوچکترحیمنحصر به فرد )صح  مکانی مرکز تقارن    یآنها دارا

 است: ر یبه شرح ز z5 ت یبا محور 3  * 3 محله با استفاده از  gyو  gx بیهستند. تقر 3  *3اندازه  یدارا
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سوم و   فیرد نی)د( و )ه( تفاوت ب 3.50کرد.  ی ساز ادهیشکل پ یتوان با استفاده از هسته ها ی معادلات را م نیا

  اده یپ(d)  3.50کند و با استفاده از هسته در شکل    یم  بی تقر  xرا در جهت    یمشتق جزئ  3   *3  ریتصو  هیاول ناح

 شود.  ی م یساز

  3.50کند و با استفاده از هسته در شکل    ی م  ی بیتقر  yرا در جهت    ی ستون سوم و اول مشتق جزئ  ن یتفاوت ب

(e)ی هسته ها بدست م   نیبا ا  ریتصو  چاندنیبا پ  ری تصو  کی در تمام نقاط    یشود. مشتقات جزئ  یم  یساز  ادهیپ  

(  59-3به معادله. )  gyو    gx  ی نیگزیا. به عنوان مثال ، جمیآور  یرا مانند قبل بدست م   بی. سپس اندازه ش د یآ

 بازده 

 
کانولوشن دو هسته    ر یبا مجذور نمودن مقاد(x,y)  ریدر هر مختصات تصو   Mدهد که مقدار    یمعادله نشان م   نیا

 شود.  ی مربع داده م  یابی شهی و ر جه ی دو نت جمع بندی  مختصات ،  ن یدر ا  f ر یبا تصو

  2  یاستفاده از مقدار وزن  دهیشوند. ا  یم  دهینام  Sobel  یعملگرها(e)و  (d)  3.50موجود در شکل.    ی ها  هسته

  ل یبه تفص  10)در فصل    د ی ابیدست    ی به هموارساز  ی به نقطه مرکز  شتر یب  تیاست که با اهم  ن یا  ی مرکز  ب یدر ضرا

آنها در مناطق    نیبرابر صفر است ، بنابرا  3.50در تمام هسته ها در شکل    ب یکرد(. ضرا  م یمورد بحث خواه  ن یدر ا

دهند. همانطور که قبلاً ذکر شد   یرود ، پاسخ صفر م  یعملگر مشتق انتظار م   کیبا شدت ثابت ، همانطور که از  

حاصل    افته ی  ر یی تغ  ر یشود ، عناصر تصو  ی م   ب یرسد ترک  ی آن به صفر م   ب یکه ضرا  ی با هسته ا  ی ر یتصو  ی ، وقت

 خواهند داشت.  ی منف ر یمقاد 3.50شکل  یبا هسته ها یبه طور کل ریتصاو نیابراشود ، بن ی صفر م زین

شوند.   یهستند و همانطور که در بالا ذکر شد با استفاده از کانولوشن اجرا م یخط اتیعمل gyو  gx محاسبات

مطلق    ر یاستفاده از مقاد  ای مربع   یها   شهیشامل مربع و رM (x,y)محاسبه   انیوضوح با گراد  ی خط  ریجنبه غ

  gxشود که    ی )کانولوشن( انجام م  ی خط  ند یپس از فرا  اتیعمل  ن یهستند. ا  ی خط  ری غ  اتیاست که همه آنها عمل

 کند.  یم  د یرا تول  gyو 

 

 لبه.  ش یافزا یبرا بی: استفاده از ش 3.20مثال 

آنچه    اینقص ها و    صیکمک به انسان در تشخ  یبرا  ایشود ،    ی استفاده م  یصنعت  یها  یاغلب در بازرس   انیگراد  از

  م یخواه  شتریباره ب  ن یدر ا  10خودکار. ما در فصل    یپردازش در بازرس   شیمرحله پ  ک یتر است ، به عنوان    جیرا



یر دیجیتالصوپردازش ت      | 205  
 

که چگونه    م یتا نشان ده   می ریساده را در نظر بگ   لمثا  کی حال ، در حال حاضر آموزنده خواهد بود که    نیگفت. با ا

 کرد.استفاده  نهی پس زم ی ها ی ژگیو  ریی بردن آرام تغ ن یو از ب ص ینقا شی افزا یبرا  انیتوان از گراد یم

شده است تا نقص    یطراح  ی نورپرداز   دمانیاست ، که با چ  یلنز تماس   کی از    ینور  ر یتصو  کی)الف(    3.51  شکل

  ان ی)ب( گراد  3.51شود. شکل    یم  دهید  5و    4در مرز لنز که در ساعت    یها را برجسته کند ، مانند دو نقص لبه ا

)د( و )ه( نقص   3.50در شکل.   Sobel  هسته ( با دو  65- 3دهد. )  ی بدست آمده با استفاده از معادله را نشان م 

  ر یمتغ  ایثابت    یخاکستر  یها  هیاضافه که سا  تیمز  نیکاملاً قابل مشاهده است ، اما با ا  ریتصو   نیدر ا زیلبه ها ن

ساده کرده    یخودکار را تا حد قابل توجه  یبازرس   یبرا  ازیمورد ن  یکار محاسبات  نیآهسته حذف شده اند ، بنابرا 

  ر یتصو  ک یدر    ی که ممکن است به راحت  یمشخصات کوچک  یبرجسته ساز  ی تواند برا  ی م  ن یهمچن  ان یاست. گراد

هوا در محلول    ی ها  بی، ج  یتواند مواد خارج  ی م  نهای مانند ا  ی قابل مشاهده نباشند )موارد   ی خاکستر   اس یمق

ها  ای  یتیحما توانا  ی نقص  شود.  استفاده  باشد(  لنز  در  زم  چک کو  یها  یوستگ یناپ  شیافزا  ییکوچک    نه ی در 

 است.  انیمهم گراد ی ژگیو گر ید یخاکستر

 
 

  ی اصل  ریسوبل. )تصو  انی)ب( گراد  (.5و    4موجود در مرز ساعت    وبی)ع  یلنز تماس   ک ی  ری)الف( تصو   3.51شکل  

 شده است.( هیته Perceptics Corporationاز شرکت 

 

 و پایین گذر  باندگذر یلترهایو ف میان ناگذر ربالاگذ یلترهایف 3.7

کم گذر و بالا ، که   یلترهایشوند: ف یم  طبقه بندی  یبه چهار دسته کل  یو حوزه فرکانس مکانی ی خط یلترهایف

.  میکن  ی م  ی قسمت معرف   نی، که در ا میان ناگذرباند  و    باندگذر  ی لترهای، و ف  م یکرد  یمعرف   3.6و    3.5  یدر بخشها

بخش    نیکم گذر ساخت. در ا  یلترهایاز ف  وان ت  ی را م  گرید  لتریکه سه نوع ف  م یاشاره کرد  3.5بخش    ی ما در ابتدا

بخش    یمورد بحث را در انتها  کردیرو  ن ی، ما سوم  نی. همچن میکن  یم   یکار بررس   ن یانجام ا  یرا برا   یی روش ها

  لتر یف  یطراح  ی بسته نرم افزار  ک یما از    یعنی.  می ده  ینشان م   مکانی  لتر یف  یبه دست آوردن کربن ها  یبرا   3.4

جداگانه    ی دوبعد  یلترهایتوابع ف  د یتول  ی برا  نهای. سپس ، ما از امی کن  ی استفاده م  یبعد   1  لتر یتوابع ف  د یتول  یبرا
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  ی استفاده م   یدو بعد   یهسته ها  د یتول  یدر مرکز آنها برا   D-1با چرخاندن توابع    ای( ، 42-3معادله )  قیاز طر  ای

 . ستند ( هکیزوتروپی)ا یا  رهیاز توابع متقارن دا یبیتقر ی چرخش ی. نسخه هامیکن

دهد    ی در حوزه فرکانس را نشان م  ی بعد   1آل    ده یا  low-pass  لتریف  ک یعملکرد انتقال  (a)  3.52  شکل

  ی کم گذر فرکانس ها  یلترهایکه ف  میدان  یفصل م  نیدر ا   یاست[. ما از مباحث قبل(a)  3.32همان شکل    نی]ا

  قاً یبالا گذر دق  لتریف  کی.  هد د  یرا عبور م  نییپا  یکه فرکانس ها  یکند ، در حال  یحذف م  ای  فیبالا را تضع

 ی تمام فرکانسها  بالاگذر   لتریف  ک یشود ،    ی )ب( نشان داده م  3.52کند. همانطور که در شکل    یبرعکس رفتار م 

  سه یدهد. مقا  ی مقدار را عبور م  نیبالاتر از ا  یکند و همه فرکانسها  یم   ف یتضع  ایرا حذف    u0مقدار قطع ،    ریز

  ی بدست م 1از   پایین گذرتابع  ک ی قیبالا با تفر لتر یتابع انتقال ف ک یکه   مینیب  یم ا ، م(b)و (a)  3.52. هاشکل 

  ک یثابت در حوزه فرکانس    کی،    د یدان  یم  3.4در حوزه فرکانس است. همانطور که در بخش    اتیعمل  نی. اد یآ

مرکز مشابه هسته   اضربه واحد ب ک یگذر از  نییپا لتریهسته ف  ک ی، با حذف  نیاست. بنابرا مکانیضربه در حوزه  

  ی ریشده است همان تصو  لتر یهسته ف  ن یکه با ا  ی ری. تصومی آور  ی به دست م   مکانیبالا در حوزه    لتر یهسته ف  ک ی،  

  ف یتعر( 55-3معادله)توسط    ز ی. ماسک تد یآ  ی به دست م   ی اصل  ریبا گذر کم از تصو  ر یتصو   ک ی   ق یاست که با تفر

)به مسئله   د یرا اجرا کن  ه معادل  اتی( عمل56-3( و ) 54-3)  عادلات ، م  ن یاست. بنابرا  اتیعمل  ن یا  قاً یشده است. دق

 (. د یمراجعه کن  3.42

 واحد است  1 ک یبا  0از  یا ه ی( که تکانه واحد آرا33- 3. )د یاوریب  ادیبه  معادله  از بحث  

توان از مجموع    یتابع انتقال را م  نیدهد. ا  یرا نشان مباند میان ناگذر  لتریف  کی)ج( عملکرد انتقال    3.52شکل  

  نییتابع پا  کیتوان از   ی کرد )تابع بالا گذر را م جاد یمختلف ا ی تابع با گذر فرکانس ها ک یگذر و  ن ییتابع پا کی

  ک ی)  1از    میان ناگذرتابع   قیتوان با تفر  یرا م (d)  3.52باند در شکل    لتریکرد(. تابع انتقال ف  جادی گذر متفاوت ا

شوند    یم   دهیناچ نام  یلترهایبه عنوان ف  نیهمچن  میان ناگذر  ی لترهای( بدست آورد. فمکانیضربه واحد در حوزه  

را    ی بحث قبل  3.7داد. جدول    م ینشان خواه  4دارند ، همانطور که در فصل    ی به محل  ل یتما  شتر یب   ی ، اما دوم

 کند.  یخلاصه م 

تابع    ک یتوان با    ی است که تمام توابع انتقال نشان داده شده را م  ن یا  3.7و جدول    3.52در شکل    ی د یکل  نکته

  ی کیگراف  ریتفاس   قیکه ما از طر  میمهم است بدان  نیمهم است. همچن  نیبدست آورد. ا  پایین گذر  لتریانتقال ف

  اریکار بس  مکانی اساس تحول در حوزه    بر   جه یبه همان نت   دن ی. رس مید یرس   جه ینت  نی ساده در حوزه فرکانس به ا

 خواهد بود.  ی سخت تر
 

 

 .باندگذرو   میان ناگذر، بالاگذر، پایین گذر  ه ی : تصف3.21مثال 

که با استفاده    یبعد   کی  پایین گذر  لتر یتابع انتقال ف  کی با    می توان  ی که چگونه م  می ده   ی مثال ما نشان م  ن یا  در

  مکانی   لتر یف  یهسته ها  د یتول   یو سپس از آن تابع انتقال برا   می شود شروع کن  ی م  د یتول   ی بسته نرم افزار   ک یاز  
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هسته ها را    نیا  مکانی  نگیلتریخواص ف  نیمچن. ما همیبخش استفاده کن  نیشده در ا  یمعرف   میبر اساس مفاه

 . می کن ی م یبررس 

 
 

  لتر ی)الف( ف   دهد(.  ی فرکانس را نشان م  uدر حوزه فرکانس )  D-1آل    ده یا  یلترهایتوابع انتقال ف  3.52شکل  

فقط    یسادگ   ی. )مانند گذشته ، ما برا باندگذر  لتری)د( ف   .میان ناگذر  لتر ی)ج( ف  .بالاگذر  لتر ی)ب( ف  .پایین گذر

 .( میده  یمثبت را نشان م ی فرکانس ها

 

شده اند. مراکز    انیکم گذر ب  یلترهایکه بر اساس ف  مکانی  یلترهایف  یاز چهار نوع اصل  یخلاصه ا  3.7جدول  

ها  هستند.  لتر یف  یهسته   همزمان 

 

گذرفیلتر پایین   

 فیلتر میان ناگذر فیلتر باند گذر

 فیلتر بالا گذر 

 فیلتر میان ناگذر

 فیلتر بالا گذر 

 فیلتر پایین گذر

 فیلتر باند گذر

 lpگذر ،  نیی از نظر هسته پا ییفضاهسته  نوع فیلتر 
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 .کسلیپ 597  * 597صفحه منطقه با اندازه  ری تصو 3.53شکل 

  لتر یف  یروشها  ی هایژگیو  شی آزما  یدهد که اغلب برا   یبه اصطلاح صفحه صفحه را نشان م   ر یتصو  ک ی  3.53شکل  

  جاد یبا استفاده از معادله ا  3.53در شکل    یکیاز صفحات منطقه وجود دارد.    یمختلف   یشود. نسخه ها  یاستفاده م 

 شده است

 
   *597با اندازه   ی ریمنجر به تصو نیمتفاوت است. ا  0.0275  ش ی[ ، در افزا8.2،    28.2در محدوده ].  yو   xبا  

  ی ژگیشد. و  جادیا  ری از مرکز تصو  8.2از    شتر یبا فاصله ب  کسل یپ  0  میبا تنظ  د یو سف  اهیشد. منطقه س   کسلیپ  597

، همانطور   ابد ی ی م ش یاز فاصله از مرکز افزا ی آن به عنوان تابع مکانی است که فرکانس  ن یصفحه صفحات ا یاصل

  ی ژگ یو  نی. اد یکن  ی شود ، مشاهده م  یم  شتریتر شدن حلقه ها از مرکز ب  کیبار  نکهیبا توجه به ا  د یتوان  یکه م

 کند.  یم  لیمورد بحث تبد   لترینشان دادن رفتار چهار نوع ف یآل برا ده یا یر یرا به تصو هیصفحه ناح کی

را نشان    MATLABبا استفاده از    مکانیکم ارتفاع    یعنصر   128،    ی بعد   1  لتریعملکرد ف  ک ی)الف(    3.54  شکل

ساختن    یبرا   D-1تابع    نی از ا  می توان  ی )ب([. همانطور که قبلاً بحث شد ، ما م  3.32با شکل    سه یدهد ]در مقا  یم

آن را در    م یتوان  یم   ای( ،  42-3. )میکن  ادهبر اساس معادله استف  لتری و جداگانه جداکننده ف  ی بعد   2سته  ه  کی

)ب( با استفاده از روش    3.54شود. هسته در شکل    د یتول  کیزوتروپیا  یهسته دو بعد   کیتا    میمرکز آن بچرخان

قابل    ی با هسته ها  ب یبه ترت  3.53در شکل    ری شدن تصو  لتر ی ف  جینتا(b)و  (a)  3.55بدست آمده است. شکل    ریاخ

بالا را به طور    یرا عبور داده و فرکانسها  ه یصفحه ناح  نیی پا  یفرکانسها  لتر ی. هر دو فاست  ک یزوتروپیو ا  ک یتفک

منتقل    ی، فرکانس ها  کیقابل تفک   لتری که هسته ف  د یحال ، توجه داشته باش   نیکرده اند. با ا  فیتضع  یقابل توجه

در جهت عمود بر    ر یشدن تصو  لتریف  جه ینت   نیکند. ا  یم   د یمتقارن( تول  یشعاع  ری)غ  "یمربع"را به صورت    شده

حاصل شد که در تمام    یا  جه ی نت  کیزوتروپی. با استفاده از هسته استین  زوتروپیاست که ا  کیهسته قابل تفک  کی

 همسانگرد هستند. ر یو هم تصو  لمیهم ف  رایمطابق انتظار است ، ز نیاست. ا کنواختی یجهات شعاع
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  ی بعد   1  ل یپروفا  که با چرخاندن  ی . )ب( هسته دو بعد ی بعد   1  مکانی گذر    ن ییپا  لتری تابع ف  ک ی)الف(    3.54شکل  

 در مورد مرکز آن. 

 
 

با هسته    ر ی)ب( تصو  شده است.  لتر یگذر ف  نییپا  ک یهسته قابل تفک  ک یصفحه منطقه با    ر ی)الف( تصو  3.55شکل  

 شده است. حی)ب( تصح 3.54در شکل  ک یزوتروپیگذر ا نییپا

دهد. ما در    ی را نشان م  3.7شده در جدول    ف یتوص  لتریکردن صفحه منطقه با چهار ف  لتر یف  جینتا  3.56شکل  

بالا گذر و از سرنل    لتریف  ی برا  یا   هی)ب( به عنوان پا  3.54کم گذر در شکل    یبعد   2)ب( از هسته    3.54شکل  

 . میهدف استفاده کرد لتریف   یگذر برا   نییمشابه پا یها

  ر یمتغ جهی )ب( نت  3.56. شکل  می کن  یآن را تکرار م   یراحت   یاست که برا(b)  3.55شکل   همان(a)  3.56شکل   

شده اند. همانطور که در    لتر یبه طور موثر ف  نییپا  یکه چگونه فرکانس ها  د یبا گذر بالا است. توجه داشته باش 

است.   0در صفحه توسط    یمنف   ری از برش دادن مقاد  یناش   اهیبالا ، صادق است ، مناطق س   لتر یبا ف  ریمورد تصاو

به    نجای(. در ا32-2( و )31-2دهد. )   ی شده را با استفاده از معادلات نشان م  اس یمق  ر ی)ج( همان تصو  3.56شکل  

کند. از آنجا که هسته بالا گذر با استفاده از همان    ی عبور م  لتریبالا توسط ف  یکه فقط فرکانس ها  م ینیب  ی وضوح م

شود که    یمشخص م   جهیدو نت   سه یساخته شده بود ، با مقا(a)  3.56شکل    د یتول  ی گذر که ما برا  نییهسته پا

  ری )د( تصو  3.56  شکل  دهد.  ی شده بود ، عبور م  فیگذر تضع  نییپا  لتر یرا که توسط ف  ییگذرگاه فرکانس ها  لتر یف

  33.56، شکل    تیباند وسط فرکانس ها مشهود است. در نها  فیدهد ، که در آن تضع  یباند را نشان م  افتهی  رییتغ
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(e)3.56در شکل    نیاست ، بنابرا  یمنف  ری مقاد  یدارا  نیهمچن  ریتصو   نیدهد. ا  یشدن باند را نشان م  لتریف  جه ینت  

(f)  تکانه    کیباند از    فیکه هسته باند با کم کردن کرنل رد  یی. از آنجاستشده نشان داده شده ا  مقیاس بندی

شده بود    فیضعباند میان ناگذر  لتریکه توسط ف  ییباند عبور از فرکانسها  لتریکه ف  مین یب  یشد ، م  جادیواحد ا

 .م ی ده ی کردن باند را ارائه م لتریاز باند گذر و ف یاضاف ینمونه ها 4گذشت. ما در فصل 
 

 مکانی ارتقاء  یروشها بیترک 3.8

پردازش    یکردها ی( ، ما تا کنون توجه خود را به رو3.41محو شدن با آستانه )شکل  ب یچند استثنا ، مانند ترک  با

  ی لیتکم ک یتکن  نیبه استفاده از چند  ازین ن یکار مع کیانجام   ی . به طور مکرر ، برامی متمرکز کرده ا مکانیحوزه  

فصل را    ن یتا کنون در ا  کرد یرو  نیچند   ب ینحوه ترک  ا بخش ، م  نیقابل قبول است. در ا  جه یبه نت   یابیدست  یبرا

 . میده  یم حی توض ری تصو  شیافزا ی کار دشوار برا ک یبه  ی دگیرس  یبرا

مانند عفونت استخوان و    ییهایماریب   صیتشخ  ی)الف( اسکن استخوان کل بدن است که برا  3.57شکل    ر یتصو

  ی اسکلت  اتیجزئ  شتریآوردن ب  رونیو ب  شتریرا با وضوح ب  ریتصو  نیاست که ا  نیشود. هدف ما ا  یتومورها استفاده م

دمی کن  ت یتقو و محتوا  یکی نامی. محدوده  افزا  اد یز  ز ینو  ی محدود سطوح شدت  شود.    ی م  ر یتصو  نیا  شی باعث 

لبه   شیافزا ی برا بیو از ش  اتیبرجسته کردن جزئ یبرا لاپلاسین است که از  ن یا می کن ی که ما دنبال م ی راهبرد

  ر ینسخه صاف شده از تصو  کیداده خواهد شد ، از    حی توض  یکه به زود   یلی. به دلامی برجسته استفاده کن  یها

شدت   ل یبا استفاده از تبد   م ی کن  ی م  ی، ما سع  تیشود. در نها  یاستفاده م  لاپلاسین  ر یپوشاندن تصو  یبرا   انیگراد

 . میده  شیسطوح شدت را افزا ییای، دامنه پو

به دست آمده  ( d)  3.45دهد که با استفاده از هسته در شکل    ی را نشان م  یاصل  ریتصون  لاپلاسین)ب(    3.57  شکل

  ن یدر ا  م یتوان  یشده است. ما م  مقیاس بندی    3.47شکل    کی( با همان تکنشینما  ی )فقط برا  ریتصو  نیاست. ا

(.  54-3، با توجه به معادله ) ( b)و  ( a)  3.57.  میواضح را بدست آور  ر یتصو  کی  شکل  با افزودن    یمرحله به سادگ 

نسبتاً    ر یتصو  کیرود    ی ، انتظار م  م یرا اضافه کن  ر ی، اگر تصو(b)  3.57در شکل    زیفقط با نگاه کردن به سطح نو

که بلافاصله   ییاز راه ها یک یشود.  یم  د یی)ج( تأ 3.57در شکل  جهیبا نت ن ی)الف( و )ب(. ا  3.57شود.   ز یتنویزپر 

  ر ی غ  ند یفرا  کی  یانیم  لتریحال ، ف  نای  با.  استمتوسط    لتریف  کی رسد ، استفاده از    یبه ذهن منویزکاهش    یابر

  رقابل یغ  یپزشک  ریامر در پردازش تصو  نیرا حذف کند. ا  ریتصو  یها  یژگ یتواند و  یاست که م   یتهاجم  یخط

 قبول است. 
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)ب( است. )ب(    3.55همان شکل    ن ی؛ ا  پایین گذر   جه ی صفحه منطقه. )الف( نت   ریتصو  مکانی   ه یتصف  3.56شکل  

گذر از باند. )و(    جهی. )ه( نتمیان ناگذر  جهیشده. )د( نت  مقیاس بندی  )ب( با شدت    ری)ج( تصو   .بالاگذر  جهینت

 شده.  مقیاس بندی )ه( با شدت  ر یتصو

 
  ی واضح با افزودن به دست م   ری ( تصوج )الف(.ن  لاپلاسین)ب(    اسکن استخوان کل بدن.  ر ی)الف( تصو  3.57شکل  

 ( یپزشک یها ستمیس  .GE با اجازه از یاصل ر یتصو) .(a)  ریتصو Sobel بی)د( ش   )الف( و )ب(. د یآ

  کرد یرو  نیشده است. ا  لیتشک   ی اصل  ریتصو  بینسخه صاف ش   کیاست که از    یاستفاده از ماسک  گریروش د   کی

  ر ی تصو   ب ینسخه صاف ش   ک یاست که از    یاستفاده از ماسک  نیگزیجا  کردیرو کیاول است و    یهایژگ یبر اساس و
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شکل    ح یمشتقات مرتبه اول و دوم است که هنگام توض  ی هایژگی بر اساس و  کردیرو  ن یشده است. ا  لیتشک  یاصل

  ش یافزا ی است که برا یمشخص ت یمز یعملگر مشتق مرتبه دوم است و دارا  کی،  نلاپلاسین . میبحث کرد 3.44

در  نویز   نیکند. ا  د یتول  بینسبت به ش   یترنویزپر    جیشود که نتا  یباعث م  نیحال ، ا  نیبرتر است. با ا  اتیجزئ

شدت قابل توجه    یدر مناطق دارا  بیمشاهده است ، قابل اعتراض است. ش   بلقا  شتریکه ب  ییجامناطق صاف ،  

تر از    ق یدق   ات یو جزئ  زیبه نو  ب یدارد. پاسخ ش   نیلاپلاسیننسبت به    ی تر   ی دار و پله( واکنش قو  ب ی)سطح ش 

است    ن یا  دهی، ا  نیکاهش داد. بنابرا  شتریگذر ، ب  نییپا  لتریف  ک یبا    بیتوان با صاف کردن ش   یاست و م  انیلاپلاک

صاف شده را به   بی، ممکن است ش  نه یزم ن ی. در اد یضرب کن لاپلاسین ر یرا صاف کرده و آن را در تصو بیکه ش 

را  نویزکه    یکند ، در حال  یحفظ م   یرا در مناطق قو   اتی محصول جزئ  ن ی. امی ریماسک در نظر بگ   ر یتصو  ک یعنوان  

  ی ها  ی ژگیو   ن یبهتر  بیبه عنوان ترک  باًیتوان تقر ی را م ند یفرآ  ن یدهد. ا  ی کاهش م  reducingدر مناطق نسبتا  

 شود.  یبه اصل اضافه م جه ی، نت یی واضح نها ریتصو ک یبه دست آوردن   یکرد. برا ر یتفس  بیو ش  لاپلاسین

(.  59-3دهد که با استفاده از معادله محاسبه شده است. )   یرا نشان م  ی اصل ریتصو Sobel  بی)د( ش  3.57 شکل

رفت    ی. همانطور که انتظار م بیبه ترت(e)و  ( d)   3.50شکل به دست آمد.    یبا استفاده از هسته ها  gyو    gx  یاجزا

 غالب هستند   ار یبس ریتصو ن ی، لبه ها در ا

  5  5  5جعبه با اندازه    لتریبا استفاده از ف (e)  3.57صاف شده در شکل    بیش   ریتصو  لاپلاسین  ر یبه تصو  نسبت

دهد که    ی نشان م  یشتریهستند. شواهد ب (b)  3.57روشن تر از شکل    اریبس(e)و  ( d)  3.57بدست آمده است.  

  یی لاپلا  ری تصو  ک یبالاتر از    یکل   وراست که به ط  یریمقاد   یقابل توجه دارا  هیحاش   ی با محتوا  ریتصو  کی  بیش 

 است. 

و فقدان    ی قو  یدهد. به تسلط لبه ها  یو صاف شده را نشان م  لاپلاسین  ان یحاصل عکس گراد(f)  3.57شکل  

صاف    ان یگراد  ر یتصو  ک یبا  ن  لاپلاسینامر پوشاندن    نی ا  ل ی، که دل   د یقابل مشاهده توجه کن  ی سر و صدا  ینسب

 است. 

در    اتیوضوح جزئ  شیشد. افزا(g)  3.57در شکل    ریمنجر به وضوح تصو  یمحصول به نسخه اصل  ریافزودن تصو

، از جمله دنده ها ، نخاع ، لگن و جمجمه مشهود    ریتصو  یدر اکثر قسمت ها  یاصل  ری نسبت به تصو  ریتصو  نیا

 نبود.  ر یامکان پذ  انیگراد  ای لاپلاسیننوع بهبود تنها با استفاده از  نیاست. ا

سطوح شدت در    ییایبر دامنه پو  یمورد بحث قرار گرفته است ، به طرز قابل توجه  ی کردن که به تازگ   زیت  روش 

بنابرا  ینم  ر یتأث  ریتصو نها  نیگذارد.  مرحله  تقو  یی،  کار  افزا  تیدر  د  شیما  است.   ریتصو  یکینامیدامنه  واضح 

شدت وجود دارد که    لیتابع تبد   ن یم ، چند ی مورد بحث قرار گرفت  ل یبه تفص  3.3و    3.2  ی همانطور که در بخشها

آنها با    ستوگرام یکه ه  ستی ن  ی ریتصاو  ی برا  ی روش مناسب  ستوگرام یهدف را محقق کند. پردازش ه  ن یتواند ا  یم

که ما با آنها سر    یر یتصاو  کی تار  یها  یژگیاست. و  یمورد  نجایشود ، که در ا  یو روشن مشخص م  کیتار  یاجزا

سطوح شدت ، مقدار    میخواه  ی شود. از آنجا که ما م  یبه تحول قانون قدرت منجر م   هتر، به مراتب ب  م یو کار دار
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g  3.57معادله ، در شکل    نیبا ا  شیباشد. پس از چند آزما  1کمتر از    د ی( با5-3. )می را در معادله گسترش ده  

(h)که با    م ید یرس   جه یبه نتg = 0.5    وc = 1  3.57با شکل    ر یتصو  نیا  سه یبدست آمد. مقا   (g)م یکن  ی ، ما توجه م  

  یاطراف مچ ، دست ، مچ پا و پا نمونه ها  یقابل مشاهده است. نواح(h)   3.57در شکل    یگریمهم د  اتیکه جزئ

بازو و پا. به    یبرجسته تر است ، از جمله استخوان ها   اریبس  ز ین  ی امر هستند. ساختار استخوان اسکلت  ن یاز ا  یخوب

ب  ی طرح کل  ف یضع  ف یتعر بافت  ب د یتوجه کن  دن بدن و  ا  ی اتیآوردن جزئ  رون ی.  با گسترش دامنه    عت یطب  ن یاز 

  ر یقابل توجه نسبت به تصو  ی بهبود بصر  ک ی(h)  3.57دهد ، اما شکل    ی م   ش یافزا  زیرا ن   ز یسطوح شدت ، نو  ییایپو

 است. یاصل

 
ماسک که حاصل ضرب    ری)و( تصو   صاف شده است.  5   5جعبه    لتر یسوبل با ف   ر ی)ه( تصو  )ادامه دارد(   3.57شکل  

(b ) و(e).ز( تصو است(ر یواضح با افزودن تصاو ر ی (a) و (f) نتح . د یآ یبه دست م ) قانون   ل یبا اعمال تبد  یینها جه ی

  ی ها   ستم یس  .G.E  از برگرفته    ی اصل  ری. )تصود یکن  سهیمقا(a) را با  (h) و  (g)  ری. تصاود یآ  یبدست م (g)به    شدت

 (یپزشک
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 مطالعه بیشتر خلاصه ، منابع ، و 

شود.    یاستفاده م  مکانی  نگ یلتریشدت و ف  لیتبد   یاست که برا   یفعل   یها  کیتکن  انگریفصل نما  نیا  مطالب

در حال توسعه    ی ا  نهیدر زم  یا  ه یانتخاب شدند که به عنوان پا  یارزش آنها به عنوان مواد اساس   ل یموضوعات به دل

ارائه    ی کهایپردازد ، اما تکن  ی م  ر یتصو  بهبود فصل به    نی مورد استفاده در ا  ی مثالها  شتر یکنند. اگرچه ب  ی عمل م

از آنها    ی اریمرتبط با بهبود مجدداً با بس  ر یغ  ی ها  نه یمانده در زم  ی باق  ی هستند و شما در فصلها  ی شده کاملاً کل

 شد. د یروبرو خواه

 Schowengerdt، به    3.2مطالب در بخش    شتریمطالعه ب   ی [ است. برا1986از گونزالز ]  3.1بخش    مطالب

( عبارتند از  3.3)بخش    ستوگرامیدر مورد پردازش ه  ه ی . منابع اولد یمراجعه کن  Poyton [1996]و   [2006]

  ستوگرام یه  یساز  کسانیاز    ی جالب  فی[ تعار2000[. استارک ] 1981[ و وودز و گونزالز ]1977] تسیگونزالز و ف

 دهد.  می  ارائه  یق ی کنتراست تطب ش یافزا یبرا

تکم  یبرا ف  ی لیمطالعه  مورد  به  3.7-3.4)بخش    ی خط  مکانی  یلترهایدر   ،  )Jain [1989]   کاک و  روزنفلد   ،

[1982  ،  ]Schowengerdt [2006]   ،Castleman [1996] [ آمباگ برا د ی[ مراجعه کن2010و    ک ی  ی. 

و    تاس ی. کتاب پد یمراجعه کن Padld [2011]به    حیصح  بیگاوس با ضرا  یهسته ها  د یتول  یجالب برا   کردیرو

 است. ی خط ر یغ مکانی ی ها لمیف  گریو د  انهیدر مورد م  شتر یمطالعه ب  یبرا ی[ منبع خوب1990ونتانسوپولوس ]

 و،  Gonzalez  ،Woodsفصل ،    نیا  یاز مثالها  یاریبس  ینرم افزار   یدر مورد جنبه ها  شتریب  اتیجزئ  یبرا

Eddins [2009] د ینیرا بب. 

 

 مسائل  و ها چالش

  وب   به)  دارد   وجود   DIP4E  دانشجویی   پشتیبانی   بسته  در   اند   شده   مشخص )*(    علامت  با  که   مشکلاتی   حل   راه

 (. www.ImageProcessingPlace.com: کنید  مراجعه  کتاب سایت

 .باشد  L -1 آن  بیشترین  و  0 شدت کمترین  تا دهید   ارائه تصویر  یک شدت پخش  برای واحد  تبدیل  تابع  یک  3.1

 : دهید  انجام  را  زیر موارد  3.2

  تابع   ،   m  بر   علاوه.  دهید   ارائه(  الف)  3.2  شکل  در  کنتراست  گسترش    تغییر   اجرای   برای  پیوسته   تابع   یک ( *  الف)

  عملکرد.  باشد   زیاد  به  کم   شدت   مقادیر  از  انتقال   هنگام  در   تابع  شیب  کنترل   برای   E  پارامتر   یک  شامل  باید   شما

 .باشد  1  و  0 ترتیب به  آن  مقادیر  حداکثر و  حداقل تا  شود عادی باید  شما

  شدت   سطوح   تعداد   L  که   ،  m  L 2  ثابت  مقدار  با   ،   E  پارامتر   از   تابعی   عنوان   به   را  تغییرات   از   خانواده   یک (  ب)

 . کنید  ترسیم  است تصویر  در

 : دهید  انجام  را  زیر موارد  3.3
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  تصویر   یک   بیتی   صفحات تمام تولید   به   قادر  که  کنید   پیشنهاد   را   شدت  برش   تبدیل توابع   از   ای   مجموعه ( *  الف)

 T  و  ،  باشد   زوج  یا  r 0  اگر  T (r) = 0  ویژگی  با  تبدیل  تابع  یک  اعمال  ،  مثال  عنوان  به .  است  رنگ  تک  بیتی  8

(r) = 1  اگر  r  جدول   از:  نکته(. )ببینید   را   3.13  شکل)    بیت  دار  معنی  سطح  کمترین  از  تصویری  ،  باشد   فرد  

 .(کنید   استفاده  تبدیل  تابع  هر شکل  تعیین  برای بیتی 8 حقیقت 

 داشت؟ خواهد  وجود بیتی  16  تصاویر برای شدت تبدیل  تابع  چند ( ب

  یا  است  2  صحیح  عدد  یک  آنها  شدت  سطوح  تعداد که  است   تصاویری  به   محدود(  الف) در  اساسی  رویکرد  آیا(  ج)

 است؟ عمومی  صحیح  شدت سطوح تعداد  هر  برای روش  این

 است؟ متفاوت (  الف) در شما حل راه  از  چگونه ،  است کلی  روش  اگر( د)

 : دهید  انجام  را  زیر موارد  3.4

  پیشنهاد   باینری  به  آن  های  پیکسل  مقدار  تبدیل  اساس   بر   تصویر  یک   بیت  صفحات  استخراج  برای  را  روشی(  الف

 .دهید 

 : کنید   پیدا را زیر  بیت 4 تصویر بیت صفحات  همه ( ب)

 
 : کلی طور به 3.5

 گذارد؟  می  تصویر یک  هیستوگرام بر  تاثیری  چه مرتبه  تر  پایین بیت  صفحات کردن  صفر( * الف)

 گذارد؟  می  هیستوگرام بر  تاثیری چه  ،  بگذاریم صفر  بالاتر  مرتبه بیت صفحات جای به  اگر ( ب)

  نمی   نتیجه   در  fl  هیستوگرام  یک  کلی  طور   به  گسسته  هیستوگرام  سازی  یکسان  تکنیک  چرا  که  دهید   توضیح  3.6

 .دهد 

  یک   که  دهید   نشان.  گیرد  می  قرار  هیستوگرام  سازی  یکسان   معرض  در  دیجیتال  تصویر  یک  که  کنید   فرض  3.7

  می  ایجاد اول پاس  برای را  نتیجه همان دقیقاً( هیستوگرام با مساوی  تصویر در) برنامه  سازی همسان از دوم پاس 

 .کند 

  آن   در  که  باشد   داشته  وجود  موردی  است  ممکن  که  دهید   نشان  مثال  عنوان  به  ،  پیوسته  مقادیر  فرض  با  3.8

  ،   3.3  بخش   در   بحث   مورد (  ب)  و (  الف )  بخش   رضایت   شرایط (  11-3. ) باشد   شده   ذکر  معادله   در   تبدیل  عملکرد

 (. '  a)  بیفتد  کار از است ممکن  آن  معکوس  حالت اما

 : دهید  انجام  را  زیر موارد  3.9
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  هیستوگرام   با  برابر  شرایط   برای(  15-3. )است  شده   ارائه  معادله   در   گسسته   تغییر   عملکرد  که  دهید   نشان (  الف)

(a)و  (b)است شده بیان  3.3  بخش ابتدای  در که . 

  3.3  بخش   در ( b)  و(  '  a)  بخش   رضایت  شرایط (  16-3. ) معادله  در   معکوس   گسسته  تغییر   که   دهید   نشان(*  ب)

 .باشد  نداشته وجود   اصلی تصویر در   ، rk شدت سطوح  از یک هیچ  که صورتی  در تنها

  در  ها پیکسل مقادیر  در) شرایط . هستند  hg و  hf  عادی غیر هیستوگرام  دارایg (x,y)  وf (x,y) تصویر دو   3.10

f  و g )کنید   تعیین را زیر  شرح به شده ایجاد  تصاویر هیستوگرام  توانید  می  آن  تحت  که کنید  بیان  را : 

 
  عملیات   ،  است  شده  تعریف  2.6  بخش  در  که  همانطور.  دهید   نشان  را  مورد   هر   در  ها  هیستوگرام   تشکیل  نحوه 

 .هستند  عنصری عملیات حسابی

  دارای   تصویر  شدت  مقادیر  کنید   فرض  و   کنید   فرض  را   پیوسته  شدت  مقادیر  3.11

  پیدا   را  تبدیل  تابع *  r  (a )  مقادیر.  باشد   موارد   سایر  برای    

 . کند  می  ترسیم هیستوگرام  با برابر  تصویر یک ، s ،  مقادیر  به را ،  r  ، ورودی  شدت مقادیر  که کنید 

(b ) * تولید  تصویری( شود می اعمال هیستوگرام با شده برابر شدتهای بر  که هنگامی)  که بیابید  را دگرگونی تابع  

  .z  مقادیر  سایر  برای   و  1  باشد    آن   PDF  شدت  که   کند 

 .کنید  بیان ورودی تصویر شدت ،  r حسب  بر مستقیماً( ب ) از را  تبدیل تابع (  ج)

.  است  شده   داده  نشان  زیر  شکل  در  که   است  PDF  ،  pr (r)  دارای [  0،1]   محدوده   در  شدت  با  تصویری   3.12

  داده   نشان   تصویر   در   شده   مشخص   pz (z)  که   دهیم   تغییر  طوری   را   تصویر   این   شدت  سطوح   که   است  مطلوب 

 . کنید   پیدا  ،   دهد   می  انجام  را  کار  این  که  را(  z  و  r  حسب  بر  شده  بیان)  تبدیل  و  کنید   فرض  را  پیوسته  مقادیر.  شود

 
  ای   آینه  تصویر ([ 23-3. )است  شده  گذاری  برچسب  معادله  از  G -1 (sk)( ] 2)  تبدیل تابع ،(  ب)  3.25  شکل  در

  دو   این  برای   همیشه   ویژگی  این  آیا  پایانی  نقطه   دو   به  که   خطی  درباره([  21-3)   معادله  در   G (zq)( ]1) .است

 .توضیح دارد؟   وجود تبدیل تابع
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  محله   محل  هر  در   که   است  این  مستلزم  3.3  بخش  در   بحث   مورد  محلی   هیستوگرام  پردازش   روش *    3.14

  به  ،   کنید   پیشنهاد  دیگر   محله  به   محله   یک   از  هیستوگرام   رسانی   روز   به   برای   را   روشی.  شود  نوشته   هیستوگرام 

 . زمان  هر در  جدید  هیستوگرام یک محاسبه  جای

 .توضیح ؟a = b = 0 وقتی چیست؟( 35-3)  معادله  رفتار  3.15

  به   اما   ،   دهد   انجام   را  خطی  فیلتر   واقعی  زمان   در  تواند   می  که   شود   می   داده   شما  به  کامپیوتری   تراشه  یک   3.16

  می  انجام  که  را  آزمایشی  جزئیات.  دهد   می  انجام  را  پیچش  یا  دارد  همبستگی  تراشه  این  که  شود  نمی   گفته  شما

 .دهد   می انجام را عملیات دو از یک  کدام  تراشه که شود  مشخص تا  کنید   مشخص  ، دهید 

  معادله   در  روال.  چرخانیم  می   درجه  180  را  هسته   ،   مداخله  انجام   برای  که  کردیم   ذکر  3.4  بخش   در   ما*    3.17

  محصور   بزرگ  بیضی  در  که  را  تصویر   از  قسمتی.  همبستگی  با  همبستگی  3.28  شکل(.  35- 3. )است  "شده  ساخته"

  و   3   *3  کلی   هسته  یک   برای(  35-3)   معادله   گسترش .  بچرخد   درجه   180  آن   با   w  اما   ،  بچرخانید   ،   است  شده

  پیچش   که  دهد   می  نشان  گرافیکی  صورت   به  این.  دارد  مطابقت  شما  تصویر  با  شما  گسترش   نتیجه  که   دهید   نشان

 .است متفاوت  هسته چرخش  با همبستگی و

 : شود می  داده شما  به  زیر  تصویر   و  هسته 3.18

 
  ،   دارد   قرار  بالا  در   شده   داده  نشان  تصویر(  سوم   ستون  ،   دوم   ردیف( )3  ،  2)  نقطه  در  هسته   که   هنگامی( *  الف)

 . f  و  w  خاص مقادیر نمایش. دهید  ارائه  3.28 شکل در بزرگ  بیضی  توسط  شده احاطه ناحیه از طرح  یک

(b )  * (  3  ،   2)  نقطه   روی   کارلن  که   هنگامی.  نیاز  مورد  بالشتک   صفر   حداقل  از   استفاده   با    محاسبهf   قرار  

 .دهید  نشان را حرکت  کامل  نهایی نتیجه   سپس و.  دهید   نشان را خود  محاسبات جزئیات ، گیرد  می

 .  ،  همبستگی برای اما ،  کنید   تکرار را ( ب ( ج)

 .  کنید   اثبات را  (.37-3)  و(  36- 3)معادلات اعتبار *   3.19

 .است تفکیک  قابل  3.18  مسئله در  ،  w  ،  هسته 3.20

(a) * و   ،  کنید  پیدا هسته دو ،  بازرسی با  w2 تا  w2 است. 

 کنید  محاسبه ،  3.18 مسئله  در   تصویر از  استفاده با( الف) 

w1 ★ f  دوم  ردیف ( ) 3  ،  2)  نقطه   در  هسته  که  هنگامی(.  ببینید   را  3.30  شکل)  صفر  پد   حداقل  از  استفاده   با   ،  

 .دهید  نشان  را  کامل  پیچش سپس  و دهید   نشان را  خود محاسبه جزئیات ،  دارد قرار  f( سوم ستون
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(  3  ،   3)   نقطه   در   هسته   که   هنگامی   را   خود   محاسبه   جزئیات.  کنید   محاسبه (b)   نتیجه   با  را   w2  کانولوشن (  ب)

(  ب)  3.18  مسئله  در  نتیجه  با.  دهید   نشان  را  کامل  حرکت  سپس  و  دهید   نشان  است  شده  متمرکز (b)  از  حاصل

 . کنید   مقایسه

 : زیر تصویر  و  هسته به توجه با  3.21

 
 . کنید  بیان را دو  این  کانولوشن(  الف)

 است؟ سوگیری  دارای  شما نتیجه  آیا( ب)

 :دهید  پاسخ زیر  موارد به  3.22

 شده است؟ لیتشک کیقابل تفک  vwTهسته توسط  

 باشد.  که   د یاب یب ی را به گونه ا w2و  w1است.   ک یقابل تفک ر یهسته ز

 
 :دهید  انجام  را زیر  موارد   3.23

(a)  *گوسی    هسته  که   دهید   نشان G(s,t)  ،  در   را  پاراگراف  اولین:  راهنما. )است  تفکیک  قابل(  45-3. ) معادله  در  

 .( بخوانید  3.4 بخش  در  اول جداکننده  های هسته  بحث

.  کرد  بیان  G- vvT  شکل  به  را  آن   توان   می  ،  است  متقارن  ای  دایره   صورت  به   و  تفکیک  قابل   G  که  آنجا  از(  ب)

  نمونه   m * m  هسته  تولید   برای   تابع  این  و  ،  شود  می  استفاده(  46-3. )معادله  در  هسته  شکل  که  کنید   فرض

 چیست؟  مورد این  در  v.  شود می  برداری 

  طول .  است  بردار   دو   بعدی  2  کانولوشن  معادل   ردیف   بردار   با  ستون  بردار   ضرب  حاصل  که  دهید   نشان*    3.24

  خود   توضیحات  توضیح  برای(  3.30  شکل  مانند )   گرافیکی  روش   یک   از   توانید   می  شما.  باشد   یکسان   نباید   بردارها

 . کنید   استفاده

 : استاندارد انحرافات و دلخواه  وسایل با  ،  گوسی  K ، 1-D  هسته به توجه با  3.25

(a) * خواهد  مقدار  چه   محصول  برای 3.6 جدول سوم ستون  های  نوشته که   کنید  تعیین 

 . بود

 بود؟  خواهد  چگونه   پیچیدگی برای  چهارم ستون ( ب)
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 .(است شما نتیجه  مربعی ریشه  فقط  استاندارد انحراف  ؛ است آسانتر واریانس  با کار:  نکته)

  کنید   فرض .  است  یکسان  آنها  هیستوگرام  اما   ،   هستند   متفاوت  کاملاً   زیر   تصویر   در  شده  داده   نشان   تصویر   دو  3.26

 . است شده تار  3  *3 جعبه  هسته  از استفاده  با تصویر هر

 .توضیح است؟ برابر  هم  هنوز تار تصاویر هیستوگرام آیا ( * الف)

 
  ارائه   هیستوگرام   اجزای  جزئیات  با  جدول   دو   یا  کنید   ترسیم  را  هیستوگرام   دو  یا   ،  است  منفی  شما  پاسخ  اگر (  ب)

 .دهید 

 شود  می  فیلتر  بار چهار استاندارد انحراف  با 3  *3  اندازه  با گوسی    هسته یک از  استفاده با تصویر  یک 3.27

  واحد   هسته  یک  از  استفاده  با  توان  می  را  معادل  نتایج  که  دانیم  می   ما  ،  مشارکت  همبستگی  خاصیت  دلیل   به   1.0

 .است شده تشکیل ها  هسته تک  تک  پیچاندن از که  آورد  دست به  گوسی  

 است؟ چقدر تنها گوسی   کرنل  اندازه ( * الف)

 است؟ چقدر آن  معیار انحراف ( ب

  ترتیب به معیار  انحراف و 7  *7 و 5  *5 ، 3  *3 های اندازه با  گذر پایین گوسی  هسته  سه با تصویر یک  3.28

 . شود می  تشکیل فیلتر سه  این کانولوشن عنوان  به  ،  w  ،  کامپوزیت فیلتر  یک. شود می  فیلتر   4 و  2 ،  1.5

 . توضیح  است؟ گوسی  حاصل فیلتر  آیا ( * الف)

 است؟ چقدر آن  معیار انحراف ( ب

 است؟ چقدر  آن  اندازه ( ج

.  کنید  بحث  گذر  پایین  3  *3 فیلتر  هسته  یک  با  تصویر یک  مکرر   کردن   فیلتر  محدودکننده  اثر   مورد در*  3.29

 . بگیرید  نادیده را مرزی  اثرات است ممکن

.  رسد  می  نظر  به  آنها اطراف مناطق  از تر  روشن  یا  تر  تیره سایه  برآورد  طرح  های  گوشه( ب) 3.42 شکل در  3.30

 . دهید  توضیح را امر  این  دلیل

  در   پیکسل  مقادیر  مجموع  که  دهید   نشان.  است  1  آن  ضرایب  که  شود   می  فیلتر  ای  هسته  با  تصویر  یک*    3.31

 .است یکسان شده  فیلتر و  اصلی  تصاویر

  پیکسل   مقادیر  مجموع   که  دهید   نشان.  است  0  آن  ضریب  ضرایب  که   شود  می  فیلتر  هسته   یک  با  تصویر  یک  3.32

 .است 0 نیز شده فیلتر  تصویر  در
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.  کرد  مدل  ،  نور  نقطه  محل  در   1  با  ،  صفرها  همه  از  متشکل  دیجیتالی  تصویر  یک  با  توان  می  را  نور  نقطه  یک  3.33

  اندازه   که   شود  می  ظاهر  فازی  لکه   یک  صورت   به   ،   کنید   مشاهده  شده   فوکوس   لنز   یک  طریق   از   را  نور   نقطه   یک   اگر

  جعبه   هسته   یک  با  تصویر  یک کردن فیلتر  که   کردیم   ذکر  3.5  بخش   در   ما .  دارد لنز فوکوس   میزان  به   بستگی   آن

  استفاده   با.  آید   می  دست  به  گاوس   هسته   یک  با  بهتری  تقریب  و  است  شده   فوکوس   لنزهای   برای  ضعیف  مدل  یک

 .دهید   توضیح  را امر  این دلیل  ، نور  ای  نقطه  تک  قیاس  از

  5  عرض  دارای عمودی  های  میله  ،  شده  داده   نشان  تار  تصویر  سه  ایجاد  برای  استفاده  مورد  اصلی  تصویر  در  3.34

  اندازه   با  مربع  جعبه   های   هسته  از   استفاده  با  تصویر .  است  پیکسل  20  آنها  فاصله  و  پیکسل  100  ارتفاع  ،  پیکسل

  هستند   مبهم(c)   و (a)  پایین  قسمت  ،  چپ  سمت  در   عمودی  های  میله .  شد   تار   کنار  در   عنصر   45  و   25  ،  23  های

 . دارد  وجود جدایی فاصله  آنها بین  اما ،

 
  این   ایجاد   برای  استفاده   مورد  هسته   که   واقعیت   این  وجود   با   ،   اند   شده   ادغام (b)   تصویر  در   ها  میله   ،   حال   این  با

 . دهید  توضیح را امر  این  دلیل(. c) است کرده  تولید   را تصویر   که است ای  هسته از کوچکتر  بسیار تصویر 

  مواردی   از  کوچکتر  اجسام  خواهید   می  آن   در  که  ،  بگیرید   نظر  در  را  3.41  شکل  مانند   کاربردی  برنامه  یک  3.35

  آن   متوسط   شدت  خواهیم  می  کنید   فرض.  کنید   حذف  اند   شده  محصور  q * q  های  پیکسل  اندازه   مربع  با  که  را

  نزدیکتر   زمینه  پس  شدت  به   آنها  شدت  ،  ترتیب  این  به.  دهیم   کاهش  آنها  اولیه  متوسط   مقدار  دهم   یک  به  را  اجسام

  که  دهید   نشان  را   جعبه  هسته  کوچکترین(  غریب  و  عجیب)  اندازه.  برد  بین   از  آستانه  با  را   آنها  توان  می   و  است

 .کند   می ایجاد تصویر روی  از هسته  گذر  یک تنها  در را مطلوب  متوسط  کاهش

 (:ببینید  را 3.5 بخش ) سفارش  آمار  فیلترهای به اشاره با 3.36

  که   هایی   پیکسل (  زمینه  پس  به   نسبت )  روشن  یا  تیره   از  ای   جداگانه   های   خوشه  که   کردیم   اشاره   ما ( *  الف)

  همسایگان  متوسط   ارزش   به   مجبور  فیلتر   توسط   ،  است  متوسط   فیلتر   یک  مساحت  از   نیمی   از   کمتر  آنها  مساحت

 .دهید   توضیح  را امر  این دلیل  و  کنید   فرض( فرد n)  n * n اندازه  فیلتر یک . شوند  می
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  همه   که  کنید  فرض.  است  پیکسل  های   خوشه   از   مختلفی   های   مجموعه   دارای  که  بگیرید   نظر   در  را  تصویری ( ب)

  هر  مساحت  و(  خوشه  یک  در   همزمان   دو  هر  نه  اما)  هستند   زمینه  پس  از  تر   تیره   یا   تر   روشن  خوشه  یک   نقاط

  شرح (  الف)  قسمت  در  که  معنایی  به   ها  خوشه   این  از   مورد  چند   یا  یک   شرایطی  چه  تحت.  است  n2  از  کمتر   خوشه

 شوند؟ نمی  منزوی  ،  است شده داده 

 :دهید  انجام  را زیر  موارد   3.37

 . کنید   ایجاد n * n  محله  یک میانگین محاسبه برای  را  روشی( * الف)

 . شود می  منتقل  پیکسل به پیکسل از محله  مرکز  زیرا دهید   پیشنهاد میانه رسانی روز  به  برای را تکنیکی ( ب)

  ،  شود  می  استفاده  نویز  کاهش  برای ورودی تصاویر   روی بر  کننده صاف  هسته یک ،  کاربردی  برنامه یک در   3.38

  معکوس   ها  عملیات  این  ترتیب اگر.  گیرد  می   قرار   استفاده   مورد   جزئیات  افزایش   برای  لاپلاسین  هسته  یک  سپس

 بود؟  خواهد  یکسان نتیجه  آیا شود

.  است(  چرخش  در  تغییرناپذیر) ایزوتروپ(  50-3. )است  شده   تعریف معادله  در  لاپلاسین  که   دهید   نشان*   3.39

 دهد   می  نشان u زاویه  با را مختصات چرخش ،  2.3 جدول  از. کنید  فرض   را پیوسته  مقادیر 

 
 .هستند  انتقال و  چرخش بدون  مختصات(  'x ' ، y) و (x,y)  که  جایی

 a-8 با لاپلاسین  که کردید  مشاهده 3.46 شکل  در*    3.40

 .دهید  توضیح را آن  دلیل .  دهد  می   ارائه مرکز  در  4- با ای  نمونه  به  نسبت تری   واضح نتایج مرکز  در

  که   کنید   فرض .  بدهید   تصویر  یک   از   عبور   یک   در   وضوح   بدون   زدن   ماسک  انجام  برای  3   *3  کرنل   یک*    3.41

 . آید  می  دست  به 3  *3 اندازه  با جعبه فیلتر  از استفاده  با متوسط  تصویر 

  از . دهد  می  (55-3) معادله  در  تیز  ماسک با  متناسب  ای نتیجه  ،  سن  از لاپلاسین  کردن کم   که   دهید   نشان 3.42

 .  کنید   استفاده است شده ذکر  (53-3) معادله  در   که نی لاپلاسین تعریف

 :دهید  انجام  را زیر  موارد   3.43

  مسئله  بیانیه   به )  است  ایزوتروپیک  عملیات  یک (  58-3)  معادله   در   شده   داده  گرادیان   مقدار   که  دهید   نشان( *  الف)

 (. کنید  مراجعه   3.39

 .  رود می  بین  از همسانگرد خاصیت ،  (59-3)معادله  با گرادیان محاسبه  صورت در  که دهید   نشان( ب)

  و   v  بردارهای  ،  هستند   که  کسانی  برای   هستند؟  تفکیک  قابل  بالا(  کننده  تیز)   زیر  های  هسته   از  هریک  آیا  3.44

w  باشد ( ها) هسته برابر  که   کنید  پیدا را. 

 ( ب) و ( الف)  3.45. شکل  در  نی لاپلاسین هسته( الف)

 . است شده داده  نشان (ج ) و ( ب)   3.50شکل در  که رابرتز  متقابل گرادیان   های هسته ( ب)

 ( ه)  و(  د)  3.50. شکل در  Sobel  هسته( * ج)
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  به (  ب)  3.2  شکل  در  فرم  آستانه  تبدیل  تابع  از  استفاده  با  متنی  صفحات  ،  کاراکتر  تشخیص   برنامه  یک  در  3.45

  رشته   به   که   زمانی   تا   کند   می  نازک   را   ها  شخصیت   که   شود  می   انجام   روشی   آن   از   پس.  شوند   می  تبدیل   دوتایی 

  شدن   نازک   و   شدن   خطی  دو  ،   نویز   دلیل   به .  گیرند   می  قرار   0  زمینه   پس   در   و   شوند   می   تبدیل   1  دودویی   های

  این شکافها "ترمیم" راههای از  یکی . شود می پیکسل 3 تا  1 بین  فاصله  با شخصیت  های  رشته  شکستن به  منجر

  غیر   پیکسلهای  از  پلهایی  نتیجه  در   و   ،   کنید   تار  را   آن  تا  کنید   اجرا   دوتایی  تصویر   روی  بر   صاف  هسته   یک  که  است

 . کنید  ایجاد شکافها بین  صفر

 . کنید  بیان  ،  دهد   انجام را  کار این تواند  می  که  را جعبه  کارل کوچکترین( فرد) اندازه ( * الف)

  برای .  کنند   می  یباند    آستانه  ،   دودویی  حالت  به   مجدد  تبدیل   برای  را  تصویر  ،  ها  شکاف  کردن  پر  از  پس(  ب)

  شوند   تجزیه  ها  بخش  دوباره  اینکه  بدون  ،  کار  این  انجام  برای  نیاز  مورد  آستانه  ارزش   حداقل  ،(  الف)  در  شما  پاسخ

 است؟  چقدر ،

.  است  تصاویر   کردن   تیز  یا  صاف  آن  وظیفه  که  کرد  خریداری  تصویربرداری  سیستم  یک  تولیدی  شرکت  یک  3.46

  که   آنطور  سیستم  که  کند   می   گمان  کارخانه   مدیر  و  است  بوده  ضعیف   تولید   زمینه  در  سیستم  از  استفاده  نتایج

  این   سیستم  آیا  که  شود  مشخص  تا  شوید   می  استخدام  مشاور   عنوان  به  شما.  کند   نمی  تیز  و  صاف  را  تصاویر  باید 

  کند؟   می  کار  درستی  به  سیستم   که  کرد  تعیین  توان  می   چگونه.  خیر  یا  دهد   می  انجام   درستی   به  را  عملکردها

 (. کنید   مطالعه را  3.32 و  3.31 مسائل  های گزاره :  نکته)

  24  مدت   به  منطقه   همان  مشاهده  با  مدت  طولانی  مطالعه   یک  انجام  برای  CCD  تلویزیونی  دوربین   یک   از  3.47

  ارسال  مرکزی   مکان  یک  به  و   ضبط   دقیقه   5  هر   دیجیتال  تصاویر .  شود  می  استفاده   روز  30  مدت  به   و   روز   در  ساعت

  نور   بدون  صحنه   زمان  هیچ  در.  کند   می  تغییر  هنری  نورپردازی  به   روز   طبیعی  نور  از   صحنه  روشنایی.  شوند   می

  است  ای  گونه  به  روشنایی  محدوده   که  آنجا  از.  آورد  دست  به  قبول  قابل  تصویری  توان  می  همیشه  بنابراین  ،  نیست

  خود  در  جبرانی  مکانیسم  هیچ  از  شود  می  گرفته   تصمیم ،  دارد  قرار  دوربین  خطی  عملکرد محدوده   در  همیشه  که 

  و   پردازش  پس برای تصویر  پردازش  های تکنیک  از که  است شده گرفته  تصمیم  ،  عوض در. نکند  استفاده  دوربین

  آزاد   شما.  دهید   پیشنهاد   کار  این   برای   را   روشی .  شود  استفاده   ثابت   روشنایی   معادل   ،   تصاویر   سازی   عادی   نتیجه   در 

  ایجاد   خود   طرح  به   رسیدن  برای  که  را   مفروضاتی   تمام   اما   ،   کنید   استفاده   خواهید   می  که   روشی   هر   از   که   هستید 

 کنید  بیان  وضوح   به اید  کرده 
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 فیلترینگ در دامنه فرکانس:  فصل چهارم
 

 

 . خاص های فرکانس نوسانات یا امواج  رساندن حداقل  به یا سرکوب  برای ای ماده یا دستگاه:  فیلتر

  می   تکرار  مستقل  متغیر  تغییر  واحد   طول   در  را  مقادیر   توالی   همان  متناوب    تابع  یک  که  دفعاتی   تعداد:  فرکانس

 .کند 

 وبستر  جدید  دانشگاهی لغت  فرهنگ

 

 پیش نمایش 

پس از یک مقدمه تاریخی مختصر در مورد تبدیل فوریه و اهمیت آن در پردازش تصویر ، ما از اصول اولیه نمونه  

برداری عملکردی شروع می کنیم و گام به گام برای به دست آوردن تبدیل های گسسته یک و دو بعدی فوریه  

وزه فرکانس است. در طول این توسعه ، ما  پیش می رویم. همراه با کانولوشن ، تبدیل فوریه جزء اصلی پردازش ح

همچنین چندین جنبه مهم نمونه برداری ، مانند الایزینگ را لمس می کنیم ، که درست  آنها مستلزم درک حوزه  

فرکانس است و بنابراین در این فصل به بهترین نحو مورد بررسی قرار می گیرد. این مقاله با فرمول بندی فیلتر  

، دنبال می شود. ما فصل را با   3به موازات تکنیک های فیلترینگ فضایی مورد بحث در فصل  در حوزه فرکانس ، 

(به پایان می بریم و مزایای محاسباتی آن را مورد بحث قرار  FFTمشتق از معادلات زیربنایی تبدیل سریع فوریه )

وارد ، برتر از فیلتر در حوزه فضایی  می دهیم. به این مزایا ، تغییر دامنه فرکانس را عملی کرده و در بسیاری از م 

 است. 

 پس از اتمام این فصل ، خوانندگان باید: 

 معنی فیلتر دامنه فرکانسی و تفاوت آن با فیلترینگ در حوزه فضایی را درک کنید. 

 با مفاهیم نمونه گیری ، بازسازی عملکرد و الایزینگ آشنا باشید. 

 ارتباط آن با فیلترینگ.درک پیچیدگی در حوزه فرکانس و نحوه 

 بدانید چگونه می توانید عملکردهای فیلتر دامنه فرکانس را از هسته های فضایی بدست آورید و بالعکس.

 بتوانید توابع تبدیل  فیلتر را مستقیماً در حوزه فرکانس ایجاد کنید 

 درک کنید که چرا پر کردن تصویر مهم است.

 در حوزه فرکانس را بدانید.  مراحل مورد نیاز برای انجام فیلترینگ

 درک کنید که چه زمانی فیلتر دامنه فرکانسی بر فیلتر در حوزه فضایی برتری دارد. 
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تیره بدون وضوح و فیلتر همومورفیک آشنا   با سایر تکنیکهای فیلترینگ در حوزه فرکانس مانند پوشش دهی 

 باشید. 

 ز آن در پردازش تصویر را درک کنید. منشا و مکانیک تبدیل سریع فوریه و نحوه استفاده موثر ا

 پیش زمینه  4.1

بحث را با خلاصه ای از ریشه های تبدیل فوریه و تأثیر آن بر شاخه های بیشمار ریاضیات ، علوم و مهندسی آغاز  

 می کنیم. 

 

 یک تاریخچه مختصر از سری چهارم و تبدیل  

در شهر اوسر ، در میانه راه بین پاریس و دیژون    1768ژان باپتیست ژوزف فوریه ریاضیدان فرانسوی در سال  

در    1822بیان شد و بعداً در سال    1807متولد شد. سهمی که او بیشتر در خاطر او است در یک خاطره در سال  

سال    55رما( منتشر شد. این کتاب  نظریه تحلیلی گ) La Théorie Analitique de la Chaleurکتاب خود ،  

[ مراجعه شود(. اساساً ، سهم فوریه در این زمینه  1878بعد توسط فریمن به انگلیسی تبدیل   شد )به فریمن ] 

بیان می کند که هر عملکرد منطقه ای را می توان به عنوان مجموع سینوس ها و/یا کسینوس های فرکانس های  

متفاوتی ضرب می شوند )ما اکنون این مجموع را مجموعه فوریه می نامیم(.    مختلف بیان کرد که هریک در ضریب 

مهم نیست که عملکرد چقدر پیچیده است. اگر متناوب  است و شرایط ریاضی ملایم را برآورده می کند ، می توان  

ای اولین بار ظاهر  آن را با چنین مبلغی نشان داد. این امر در حال حاضر بدیهی تلقی می شود ، اما در زمانی که بر

شد ، این مفهوم که توابع پیچیده را می توان به عنوان مجموع سینوس ها و کسینوس های ساده نشان داد اصلاً  

را ببینید(. بنابراین ، جای تعجب نیست که ایده های فوریه در ابتدا با شک و تردید روبرو    4.1شهودی نبود )شکل  

 شدند. 

مساحت آنها در زیر منحنی نامحدود است( را می توان بصورت انتگرال سینوس    توابعی که متناوب  نیستند )اما

ها و/یا کسینوس ها ضرب در یک تابع وزنی بیان کرد. فرمول در این مورد تبدیل فوریه است و کاربرد آن حتی در  

به اشتراک    بسیاری از رشته های نظری و کاربردی از سری فوریه بیشتر است. هر دو نمایندگی ویژگی مهمی را

می گذارند که یک تابع ، بیان شده در دو سری فوریه یا تبدیل ، می تواند به طور کامل از طریق یک روند معکوس  

، بدون از دست دادن اطلاعات ، بازسازی )بازیابی( شود. این یکی از مهمترین ویژگیهای این نمایش ها است زیرا  

اً دامنه فرکانس نامیده می شود( کار کنیم و سپس بدون از دست  به ما اجازه می دهد در حوزه فوریه )که عموم

دادن اطلاعات به دامنه اصلی عملکرد بازگردیم. در نهایت ، استفاده از سری فوریه و تغییر در حل مشکلات عملی  

 است که آنها را به طور گسترده مطالعه می کند و به عنوان ابزارهای اساسی مورد استفاده قرار می گیرد. 

کاربرد اولیه ایده های فوریه در حوزه انتشار گرما بود ، جایی که آنها اجازه فرمول بندی معادلات دیفرانسیل را  

برای نمایش گرما به گونه ای دادند که بتوان برای اولین بار راه حل هایی را به دست آورد. در طول قرن گذشته و  
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انشگاهی در نتیجه ایده های اولیه فوریه از بین رفته اند.  سال گذشته ، کل صنایع و رشته های د  60به ویژه در  

و   دیجیتال  های  رایانه  )  "کشف"ظهور  فوریه  سریع  تبدیل  دهه  FFTالگوریتم  اوایل  پردازش    1960(در  زمینه 

سیگنال را مکانولوشن  کرد. این دو فناوری اصلی برای اولین بار امکان پردازش عملی بسیاری از سیگنالهای دارای  

 یت استثنایی ، از مانیتورهای پزشکی و اسکنرها تا ارتباطات الکترونیکی مدرن را فراهم کرد. اهم

 Mچند برابر و اضافات( برای تصفیه یک تصویر ) MNmnآموختید ، ترتیب عملیات  3.4همانطور که در بخش  

* N    با هسته ای به اندازهm * n   اد عملیات به  عناصر لازم است. اگر هسته قابل تفکیک باشد ، تعدMN (m * 

n)    2، خواهید آموخت که انجام عملیات    4.11کاهش می یابد. در بخشMN log2 MN    برای انجام فرایند فیلتر

رو به   FFTدر جلو از این واقعیت ناشی می شود که ما باید یک   2معادل در حوزه فرکانس لازم است ، جایی که  

 جلو و یک معکوس را محاسبه کنیم. 

 
مبنی بر اینکه توابع متناوب  را    1807تابع پایین مجموع چهار تابع بالای آن است. ایده فوریه در سال   4.1شکل  

 می توان به عنوان مجموع وزنی سینوس ها و کسینوس ها نشان داد با شک و تردید مواجه شد.

ایای محاسباتی نسبی فیلتر در فرکانس در مقابل حوزه فضایی ، تصاویر مربع و  برای به دست آوردن ایده ای از مز

در نظر بگیرید. مزیت محاسباتی )به عنوان تابعی از اندازه    m * mو    M * M         هسته ها را به ترتیب در اندازه

کیک به صورت زیر  در مقایسه با استفاده از یک هسته غیر قابل تف  FFTهسته( فیلتر کردن چنین تصویری با  

 تعریف می شود: 

 
 اگر هسته قابل تفکیک باشد ، مزیت می شود 



یر دیجیتالصوپردازش ت       | 226 
 

 
است. در غیر این صورت    FFTمزیت )از نظر محاسبات کمتر( متعلق به روش    C (m) = 1در هر صورت ، وقتی  

 مزیت به نفع فیلترینگ فضایی است.

 
غیر قابل تفکیک.)ب( مزیت نسبت به هسته  نسبت به هسته های فضایی    FFT)الف( مزیت محاسباتی   4.2شکل  

نشان داده شده برای منحنی ها ضرب   10در جداول درج شده نباید در فاکتورهای  C (m)های جداشدنی. اعداد 

 شود.

نشان می   (M = 2048)برای تصویری با اندازه متوسط    mرا به عنوان تابعی از    Cn (m)(نمودار  a)  4.2شکل  

  FFTدقیق تری برای اندازه های کوچکتر هسته نشان می دهد. همانطور که می بینید ،  دهد. جدول داخلی نمای  

افزایش می یابد و برای   mو بزرگتر مزیت دارد. این مزیت به سرعت به عنوان تابع  7  *7برای هسته های اندازه 

m 101    و برای    200و بیش ازm = 201    کردن بانکی از    است. برای این که در صورت فیلتر   1000نزدیک به

دقیقه طول می کشد ، فیلتر کردن مجموعه    FFT 1، به معنی این مزیت برسید. با    2048   *2048تصاویر با اندازه  

ساعت طول می کشد. این تفاوت   17عنصر به ترتیب  201  *201ای از تصاویر با هسته ای جدا نشدنی با اندازه 

 است. FFTمعناداری است و نشان دهنده اهمیت پردازش دامنه فرکانس با استفاده از 

در مورد هسته های قابل تفکیک ، مزیت محاسباتی چندان چشمگیر نیست ، اما همچنان معنی دار است. نقطه  

تفاوت بین فیلترهای حوزه فرکانسی و    m = 101است و وقتی    27 -             در حال حاضر حدود  "متقاطع"

مزیت استفاده از    m = 201          فضایی هنوز قابل مدیریت است. با این حال ، می توانید مشاهده کنید که با

FFT    نزدیک می شود ، که شروع به اهمیت می کند. در هر دو نمودار توجه داشته باشید که    10به ضریبFFT  

 ته های فضایی بزرگ مورد علاقه زیادی است. برای هس
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تمرکز ما در بخشهای بعدی بر روی تبدیل فوریه و خواص آن است. با پیشرفت در این فصل ، مشخص می شود  

به پایان   FFTکه تکنیک های فوریه در طیف وسیعی از برنامه های پردازش تصویر مفید هستند. فصل را با بحث 

 می بریم. 

عملیات    FFT( این واقعیت را در نظر نمی گیرند که  2- 4و )) .4-1 (معادلاتارائه شده توسط  مزایای محاسباتی  

بین اعداد مختلط و دیگر محاسبات ثانویه )اما در مقایسه کوچک( را که بعداً در این فصل مورد بحث قرار گرفت ،  

 شوند ، انجام می دهد. بنابراین ، مقایسه ها فقط باید به عنوان دستورالعمل تفسیر 

 

 در مورد مثالهای این فصل 

، اکثر نمونه های فیلتر کردن تصویر در این فصل به بهبود تصویر می پردازند. به عنوان    3همانطور که در فصل  

برای دستکاری   تکنیک هایی  و همچنین   ، افزایش تصویر همراه است  با  به طور سنتی  ، هموار و وضوح  مثال 

ر دیجیتال ، پیشرفت را جالب و نسبتاً ساده می دانند. بنابراین ، استفاده از  کنتراست. مبتدیان در پردازش تصوی

نمونه هایی از تقویت تصویر در این فصل ، نه تنها داشتن یک فصل اضافی در کتاب را نجات می دهد ، بلکه مهمتر  

برای معرفی تازه واردان به تکنیک های فیلترینگ در حوزه فرکانس است. ما از روش های   موثراز همه ، یک ابزار 

 استفاده خواهیم کرد.  11و   10،   8،  7،   5پردازش دامنه فرکانسی برای سایر برنامه ها در فصل های 

 

 مفاهیم اولیه  4.2

ه اساس ماده هستند ، معرفی  ما به طور مختصر مکث می کنیم تا در بخشهای بعدی چند مفهوم اساسی را ک

 کنیم. 

 اعداد مختلط

 به صورت زیر تعریف می شود  Cعدد مختلط 

 
قسمت موهومی  آن را    Iقسمت واقعی عدد مختلط و    Rدر اینجا    اعداد واقعی هستند و    Iو    Rجایی که  

، با    Cتلط  مزدوج یک عدد مخ .نشان می دهد. اعداد حقیقی زیرمجموعه اعداد مختلط هستند که در آنها  

C* :مشخص شده است ، به صورت زیر تعریف می شود 

 
اعداد مختلط را می توان از نظر هندسی به عنوان نقاطی در یک صفحه )به نام صفحه پیچیده( در نظر گرفت که  

نقطه    است. یعنی عدد مختلط     Iمقادیر  (و مختصات آنها محور موهومی    Rابسه آن محور واقعی )مقادیر  

 در سیستم مختصات صفحه پیچیده است. 
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 مختلط را در مختصات قطبی نشان دهیم ، گاهی اوقات مفید است که اعداد 

 

زاویه بین بردار و محور   uامتداد دارد و طول بردار از مبدأ صفحه پیچیده تا نقطه  جایی که  

که   نشان می دهد  اول  ربع  در  بردار  با  پیچیده  و  واقعی  محورهای  نمودار  رسم  است.  یا واقعی 

می توانند به طور مستقل    Rمن و    گرداند. اما از آنجا که   زوایایی را در محدوده    

ما این کار را با ردیابی علامت  مثبت و منفی باشند ، باید بتوانیم زاویه ها را در محدوده کامل بدست آوریم  

I    وR    هنگام محاسبهu    انجام می دهیم. بسیاری از زبانهای برنامه نویسی این کار را بطور خودکار از طریق توابع

را برای این منظور ارائه  تابع    MATLABانجام می دهند. به عنوان مثال ،    چهار ضلعی چهار ضلعی

 می دهد. 

 با استفاده از فرمول اویلر ، 

 
 ، نمای زیر را از اعداد پیچیده در مختصات قطبی نشان می دهد ،  جایی که  

 
همانطور که در بالا تعریف شده است هستند. به عنوان مثال ، نمای قطبی مجموعه پیچیده    uو    Cجایی که  

رادیان است. معادلات قبلی برای توابع پیچیده نیز کاربرد    است ، جایی که     

بیان    ، می تواند به عنوان مجموع    u، از یک متغیر واقعی    F (u)دارد. یک تابع پیچیده ،  

همانطور که قبلاً ذکر شد ، ترکیب مرکب   .F (u)واقعی هستند و توابع جزء فرضی    I (u)و    R (u)شود ، جایی که  

است. در طول  و زاویه  ، مقدار  

 این فصل و فصل بعد ، چندین بار به عملکردهای پیچیده برمی گردیم. 

 سری چهارم 

، که متناوب  با یک دوره است   tیک متغیر پیوسته ،  f (t)همانطور که در قسمت قبل نشان داده شد ، یک تابع  

  ،T    می تواند به عنوان مجموع سینوس ها و کسینوس ها ضرب در ضرایب مناسب بیان شود. این مبلغ ، که به ،

 عنوان مجموعه فوریه شناخته می شود ، دارای فرم است
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(. ، دنبال  6-4( بسط سینوس ها و کسینوس ها از فرمول اویلر، معادله)8-4ضرایب هستند. این واقعیت که معادله )

 می شود.  

 

 پیامدها و ویژگی های غربالگری آنها

در مطالعه سیستمهای خطی و تبدیل فوریه ، مفهوم ضربه و خاصیت الک کردن آن مهم است. واحد تکانه یک  

 ، به صورت زیر تعریف می شود:  ، و نشان داده شده   t = 0واقع در ،   tمتغیر پیوسته 

 
 و برای شرط لازم  الایزینگ محدود است

 
را به عنوان زمان تفسیر کنیم ، یک ضربه ممکن است به عنوان یک جهش دامنه بی نهایت    tاز نظر فیزیکی ، اگر  

ی اصطلاحاً ویژگی غربالگری نسبت به ادغام است  و مدت صفر ، با واحد سطح در نظر گرفته شود. یک ضربه دارا

، 

 
پیوسته باشد ، شرطی که معمولاً در عمل برآورده می شود. الک کردن به سادگی    t = 0در    f (t)به شرطی که  

در معادله قبلی( به دست می آورد. یک بیان کلی تر از ویژگی    t = 0را در محل ضربه )یعنی ، در    f (t)مقدار تابع  

 است. در این مورد، ، نشان داده شده به عنوان ،   t0ری شامل یک ضربه در یک نقطه دلخواه ، غربالگ 

 
، با استفاده از ضربه    که به سادگی مقدار تابع را در محل ضربه می دهد. به عنوان مثال ، اگر  

( نتیجه  13- 4در معادله  به    (  را به دست می آورد. قدرت مفهوم غربالگری 

 زودی آشکار می شود. 

است که به عنوان مجموع تعداد بی نهایت    TΔs (t)نکته جالب توجه بعدی در این بخش ، یک قطار ضربه ای ،  

 از یکدیگر تعریف شده است:  ΔTتعداد تکانه 

 
ر ضربه را نشان می دهد. تکانه های متغیرهای  (یک قطاb)  4.3و شکل    0t = t(یک تک ضربه واقع در  a)  4.3شکل  

پیوسته با فلش های رو به بالا نشان داده می شوند تا ارتفاع بی نهایت و عرض صفر را شبیه سازی کنند. برای  

یک متغیر گسسته    xاجازه دهید    متغیرهای گسسته ، ارتفاع محدود است ، همانطور که در ادامه نشان خواهیم داد.
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، در زمینه سیستمهای گسسته همان    d (x)آموختید ، واحد گسسته ،    3همانطور که در فصل  را نشان دهد.  

 هنگام کار با متغیرهای پیوسته انجام می دهد. به صورت تعریف شده است  d (t)اهداف را دارد که ضربه  

 
 (را برآورده می کند.: 11-4گسسته معادله ) ه واضح است که این تعریف معادل

 
 ویژگی غربالگری برای متغیرهای گسسته دارای فرم است 

 
ب( یک قطار ضربه ای متشکل از تکانه های پیوسته. )ج( واحد   .t = t0)الف( ضربه مستمر واقع در    4.3شکل  

 گسسته واحد )د( قطار ضربه ای متشکل از تکانه های   .x = x0ضربه مجزا واقع در 

 مراجعه کنید( ،  33-3به رابطه  )x = x0یا به طور کلی با استفاده از یک ضربه گسسته واقع در 

 
(واحد نمودار  c) 4.3مانند قبل ، می بینیم که ویژگی غربالگری مقدار تابع را در محل ضربه نشان می دهد. شکل 

ه ای از تکانه های گسسته واحد را نشان می  (مجموعd) 4.3گسسته را به صورت نمودار نشان می دهد ، و شکل 

 دهد ، برخلاف نمونه پیوسته آن ، ضربه گسسته یک تابع معمولی است. 

 تبدیل چهارگانه عملکردهای یک متغیر پیوسته 

 ، با معادله تعریف می شود ، نشان دهنده    tیک متغیر پیوسته ،  f (t)تبدیل فوریه یک تابع پیوسته 

 



یر دیجیتالصوپردازش ت      | 231  
 

است. یعنی  mفقط یک تابع    یکپارچه شده است ،    tچون    11† غیر پیوسته است.  نیز یک مت  mجایی که  

 را به صورت زیر می نویسیم  f (t)؛ بنابراین ، تبدیل فوریه  

 
را با استفاده از تبدیل معکوس فوریه ، که به صورت زیر نوشته شده    f (t)، می توانیم    F (m)برعکس ، با توجه به  

 است ، بدست آوریم. 

 
ذکر شده است نشان می دهد که یک تابع را می توان از تبدیل    4.1( واقعیت مهمی را که در بخش  21-4معادله ) 

 خود بازیابی کرد. 

تبدیل کرده و به جای  .  یکپارچه شده است  در معکوس   mجایی که ما از این واقعیت استفاده کردیم که متغیر  

 نوشته است  f (t)علامت سنگین تر ،  

( شامل به اصطلاح جفت تبدیل فوریه هستند که اغلب به صورت  21-4( و )20-4معادلات )

نشان داده می شوند. پیکان دوگانه نشان می دهد که عبارت سمت راست با گرفتن تبدیل فوریه    

جلو از عبارت در سمت چپ به دست می آید ، در حالی که عبارت سمت چپ با گرفتن تبدیل فوریه معکوس  

 عبارت در سمت راست به دست می آید.

 نوشت. به عنوان  ( را20- 4با استفاده از فرمول اویلر می توان معادله)

 
که   آنجا  تئونی سمت چپ    tاز  متغیر   ، است  یکپارچه شده  معادله  این  است  mدر  برابر  فرکانس  با   است که 

 اصطلاحات سینوس و کسینوس 

واقعی باشد ، می بینیم که تغییر آن به طور کلی پیچیده است. توجه داشته باشید که تبدیل فوریه بسط    f (t)اگر  

f (t)  ت سینوسی است که فرکانس آنها با مقادیر ضرب در عباراm   تعیین می شود. بنابراین ، چون تنها متغیری

که پس از ادغام باقی می ماند ، فرکانس است ، می گوییم که دامنه تبدیل فوریه ، حوزه فرکانس است. ما بعداً در  

می تواند هر متغیر    tث ما ،  این فصل حوزه فرکانس و خواص آن را با جزئیات بیشتری بحث خواهیم کرد. در بح

زمان را در   tبستگی دارد. به عنوان مثال ، اگر  tبه واحدهای  mپیوسته را نشان دهد و واحدهای متغیر فرکانس  

 
اما شرط کافی برای وجود آن این است که انتگرال مقدار مطلق   ،] Champeney)1987 ([به طور کلی شرایط موجود برای تبدیل فوریه پیچیده است   11

f t () یا انتگرال عدد 

که برای همیشه گسترش می یابد اینها با  . ، متناهی باشد. وجود به ندرت در عمل به جز سیگنالهای ایده آل شده مانند سینوسوئیدها مطرح است () f tمربع  

که ، همانطور که به زودی خواهید دید ، برای همه تابع   جفت  تبدیل  .ند. علاقه اصلی ما به فوریه مجزا استاستفاده از تکانه های عمومی اداره می شو

 محدود وجود دارد 
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فاصله را در متر نشان دهد ، واحدهای    tچرخه/ثانیه یا هرتز )هرتز( هستند. اگر    mثانیه نشان دهد ، واحدهای  

m    چرخه/متر و غیره هستند. به عبارت دیگر ، واحدهای حوزه فرکانس چرخه در واحد متغیر مستقل تابع ورودی

 هستند.

 : بدست آوردن تبدیل فوریه یک تابع پیوسته ساده. 4.1مثال   

 د.:( زیر حاصل می شو 20-4(از معادله) a) 4.4تبدیل فوریه تابع در شکل 

 

 
)الف( تابع جعبه ، )ب( تبدیل فوریه آن ، و )ج( طیف آن. همه توابع در هر دو جهت به بی نهایت    4.4شکل  

 تابع و صفرهای تبدیل توجه کنید.   Wگسترش می یابد. به رابطه معکوس بین عرض ، 

ی  استفاده کردیم. در این مورد ، شرایط پیچیده فوریه به خوب  جایی که ما از الایزینگ مثلثاتی  

تابع   عنوان  به  قبلی  عبارت  از  نتیجه در آخرین مرحله  تبدیل می شود.  واقعی    sincبه یک عملکرد سینوسی 

 شناخته می شود که شکل کلی دارد 

 
را نشان    F (m))ب( نمودار    4.4شکل   mبرای همه مقادیر صحیح دیگر    و    که در آن  

 می دهد. 

ه ای است و معمولاً برای اهداف نمایش با اندازه تبدیل )مقدار  به طور کلی ، تبدیل فوریه شامل اصطلاحات پیچید 

 واقعی( کار می شود ، که به آن طیف فوریه یا طیف فرکانسی می گویند: 

 
را به عنوان تابعی از فرکانس نشان می دهد. ویژگیهای کلیدی که باید به آنها توجه   F (m))ج( نمودار   4.4شکل 

عکس معکوس است.    "جعبه"، عملکرد    Wبا عکس    F (m)و   F (m)ی صفرهای مکانها  ( که1کنید عبارتند از )

  m( که تابع برای مقدار مثبت و منفی  3( اینکه ارتفاع لوبها به عنوان تابعی از فاصله از مبدا کاهش می یابد. و )2)
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تا بی نهایت گسترش می یابد. همانطور که بعداً خواهید دید ، این ویژگیها در تفسیر طیف تبدیلهای دو بعدی  

 ر مفید هستند.فوریه تصاویر بسیا

 : تبدیل فوریه یک ضربه و یک قطار ضربه ای. 4.2مثال 

 ( زیر حاصل می شود.: 20-4تبدیل فوریه یک تکانه واحد واقع در مبدا از معادله) 

 
(استفاده کردیم.. بنابراین ، ما می بینیم که تبدیل فوریه از یک  12- 4جایی که ما از ویژگی غربالگری از معادله )

در ارتباط با شکل    3.4مبدأ حوزه فضایی یک ثابت در حوزه فرکانس است )این مختصر را در بخش  ضربه واقع در  

 بحث کردیم(.  3.30

 است t = t0به طور مشابه ، تبدیل فوریه یک ضربه واقع در 

 
نشان دهنده یک دایره واحد   استفاده کردیم. اصطلاح    ( 13- 4جایی که ما از ویژگی غربالگری از معادله )

محوریت منشأ صفحه پیچیده است ، همانطور که می توانید با استفاده از فرمول اویلر برای گسترش نمایی به  با  

، از تبدیل فوریه یک قطار ضربه ای    4.3در بخش    اجزای سینوس و کسینوس آن را به راحتی مشاهده کنید.

ی نیست که در مورد تکانه های فردی  متناوب  استفاده خواهیم کرد. به دست آوردن این تغییر به همان سادگی ا

نشان دادیم. با این حال ، درک چگونگی ایجاد تغییر شکل یک قطار ضربه ای مهم است ، بنابراین زمان لازم را  

برای استخراج آن در اینجا اختصاص می دهیم. ما با ذکر این نکته شروع می کنیم که تنها تفاوت اساسی در شکل  

باشد    F (µ)دارای تبدیل فوریه    f (t)است. علامت نمایی است. بنابراین ، اگر یک تابع (   21-4( و )20-4معادله)

داشته باشد. با استفاده از این ویژگی تقارن و با توجه    f (-µ)، باید تبدیل   t  ،F (t)، بنابراین ارزیابی این تابع در 

است ، نتیجه می شود که    به اینکه همانطور که در بالا نشان دادیم که تبدیل چهارم یک ضربه  

به    تبدیل  تابع   دادن  اجازه  با  به  تبدیل    دارد  که  شود  می  نتیجه   ،

،    µ = aصفر است مگر    dاست ، جایی که آخرین مرحله درست است زیرا    

 .که همان شرایط است

است ، بنابراین می    TΔ( متناوب  با دوره  14-4در معادله )   TΔs (t)قطار ضربه  برای   

 توان آن را به عنوان یک سری فوریه بیان کرد: 
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تکانه واقع در مبدأ. بنابراین ، معادله قبلی    ΔT 2   ،ΔT-)ب( ، می بینیم که انتگرال در بازه ]   4.3با اشاره به شکل  

 تبدیل می شود 

 
 استفاده کردیم. سپس سری فوریه تبدیل می شود  d (t)جایی که ما از ویژگی غربال کردن  

 
هدف ما بدست آوردن تبدیل فوریه این عبارت است. از آنجا که مجموع یک فرایند خطی است ، بدست آوردن  

تبدیل فوریه یک مجموع همان بدست آوردن مجموع تبدیل اجزای فردی مجموع است. این اجزا نمایی هستند و  

 آن را مشخص کردیم  ما قبلاً در این مثال

 
 ، تبدیل فوریه قطار ضربه ای متناوب  ، است S (m)بنابراین ، 

 
نیز یک قطار ضربه ای است که    ΔTاین نتیجه اساسی به ما می گوید که تبدیل فوریه یک قطار ضربه ای با دوره  

در    4.4مشابه چیزی است که در شکل    S (m)و    TΔs (t)است. این تناسب معکوس بین دوره های    TΔ/1دوره آن  

 رابطه معکوس نقش اساسی را در باقیمانده این فصل ایفا می کند.  ارتباط با عملکرد جعبه و تغییر آن یافتیم. این

 کانولوشن  

درجه( یک تابع در مورد مبدأ    180رخاندن نشان دادیم که پیچاندن دو تابع شامل چرخاندن )چ 3.4ما در بخش 

آن و لغزش آن بر روی دیگری است. در هر جابجایی در فرآیند کشویی ، ما یک محاسبه را انجام می دهیم ، که  

( مراجعه کنید.[. در بحث کنونی ، ما به تجمع  35-3برای متغیرهای گسسته ، مجموع محصولات است ]به معادله)

علاقه مند هستیم ، بنابراین باید به جای جمع از یکپارچه    t، از یک متغیر پیوسته ،    h (t)و    f (t)دو تابع پیوسته ،  

مشخص شده است ، به صورت زیر تعریف    denسازی استفاده کنیم. ترکیب این دو تابع ، که قبلاً توسط عملگر  

 می شود 
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عملکرد در  .ضربه ، منشاء تابع را تغییر می دهد ، این واقعیت که تجمع یک تابع با یک  3.4همانطور که در بخش 

 مراجعه کنید.(   3.30و  3.29محل ضربه نیز برای تداخل پیوسته صادق است. )به شکل 

جابجایی مورد نیاز برای لغزش یک تابع از عملکرد دیگر    tدر جایی که علامت منفی نشان دهنده چرخش است ، 

 یک متغیر ساختگی است که به هم پیوسته است. در حال حاضر فرض می کنیم که توابع از   tاست و 

 گسترش می یابند.

و   بنابراین دوباره بعداً در این فصل  .نشان دادیم و خواهیم داد 3.4ما مکانیک های اساسی کانولوشن  را در بخش 

(  19-4( را پیدا کنیم. ما با معادله)24- 4. در حال حاضر ، ما علاقه مند هستیم که تغییر فوریه معادله)5در فصل  

 شروع می کنیم.: 

 

از   فوریه  تبدیل  پرانتز  داخل  که    اصطلاح  داد  خواهیم  نشان  فصل  این  در  بعداً  است. 

این در معادله قبلی  است. استفاده از    h (t)تبدیل فوریه از    H (m)، جایی که    

 به ما می دهد 

 
 به یاد داشته باشید ، چرخش متحرک است ، بنابراین ترتیب توابع در عبارات کانولوشنی مهم نیست

به عنوان حوزه فضایی و حوزه   tنشان دهنده ضرب است. همانطور که قبلاً اشاره شد ، اگر از حوزه  "•"جایی که 

m  له قبلی به ما می گوید که تبدیل فوریه از تلاقی دو تابع در حوزه فضایی برابر  از حوزه فرکانس نام ببریم ، معاد

است با محصول در حوزه فرکانس تبدیل فوریه از دو تابع. برعکس ، اگر حاصلضرب دو تبدیل را داشته باشیم ،  

  f ★ hرت دیگر ، می توانیم با محاسبه تبدیل فوریه معکوس ، کانولوشن را در حوزه فضایی بدست آوریم. به عبا

 یک جفت تبدیل فوریه هستند. این نتیجه نیمی از قضیه کانولوشن است و به صورت نوشته شده است  H • Fو 
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همانطور که قبلاً اشاره شد ، پیکان دو نشان می دهد که عبارت سمت راست با تغییر شکل فوریه جلو در سمت  

با استفاده از تبدیل فوریه معکوس عبارت در سمت راست  چپ به دست می آید ، در حالی که بیان در سمت چپ  

 پیروی از کانولوشنی مشابه ، به نیمی دیگر از قضیه کانولوشن  منجر می شود:  به دست می آید.

 
که بیان می کند که انقباض در حوزه فرکانس مشابه ضرب در حوزه فضایی است ، که هر دو به ترتیب با تبدیل  

مرتبط هستند. همانطور که بعداً در این فصل خواهید دید ، تئوری کانولوشن اساس   های فوریه جلو و معکوس 

 فیلترینگ در حوزه فرکانس است.

 نمونه برداری و تبدیل  چهارگانه عملکردهای نمونه  4.3

برای تدوین مبنایی برای بیان نمونه گیری به صورت ریاضی استفاده می    4.2در این بخش ، ما از مفاهیم بخش  

م. با شروع از اصول اساسی ، این امر ما را به تغییر فوریه توابع نمونه برده می رساند. یعنی تبدیل گسسته  کنی

 فوریه. 

 نمونه برداری 

توابع پیوسته قبل از اینکه در رایانه پردازش شوند باید به دنباله ای از مقادیر گسسته تبدیل شوند. این امر به نمونه  

معرفی شده است. در بحث زیر ، نمونه گیری را با    2.4رد ، همانطور که در بخش  برداری و کمی سازی نیاز دا 

 جزئیات بیشتری بررسی می کنیم. 

نمونه    t، از متغیر مستقل    ΔT، که می خواهیم در فواصل یکنواخت ،    f (t)یک تابع پیوسته را در نظر بگیرید ،  

گسترش می یابد.    از    tکه تابع نسبت به    را ببینید(. در ابتدا فرض می کنیم  4.5برداری کنیم )شکل  

را در یک تابع نمونه برداری برابر با یک قطعه از تکانه های واحد   f (t)یکی از روشهای نمونه گیری این است که 

ΔT  ،از هم جدا کنید. به این معنا که 

 
می دهد ، هر جزء از این    )ج( نشان   4.5تابع نمونه برداری را نشان می دهد. همانطور که شکل    f˜ (t)جایی که  

ضربه محاسبه شده ، که با    "قدرت"در محل ضربه است. ارزش هر نمونه با    f (t)جمع بندی یک ضربه با مقدار  

 دنباله نمونه توسط یک نمونه دلخواه در fkادغام به دست می آوریم ، داده می شود. یعنی مقدار  
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ویژگی   از  ما  که  )   جایی  معادله  )13-4در  معادله  کردیم..  صحیح  28- 4(استفاده  عدد  هر  برای   )

مجموعه ای از نمونه های    (نتیجه را نشان می دهد که d)   4.5صادق است ، شکل  

 مساوی از عملکرد اصلی. 

 
بع  ج( تا  الف( یک تابع پیوسته ب( مجموعه ای از تکانه ها که برای مدل سازی نمونه استفاده می شود. 4.5شکل 

نمونه به عنوان حاصلضرب )الف( و )ب( تشکیل شده است. )د( مقادیر نمونه به دست آمده از ادغام و استفاده از  

 (برای ارجاع نشان داده شده است. این بخشی از داده ها نیست.( cویژگی غربال  کردن ضربه ها. )خط تیره در )

 تبدیل چهارگانه عملکردهای نمونه 

باشد. همانطور که در بخش قبل مورد بحث    f (t)دهنده تبدیل فوریه یک تابع پیوسته نشان   F (m)اجازه دهید  

و یک قطار ضربه ای. از قضیه کانولوشن  می    f (t).  ، حاصل ضرب است  f˜ (t)قرار گرفت ، تابع نمونه مربوطه ،  

، کانولوشن تبدیل دو تابع در   تابع در حوزه فضایی  حوزه فرکانس است.  دانیم که تبدیل فوریه حاصلضرب دو 

 بنابراین ، تبدیل فوریه تابع نمونه به شرح زیر است:

 
 ،  4.2جایی که از مثال 

 
به طور مستقیم از تعریف یک بعدی    S (m)و    F (m)  ما مجوز ازTΔs  .(t)عبارت است از تبدیل فوریه قطار ضربه  

D ( 24- 4حرکت در معادله :) 
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جمع بندی در آخرین خط معادله   حاصل می شود.  (13- 4غربال ضربه ، معادله ) جایی که آخرین مرحله از ویژگی  

یک دنباله نامحدود و متناوب  از    f˜ (t)از تابع نمونه برداری    F˜ (m)  ( نشان می دهد که تبدیل فوریه 4-31)

اشته باشید تعیین می شود. توجه د ΔT 1تغییر عملکرد اصلی و پیوسته فاصله بین نسخه ها با مقدار نسخه های  

  F (m)، پیوسته است زیرا از نسخه های    F˜ (m)یک تابع نمونه برداری است ، تبدیل آن ،    f˜ (t)که اگر چه  

(طرحی  a)  4.6شکل    12خلاصه ای گرافیکی از نتایج قبلی است.  4.6شکل    عملکرد پیوسته  تشکیل شده است ، که

 (نشان می دهد b)  4.6است ، و شکل   f (t)، یک تابع   F (m)از تبدیل فوریه ، 

میزان نمونه    ΔT  1مقدار    - همانطور که در قسمت قبل اشاره شد  .f˜ (t)، از عملکرد نمونه ،    F˜ (m)تبدیل ،  

)ب( میزان نمونه گیری    4.6برداری است که برای تولید تابع نمونه برداری استفاده می شود. بنابراین ، در شکل  

له کافی بین دوره ها را فراهم آورد و در نتیجه یکپارچگی )یعنی نسخه های  به اندازه کافی بالا بود که بتواند فاص

کافی بود ، اما در    F (m))ج( ، میزان نمونه برداری فقط برای حفظ   4.6شکل  را حفظ کند. که در  F (m)کامل(  

بود ، و    F (m)(، میزان نمونه برداری کمتر از حداقل مورد نیاز برای نگهداری نسخه های مجزا از  d)   4.6شکل  

)ب( نتیجه سیگنال بیش از حد نمونه برداری شده    4.6بنابراین شکست خورد. برای حفظ تغییر شکل اولیه شکل  

ه برداری بحرانی و زیر نمونه برداری  )ج( و )د( به ترتیب نتایج نمون   4.6نشان می دهد.    1است ، در حالی که شکل  

از سیگنال هستند. این مفاهیم پایه ای هستند که به شما کمک می کند تا اصول قضیه نمونه گیری را درک کنید  

 ، که در ادامه به آن می پردازیم.

 

 نظریه نمونه برداری 

ه گیری را به طور رسمی در نظر  مطرح کردیم. اکنون ما نمون  2.4ما ایده نمونه گیری را بصورت شهودی در بخش  

می گیریم و شرایطی را ایجاد می کنیم که تحت آن می توان یک تابع پیوسته را به طور منحصر به فرد از مجموعه  

 ای از نمونه های آن بازیابی کرد. 

 
، و دیگر تصاویر مشابه در این فصل ، ما این واقعیت را نادیده می گیریم که تبدیلات فوریه به   4.6به منظور شفافیت طرح های تبدیل فوریه در شکل   †12

 .ور معمول توابع پیچیده ای هستند. علاقه ما در اینجا به مفاهیم استط
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در مورد  که تبدیل فوریه آن برای مقادیر فرکانسهای خارج از یک بازه نامحدود )باند(    f (t)تابع  

(است ، چنین  a)  4.6(، که بخش بزرگی از شکل  a)  4.7ا صفر است ، تابع محدود باند نامیده می شود. شکل  مبد 

)ج( را ببینید[.    4.6)ب( نمای دقیق تری از تغییر عملکرد نمونه است ]شکل    4.7تابعی است. به طور مشابه ، شکل  

متر می تواند یک فاصله تمیز بین دوره ها را  می شود. مقدار ک  F˜ (m)باعث ادغام دوره ها در    ΔTمقدار بیشتر  

 ایجاد کند. 

 
)د( تبدیل   توابع نمونه برداری    -)ب(  )الف( طرح تصویری از تبدیل فوریه از یک تابع محدود باند.  4.6شکل  

 نمونه برداری بیش از حد ، نمونه گیری بحرانی و نمونه گیری کم.  مربوطه در شرایط 

را از توالی متناوب  کپی    F (m)نمونه های آن بازیابی کنیم اگر بتوانیم یک نسخه واحد از  را از    f (t)ما می توانیم  

به از بحث در بخش قبل به یاد    f (t)جدا کنیم ، تبدیل تابع نمونه برداری شده    F (m)های این تابع موجود در  

است. بنابراین ، تنها چیزی که ما نیاز داریم یک    ΔT/1یک تابع پیوسته و متناوب  با دوره    F˜ (m)بیاورید که 

  f (t)با استفاده از تبدیل معکوس فوریه ،   دوره کامل برای توصیف کل تغییر است. به عبارت دیگر ، ما می توانیم

باشد در صورت جدا شدن    F (m)برابر با  یک دوره واحد که    F˜ (m)استخراج از    را از آن دوره واحد بازیابی کنید.

)ب( ، جداسازی کافی    4.7را ببینید(. از نظر شکل    4.6نسبت بین نسخه ها کافی است )شکل  .  امکان پذیر است

 یا در صورت  

 
 به یاد داشته باشید ، میزان نمونه گیری تعداد نمونه های گرفته شده در واحد متغیر مستقل است.
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دهد که یک تابع پیوسته و محدود با باند می تواند به طور کامل از مجموعه ای از نمونه های  این معادله نشان می  

آن بازیابی شود اگر نمونه ها با سرعتی بیش از دو برابر بیشترین محتوای فرکانس تابع بدست بیایند. این نتیجه  

 13فوق العاده مهم به عنوان قضیه نمونه گیری معروف است.  

می    ، برعکس  توسط  به  تواند  می  که  فرکانسی  حداکثر  بگوییم  نرخ  .  شود  "ضبط "توانیم  با  سیگنال  رساندن 

 است. نرخ نمونه برداری دقیقاً برابر دو برابر بیشترین فرکانس را نرخ نایکویست می نامند. 

وجود دارد که    گاهی اوقات برای بازیابی عملکرد کامل کافی است ، اما مواردی  نمونه گیری دقیقاً با نرخ نایکویست

توضیح خواهیم داد. به همین دلیل است که    4.3این امر منجر به مشکلات می شود ، همانطور که بعداً در مثال  

 Fروش بازیابی   4.8شکل   قضیه نمونه گیری مشخص می کند که نمونه برداری باید از نرخ نایکویست فراتر رود.

(m)    ازF˜ (m)   با نرخ بیشتر از نرخ نایکویست نمونه برداری می شود. تابع  .  هنگام یک تابع را نشان می دهد

 )ب( توسط معادله تعریف شده است 4.8شکل 

 
(ضرب می شود ، این تابع دوره متمرکز بر مبدا را جدا می کند.  a)  4.8هنگامی که در دنباله متناوب  در شکل  

توسط    F˜ (m)وارد کردن  .  ست می آوریمرا با ضرب بد   F (m)(نشان می دهد ،  c)   4.8سپس ، همانطور که شکل  

H (m): 

 
 را با استفاده از تبدیل معکوس فوریه بازیابی کنیم:  f (t)داریم ، می توانیم   F (m)هنگامی که 

 
( ثابت می کند که از لحاظ تئوری ، امکان بازیابی یک تابع محدود باند از نمونه های  35-4( تا ) 33-4معادلات )

بیش از دو برابر بیشترین فرکانس تابع وجود دارد. همانطور که در بخش زیر بحث خواهیم  بدست آمده با سرعتی 

 ∞-از  باید گسترش یابد   f (t)باید محدود به باند باشد به طور کلی نشان می دهد که   f (t)کرد ، این شرط که  

  یک   زمان  مدت  کردن  محدود  ،  دید   خواهید   زودی  به  که   همانطور.  شود  برآورده نمی  عمل  در  که  شرطی  ،  ∞تا  

فیلتر پایین    H (m)تابع    از نمونه های آن ، مگر در موارد خاص.کند.    می   جلوگیری   آن   کامل  بازیابی  از  عملکرد

گذر نامیده می شود زیرا فرکانس ها را در انتهای پایین محدوده فرکانس عبور می دهد ، اما فرکانس های بالاتر  

در محل    ΔTتا    0این فیلتر به دلیل تبدیل  لحظه ای آن در سرعت )بین  را حذف می کند )فیلتر می کند(.  

 
توسط هری نیکویست ، دانشمند و مهندس   1928قضیه نمونه گیری سنگ بنای نظریه پردازش سیگنال دیجیتال است. این اولین بار در سال  13

ثابت کرد. علاقه مجدد به قضیه   1949آزمایشگاه های بل ، قضیه را به طور رسمی در سال آزمایشگاههای بل ، فرموله شد. کلود ای. شانون ، همچنین از 

با ظهور سیستم های اولیه محاسبات دیجیتالی و ارتباطات مدرن ایجاد شد ، که نیاز به روش هایی برای مقابله با داده های    1940نمونه گیری در اواخر دهه 

 دیجیتالی )نمونه برداری( 
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یک فیلتر پایین گذر ایده آل نامیده می شود ، مشخصه ای که به طور فیزیکی در  و عکس آن در   

در نرم افزار ، اما حتی در این  .سخت افزار قابل اجرا نیست. ما می توانیم فیلم های ایده آل را شبیه سازی کنیم

را ببینید(. از آنجا که آنها در بازیابی )بازسازی( عملکرد اصلی از    4.8رت محدودیت هایی وجود دارد )بخش  صو

نمونه های آن مثر هستند ، فیلترهایی که برای مقصودی که مورد بحث قرار گرفتند استفاده می شوند ، فیلترهای  

 بازسازی نیز نامیده می شوند.

 
)ب( دگرگونی حاصل از نمونه گیری انتقادی    از تبدیل فوریه از یک تابع محدود باند.)الف( طرح تصویری    4.7شکل  

 آن تابع محدود باند.

 
ب( عملکرد ایده آل تبدیل  فیلتر    )الف( تبدیل فوریه از یک تابع نمونه برداری شده ، محدود با باند.  4.8شکل  

وره از دنباله متناوب  نامحدود در )الف( استفاده می  )ج( حاصل از )ب( و )الف( ، برای استخراج یک د پایین گذر.

 شود.

ما برای سادگی مقاطع شعاعی توابع تبدیل  فیلتر را فقط با استفاده از فرکانس های مثبت ترسیم    3.32در شکل 

 کرده ایم. اکنون می بینید که توابع فیلتر دامنه فرکانس شامل فرکانس های مثبت و منفی است 
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 الایزینگ 

الایزینگ به پدیده های    است. در زمینه پردازش سیگنال ،  "الایزینگ جعلی"نظر لغوی ، کلمه مستعار به معنی  از  

نمونه گیری اشاره دارد که باعث می شود سیگنال های مختلف پس از نمونه گیری از یکدیگر غیرقابل تشخیص  

 . شوند. یا ، به گونه ای دیگر ، برای یک سیگنال مشاهده می شود

فهم. پایه و اساس پدیده های الایزینگ در رابطه  .  نظر مفهومی ، رابطه بین نمونه گیری و الایزینگ دشوار نیستاز  

 با نمونه برداری این است که ما

ممکن است    می تواند یک عملکرد دیجیتالی را فقط با مقادیر نمونه های آن توصیف کند. این بدان معناست که

مقادیر نمونه های مربوطه ، اما ما راهی برای   .سته کاملاً متفاوت با هم منطبق شوند دو )یا بیشتر( عملکردهای پیو 

دو عملکرد سینوسی  .  نشان می دهد   4.9ویژگی های توابع بین آن نمونه ها برای توضیح ، شکل    .دانستن آن نداریم 

 .کاملاً متفاوت با نرخ یکسان نمونه برداری شده است. همانطور که می بینید 

 .(مکانهای متعددی وجود دارد که مقادیر نمونه در آن هستند c(و ) a)  4.9ها   در شکل

 و )د(، نشان داده شده است.   )ب(  4.9در دو تابع یکسان است ، و در نتیجه توابع نمونه مشابه ، مانند شکلها  

جفت  .  می شودنامیده    Anدو تابع پیوسته که دارای ویژگی هایی هستند که به تازگی توضیح داده شده است ،  

این توابع به    مستعار ، و چنین جفت هایی پس از نمونه گیری قابل تشخیص نیستند. توجه داشته باشید که دلیل

است ، توابع زیر نمونه    این دلیل الایزینگ شده اند که ما از نرخ نمونه برداری بسیار درشت استفاده کردیم. که 

در   تفاوت بیشتر و بیشتر بین دو عملکرد پیوسته  ونه گیری بودبرداری شد. به طور شهودی واضح است که اگر نم

 .سیگنال های نمونه نشان داده می شود. هدف اصلی موارد زیر است

برای اجتناب از )یا کاهش(   .بحث برای پاسخ به این سال است: حداقل میزان نمونه گیری مورد نیاز چقدر است

پاسخ دهید و در فرایند رسیدن به پاسخ ها ، شرایط را ایجاد    دیهم نظری دارد و هم کاربر  سوال الایزینگ؟ این  

 تحت آن الایزینگ رخ می دهد  می کنیم

سوالی  .ما می توانیم از ابزارهایی که قبلاً در این بخش توسعه یافته است برای پاسخ رسمی به آنها استفاده کنیم

است که آن را به شکل دیگری بپرسیم: اگر یک تابع  که ما تازه مطرح کردیم تنها کاری که باید انجام دهیم این  

یعنی کمتر از دو برابر بیشترین فرکانس آن( نمونه برداری شود ، چه اتفاقی  ) محدود با باند کمتر از نرخ نایکویست

می افتد؟ این دقیقاً همان وضعیت زیر نمونه ای است که قبلاً در این بخش مورد بحث قرار گرفت و در پاراگراف  

 ی به آن اشاره شد.قبل
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)ب( و )د( یکسان هستند.    )الف( و )ج( کاملاً متفاوت هستند ، اما نسخه های دیجیتالی آنها در   توابع در   4.9شکل  

الایزینگ زمانی اتفاق می افتد که نمونه های دو یا چند تابع با هم منطبق باشند ، اما توابع در جاهای دیگر متفاوت  

 هستند 

 ره تبدیل را جدا کنیم ، نمی توانیم سیگنال را بدون الایزینگ بازیابی کنیم  اگر نتوانیم یک دو

(است. این به صورت شماتیک تبدیل فوریه یک تابع با نمونه محدود را نشان  d)   4.6(همان شکل  a)  4.10شکل  

ت که دوره  می دهد. این تصویر نشان می دهد که اثر خالص کاهش میزان نمونه برداری زیر نرخ نایکویست این اس 

از تبدیل ، صرف   های تبدیل فوریه در حال حاضر با هم همپوشانی دارند و جداسازی یک دوره غیرممکن می شود.

اگر نتوانیم یک دوره تبدیل را جدا کنیم    نظر از فیلتر مورد استفاده. به عنوان مثال ، استفاده از پایین گذر ایده آل 

)ب( منجر به تغییری می شود که    4.10فیلتر در شکل    ازیابی کنیم ، ، نمی توانیم سیگنال را بدون الایزینگ ب

)ج( نشان داده شده است.    4.10توسط فرکانس های دوره های مجاور خراب شده است ، همانطور که در شکل  

یک تابع مستعار است زیرا    fa (t)، متفاوت از اصلی ایجاد می کند. یعنی    fa (t)تبدیل معکوس سپس یک تابع ،  

،  شام از اصطلاحات قبلی ما  با استفاده  به عنوان یک    fa (t)ل اجزای فرکانسی است که در اصل وجود ندارد. 

عملکرد متفاوت به نمایش در می آید. این امکان وجود دارد که توابع مستعار هیچ شباهتی به عملکردهایی که از  

صی که در زیر ذکر شد ، الایزینگ همیشه در  متأسفانه ، به جز در موارد خا  آن منشاء گرفته اند نداشته باشند.

سیگنال های نمونه وجود دارد. این امر به این دلیل است که حتی اگر تابع نمونه اصلی محدود به باند باشد ، 

اجزای فرکانس نامحدود در لحظه محدود کردن مدت زمان تابع معرفی می شوند ، که همیشه باید در عمل انجام  

را به یک بازه   f (t)ثال ، فرض کنید که ما می خواهیم مدت زمان یک تابع محدود با باند ،  دهیم. به عنوان یک م

 در تابع انجام دهیم  f (t)[ما می توانیم این کار را با ضرب  T , 0نامحدود محدود کنیم ، مثلاً ]
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ای اجزای فرکانسی است  دار  H (m)(، که تبدیل فوریه آن ،  a) 4.4این تابع همان شکل اولیه را دارد مانند شکل 

از قضیه   (نشان داده شده است.  b)   4.4که در هر دو جهت تا بی نهایت گسترش می یابد ، همانطور که در شکل 

است.   H (m)و   F (m)، تلاقی در حوزه فرکانس تبدیل  h (t) f (t)کانولوشن  ، ما می دانیم که تبدیل محصول 

، که شامل لغزش یک تابع بر عملکرد دیگر است ،    H (m)محدود به باند باشد ، پیچاندن آن با   F (m)حتی اگر 

نتیجه ای را به همراه خواهد داشت که اجزای فرکانس در هر دو جهت تا بی نهایت گسترش می یابد )به مسئله  

ی تواند محدود به باند باشد. مراجعه کنید(. از اینجا نتیجه می گیریم که هیچ عملکردی با مدت محدود نم 4.12

 .14گسترش یابد  برعکس ، یک تابع محدود به باند باید از 

یک واقعیت اجتناب ناپذیر در کار با پرونده های نمونه برداری شده با طول نامحدود است ، اما  اگرچه الایزینگ  

الایزینگ را  های بالاتر ، اثرات  می توان با هموار کردن )فیلترینگ پایین گذر( تابع ورودی برای تضعیف فرکانس  

کاهش داد. این فرایند که آنتی الایزینگ  نامیده می شود ، باید قبل از نمونه گیری از عملکرد انجام شود ، زیرا  

را    "پس از این واقعیت"یک مسئله نمونه گیری است که نمی توان با استفاده از تکنیک های محاسباتی  الایزینگ  

 لغو کرد. 

 
)الف( تبدیل فوریه از یک تابع با محدودیت نمونه و محدود. )تداخل بین دوره های مجاور نشان داده    4.10شکل  

. )ج( حاصل از )الف( و )ب(. دخالت  4.8شده است(. )ب( همان فیلتر ایده آل پایین گذر مورد استفاده در شکل  

 جلوگیری می کند. f (t)و در نتیجه ،   F (m)در دوره های مجاور منجر به الایزینگ می شود که از بازیابی کامل 

 : الایزینگ  4.3مثال 

تصویری کلاسیک از الایزینگ را نشان می دهد. یک موج سینوسی خالص که به طور نامحدود در هر   4.11شکل 

دو جهت گسترش می یابد دارای یک فرکانس واحد است ، بدیهی است که باند آن محدود است. فرض کنید موج  

 
تعداد انتگرال دوره ها یک دوره   الت ، تابع را می توان کوتاه کرد و همچنان محدود به باند است ، به شرطی که کوتاه شده دقیقاً شامل شوددر این ح  .14

اصله کوتاه شده  ر ف کوتاه شده )و بنابراین عملکرد( را می توان با مجموعه ای از نمونه های گسسته که قضیه نمونه گیری را برآورده می کند ، نشان داد که د

 .گرفته شده است
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است و محور افقی  یر )در حال حاضر نقاط بزرگ را نادیده بگیرید( دارای معادله  سینوسی در تصو

 . کند  می عبور، در ثانیه مطابقت دارد. تابع از محور در   tبا زمان ، 

تعداد  دوره  .tبرای همه مقادیر  است اگر    Pمتناوب  با دوره    f (t)به یاد بیاورید که یک تابع  

متغیر مستقل است که برای تکمیل یک چرخه به تابع نیاز است.فرکانس یک تابع متناوب   )شامل کسرها( واحدهای  

تعداد دوره ها )چرخه ها( است که تابع در یک واحد از متغیر مستقل تکمیل می کند. بنابراین ، فراوانی یک تابع  

شده در واحد متغیر مستقل  متناوب  متقابل دوره است. همانند قبل ، نرخ نمونه گیری تعداد نمونه های گرفته  

 است. 

ثانیه است و فرکانس آن    ،    Pدر مثال حاضر ، متغیر مستقل زمان است و واحدهای آن ثانیه است. دوره  

چرخه در ثانیه است. با توجه به قضیه نمونه گیری ، اگر میزان نمونه برداری بیش از دو برابر بیشترین    

گنال را از مجموعه ای از نمونه های آن بازیابی کنیم. این بدان معناست فرکانس سیگنال باشد ، می توانیم این سی

برای بازیابی سیگنال مورد نیاز است. از نظر دیگر  نمونه در ثانیه    1که سرعت نمونه برداری بیشتر از  

ین سیگنال  ثانیه باشد. توجه داشته باشید که نمونه برداری از ا  1، بین نمونه ها باید کمتر از    ΔT، جداسازی ،  

 ( فرکانس  برابر  دو  در    1دقیقاً  شده  گرفته  های  نمونه  با   ، به   منجرنمونه/ثانیه( 

هستند. این نشان می دهد که چرا قضیه نمونه گیری نیاز    0که همه آنها  

 .، همانطور که قبلاً ذکر شد  است عملکرد به نرخ نمونه برداری دارد که دو برابر بیشترین فرکانس

 
ر الایزینگ. تابع زیر نمونه )نقاط( شبیه موج سینوسی است که فرکانسی بسیار کمتر از فرکانس  تصوی  4.11شکل 

ثانیه است ، بنابراین صفر عبور از محور افقی در هر ثانیه رخ می دهد.    2سیگنال پیوسته دارد. دوره موج سینوسی  

ΔT .جداسازی بین نمونه ها است 

نمونه/ثانیه مورد نیاز گرفته    1د که به طور یکنواخت با سرعت زیر  نمونه هایی هستن  4.11نقاط بزرگ در شکل  

ثانیه    2ثانیه از یکدیگر گرفته می شوند ؛ در واقع ، فاصله بین نمونه ها از    1می شوند )یعنی نمونه ها بیش از  

فرکانس  بیشتر می شود(. سیگنال نمونه برداری شده شبیه موج سینوسی است ، اما فرکانس آن تقریباً یک دهم  

عملکرد اصلی است. این سیگنال نمونه برداری شده ، دارای فرکانسی بسیار کمتر از هر چیزی که در عملکرد  
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پیوسته اصلی وجود دارد ، نمونه ای از الایزینگ است. اگر سیگنال با سرعتی کمی بیشتر از نرخ نایکویست نمونه  

 مراجعه کنید(.   4.6واهند بود )به مسئله برداری شده باشد ، نمونه ها اصلاً شبیه موج سینوسی نخ

همچنین نشان می دهد که چگونه الایزینگ می تواند در ضبط موسیقی با معرفی فرکانس هایی که    4.11شکل  

در نویز اصلی وجود ندارد ، بسیار مشکل ساز باشد. به منظور کاهش این امر ، سیگنالهایی با فرکانسهای بالای  

ی باید فیلتر شوند تا اثر سیگنالهای مستعار وارد شده به ضبطهای دیجیتالی کاهش  نیمی از سرعت نمونه بردار 

یابد. به همین دلیل است که تجهیزات ضبط دیجیتال حاوی فیلترهای پایین گذر هستند که به طور خاص برای  

 حذف اجزای فرکانس بالای نصف میزان نمونه برداری مورد استفاده تجهیزات طراحی شده است.

به ما داده شود ، مسئله دیگری که نشان دهنده جدی بودن الایزینگ است این    4.11اگر فقط نمونه های شکل  

است که ما هیچ راهی نداریم که بدانیم این نمونه ها نمایشی واقعی از عملکرد اصلی نیستند. همانطور که بعداً در  

 گمراه کننده ای مشابه ایجاد کند.  این فصل خواهید دید ، نام گذاری در تصاویر می تواند نتایج

 بازسازی عملکرد )بازیابی( از داده های نمونه 

در این بخش ، ما نشان می دهیم که بازسازی یک تابع از مجموعه ای از نمونه های آن در عمل به درون یابی بین  

آن توسط محیط نمایش  نمونه ها می انجامد. حتی عمل ساده نمایش تصویر مستلزم بازسازی تصویر از نمونه های  

است. بنابراین ، درک اصول بازسازی داده های نمونه مهم است. کانولوشن  در توسعه این درک مرکزی است و  

 اهمیت این مفهوم را بار دیگر نشان می دهد. 

ی  ( روش بازیابی کامل یک تابع محدود باند از نمونه های آن با استفاده از روشها34- 4و معادله. )  4.8بحث شکل  

 حوزه فرکانس را بیان می کند.

( معادله  از  آورد.  دست  به  فضایی  حوزه  در  معادل  نتیجه  توان  می   ، کانولوشن   قضیه  از  استفاده  ،  34-4با   )

 ، بنابراین نتیجه می شود  

 
- 4تابع نمونه برداری را نشان می دهد ، و آخرین مرحله از قضیه کانولوشن ، معادله )  f (t)جایی که ، مانند قبل ،  

محاسبه  (  24-4)معادله   مراجعه کنید( ، آن زیر  4.13(حاصل می شود.. می توان آن را نشان داد )به مسئله  25

بارت حوزه فضایی زیر برای  ع (  استفاده کنید، منجر به24- 4( ، و سپس از معادله. )37- 4به معادله )  f˜ (t)برای  

f (t): 
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تعریف شده است. این نتیجه غیر منتظره نیست زیرا تبدیل معکوس فوریه   (23-4در معادله )   sincجایی که تابع  

( نشان می دهد  38- 4مراجعه کنید(. معادله )  4.1است )به مثال    sinc، یک تابع    H (m)فیلتر ایده آل )جعبه( ،  

است که با مقادیر نمونه وزن می شوند.   sinc، مجموعه ای بی نهایت از توابع   f (t)شده ،  که تابع کاملاً بازسازی

 این ویژگی مهم را دارد که عملکرد بازسازی شده به طور یکسان برابر مقدار نمونه باشد 

ues    در افزایش های صحیح متعددΔT.   یعنی برای هرt = kΔT    جایی که ،k    ، یک عدد صحیح استf (t)  ابر  بر

برای    sinc (m) = 0و    sinc (0) = 1( زیر بر می آید. زیرا  38-4این از معادله)  .kth   ،f (k ΔT)است با نمونه  

، .mهر عدد صحیح دیگر از     sincدرون یابی هایی هستند که از مجموع توابع    f (t)مقادیر   بین نقاط نمونه 

 تشکیل شده است.

لاحات برای درون یابی بین نمونه ها نیاز دارد. در عمل ، این بدان  ( به تعداد نامحدودی از اصط 38-4معادله )

بحث    2.6معناست که ما باید به دنبال تقریبی باشیم که بین نمونه های نامحدود باشد. همانطور که در بخش  

ابی  کردیم ، رویکردهای درون یابی اصلی مورد استفاده در پردازش تصویر نزدیکترین همسایه ، دو خطی و درون ی

 بحث خواهیم کرد.  4.5دو طرفه است. ما در مورد اثرات درون یابی بر روی تصاویر در بخش  

 در مورد درون یابی مراجعه کنید.  2.4به بخش 

 چهارگانه یک متغیر  تبدیل 4.4

(است که از اصول اساسی شروع می  DFTیکی از اهداف اصلی این فصل مشتق شدن از تبدیل گسسته فوریه )

شود. مطالب تا این مرحله ممکن است به عنوان پایه و اساس آن اصول اساسی تلقی شوند ، بنابراین اکنون ما  

 در اختیار داریم.   DFTابزارهای لازم را برای استخراج 

تبدیل فوریه یک  بحث کردیم ،    4.3همانطور که در بخش   از تبدیل  مستمر یک عملکرد نمونه  DFTدریافت  

. در عمل ،  یک عملکرد پیوسته و متناوب  است که از   عملکرد نمونه برداری شده با محدوده  از 

مجموعه های نمونه محدود    DFTاین بخش به منظور استخراج   ما با تعداد محدودی نمونه کار می کنیم و هدف از

 است. 

را از نظر تبدیل تابع اصلی ارائه می دهد ، اما از نظر   F˜ (m)( تبدیل داده های نمونه برداری شده  31- 4معادله )

(می  19-4به ما نمی دهد. ما این عبارت را مستقیماً از تعریف تبدیل فوریه در معادله )   F˜ (m)نمونه عبارتی برای  

 یابیم.:

 
 ، بدست می آوریم f˜ (t)( برای 27-4با جایگزینی معادله )
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یک تابع مجزا است ، تبدیل    fn( و ویژگی غربالگری ضربه دنبال می شود.. اگرچه  28-4آخرین مرحله از معادله)

می دانیم.   (31- 4است ، همانطور که از معادله )  ΔT  1، پیوسته و بی وقفه متناوب  با دوره    F˜ (m)فوریه آن ،  

دوره است و نمونه برداری از یک دوره از این تابع    نیاز داریم یک   F˜ (m)بنابراین ، تنها چیزی که برای توصیف  

با فاصله مساوی گرفته شده را در اختیار    F˜ (m)نمونه هایی از    Mفرض کنید ما می خواهیم   DFTمبنای   .است

را ببینید(. این امر با گرفتن نمونه در فرکانس های    4.8شکل    یک فاصله زمانی از   .بگیریم

 زیر انجام می شود: 

 
 بازده نتیجه را نشان می دهد  Fm( و اجازه دادن به  40- 4به معادله. ) mینی این نتیجه برای  جایگز

 
{از مقادیر  Fm( مجموعه ای }4-42)  15این عبارت تبدیل گسسته فوریه ای است که ما به دنبال آن هستیم. 

{،  Fmس ، با توجه به }مربوط به تبدیل فوریه گسسته مجموعه نمونه ورودی را ارائه می دهد. برعک  Mپیچیده  

 بازیابی کنیم.  (IDFT{را با استفاده از تبدیل فوریه معکوس ) Fmمی توانیم مجموعه نمونه } 

 
(  42-4به معادله )   fn( را جایگزین می کند. برای  43- 4مراجعه کنید( که معادله)  4.15نشان دهید )به مسأله  

بازده    Fm( برای  43- 4( به معادله )42-4را می دهد. به طور مشابه ، جایگزینی معادله )  Fm = Fmالایزینگ  

fn = fn. ( یک جفت تب43-4( و )42-4این بدان معناست که معادلات )  .دیل گسسته فوریه را تشکیل می دهند

علاوه بر این ، این الایزینگ ها نشان می دهد که تبدیل فوریه جلو و معکوس برای هر مجموعه ای از نمونه ها که  

 .مقادیر آنها محدود است ، وجود دارد. توجه داشته باشید 

 
دو نیم دوره   .را نمونه برداری کردیم F˜ (m)که طی آن یک دوره از پوششهای [1T , Δ ,0])ب( ، توجه داشته باشید که فاصله   4.6با مراجعه به شکل  15

نیاز به سفارش مجدد دارد تا نمونه هایی   Fmداده های  این بدان معناست که  .مجاور تبدیل )اما با کمترین نیمه دوره در فرکانس های بالاتر ظاهر می شود(

را که از پایین ترین تا بالاترین فرکانس دوره مرتب شده اند ، بدست آورد. این مبلغی است که برای راحتی استفاده از نمونه ها در  

نماد منفی است. روش مورد    پرداخت می شود ، به جای استفاده از نمونه ها در هر دو طرف مبدا ، که مستلزم استفاده از

 .مورد بحث قرار می گیرد 4.6استفاده برای سفارش داده های تبدیل در بخش 
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بستگی دارد. بنابراین ،   (41- 4ادله )و نه به فواصل فرکانس مع  ΔTکه نه بیان به صراحت به فاصله نمونه گیری  

مجموعه ای از نمونه های مجزا که به طور یکنواخت گرفته شده   .برای هر محدودیت قابل اجرا است  DFTجفت  

در توسعه قبلی برای نشان دادن متغیرهای مجزا استفاده کردیم ، زیرا انجام این کار برای مشتقات    nو    mما از    اند.

برای متغیرهای    vو    uبرای متغیرهای مختصات تصویر و    yو    xحال ، استفاده از علامت  معمولی است. با این  

- 4( و )42-4سپس ، معادلات )  16† فرکانس ، جایی که اینها صحیح هستند ، بصری تر است ، به ویژه در دو بعد.  

 . ( می شوند 43

 
( ،  45-4( تا )42- 4جایی که برای سادگی از نماد کاربردی به جای زیرنویس استفاده کردیم. مقایسه معادلات )

( استفاده می  45- 4( و )44-4را مشاهده کنید. از این به بعد ، ما از معادله )  f (x) fnو    F (u) = Fmمی توانید 

sکنیم. برای نشان دادن جفت   (  اشاره  44-4همانطور که در مورد مداوم ، ما اغلب به معادله) .

 fمانند قبل ، از علامت  .F (u)معکوس  DFT( به عنوان 45-4و به معادله )  f (x)جلو  DFTمی کنیم. به عنوان  

(x) F (u)   1برای نشان دادن یک جفت تبدیل فوریه استفاده می کنیم. گاهی اوقات شما در ادبیات با عبارت  M  

یک جفت تبدیل  .  ( در عوض. این بر اثبات این دو معادله تأثیر نمی گذارد44-4در مقابل معادله روبرو می شوید. )

یک جفت تبدیل هستند در    F (u)و   f (x)آگاهی از این که   مراجعه کنید(. 4.15فوریه تشکیل دهید )به مسئله  

از شما خواسته می شود نشان    4.17مثال ، در مسئله    اثبات ارتباط بین توابع و تبدیل آنها مفید است. به عنوان

که   که    دهید  دهید  نشان  باید  یعنی  است.  فوریه  تبدیل  جفت   DFTیک 

است به زیرا این کار با   معکوس    DFTاست و برعکس ،    

جفت  ( ، انجام می شود. و قبلا ثابت کرده اید که این دو معادله یک  45-4( و )44-4جایگزینی مستقیم معادله )

از دیگر ، پس باید درست    DFT (IDFT)“  "( هستند ، اگر ثابت کنید که یک طرف  4.15تبدیل فوریه )مسئله  

(طرفی است که شما به تازگی ثابت کرده اید. معلوم می شود که داشتن گزینه  DFT) IDFTباشد که طرف دیگر 

ند. این امر در مورد جفت های تبدیل  برای اثبات یک طرف یا طرف دیگر اغلب به طور قابل توجهی اثبات می ک

را ببینید(    4.16می توان نشان داد )مسأله   بعدی پیوسته و گسسته فوریه نیز صادق است.  2بعدی و    1پیوسته  

 یعنی ،  .Mکه هر دو تبدیل گسسته رو به جلو و معکوس بی نهایت متناوب  هستند ، با دوره  

 
برای نشان   uو  xبرای متغیرهای فرکانس پیوسته متناظر دقت کرده ایم. از این نقطه به بعد ، از  mبرای متغیرهای فضایی پیوسته و   tما در استفاده از  16

برای نشان   (m ،n)و (t , z)بعدی به ترتیب استفاده خواهیم کرد. هنگام کار در حالت دو بعدی ، به ترتیب از  -1فرکانسی گسسته دادن متغیرهای فضایی و 

 .برای نشان دادن همتایان مجزا خود استفاده خواهیم کرد (u  ،v)و  (x , y) دادن متغیرهای فضایی و فرکانسی پیوسته استفاده می کنیم. به طور مشابه ، از  
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 ( است24- 4در معادله. ) D-1انولوشن معادل گسسته ک .یک عدد صحیح است kجایی که 

 
( یک دوره از  48- 4از آنجا که در فرمول های قبلی توابع متناوب  هستند ، ترکیب آنها نیز متناوب  است. معادله )

دوره تناوبی ادواری را نشان می دهد. به همین دلیل ، این معادله اغلب به عنوان چرخش دایره ای نامیده می شود.  

مطالعه   3.4این برخلاف کانولوشنی است که در بخش و عکس آن است.  DFTاین نتیجه مستقیم متناوب  بودن 

، با نیاز به لغزیدن یک تابع کاملاً از دیگری تعیین می شود و در محدوده    xکرده اید ، که در آن مقادیر جابجایی ،  

و در شکل    4.6[همانطور که در کانولوشن  دایره ای. ما این تفاوت و اهمیت آن را در بخش  M-1 , 0ثابت نیست ] 

 بحث خواهیم کرد.  4.27

(  ارائه شده است. 26-4( و )25- 4در نهایت ، ما به این نکته اشاره می کنیم که قضیه کانولوشن  در معادله)

ضرب    M  1( در  26- 4همچنین برای متغیرهای مجزا قابل استفاده است ، با این تفاوت که سمت راست معادله )

 (. 4.18می شود )مسئله  

 ونه و فرکانسرابطه بین نمونه های نم 

از هم جدا شده اند ، طول رکورد شامل    ΔTاست که واحدهای    f (t)نمونه های یک تابع    Mشامل    f (x)اگر  

 استمجموعه  

 
 ( زیر حاصل می شود.: 41-4، در حوزه فرکانس از معادله) Δuفاصله مربوطه ،  

 
 پوشانده می شود  M DFTسپس کل محدوده فرکانسی که توسط اجزای 

 
بطور معکوس به طول    DFT، از   Δu( می بینیم. که وضوح در فرکانس ،  51- 4( و )50- 4این ، ما از معادله )بنابر

، نمونه گیری می شود ؛ و محدوده    f (t )، که بیش از آن تابع پیوسته ،    Tزمان باشد( رکورد ،    t)مدت زمان ، اگر  

 .دارد. اینها را در نظر داشته باشید   ΔTی  بستگی به فاصله نمونه گیر   DFTفرکانس های گسترده شده توسط  

 .ΔTو   Δuروابط معکوس بین 
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 .DFT: مکانیک محاسبه  4.4مثال   

از هم جدا شده اند.    ΔTرا نشان می دهد که واحدهای    f (t))الف( چهار نمونه از یک تابع پیوسته ،    4.12شکل  

است که به تعداد نمونه ها به    3و    x 0   ،1    ،2نشان می دهد. مقادیر    x)ب( نمونه ها را در حوزه    4.12شکل  

- 4از معادله ) f (t)سومین نمونه  شمارش می شود. به عنوان مثال    0ترتیب اشاره می کند و از  

 است [F (0)یعنی  F (u)( ، اولین مقدار  44

 
 است  F (u)ی مقدار بعد 

 
در محاسبات    f (x)توجه داشته باشید که همه مقادیر    به طور مشابه  

به ما داده شود و از ما بخواهند معکوس آن را محاسبه    F (u)اگر به جای آن   F (u)هر مقدار   .استفاده می شود

 ای مثال، کنیم ، به همان شیوه پیش می رویم ، اما از تبدیل معکوس فوریه استفاده می کنیم. بر

 
 نیز به شیوه ای مشابه بدست می آید. f (x))ب( موافق است. مقادیر دیگر   4.12که با شکل 

 
پیوسته    tمتغیر    xدامنه   )ب( نمونه هایی در نمونه برداری کرد.  ΔT)الف( یک تابع پیوسته از واحدهای   4.12شکل  

 گسسته است. xاست ، در حالی که 

 

 

 عملکردهای دو متغیر گسترش  4.5

ضربه دو بعدی و   در بحث زیر مفاهیم معرفی شده در بخشهای قبلی این فصل را به دو متغیر بسط می دهیم.

 ، مانند قبل تعریف شده است: zو   t، دو متغیر پیوسته ، ضربه   ویژگی غربالگری آن
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 نشان می دهد ،  ویژگی غربالگری تحت یکپارچگی را   D-2، ضربه  D-1همانطور که در مورد 

 

 یا. به طور کلی برای یک ضربه واقع در 

 
  xبرای متغیرهای گسسته  مانند قبل ، می بینیم که ویژگی غربالگری مقدار تابع را در محل ضربه نشان می دهد.

 ، تکانه واحد گسسته دو بعدی به صورت تعریف شده است yو 

 
 و خاصیت غربالگری آن است

 
را    4.13شکل  است. برای یک ضربه در مختصات    yو    xتابعی از متغیرهای گسسته    f(x , y)جایی که  

 ببینید( ویژگی غربال  

 
 هنگام کار با تصویری با ابعاد محدود ، محدودیت های دو معادله قبلی با ابعاد تصویر جایگزین می شود. 

 
در همه جا صفر است مگر در    dگسسته هستند و    yو    xبعدی تکانه گسسته. متغیرهای    2واحد   4.13شکل  

 است. 1که مقدار آن مختصات 

 متغیره دو بعدی چهار  تبدیلجفت  

باشد. جفت تبدیل دو بعدی و پیوسته فوریه توسط    zو    tیک تابع پیوسته از دو متغیر پیوسته ،  بگذارید  

 عبارات آورده شده است
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به عنوان متغیرهای فضایی پیوسته   zو  tمتغیرهای فرکانس هستند. هنگام مراجعه به تصاویر ،   nو   mجایی که 

 ی کند.دامنه فرکانس پیوسته را مشخص م  nو    m، حوزه متغیرهای    D-1تفسیر می شوند. همانطور که در مورد  

 : بدست آوردن تبدیل فوریه یک تابع جعبه دو بعدی4.5مثال 

را نشان می دهد. پیروی از روشی مشابه آنچه    4.1در مثال    D- 1(معادل دو بعدی عملکرد جعبه  a)  4.14شکل  

 در آن مثال استفاده شده است نتیجه را می دهد 

 
، مکان صفرها در طیف    D- 1مانطور که در مورد  )ب( بخشی از طیف در مورد مبدا را نشان می دهد. ه  4.14شکل  

  "منقبض "بیشتر  -mاست ، بنابراین طیف در امتداد  Zبزرگتر از  Tاست. در این مثال ،   Zو  Tمتناسب با مقادیر 

 می شود.  

 نمونه برداری دو بعدی و نظریه نمونه گیری دو بعدی

ی توان با استفاده از یک تابع نمونه گیری )یعنی یک  ، نمونه برداری در دو بعد را م D-1به شیوه ای مشابه مورد  

 قطار ضربه ای دو بعدی( مدل سازی کرد: 

 
( مجموعه  61- 4هستند. معادله )  f (z, t)تابع پیوسته    zو   -tفاصله بین نمونه ها در طول محور    ΔZو    ΔTجایی که  

را    4.15ای از تکانه های متناوب  را که بی نهایت در امتداد دو محور گسترش یافته است توصیف می کند )شکل 

 نشان داده شده است  D-1ببینید(. همانطور که در مورد 

 عملکرد نمونه را به دست می آورد. ، ضرب    4.5در شکل  

sو خارج از مستطیلی باشد که در فواصل  0گفته می شود که اگر تبدیل فوریه آن  f (z, t)تابع 

 باند محدود است. به این معنا که، 
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می تواند بدون خطا از    قضیه نمونه گیری دو بعدی بیان می کند که یک تابع پیوسته و محدود با باند  

 برداری مجموعه ای از نمونه های آن بازیابی شود اگر فواصل نمونه 

 
 یا بر حسب میزان نمونه برداری ، اگر 

 
به بیان دیگر ، ما می گوییم که اگر یک عملکرد دو بعدی ، با محدوده باند و پیوسته با نمونه های بدست آمده با  

 نمایش داده شود ، هیچ اطلاعاتی از بین نمی رود. -nو   -mنرخهای بیش از دو برابر بیشترین فرکانس تابع در  

)ب( و )د( یک تابع تبدیل  ایده آل فیلتر دو بعدی    4.6معادل دو بعدی شکل ها را نشان می دهد.    4.16شکل  

(نشان داده شده است )اما در حوزه فرکانس(. قسمت خط کشی شده  a)  4.14دارای شکلی است که در شکل  

بدیل برای بازسازی یک  )الف( محل عملکرد فیلتر را برای دستیابی به جداسازی لازم در یک دوره ت  4.16شکل  

، ما می دانیم که اگر از    4.10. از شکل  4.8عملکرد محدود با نوار از نمونه های آن نشان می دهد ، مانند شکل  

  ، با هم همپوشانی دارند و جدا کردن یک دوره واحد غیرممکن است  ، دوره ها  باشد  برداری نشده  تابع نمونه 

 شده است. در چنین شرایطی ممکن است الایزینگ انجام شود.  )ب( نشان داده  4.16همانطور که در شکل  

 
  

بنابراین   طولانی تر است ،  t)الف( عملکرد دو بعدی و )ب( قسمتی از طیف آن. جعبه در امتداد محور   4.14شکل  

 منقبض می شود.  mطیف بیشتر در امتداد محور  
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 قطار ضربه ای دو بعدی  4.15شکل 

 
 )ب( زیر نمونه محدود ، تابع محدود  تبدیل )الف( نمونه برداری بیش از حد ، و بعدیفوریه دو  4.16شکل 

 الایزینگ در تصاویر 

در این بخش ، ما مفهوم الایزینگ به تصاویر را گسترش می دهیم و چندین جنبه الایزینگ مربوط به نمونه برداری  

 و نمونه برداری مجدد را با جزئیات مورد بحث قرار می دهیم.

 الایزینگ  D- 1نامه های افزودنی از بر

، می تواند به طور کلی فقط در    zو    tاز دو متغیر پیوسته ،  ، یک تابع پیوسته    D-1همانطور که در مورد  

صورتی محدود شود که در هر دو جهت مختصات بی نهایت گسترش یابد. همان عمل محدود کردن مدت زمان  

آن در یک تابع جعبه( ، اجزای فرکانسی مفسدی را که تا محدوده فرکانس  مکانی عملکرد )به عنوان مثال ، با ضرب  

توضیح داده شده است )همچنین به   4.3تا بی نهایت گسترش می یابد ، معرفی می کند ، همانطور که در بخش  

یشه در  مراجعه کنید(. از آنجا که ما نمی توانیم از یک تابع بی نهایت نمونه بگیریم ، الایزینگ هم  4.12مسئله  

نمونه وجود دارد. دو حالت اصلی الایزینگ در  -1تصاویر دیجیتال وجود دارد ، همانطور که در توابع نمونه برداری 

  ، است  گیری ضعیف  نمونه  از  ناشی  فضایی  الایزینگ  موقتی.  الایزینگ  و  فضایی  الایزینگ  دارد:  وجود  تصاویر 

در تصاویر با الگوهای تکراری بیشتر قابل مشاهده است    مورد بحث قرار گرفته است ، و 4.3همانطور که در بخش 

)و قابل اعتراض نیست(. الایزینگ زمانی به فواصل زمانی بین تصاویر یک دنباله از تصاویر پویا مربوط می شود.  

است ، که در آن چرخهایی با پره ها در دنباله ای    "چرخ واگن"یکی از رایج ترین مثالهای الایزینگ موقتی ، اثر  

از تصاویر )به عنوان مثال ، در فیلم( به نظر می رسد که به عقب می چرخند. این به دلیل پایین بودن نرخ فریم  
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توضیح داده شده است ،   4.11نسبت به سرعت چرخش چرخ در دنباله است و شبیه پدیده ای است که در شکل 

 کمتری نسبت به اصلی.که در آن با نمونه برداری سیگنالی تولید می شود که فرکانس بسیار 

معرفی    ، تصاویر  در  فضایی  نام  به  مربوط  اصلی  نگرانی های  است.  فضایی  الایزینگ  بر  فصل  این  در  ما  تمرکز 

مصنوعاتی مانند ناهمواری در ویژگی های خط ، برجسته سازی های شگفت انگیز و ظاهر الگوهای فرکانسی است  

استفاده کردیم ،    D-1برای توضیح الایزینگ در توابع    4.9کل  که در تصویر اصلی وجود ندارد. همانطور که از ش 

می توانیم با استفاده از گرافیک ساده درک ماهیتی از الایزینگ در تصاویر را درک کنیم. شبکه نمونه گیری در  

است. در شبکه ، مربع های سفید کوچک    4.15نمای دو بعدی قطار ضربه ای در شکل    4.17بخش مرکزی شکل  

ربه ها )جایی که تصویر نمونه برداری می شود( مطابقت دارد و سیاه نشان دهنده جدایی بین نمونه ها  با محل ض

است. قرار دادن شبکه نمونه بر روی یک تصویر مشابه ضرب تصویر در یک قطار ضربه ای است ، بنابراین همان 

دیم ، در اینجا قابل اجرا است. تمرکز  بحث کر  4.15مفاهیم نمونه برداری که در ارتباط با قطار ضربه ای در شکل 

در حال حاضر به تجزیه و تحلیل گرافیکی برهم کنش بین نرخ نمونه برداری )جداسازی نقاط نمونه برداری در  

 شبکه( و فرکانس سیگنال های دو بعدی نمونه برداری می شود. 

دو بعدی )مناطق تصویر( فرکانس  یک شبکه نمونه برداری را نشان می دهد که تا حدی با سه سیگنال    4.17شکل  

های فضایی کم ، میانی و زیاد )نسبت به جداسازی بین سلول های نمونه برداری در شبکه( همپوشانی دارد. توجه  

فضایی در مناطق متناسب با فرکانس است )یعنی سیگنالهای با فرکانس بالاتر    "جزئیات"داشته باشید که سطح  

 دارای میله های بیشتری هستند(.  

بخشهایی از نواحی داخل گیره نمونه برداری مظاهر خشن نحوه ظاهر شدن آنها پس از نمونه برداری است. همانطور  

که انتظار می رفت ، هر سه ناحیه دیجیتالی تا حدی الایزینگ را نشان می دهند ، اما اثرات آنها بسیار متفاوت  

نمونه برداری بدتر می شود. ناحیه با فرکانس پایین به  است و با افزایش اختلاف بین جزئیات )فراوانی( و میزان  

طرز معقولی خوب نمایش داده می شود ، با کمی ناهمواری خفیف در اطراف لبه ها. با افزایش فرکانس ناحیه تا  

برداری یکسان است. این اعوجاج لبه )که مناسب   نمونه   میزان   زیرا   یابد   می   افزایش  ها  ناهمواری  ،محدوده متوسط  

 در تصاویر با خط قوی و/یا محتوای لبه رایج است. شودنامیده می

رفتار کاملاً متفاوت و تا حدی شگفت انگیز را    4.17منطقه دیجیتالی با فرکانس بالا در سمت راست بالای شکل  

( در قسمت دیجیتالی ظاهر می شوند و این نوارها با  از خود نشان می دهد. نوارهای اضافی )با فرکانس پایین تر

توجه به جهت نوارها در ناحیه پیوسته به طور قابل توجهی می چرخند. این نوارها مستعار یک سیگنال کاملاً  

  "طبیعی"متفاوت هستند. همانطور که مثال زیر نشان می دهد ، این نوع رفتار می تواند منجر به تصاویری شود که  

 ی رسند و در عین حال هیچ ارتباطی با اصل ندارند.به نظر م 
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اثرات الایزینگ مختلف ناشی از تعامل بین فرکانس سیگنال های دو بعدی و میزان نمونه برداری مورد    4.17شکل  

 از شبکه نمونه برداری پیوسته و بدون الایزینگ هستند.استفاده برای دیجیتالی شدن آنها. مناطق خارج 

 : الایزینگ در تصاویر.4.6مثال 

یک سیستم تصویربرداری را در نظر بگیرید که کامل است ، به این معنا که بدون نویز است و تصویر دیجیتالی  

پیکسل ثابت شده   96   *96دقیقی از آنچه می بیند تولید می کند ، اما تعداد نمونه هایی که می تواند بگیرد  

است. برای سادگی ، فرض کنید پیکسل ها مربع کوچکی از عرض و طول واحد هستند. ما می خواهیم از این  

سیستم برای دیجیتالی کردن تصاویر صفحه شطرنج مربع های سیاه و سفید متناوب استفاده کنیم. تصاویر تخته  

که در هر دو بعد نامحدود گسترش می یابد ، جایی که یک    شطرنجی را می توان به صورت متناوب  تفسیر کرد ،

را به عنوان تصاویری که از یک    "معتبر"دوره برابر با جفت سیاه و سفید مجاور است. اگر ما تصاویر دیجیتالی  

دنباله نامحدود استخراج شده اند به گونه ای مشخص کنیم که تصویر شامل یک عدد صحیح از دوره ها باشد ، بر  

، بدون هیچ گونه    اساس  اند  ، می دانیم که تصاویر متناوب  که به درستی نمونه برداری شده  نظرات قبلی ما 

الایزینگ مستقل خواهند بود. به در مثال حاضر ، این بدان معناست که اندازه مربع ها باید به گونه ای باشد که  

از دوره ها )جفت مربع سیاه/سفید( را ارائه    بر اندازه ، یک عدد زوج به دست آورد. این یک عدد صحیح  96تقسیم  

 پیکسل است. 1می دهد. کوچکترین اندازه مربع ها در شرایط گفته شده  

هدف اصلی این مثال بررسی آنچه اتفاق می افتد هنگامی که تصاویر صفحه شطرنجی با مربع هایی با اندازه های  

این مورد مربوط به مورد زیر نمونه ای است که قبلاً    پیکسل در کنار سیستم به سیستم ارائه می شود.  1کمتر از  

مورد بحث قرار گرفت و منجر به الایزینگ می شود. یک خط اسکن افقی یا عمودی از تصاویر صفحه شطرنج منجر  

 فرکانس پایین
 فرکانس بالا 

 فرکانس میانی

 جدول نمونه 
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بعدی متمرکز    1بعدی می شود ، بنابراین ما می توانیم تجزیه و تحلیل را روی سیگنال های    1به یک موج مربعی  

 کنیم. 

یادآوری    D- 1ی درک قابلیت های سیستم تصویربرداری ما از نظر نمونه گیری ، از بحث قضیه نمونه گیری  برا

الایزینگ در سیگنال نمونه باید کمتر  کنید که با توجه به میزان نمونه برداری ، حداکثر فرکانس مجاز قبل از ایجاد  

است ، در یک نمونه در واحد متغیر مستقل )واحدها از یک نصف باشد. میزان نمونه گیری نرخ نمونه گیری ما ثابت  

  1/2پیکسل هستند(. بنابراین ، حداکثر فرکانسی که سیگنال ما می تواند برای جلوگیری از الایزینگ داشته باشد 

 چرخه/پیکسل است.

واحد )پیکسل( عرض    1ما می توانیم با توجه به این نکته که سیستم ما قادر به پردازش است ، زمانی که مربعها  

 دارند ، به این نتیجه برسیم ، در این صورت دوره )چرخه( دو پیکسل است. 

یجه نمونه  )الف( و )ب( نت  4.18شکل    چرخه/پیکسل است ، مانند پاراگراف قبلی.   2/ 1فرکانس متقابل دوره یا  

پیکسل    6    *6و    16    *16برداری از صفحات شطرنجی را نشان می دهند که مربع آنها به ترتیب دارای اندازه  

سیکل/پیکسل است. اینها بسیار کمتر از    1/6و   1/32است. فرکانس خطوط اسکن در هر دو جهت این دو تصویر  

همانطور که قبلاً ذکر شد ، تصاویر کاملاً در قسمت   چرخه/پیکسل مجاز برای سیستم ما هستند. از آنجا که ، 1/2

 دید سیستم ثبت شده اند ، همانطور که انتظار می رفت ، نتایج بدون الایزینگ است.

هنگامی که اندازه مربع ها به کمی کمتر از یک پیکسل کاهش می یابد ، تصویری با الایزینگ شدید به دست می  

 0.95   *0.95شان داده شده است )مربع های مورد استفاده تقریباً اندازه  (نc)   4.18آید ، همانطور که در شکل  

  4.18پیکسل در کناره ، تصویر را در شکل    0.5پیکسل داشتند(. در نهایت ، کاهش اندازه مربع ها به کمی کمتر از  

(dبه دست آورد. در این مورد ، نتیجه مستعار شبیه یک الگوی معمولی تخته شطرنجی است. در حق)  یقت ، این

پیکسل در کنار آن است ، حاصل می شود. این   12تصویر از نمونه برداری از تصویر صفحه شطرنجی که مربع آن 

تصویر آخر به خوبی یادآوری می کند که الایزینگ می تواند نتایجی را ایجاد کند که ممکن است از نظر بصری  

 گمراه کننده باشد.
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پیکسل در کناره هستند. در )ج( و )د(    6و    16( مربع ها دارای اندازه های  ب   الایزینگ در )الف( و  4.18شکل  

)ج( و )د(    (یک پیکسل است. هر دو cپیکسل. هر مربع کوچک در )   0.48و    0.95به ترتیب  .  مربع ها اندازه دارند 

 نقاب می زند  "معمولی")د( به عنوان یک تصویر  مستعار هستند. توجه کنید که چگونه 

می فوکوس کردن تصویر برای دیجیتالی کردن اثرات الایزینگ را کاهش داد تا فرکانس های بالا  می توان با ک

توضیح داده شد ، قبل از نمونه برداری از تصویر ، باید فیلتر آنتی الایزینگ    4.3تضعیف شود. همانطور که در بخش  

د تسریع نرم افزار وجود ندارد که  انجام شود. هیچ چیزی به عنوان فیلترهای نرم افزاری ض  "قسمت جلویی"در  

بتوان از آنها برای کاهش اثرات الایزینگ ناشی از نقض قضیه نمونه برداری استفاده کرد. اکثر بسته های تجاری  

 هستند.  "الایزینگ-آنتی  "دستکاری تصویر دیجیتال دارای ویژگی ای به نام 

، همانطور که در مثال   تار شدن تصویر  در زیر نشان داده    4.8با این حال  به  ، این اصطلاح مربوط  شده است 

مورد کاهش   در  عبارت  این  است.  نمونه گیری مجدد  از  ناشی  اضافی  اضافی  کاهش مصنوعات  برای  دیجیتالی 

دارای   تجاری  دیجیتالی  های  دوربین  از  توجهی  قابل  تعداد  شود.  نمی  اعمال  اصلی  نمونه  تصویر  در  الایزینگ 

هستند ، چه در لنز و چه در سطح خود سنسور. حتی طبیعت از این رویکرد برای    فیلترهای ضد آلزایمر واقعی 

 کاهش آثار الایزینگ در چشم انسان استفاده می کند ، همانطور که مثال زیر نشان می دهد. 

 : طبیعت از محدوده قضیه نمونه گیری پیروی می کند. 4.7مثال 

یم که مخروط ها سنسورهایی هستند که مسئول دید تیز  ، ما اشاره کرد  2.2و    2.1هنگام بحث در مورد شکل.  

هستند. مخروط ها در حفره ، مطابق با محور بصری عدسی ، متمرکز شده و غلظت آنها بر حسب درجه از آن  

محور اندازه گیری می شود. یک آزمایش استاندارد بینایی )توانایی حل جزئیات( در انسان ، قرار دادن الگویی از  

فراتر رود )به عنوان    120و سفید متناوب در یک درجه از میدان دید است. اگر تعداد کل نوارها از    نوارهای سیاه

چرخه/درجه( ، شواهد تجربی نشان می دهد که ناظر تصویر را به عنوان یک توده خاکستری    60مثال ، فرکانس  

چرخه/درجه    60فضایی بالاتر از  واحد درک می کند. به این معنا که عدسی در چشم به طور خودکار فرکانس های  

 را فیلتر می کند.  

نمونه برداری در چشم توسط مخروط ها انجام می شود ، بنابراین ، بر اساس قضیه نمونه گیری ، ما انتظار داریم  

مخروط/درجه داشته باشد تا از اثرات الایزینگ جلوگیری شود. همانطور که معلوم شد ،    120که چشم در حدود  

 همان چیزی است که ما داریم!  این دقیقاً

 نمونه گیری مجدد تصویر و درون یابی 

، بازسازی کامل یک تابع تصویر محدود با باند از مجموعه ای از نمونه های آن نیاز به    D- 1همانطور که در مورد  

توضیح داده شد ، این بازسازی    4.3دارد. همانطور که در بخش    sincانقباض دو بعدی در حوزه فضایی با عملکرد  

ما را مجبور می کند تا به    کاملاً نظری مستلزم درون یابی با استفاده از جمع های بی نهایت است که در عمل ، 
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دنبال روشهای درون یابی تقریبی باشیم. یکی از رایج ترین کاربردهای درون یابی دو بعدی در پردازش تصویر ،  

تغییر اندازه تصویر )بزرگنمایی و کوچک شدن( است. بزرگنمایی ممکن است به عنوان نمونه گیری بیش از حد  

شدن ممکن است به عنوان نمونه گیری نادرست تلقی شود. تفاوت اصلی    در نظر گرفته شود ، در حالی که کوچک 

بین این دو عملیات و مفاهیم نمونه گیری مورد بحث در بخشهای قبلی این است که ما از بزرگنمایی و کوچک  

دادن  معرفی کردیم. علاقه ما در آنجا نشان    2.4شدن تصاویر دیجیتال استفاده می کنیم. ما درون یابی را در بخش  

عملکرد نزدیکترین همسایه ، دو خطی و درون یابی دو طرفه بود. در این بخش ، تمرکز بر نمونه گیری و موضوعات  

ضد الایزینگ است. عموماً هنگامی که یک تصویر مقیاس بندی می شود ، چه با بزرگنمایی و چه با کوچک شدن  

ز درون یابی نزدیکترین همسایه در حال بزرگنمایی  ، الایزینگ ایجاد می شود. به عنوان مثال ، یک مورد خاص ا

با تکرار پیکسل است ، که ما از آن برای افزایش اندازه تصویر چند برابر عدد صحیح استفاده می کنیم. برای دو  

برابر شدن اندازه تصویر ، هر ستون را کپی می کنیم. این اندازه تصویر را در جهت افقی دو برابر می کند. سپس ،  

دیف تصویر بزرگ شده را کپی می کنیم تا اندازه آن در جهت عمودی دو برابر شود. از همین روش برای  هر ر 

بزرگنمایی تصویر به تعداد دفعات صحیح استفاده می شود. تعیین سطح شدت هر پیکسل با این واقعیت از پیش  

روش خام بزرگنمایی ، یکی از   تعیین شده است که مکانهای جدید تکراری دقیق مکانهای قدیمی هستند. در این 

اصلی ترین تأثیرات افزایش دهنده ، معرفی ژگی ها در خطوط مستقیم است که افقی یا عمودی نیستند. همانطور  

مورد بحث قرار گرفتیم ، اثرات الایزینگ در بزرگنمایی تصویر به طور قابل توجهی با استفاده از   2.4که در بخش  

همچنین می تواند یک مشکل    یابد. در مثال زیر نشان می دهیم که الایزینگ  درون یابی پیچیده تر کاهش می

 جدی در کوچک شدن تصویر باشد.

 . : نشان دادن الایزینگ در تصاویر طبیعی دوباره نمونه4.8مثال 

  4.19به طور کلی هنگامی که اندازه یک تصویر دیجیتالی کاهش می یابد ، آثار الایزینگ بدتر می شود. شکل  

)به  )الف انتخاب شده است  الایزینگ  اثرات  نشان دادن  برای  مناطقی است که عمداً  تصویری است که شامل   )

)الف( هیچ گونه منویزق    4.19خطوط موازی باریک در همه لباسهایی که سوژه پوشیده است توجه کنید(. در شکل  

ورد استفاده در ابتدا برای کاهش  الایزینگ غیرقابل اعتراض وجود ندارد ، که نشان می دهد نرخ نمونه گیری م 

 الایزینگ کافی بود.

به    4.19در شکل   از حذف سطر/ستون  استفاده  با  تصویر   ،   تأثیرات .  یافت  کاهش  خود  اصلی  اندازه  ٪33)ب( 

الایزینگ در این تصویر کاملاً قابل مشاهده است )برای مثال ، مناطق اطراف روسری و زانوهای سوژه را ببینید(.  

ف( و )ب( در یک اندازه نشان داده می شوند زیرا تصویر کاهش یافته با تکرار پیکسل به اندازه اولیه خود  تصاویر )ال

 بازگردانده می شود. 

دیجیتال تمرکز زدایی از تصاویر پیوسته که قبلاً برای کاهش الایزینگ ذکر شده است ، این است که    "معادل"

موار کردن آن با یک فیلتر پایین گذر قبل از نمونه گیری مجدد  فرکانس های بالای یک تصویر دیجیتالی را با ه
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)ب( پردازش شد ، اما تصویر اصلی قبل از کاهش اندازه با استفاده    4.19)ج( همانند شکل    4.19تضعیف کند. شکل  

. )ب( مشهود است  4.19را ببینید( هموار شد. بهبود نسبت به شکل    3.5بخش  5    *5از یک فیلتر میانگین فضایی  

 (است ، اما الایزینگ دیگر قابل اعتراض نیست. b(و ) aتصویر کمی تیره تر از )

 
تصویری از الایزینگ بر روی تصاویر طبیعی نمونه برداری شده. )الف( یک تصویر دیجیتالی با اندازه    4.19شکل  

  حذف   با   آن  اصلی   اندازه  ٪ 33پیکسل با الایزینگ ناچیز قابل مشاهده. )ب( تغییر اندازه تصویر به    548   *772

  نتیجه (  ج. )است مشاهده  قابل  وضوح به  الایزینگ. پیکسل تکرار  با  اصلی اندازه  به  آن بازگرداندن  سپس و پیکسل

(است ، اما الایزینگ دیگر  bصویر کمی تیره تر از ) ت.  اندازه  تغییر  از  قبل  میانگین  فیلتر  با(  الف)  در  تصویر  شدن  تار

قابل اعتراض نیست. )تصویر اصلی از آزمایشگاه فشرده سازی سیگنال ، دانشگاه کالیفرنیا ، سانتا باربارا گرفته شده  

 است.(

 الگوهای الایزینگ و مویر 

قرار دادن دو توری با فاصله تقریبا  در اپتیک ، یک الگوی مویر یک پدیده ثانویه و بصری است که به عنوان مثال با  

مساوی تولید می شود. این الگوها معمولی و روزمره هستند. به عنوان مثال ، ما آنها را در روی هم پوشانیدن  

صفحه نمایش حشرات و تداخل بین خطوط رستر تلویزیون و مواد راه راه یا بافت بلند در پس زمینه ، یا توسط  

ر پردازش تصویر دیجیتال ، الگوهای شبیه مویر معمولاً هنگام نمونه برداری از رسانه  افراد استفاده می کنیم. د

های چاپی ، مانند روزنامه ها و مجلات ، یا در تصاویری با اجزای متناوب  که فاصله آنها با فاصله بین نمونه ها  

عمومیت بیشتری نسبت    مویرقابل مقایسه است ، پدیدار می شوند. توجه به این نکته ضروری است که الگوهای  

با استفاده از نقاشی های برداری که دیجیتالی نشده    4.20به نمونه برداری از مصنوعات دارند. برای مثال ، شکل  

 را نشان می دهد. به طور جداگانه ، الگوها تمیز و عاری از تداخل هستند.  مویر اند ، اثر 

الگو   اقدامات ساده اضافه کردن یک   ، از  با این حال  با فرکانس هایی که در هیچ یک  الگویی   ، الگوی دیگر  بر 

الگوهای اصلی وجود ندارد ، ایجاد می کند. به طور خاص به اثر مویر تولید شده توسط دو الگوی نقطه توجه کنید  

 ، زیرا این مورد مورد علاقه در بحث زیر است. 
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می رسد از بافندگان شروع شده است ، آنها    یک کلمه فرانسوی است )نه نام یک فرد( که به نظر اصطلاح مویر  

ابتدا متوجه الگوهای تداخلی می شوند که بر روی برخی پارچه ها قابل مشاهده است. ریشه این کلمه از کلمه  

 موهیر ، پارچه ای ساخته شده از موهای بز آنگورا است.

 : نمونه برداری از رسانه های چاپی. 4.9مثال 

مواد چاپی از نقاط به اصطلاح نیم تن استفاده می کنند ، که نقاط سیاه یا بیضی هستند که  روزنامه ها و سایر  

اندازه ها و طرح های گروه بندی مختلف برای شبیه سازی تن خاکستری استفاده می شود. به عنوان یک قاعده ،  

  133چاپ می شوند ، مجلات از  (dpiنقطه نیم تن در اینچ )  75اعداد زیر معمولی است: روزنامه ها با استفاده از 

dpi    175و بروشورهای با کیفیت بالا از  dpi    نشان می دهد که چه اتفاقی می افتد    4.21استفاده می کنند. شکل

نمونه برداری می شود. شبکه نمونه برداری )که جهت عمودی و افقی دارد(   dpi 75وقتی که از یک تصویر )زیر(  

درجه سانتیگراد( با یکدیگر در ارتباط هستند و یک    45-وزنامه )جهت گیری  و الگوهای نقطه ای روی تصویر ر

  4.10الگوی یکنواخت شبیه مویر ایجاد می کنند که باعث می شود تصویر لکه دار به نظر برسد. )ما در بخش  

خواهیم  تکنیکی را برای کاهش اثرات الگوهای مویرایی در رسانه های چاپی نمونه برداری نشده مورد بحث قرار  

 داد.( 

 
اینها نقشه های بردار هستند ، نه الگوهای دیجیتالی شده. قرار دادن یک الگو    نمونه هایی از اثر مویر   4.20شکل  

 بر الگوی دیگر شبیه به ضرب الگوها است.
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تعامل بین    دیجیتالی شد. به الگوی شبیه مویر حاصل از آن توجه کنید   dpi  75تصویر روزنامه با    4.21شکل  

جنوبی عناصر نمونه برداری که برای دیجیتالی شدن تصویر  -جهت شمالی  درجه از نقاط نیمه تن و   45جهت  

 استفاده می شود. 

 

 تبدیل دو بعدی چهارگانه و معکوس آن 

 (را به دنبال خواهد داشت: DFT، تبدیل دو بعدی فوریه مجزا ) 4.4و   4.3توسعه مشابه ماده در بخشهای 

 
( باید  67-4، معادله. )  D-1است همانطور که در مورد   .M  Nیک تصویر دیجیتالی با اندازه    f (x , y)جایی که  

  17ارزیابی شود.و  در محدوده    vو    uبرای مقادیر متغیرهای گسسته  

 بدست آوریم:  IDFTرا با استفاده از تبدیل فوریه معکوس   f(x , y)، می توانیم  F (u , v)با توجه به تبدیل 

 
- 4( و )44-4، ]معادلات. )  D-1همانطور که در مورد   برای  

را تشکیل می  f(x , y) ↔ F (u , v)( یک جفت تبدیل فوریه دو بعدی گسسته ، 68-4( و )67-4([ ، معادله)45

است.( بقیه این فصل بر اساس ویژگیهای این دو    4.15در مسئله    D-1دهند. )اثبات یک بسط مستقیم پرونده  

(  44-4معادله و استفاده از آنها برای فیلتر کردن تصویر در حوزه فرکانس است. نظراتی که در ارتباط با معادلات)

و    f(x , y)( قابل استفاده است. ؛ یعنی دانستن اینکه  68- 4( و )67-4(  ارائه شده است. برای معادلات) 45-4و ) 

F (u , v).یک جفت تبدیل فوریه هستند می تواند در اثبات روابط بین توابع و تبدیل آنها بسیار مفید باشد 

 
برای نشان دادن متغیرهای دو بعدی فضایی و حوزه   (m ،n)و (t , z)ذکر شد ، به خاطر داشته باشید که در این فصل از  4.4همانطور که در بخش  17

همه آنها گسسته  برای متغیرهای حوزه فرکانس ، که  (u  ،v)برای متغیرهای فضایی و  (x , y)فرکانس استفاده می کنیم. در حالت گسسته دو بعدی ، از  

 .هستند ، استفاده می کنیم
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 دو بعدی  IDFTو   DFTبرخی از ویژگی های   4.6

 در این بخش ، چندین ویژگی تبدیل فوریه دوبعدی و معکوس آن را معرفی می کنیم. 

 روابط بین مداخلات فضایی و فرکانسی 

توضیح داده شده است. فرض کنید   4.4روابط بین نمونه برداری فضایی و فواصل حوزه فرکانس مربوطه در بخش  

تشکیل شود که به ترتیب از   f (x , y)نمونه برداری شود تا یک تصویر دیجیتالی   f (z, t)از یک عملکرد پیوسته  

نشان دهنده جدایی    ΔZو    ΔTزه دهید  تشکیل شده است. اجا  zو   -tگرفته شده در جهت    M * Nنمونه های  

 گسسته ، متغیرهای حوزه فرکانس توسط  را ببینید(. سپس ، فاصله بین متناظر 4.15بین نمونه ها باشند )شکل 

 
 و

 
دامنه فرکانس هم با فاصله بین نمونه های   به ترتیب. به ویژگی مهمی که بین نمونه ها وجود دارد توجه کنید 

 نمونه ها نسبت عکس دارد. فضایی و هم با تعداد 

 تبدیل   و چرخش 

( نشان داد. )به  68-4( و ) 67- 4اعتبار جفت های تبدیل فوریه زیر را می توان با جایگزینی مستقیم به معادله )

 مراجعه کنید(: 4.27مسئله  

 
یعنی عبارت سمت  برای نشان دادن جفت های تبدیل فوریه استفاده می کنیم.  ""به یاد بیاورید که ما از علامت 

از عبارت در سمت چپ ، و اصطلاح در سمت چپ تبدیل فوریه معکوس از عبارت در سمت  .  راست تبدیل است

 راست است.

در  F (u , v)و برعکس ، ضرب    را به  DFTدر نمایی که نشان داده شده است مبدا    f(x , y)یعنی ضرب  

نشان می دهیم ،    4.13می دهد. همانطور که در مثال  تغییر   (x0   ،y0را به )  f(x , y)منفی آن نمایی منشاء  

 ندارد. F (u , v)تبدیل   هیچ تاثیری بر میزان )طیف( 

 

 استفاده از مختصات قطبی 

 
 در زوج تبدیل زیر نتیجه می شود:
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 F (uرا با همان زاویه می چرخاند. برعکس ، چرخش u0 F (u , v)با زاویه  f(x , y)که نشان می دهد چرخش 

, v)  با زاویه یکسانf(x , y)  .را می چرخاند 

 دوره تناوبی 

است. به این معنا    vو    u، تبدیل دو بعدی فوریه و عکس آن بی نهایت تناوبی در جهت    D-1همانطور که در مورد  

 که، 

 
پیاده سازی الگوریتم    و معکوس آن مسائل مهمی در   دوره های دگرگونی اعداد صحیح هستند.  k2و    k1جایی که  

توضیح داده شد    4.4(در نظر بگیرید. همانطور که در بخش  a) 4.22را در شکل    D-1طیف    DFTهای مبتنی بر  

شامل دو نیم دوره است که در    M - 1تا    0( مراجعه کنید.[ ، داده های تبدیل در بازه  42-4]به پاورقی به معادله)

قات می کنند ، اما قسمت پایینی دوره در فرکانس های بالاتر ظاهر می شود. برای اهداف نمایش  ملا  M 2نقطه  

و فیلتر ، راحت تر است که در این فاصله یک دوره کامل از تبدیل که در آن داده ها به هم پیوسته و به ترتیب  

 ( که 71- 4)ب(.تقریب  می شود از معادله ) 4.22مرتب شده اند ، مطابق شکل 

 
 Fدر عبارت نمایی نشان داده شده ، داده های تبدیل را جابجا می کند تا مبدأ ،    f (x)به عبارت دیگر ، ضرب  

  xاست زیرا    )-1 (xمی شود که برابر    اجازه دهیم ، عبارت نمایی    منتقل شود. اگر به    0u، به  )0 (

 یک عدد صحیح است. در این مورد، 

 
که  بر روی بین    F (u)داده ها را جابجا می کند به طوری که    )-x) 1در    f (x)به این معنا که ضرب  

در نمودار دو بعدی وضعیت به سختی ترسیم می    (است ، در صورت تمایل متمرکز است. بهb)   4.22مطابق شکل  

نیم دوره ، اکنون چهار دوره  (نشان می دهد. به جای دو  c)  4.22شود ، اما اصل همان است ، همانطور که شکل  

، ما می خواهیم داده ها را طوری جابجا    D-1(تشکیل می شود. همانطور که در مورد  M2,N2چهارم در آن نقطه )

 ( در نتیجه بیان می شود 71-4در معادله ) باشد. اجازه دادن  (M2,N2در )F (0,0 )کنیم که 

 
(به مرکز مستطیل فرکانس )یعنی مستطیلی که با فاصله  F(0,0  با استفاده از این معادله داده ها جابجا می شوند تا

 در فرکانس تعریف شده است ، منتقل شود. دامنه(. و ] های  
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به خاطر داشته باشید که در همه بحث های ما ، مقادیر مختصات در دو   )د( نتیجه را نشان می دهد.  4.22شکل  

را ببینید( اگر ،    2.19توضیح دادیم )شکل    2.4حوزه فضایی و فرکانسی صحیح هستند. همانطور که در بخش  

،   (M2آن تصویر یا تبدیل در کف )   ( ، سپس مرکز 0،    0در )   M * Nمانند مورد ما( ، منشاء تصویر یا تبدیل  

به عنوان مثال ، مرکز آرایه ای   .Nو    Mبرای مقادیر زوج و فرد   .است. این عبارت کاربردی است  is (N2)قه  طب

می کنیم ، اینها به ترتیب یازدهم    0( قرار دارد. از آنجا که شروع به شمارش از  7،    10در نقطه )   15   *20با اندازه  

 تند.و هشتمین نقطه در محورهای مختصات اول و دوم آرایه هس

 
(تغییر  bتعداد نامحدودی از دوره ها را نشان می دهد. )   Dیک بعدی    DFTدر مرکز تبدیل فوریه. )الف(   4.22شکل  

DFT    حاصل از ضربf (x)    (1-)در x    قبل از محاسبهF (u). ج( دو بعدی DFT    تعداد نامحدود دوره را نشان می

( با یک  67- 4معادل ) .است که با آن به دست آمده استF (u , v)دهد. مساحت داخل مستطیل خطی آرایه داده  

بدست می    به عنوان ورودی. این آرایه شامل چهار دوره چهارم است. )د( آرایه جابجا شده با ضرب   f(x , y)تصویر  

در حال حاضر داده ها شامل یک دوره کامل ، با محوریت  F(u,v)قبل از محاسبه   x,y (1-)توسط    f(x , y) .آید 

 (هستند.b)مانند( در ) 

 ویژگی های اندازه گیری 

، می تواند به  W (x , y)یک نتیجه مهم از تجزیه و تحلیل عملکردی این است که هر تابع واقعی یا پیچیده ،  

 عنوان مجموع یک قسمت زوج و فرد بیان شود ، که هر یک می تواند واقعی یا پیچیده باشد:

 

دوره مجاور در   میدو ن

 .کنند یملاقات م نجایا

دوره مجاور در   میدو ن

 کنند.  یملاقات م نجایا



یر دیجیتالصوپردازش ت      | 267  
 

 که در آن قسمتهای زوج و فرد به صورت تعریف شده است 

 
 W (x , y)= W( الایزینگ  77-4( به معادله ) 79- 4( و )78-4جایگزینی معادله ) .yو    xبرای همه مقادیر معتبر  

(x , y) را ارائه می دهد ، بنابراین اعتبار معادله اخیر را اثبات می کند. از تعاریف قبلی پیروی می کند که 

 
 و

 
اعداد    IDFTو   DFTاخص ها در گفته می شود توابع زوج متقارن و توابع فرد نامتقارن هستند. از آنجا که همه ش 

صحیح غیر منفی هستند ، هنگامی که از تقارن )ضد تقارن( صحبت می کنیم ، به تقارن )ضد تقارن( در مورد  

 نقطه مرکزی یک دنباله اشاره می کنیم ، در این صورت تعاریف زوج و فرد تبدیل می شوند. :

 
داد صحیح مشخص می شود. بنابراین ، همان مشاهدات در چارچوب این بحث ، مکان عناصر در یک دنباله با اع 

چند پاراگراف در مورد مراکز آرایه هایی با اندازه های زوج و فرد برای توالی ها قابل اجرا است. اما ، مفاهیم اعداد  

 زوج/فرد و توابع زوج/فرد را اشتباه نگیرید.

تعداد سطرها و ستون های    Nو    Mطبق معمول ،  برای  

 یک آرایه دو بعدی هستند. 

ما از تجزیه و تحلیل ریاضی ابتدایی می دانیم که حاصلضرب دو تابع زوج یا دو زوج است و حاصلضرب یک تابع  

زوج و فرداست. علاوه بر این ، تنها راهی که یک تابع گسسته می تواند فرد باشد این است که همه نمونه های آن  

 رسند. این خواص منجر به نتیجه مهمی می شود که به صفر ب

 
( فرد است ،  84-4به عبارت دیگر ، چون استدلال معادله ) .woو    weبرای هر دو عملکرد مجرد زوج و فرد  

 است. توابع می توانند واقعی یا پیچیده باشند.  0حاصل جمع ها 

  1بر صفر است ، یک دوره از یک موج سینوسی  برای اینکه خود را متقاعد کنید که نمونه های یک تابع فرد برا

 منشاء یا هر دوره زمانی دیگر شامل یک دوره. بعدی را در مورد 
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 : توابع زوج و فرد. 4.10مثال 

با   اگرچه یکنواختی و غرابت به راحتی برای عملکردهای پیوسته تجسم می شوند ، این مفاهیم هنگام برخورد 

بعدی    1نیستند. تصاویر زیر به روشن شدن ایده های قبلی کمک می کند. دنباله  توالی های مجزا چندان شهودی  

 را در نظر بگیرید 

 
، برآورده شود. یعنی   x = 0،1,2,3باید برای    f (x) f (4 - x)برای آزمایش یکنواختی ، شرایط   .M = 4که در آن  

 ، ما نیاز داریم که 

 
در تست یکنواختی   f (0)خارج از محدوده مورد بررسی است و می تواند هر مقداری باشد ، مقدار   f (4)از آنجا که  

در آزمون اهمیتی ندارد. ما می بینیم که سه شرط بعدی با مقادیر موجود در آرایه برآورده می شوند ، بنابراین  

 ید فرم داشته باشدنقطه ای با 4ترتیب زوج است. در واقع ، ما نتیجه می گیریم که هر دنباله 

 
یک عدد زوج    Mنقطه ای برابر باشند. به طور کلی ، وقتی    4یعنی فقط دومین و آخرین نقاط باید در یک دنباله 

دارای مقادیر دلخواه هستند.    M2و    0دارای این ویژگی است که نقاط مکان های    D-1است ، یک توالی زوج  

وز دلخواه است ، اما بقیه جفت هایی با مقادیر مساوی تشکیل  فرد است ، نقطه اول یک دنباله زوج هن  Mوقتی  

 می دهند.

است ، حقیقتی که مستقیماً از    0، همیشه  دنباله های فرد دارای ویژگی جالبی هستند که عبارت اول آنها ،  

 بعدی را در نظر بگیرید  1(زیر دنبال می شود.دنباله 79-4معادله )

 
این  که  کنیم  تأیید  توانیم  می  شرایط    ما  دنباله  در  موجود  شرایط  اینکه  به  توجه  با  است  غرابت  دنباله  یک 

برای بررسی    x=0برآورده می کند. همه کاری که باید برای انجام دهیم    

 .g (1) = -g (3)ما سایر اصطلاحات را با استفاده از تعریف بررسی می کنیم. به عنوان مثال ،   .وجود  

 فرم است  نقطه ای دارای  4هر دنباله فرد 

 
  0بعدی دارای این ویژگی است که نقاط مکان های    1یک عدد زوج است ، یک دنباله فرد    Mبه طور کلی ، وقتی  

باشد ، اما اصطلاحات باقی مانده جفت    0فرد است ، عبارت اول هنوز باید    Mهمیشه صفر هستند. وقتی    M /2و  

 د.هایی با ارزش مساوی اما علائم مخالف را تشکیل می دهن 
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بحث قبلی نشان می دهد که زوج و فرد بودن توالی ها به طول دنباله ها نیز بستگی دارد. به عنوان مثال ، ما قبلاً  

نه فرد و نه زوج است ، اگرچه  فرد است. با این حال ، دنباله  نشان دادیم که دنباله  

است. بعداً در این بخش نشان    DFTیک مسئله مهم در تفسیر نتایج   فرد به نظر می رسد. این  "اساسی"ساختار  

های توابع زوج و فرد دارای ویژگی های بسیار مهمی هستند. بنابراین ، اغلب اینطور است    DFTخواهیم داد که  

ها    DFTکه درک اینکه یک تابع فرد است یا حتی نقش کلیدی در توانایی ما در تفسیر نتایج تصویر بر اساس  

 رد. دا

( ، که در  3،   3با مرکز در محل )  وجود دارد. به عنوان مثال ، آرایه    D-2همان ملاحظات اساسی در 

 ( شروع می کنیم[ ، 0،   0شکل ضخیم نشان داده شده است ]به یاد داشته باشید ، شمارش را در )

 
این حال ، اضافه کردن یک سطر  ( ثابت کنید. با  83-4عجیب است ، همانطور که می توانید با استفاده از معادله)

نتیجه ای خواهد داشت که نه فرد و نه زوج است. به طور کلی ، قرار دادن یک آرایه دو بعدی   0یا ستون دیگر از 

از ابعاد زوج در یک آرایه بزرگتر از صفرها ، همچنین دارای ابعاد مساوی ، تقارن آرایه کوچکتر را حفظ می کند ،  

همخوانی داشته باشند. به طور مشابه ، یک آرایه دو بعدی از ابعاد فرد را می توان بدون  مشروط بر اینکه مراکز  

تأثیر بر تقارن در آرایه بزرگتری از صفرهای ابعاد فرد وارد کرد. توجه داشته باشید که ساختار داخلی آرایه قبلی  

باز می گردیم ، جایی که آن را در  به این هسته    4.15را ببینید(. ما در مثال    3.50است )شکل    Sobelیک هسته  

 یک آرایه بزرگتر از صفرها برای اهداف فیلتر جاسازی می کنیم. 

و عکس آن را مشخص کنیم. خاصیتی    DMTمسلح به مفاهیم قبلی ، می توانیم تعدادی از ویژگیهای مهم متری  

 متقارن مزدوج است: تبدیل فوریه یک تابع واقعی   که اغلب مورد استفاده قرار می گیرد این است که

 
 ما اعتبار این معادله را به صورت زیر نشان می دهیم: 
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واقعی است. از رویکردی مشابه می توان برای    f(x , y)جایی که مرحله سوم از این واقعیت ناشی می شود که  

اگر ، تبدیل فوریه آن متقارن متقا  f(x , y)       اثبات این نکته استفاده کرد که  باشد  رن است. یعنی  تخیلی 

را که در پردازش تصویر دیجیتال مفید   DFTتقارن ها و خواص مربوط به    4.1جدول   

هستند فهرست می کند. به یاد بیاورید که پیکانهای دوگانه جفت تبدیل فوریه را نشان می دهد. یعنی برای هر  

ده در سمت چپ ، و برعکس  سطر در جدول ، خواص سمت راست با تبدیل فوریه تابع دارای ویژگی های ذکر ش 

با  ، که در آن    f(x , y)یک تابع واقعی    DFTمی گوید:    5، راضی می شوند. به عنوان مثال ، ورودی  

 برعکس   .DFT f(x , y)، مزدوج پیچیده است از  ،    جایگزین می شود  

 است. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

قسمت   .(واقعی و هستند u , v)   iو  R(u,v)دو بعدی و عکس آن.    DFTبرخی از ویژگی های تقارن   4.1جدول  

استفاده از کلمه پیچیده نشان می دهد که یک تابع دارای قسمتهای واقعی   به ترتیب. ،F (u , v) های موهومی  از

 و موهومی غیر صفر است. 
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18 

 
گفتن    N- 1 0در محدوده ]،[ هستند.   vو  yو  M- 1 0در محدوده ]،[ ،   uو  x( هستند کهحیگسسته )صح یرهایمتغ  vو x   ،y  ،uکه د یاور یب  اد یبه   18

  "⇔"،  قبل. مانند بیو غر  بی عج دهیچیتابع پ ک ی  یآن زوج هستند و به طور مشابه برا یالیو خ ی واقع یمعناست که قسمتها نی به ا  دهیچیتابع پ کی

 .است ه یفور  ل یجفت تبد ک ی  دهنده نشان

ییحوزه فضا  دامنه فرکانس  

ی واقع  

ی واقع  

ی واقع  

 موهومی

 

 موهومی

ده ی چی پ   

ده ی چی پ   

 حقیقی و زوج 

 حقیقی و فرد 

 

 موهومی و زوج 

 موهومی و فرد 

 پیچیده و زوج 

 پیچیده و فرد  پیچیده و فرد 

 

 پیچیده و زوج 

 

 حقیقی و فرد 

 موهومی و زوج 

 موهومی و فرد 

 

 حقیقی و زوج 

 

ده ی چی پ   

 

ده ی چی پ   

 

ده ی چی پ   

 

 فرد 

 زوج 

 زوج 

 فرد
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 . 4.1بعدی ویژگی ها در جدول   1: تصاویر 4.11مثال 

  4.1نمونه های کوتاهی از خواص فهرست شده در جدول    4.2بعدی )توابع( و تبدیل آنها در جدول    1توالی های  

دارای تبدیل فوریه است  می بینیم که یک تابع واقعی با عناصر   3هستند. به عنوان مثال ، در ویژگی 

به   8است. خاصیت زوج و قسمت موهومی  آن است ،  که قسمت واقعی آن ،  

نشان می    12می گوید که یک تابع زوج واقعی دارای دگرگونی است که واقعی و حتی یکسان است. ویژگی    ما

دهد که یک تابع حتی پیچیده دارای دگرگونی پیچیده و یکنواخت است. سایر لیست های جدول نیز به شیوه ای  

 مشابه تجزیه و تحلیل شده است.

 . 4.1از جدول  DFT  : اثبات برخی از ویژگی های تقارن4.12مثال 

را اثبات می کنیم تا به شما در آشنایی با دستکاری این ویژگی    4.1در این مثال ، ما چندین ویژگی در جدول  

های مهم کمک کرده و مبنایی برای حل برخی از مشکلات در انتهای فصل ایجاد کنید. با توجه به خواص سمت  

کس به شیوه ای شبیه اثبات هایی که در اینجا ارائه می  چپ ، فقط خواص سمت راست را اثبات می کنیم. برع

 دهیم ثابت می شود. 

را در نظر بگیرید: به طور کلی ، بنابراین می توان آن را به عنوان مجموع یک بخش واقعی و موهومی     3ویژگی  

کرد:   ،  بیان  همچنین  سپس 

برای معادله)   f (x , y)( ، ثابت کردیم. اگر  85-4اما ، همانطور که قبلاً 

  که بر اساس دو معادله قبلی به این معنی است که  واقعی باشد  

یک تابع    R( ، این ثابت می کند که  81-4( و ) 80- 4با توجه به تعاریف موجود در معادله )

 زوج است و من یک تابع فرد است. 

 , F (uمی دانیم که قسمت واقعی    3واقعی باشد ، از ویژگی    f(x , y)را اثبات می کنیم اگر    8بعد ، ما ویژگی  

v)  تنها باید نشان دهیم که اگر    8زوج است ، بنابراین برای اثبات ویژگیf(x , y)    واقعی است و حتی در آن صورت

 واقعی است(. مراحل به شرح زیر است:   Fاست )یعنی   F (u , v)0بخش موهومی  

 نمونه های یک بعدی برخی از موارد مناسب 4.2جدول 
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 رت را از نظر قسمتهای زوج و فرد گسترش دهیم ما می توانیم آخرین خط این عبا

 
به ترتیب توابع زوج و فرد هستند. ما همچنین    sinو    cosاولین قدم از معادله اویلرناشی می شود و این واقعیت که  

یک تابع زوج است. تنها اصطلاح در خط قبل از آخرین   f(x , y)می دانیم که علاوه بر واقعی بودن ،    8از ویژگی  

واقعی و زوج    f(x , y)(. بنابراین ، اگر  84-4است. )  0اجزای موهومی  ، عبارت دوم است که طبق معادل  شامل  

واقعی    f (x , y)حتی به این دلیل است که  F (u , v)واقعی است. همانطور که قبلاً ذکر شد ،  F (u , v)باشد ،  

 ،  DFTرا نشان می دهیم. از تعریف   6ایی در نهایت ، ما اعتبار دار است. این اثبات را به پایان می رساند.

 

، را ارزیابی می کنیم ، بنابراین به سادگی این     DFTما در اینجا تغییری در متغیر ایجاد نمی کنیم. ما  

  اگر اکنون  تابع را مانند معادله دیگر وارد معادله می کنیم. به دلیل تناوب  

 را تعریف کنیم ، پس  و  
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بعدی را امتحان کنید و چند عبارت   1برای اینکه خود را متقاعد کنید که جمع بندی ها صحیح است ، یک تغییر  

 از آن نتیجه می گیرد ط دهید. از آنجا که  را با دست بس

 
 این اثبات را به پایان می رساند.

 زاویه چهارگانه طیف  و فاز 

 دو بعدی به طور کلی پیچیده است ، می توان آن را به صورت قطبی بیان کرد:  DFTاز آنجا که 

 
 اندازه جایی که 

 
نید که آرکتان باید با استفاده از یک تابع چهار ضلعی  یادآوری ک  4.2زاویه فاز یا طیف فاز است. از بحث در بخش  

 محاسبه شود.   MATLABتصویر ، واقعی( ) atan2مثل تابع متان 

 طیف فوریه )یا فرکانس( نامیده می شود و 

 
یادآوری کنید که آرکتان باید با استفاده از یک تابع چهار ضلعی    4.2زاویه فاز یا طیف فاز است. از بحث در بخش  

 محاسبه شود.  MATLABتصویر ، واقعی( (تابع متان مثل 

 در نهایت ، طیف قدرت به عنوان تعریف شده است

 
  ، قبل  فرضی    Iو    Rمانند  و  واقعی  مجزا  F (u , v)بخشهای  متغیرهای  برای  محاسبات  همه  و  هستند 

  ،   بنابراین 

 هستند.  M * N    آرایه هایی با اندازه

([ ، که نشان می دهد طیف حتی در  85-4رن مزدوج است ]معادله را ببینید. )تبدیل فوریه یک تابع واقعی متقا

 مورد مبدا تقارن دارد: 

 
 زاویه فاز تقارن عجیبی در مورد مبدا نشان می دهد 

 
 ( که 67-4تقریب  می شود از معادله )
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 معنا که، است. به این  f(x , y)متناسب با میانگین  DFTکه نشان می دهد مدت فرکانس صفر 

 
 را نشان می دهد. سپس،  f (x , y)مقدار متوسط   f (a scalar)جایی که 

 
بزرگترین جزء طیف با عاملی که    معمولاً برابر است.  F (0,0) معمولاً بزرگ است ،    MNاز آنجا که ثابت تناسب  

در مبدا صفر هستند ،   vو  uمی تواند چندین مرتبه بزرگتر از اصطلاحات دیگر باشد. از آنجا که اجزای فرکانسی 

(0,0) F    گاهی اوقات جزءdc    تبدیل نامیده می شود. این اصطلاح شناسی از مهندسی برق است ، جایی که"dc" 

 جریان با فرکانس صفر( است.به معنای جریان مستقیم )یعنی 

 : طیف یک مستطیل.4.13مثال 

)ب( طیف آن را نشان می دهد ، که مقادیر آن در    4.23)الف( تصویری از یک مستطیل و شکل    4.23شکل  

[ مقیاس بندی شده و به شکل تصویر نمایش داده شده است. منشاء هر دو حوزه مکانی و  255،    0محدوده ]

تعریف    2.19است. این کنوانسیون سیستم مختصات راست دست است که در شکل    فرکانسی در بالا سمت چپ

)ب( آشکار است. همانطور که انتظار می رفت ، ناحیه اطراف مبدأ تبدیل دارای    4.23شده است. دو مورد در شکل  

باشید که چهار  بالاترین مقادیر است )و بنابراین در تصویر روشن تر به نظر می رسد(. با این حال ، توجه داشته  

گوشه طیف دارای مقادیر یکسانی هستند. دلیل آن ویژگی تناوبی است که در قسمت قبل مورد بحث قرار گرفت.  

،    DFTضرب می کنیم ، قبل از محاسبه    )-x+y) 1(در  aبرای متمرکز کردن طیف ، ما به سادگی تصویر را در )

)ج( نتیجه را نشان می دهد ، که به وضوح قابل   4.23 (. شکل 76-4همانطور که در رابطه نشان داده شده است. ) 

بر مقادیر طیف غالب است ،    dcتصور است )به تقارن در مورد نقطه مرکزی توجه کنید(. از آنجا که اصطلاح  

محدوده دینامیکی شدت های دیگر در تصویر نمایش داده شده فشرده می شود. برای آشکار ساختن این جزئیات  

ور  تبدیل  از  ما   ، ( کردیم.  استفاده  معادله  در  شده  تعریف  با  4-3ود   )c = 1.   4.23شکل   (d  نمایش)

را نشان می دهد. افزایش تفسیر جزئیات مشهود است. بیشتر طیف های نشان داده شده در    

 این فصل و فصل های بعدی به این ترتیب مقیاس بندی می شوند.

است. که طیف نسبت به تبدیل   تصویر حساس نیست )مقدار مطلق عبارت    (  73-4( و ) 72-4) برگرفته از معادله  

این ویژگی ها را نشان می دهد.    4.24 است( ، اما با همان زاویه یک تصویر چرخشی می چرخد. شکل  1نمایی  

 (یکسان است. d)  4.23(با طیف شکل b)  4.24طیف شکل 
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اطق کوچک و روشن را در چهار گوشه نشان می دهد )برای دیدن آنها )ب( طیف ، من )الف( تصویر 4.23شکل  

در جهت   از طیف عبورهای صفر )د( نتیجه پس از تبدیل سیاهههای مربوط. ج( طیف مرکز باید با دقت نگاه کنید(.

کنوانسیون مختصات دست راست که در   (طولانی تر در آن جهت است.aعمودی نزدیکتر هستند زیرا مستطیل )

را    2.19استفاده می شود ، منشاء حوزه های مکانی و فرکانسی را در بالا سمت چپ قرار می دهد )شکل    کتاب

 ببینید(.

 
)د(   ج( مستطیل چرخان. )ب( طیف مربوطه. )الف( تبدیل   شده است.  4.23)الف( مستطیل شکل   4.24شکل  

 (یکسان است.a) 4.23طیف مستطیل تبدیل   شده با طیف تصویر اصلی در شکل  طیف مربوطه.
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 )ب( تبدیل   شده ، و )ج( مستطیل های چرخان  )الف( متمرکز ، تصاویر زاویه فاز از 4.25شکل 

(متفاوت هستند بنابراین ، اگر طیف  a) 4.24(و  a)  4.23واضح است که تصاویر در شکل ها نشان داده شده است.  

این را تأیید می    4.25زاویه فاز آنها باید متفاوت باشد. شکل  ( ،  86-4فوریه آنها یکسان باشد ، بر اساس معادله )

های شکل ها    DFT(آرایه های زاویه فاز )به صورت تصاویر نشان داده شده( از  b(و )a)  4.25کند. شکل های  

  )الف(. به عدم شباهت بین تصاویر فاز توجه کنید ، علیرغم این واقعیت که تنها تفاوت  4.24)الف( و    4.23هستند.  

بین تصاویر مربوط به آنها تبدیل   ساده است. به طور کلی ، تجزیه و تحلیل بصری تصاویر با زاویه فاز اطلاعات  

درجه آن ، می توان به طور شهودی انتظار    45شهودی کمی به دست می دهد. به عنوان مثال ، به دلیل جهت  

  4.24(با تصویر چرخیده در شکل  a)  4.23باید به جای تصویر در شکل  (a)  4.25داشت که زاویه فاز در شکل  

(c در واقع ، همانطور که شکل ) .ج( نشان می دهد ، زاویه فاز تصویر چرخانده دارای   4.25(مطابقت داشته باشد(

 درجه است. 45جهت گیری قوی است که بسیار کمتر از 

ین می کند. در هر فرکانس  دامنه سینوسی ها را که با هم ترکیب می شوند ، تصویری را تعی  DFTاجزای طیف  

تصویر ، دامنه بزرگ دلالت بر برجستگی بیشتر سینوسی از آن فرکانس در تصویر دارد. برعکس ،   DFTمعین در  

یک دامنه کوچک نشان می دهد که مقدار کمی از آن سینوئید در تصویر وجود دارد. اگرچه ، همانطور که شکل  

هودی است ، اما به همان اندازه مهم است. فاز اندازه گیری جابجایی  نشان می دهد ، سهم اجزای فاز کمتر ش   4.25

بعدی یک آرایه است که    DFT 2سینوسهای مختلف با توجه به منشا آنها است. بنابراین ، در حالی که اندازه  

به    اجزای آن شدت تصویر را تعیین می کند ، فاز مربوطه آرایه ای از زوایا است که بسیاری از اطلاعات مربوط 

محل قرارگیری اجسام قابل تشخیص در تصویر را حمل می کند. مثال زیر این ایده ها را با جزئیات بیشتری نشان  

 می دهد. 

 

 : مشارکت طیف و زاویه فاز در شکل گیری تصویر.4.14مثال 

دهد که با  را نشان می  (a)  4.26شکل    DFT، از  F (u , v))ب( به عنوان یک تصویر آرایه زاویه فاز ،    4.26شکل  

(. اگرچه هیچ جزئیاتی در این آرایه وجود ندارد که ما را با تجزیه و  88-4استفاده از معادله محاسبه شده است. )

تحلیل تصویری همراهی کند و آن را با ساختار تصویر مربوطه مرتبط سازد ، اما اطلاعات موجود در این آرایه در  
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برای نشان دادن این موضوع ، ما تصویر پسر را فقط با استفاده    تعیین ویژگی های شکل تصویر بسیار مهم است.

 , F (u( با استفاده از 86-4معکوس معادله است. ) DFTاز زاویه فاز آن بازسازی کردیم. بازسازی شامل محاسبه  

v)  اما تنظیم ،F (u , v)= 1.   4.26شکل  (cت  (نتیجه را نشان می دهد )نتیجه اصلی کنتراست بسیار کمتری نسب

به آنچه نشان داده شد داشت ؛ برای بیرون آوردن جزئیات در این بحث مهم است ، ما نتیجه را با استفاده از  

( مقیاس بندی کردیم ، و سپس آن را با استفاده از هموارسازی هیستوگرام افزایش  32-2( و )31-2معیارهای )

از اطلاعات شدت از بین رفته است )به یاد داشته    دادیم. با این حال ، حتی پس از افزایش ، آشکار است که بسیاری

باشید ، این اطلاعات توسط طیف منتقل می شوند ، که ما در بازسازی از آنها استفاده نکردیم(. با این حال ، ویژگی  

)الف( است. این به وضوح اهمیت زاویه فاز را در تعیین ویژگی    4.26)ج( بدون شک از شکل   4.26های شکل در 

 در یک تصویر نشان می دهد.  های شکل

( ، اما فقط از طیف استفاده می شود.  86-4بدست آمده است. )  DFT(با محاسبه معادله معکوس  d)  4.26شکل  

تنظیم می کند ، که به نوبه خود به معنی تنظیم زاویه فاز بر روی    1این بدان معناست که عبارت نمایی را روی  

غالب ترین است. هیچ    dcاست. نتیجه غیر منتظره نیست. این فقط شامل اطلاعات شدید است ، و اصطلاح    0

 شکل در تصویر وجود ندارد زیرا فاز روی صفر تنظیم شده است. اطلاعات

(باز هم تسلط فاز را در تعیین محتوای ویژگی فضایی یک تصویر نشان می دهد.  f(و )e)  4.26در نهایت ، شکل ها.  

  4.23( با استفاده از طیف مستطیل شکل  86-4معکوس معادله به دست آمد. )  DFT(با محاسبه  e)  4.26شکل  

(a)4.26اویه فاز از تصویر پسر. ویژگیهای پسر به وضوح بر این نتیجه غالب است. برعکس ، مستطیل بر شکل  و ز  

(f.غالب است ، که با استفاده از طیف تصویر پسر و زاویه فاز مستطیل محاسبه شده است) 
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از آن بازسازی شده است )الف( تصویر پسر. )ب( زاویه فاز. )ج( تصویر پسر فقط با استفاده از زاویه ف   4.26شکل  

)همه ویژگی های شکل وجود دارد ، اما اطلاعات شدت وجود ندارد زیرا طیف در بازسازی استفاده نشده است(.  

)د( بازسازی تصویر پسر تنها با استفاده از طیف آن. ه( تصویر پسر با استفاده از زاویه فاز و طیف مستطیل در شکل  

 تصویر مستطیلی با استفاده از فاز آن و طیف تصویر پسر بازسازی شده است  )الف( بازسازی شده است. )و(   4.23

 بعدی  2نظریه کانولوشن  گسسته  

 نتیجه می شود  D-2( به دو متغیر در عبارت زیر برای  48- 4گسترش معادله )

 کانولوشن  دایره ای: 

 
(  94-4( ، معادله )48-4همانطور که در معادله )برای  

 دنباله متناوب  دو بعدی را ارائه می دهد. قضیه کانولوشن  دوبعدی به دست می آید یک دوره از  

 
 و برعکس 

 
( بدست می آیند.. مانند قبل  67- 4هستند که با استفاده از معادله)  hو  fبه ترتیب تبدیل فوریه    Hو    Fجایی که  

ریه را تشکیل می دهند. علاقه  ، پیکان دوگانه نشان می دهد که سمت چپ و راست عبارات یک جفت تبدیل فو
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، حاصل   hو    f( ، است. که بیان می کند که تبدیل فوریه از پیچیدگی فضایی  95-4ما به بقیه این فصل در معادله)

 تبدیل آنها است.  

( پایه و  95-4معادله )  را دارد.  (x   ،y) (f ★ h)بازده  (u , v) (F • H)معکوس محصول    DFTبه طور مشابه ،  

فیلتری ، اساس همه    4.7نگ خطی در حوزه فرکانس است و همانطور که در بخش  اساس  توضیح خواهیم داد 

به خاطر می آورید ، پیچیدگی فضایی    3تکنیک های فیلترینگ مورد بحث در این فصل است. همانطور که از فصل  

ت بین فیلترینگ  ( همان پیوندی است که معادلا95-4پایه و اساس فیلترینگ فضایی است ، بنابراین معادله ) 

در نهایت ، ما به نتایج    فضایی و حوزه فرکانسی را مشخص می کند ، همانطور که قبلاً چندین بار اشاره کردیم.

تجمع در حوزه فضایی علاقه داریم ، جایی که تصاویر را تجزیه و تحلیل می کنیم. با این حال ، قضیه کانولوشن   

کانولوشن  فضایی دو تابع داریم. ما می توانیم آن را مستقیماً در حوزه    به ما می گوید که ما دو روش برای محاسبه

(  95-4یا ، مطابق با معادله. )   3.4( ، انجام دهیم. با استفاده از روش توصیف شده در بخش  35- 3فضایی با معادله)

وس فوریه را محاسبه  ، ما می توانیم تبدیل فوریه هر تابع را محاسبه کنیم ، تبدیل ها را ضرب کرده و تبدیل معک

انجام    DFTکنیم. از آنجا که ما با کمیت های گسسته سروکار داریم ، محاسبه تبدیل فوریه با استفاده از الگوریتم  

می شود. این به طور خودکار بر متناوب  بودن دلالت دارد ، به این معنی که وقتی ما تبدیل فوریه معکوس حاصل  

یک کانولوشن  دایره ای )یعنی متناوب ( به دست می آوریم که یک دوره آن  از دو تبدیل را بدست می آوریم ،  

این است: در چه شرایطی رویکرد فضایی مستقیم و روش تبدیل فوریه  ( داده می شود. سوال 94-4توسط معادله)

ر ، به  بعدی و سپس بسط نتایج به دو متغی   1معکوس نتیجه یکسانی خواهد داشت؟ ما ابتدا با نگاهی به یک مثال  

( ،   35- 3معادله)  D-1را با استفاده از معادل    hو    fپیوند دو تابع    4.27ستون سمت چپ شکل    پاسخ می رسیم. 

 پیاده سازی می کند. که چون دو تابع اندازه یکسانی دارند ، به صورت زیر نوشته می شود

 
به میزان   h( چرخش )چرخاندن( 1که روش شامل )  3.30و    3.29از توضیحات ما در مورد شکلها یادآوری کنید. 

شکل[.  ] x( تبدیل   عملکرد به دست آمده به مقدار  2)ج( را ببینید[ ، )  4.27درجه سانتیگراد است ، ]شکل    180

4.27  (d)]  ( برای هر مقدار 3و )x  را در سمت راست معادله محاسبه می کند.   تبدیل   ، کل محاسبه محصولات 

  x(برای هر مقدار  d)  4.27را با تابع شکل  (a)  4.27، این بدان معناست که عملکرد در شکل    4.27از نظر شکل  

تجمع  (e)  4.27قرار دارد. شکل    fدر عرض    hدر تمام مقادیر مورد نیاز برای کشیدن کامل    xضرب کنید. جابجایی  

است و محدوده    xان می دهد. همانطور که می دانید ، کانولوشن تابعی از متغیر جابجایی ،  این دو عملکرد را نش

x   مورد نیاز در این مثال برای کشیدن کاملh  ازf   است.  799تا    0از 
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( ،  محاسبه می شود. با استفاده از رویکرد مورد  35-3ستون سمت چپ: کانولوشن  فضایی با معادله)  4.27شکل 

در   )  . ستون راست:3.4بخش  بحث  در  ای. خط جامد  دایره  از  jجمع  استفاده  با  است که  ای  یا    DFT(نتیجه 

   صفر می توان نتیجه اشتباه را برطرف کرد.  یگذار  هی با استفاده از لا(آن به دست می آوریم.این 48-4معادله)

استفاده    4.27چپ شکل    و قضیه کانولوشن برای به دست آوردن نتیجه ای مشابه در ستون سمت   DFTاگر از  

به ارث رسیده است در نظر بگیریم. این معادل پیچاندن دو تابع    DFTکنیم ، باید دوره تناوبی را که در عبارت  

( نشان می دهد ، عملکردهایی  47- 4( و )46-4(یعنی همانطور که معادله ) gو )( f)   4.27متناوب  در شکل است.  

دارد(. روش کانولوشن  همان است که ما در مورد آن صحبت کردیم ،   که تغییرات آنها به صورت متناوب  دلالت

اما این دو عملکرد در حال حاضر متناوب  هستند. ادامه این دو عملکرد مانند پاراگراف قبلی نتیجه را در شکل  

4.27  (jبه دست می آورد ، که بدیهی است نادرست است. از آنجا که ما دو تابع متناوب  را در حال تطبی)  ق هستیم

به گونه ای است که با یکدیگر تداخل ایجاد می    4.27، خود کانولوشن  متناوب  است. نزدیکی دوره ها در شکل  

نقطه   400دو تابع   DFTکنند که معمولاً به آن خطای دور زدن گفته می شود. با توجه به قضیه کانولوشن  ، اگر  

معکوس را محاسبه می کردیم ،    DFTکردیم و سپس    را محاسبه می کردیم ، دو تبدیل را ضرب می   hو    fای  

بصورت یک خط جامد  (j)  4.27نقطه ای از کانولوشن  دورهای را بدست می آوردیم. در شکل    400بخش اشتباه  

است(. این نیز نتیجه ای است ،   DFTنشان داده شده است )به یاد داشته باشید که محدوده  

([ برای محاسبه یک دوره  94-4معادله) D-1( به دست می آوریم. ]معادله 48-4معادله)که در صورت استفاده از  

را که به    h (x)و    f (x)خوشبختانه ، راه حل مشکل خطای فراگیر ساده است. دو تابع  از کانولوشن  دایره ای.  

[( که اگر صفرها  1988]تشکیل شده اند در نظر بگیرید. می توان نشان داد )بریگهام   Bو   Aترتیب از نمونه های 

 نشان داده می شود ، با انتخاب Pرا به هر دو تابع اضافه کنیم تا طول آنها یکسان باشد ، با  
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است   P9999امتیاز دارد ، بنابراین حداقل مقداری که می توانیم از آن استفاده کنیم    400در مثال ما ، هر تابع 

  3.4هایی هر تابع اضافه می کنیم. این روش همانطور که در بخش  صفر را به لبه انت  399که به این معنی است که  

بحث کردیم ، پر کردن صفر نامیده می شود. به عنوان یک تمرین ، باید خود را متقاعد کنید که اگر دوره های  

 باشد. (gو ) (f)  4.27  1توابع در شکل

متناوب ایجاد می شود که در آن هر دوره    صفر به هر دوره افزایش یافت ، در نتیجه یک دور   399با افزودن حداقل  

از طریق قضیه کانولوشن منجر به عملکرد مکانی    DFT(یکسان است. استفاده از  e)  4.27با نتیجه صحیح شکل  

می شود. بنابراین ، نتیجه گیری این است که برای به دست آوردن همان  ( e)  4.27نقطه ای مشابه شکل    799

، توابع در مورد دوم   "DFTو روش   3رویکرد معادله کانولوشن  در فصل  "قیم  نتیجه کانولوشنی بین نمایش مست

دشوارتر است ، اما در مورد خطای    D-2تجسم یک مثال مشابه در    باید قبل از محاسبه تغییرات خود ، پر شوند.

به ترتیب دو آرایه  h (x,y)و    f (x , y)دور زدن و نیاز به افزودن صفر به توابع به یک نتیجه می رسیم. بگذارید  

با اندازه های   پیکسل باشند. از خطای محاصره در کانولوشن  دایره ای آنها می توان    C * Dو    A * Bتصویر 

 اجتناب کرد. 

 

 
، پس ما نیاز داریم که    M * Nاست. اگر هر دو آرایه از یک اندازه باشند ،    P * Qاندازه های پد شده نتیجه  

تمایل دارند سریعتر اجرا شوند با آرایه   DFTوریتم های  به عنوان یک قاعده ، الگ  

را به عنوان کوچکترین اعداد صحیح که معادلات قبلی را    Qو    Pهایی از اندازه یکسان ، بنابراین خوب است که  

به صورت زیر    Qو    Pبرآورده می کنند ، انتخاب کنید. اگر اندازه دو آرایه یکسان باشد ، این بدان معناست که  

 خاب شده اند:انت

 



یر دیجیتالصوپردازش ت      | 283  
 

  4.27در بخش بعدی ، اثرات خطای همپوشانی را بر روی تصاویر نشان می دهد. دو تابع در شکل ها.   4.31شکل 

(a( و)b  به راحتی قبل از پایان بازه نمونه برداری صفر می شوند. اگر یک یا هر دو توابع در انتهای فاصله صفر)

شوند ، یک ناپیوستگی ایجاد می شود تا خطای دور خط حذف شود.    نباشند ، هنگامی که صفرها به تابع اضافه می

این شبیه به ضرب یک تابع در یک جعبه است ، که در حوزه فرکانس به معنای پیچیدگی تبدیل اصلی با یک تابع  

sinc    ی  را ببینید(. این به نوبه خود نشت فرکانسی ایجاد می کند که ناشی از اجزای فرکانس بالا  4.1است )مثال

عملکرد سینک است. نشت یک اثر مسدود کننده بر روی تصاویر ایجاد می کند. اگرچه نشتی هرگز به طور کامل  

برطرف نمی شود ، اما می توان با ضرب تابع نمونه برداری شده در یک تابع دیگر که در هر دو انتهای رکورد نمونه  

وجهی کاهش داد. این ایده برای تضعیف تغییرات  برداری شده ، هموار به صفر نزدیک می شود ، به طور قابل ت

شدید )و در نتیجه اجزای فرکانس بالا( جعبه است. این رویکرد ، که به آن پنجره یا آپودایز می گویند ، در هنگام  

 گرافیک( مورد نظر است. بازسازی تصویر )مانند تعریف با کیفیت بالا( ملاحظات مهمی است.

تبدیل    خواص  از  ای  چهارگانه خلاصه  بعدی   دو 

معرفی شده در این فصل را خلاصه می کند. ما در مورد ویژگی تفکیک پذیری در   DFTتعاریف اصلی  4.3جدول 

معکوس با استفاده از الگوریتم    DFTبحث خواهیم کرد ، جایی که ما همچنین نحوه بدست آوردن    4.11بخش  

 مورد بحث قرار می گیرد.  12تبدیل جلو را نشان می دهیم. همبستگی به تفصیل در فصل 

را خلاصه می کند. اگرچه تمرکز ما بر توابع گسسته است ، دو ورودی     DFTبرخی از جفت های مهم    4.4جدول  

آخر جدول عبارتند از جفت های تبدیل فوریه که فقط برای متغیرهای پیوسته قابل استخراج هستند )به استفاده  

ما آنها را در اینجا شامل می شویم زیرا با تفسیر مناسب ، در پردازش    از یادداشت متغیر پیوسته توجه کنید(. 

تصویر دیجیتال کاملاً مفید هستند. از جفت تمایز می توان برای بدست آوردن معادل دامنه فرکانسی لاپلاسیایی  

مورد    4.7مراجعه کنید(. جفت گاوسی در بخش    4.52( )به مسئله  50-3تعریف شده در معادله استفاده کرد. ) 

را ارائه می دهد.    DFTخلاصه ای از خواص مفید هنگام کار با    4.4و    4.3،    4.1بحث قرار گرفته است. جداول  

بسیاری از این ویژگیها عناصر کلیدی در توسعه مواد در بقیه این فصل هستند و برخی از آنها در فصلهای بعدی  

 مورد استفاده قرار می گیرند.

 

 

 

 

 

 

 و عبارات مربوطه.  DFTه ای از تعاریف ص خلا 4.3جدول 
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 عبارات نام

 (DFT) گسسته ه ی فور لی تبد

  از

 معکوس   ه ی فور لی تبد

(IDFT) از   

 طیف 

 زاویه ی فاز 

یقطب  ییبازنما  

قدرت  ف ی ط  

 مقدار متوسط 

 کانولوشن

 همبستگی 

یری پذ کی تفک  

اعداد   k2 و k1) یدوره ا 

 (هستند حی صح

با   IDFT بدست آوردن

 DFT تمی استفاده از الگور

DFT 1 ی ها لی توان با محاسبه تبد یرا م ی دو بعد-D DFT   در امتداد سطرها )ستون

شود. به   یم لی تبد جهی ( نت فی در امتداد ستون )رد D- 1 توسط  محاسبه کرد. ری ها( تصو

 .دی مراجعه کن  4.11بخش 

جلو )سمت   لی که تبد تمی الگور ک ی در  F *  )،(u v یدهد که ورود  ی معادله نشان م نی ا

)،(. گرفتن   آورد ی* را بدست م MNf x yکند ،   ی راست معادله بالا( را محاسبه م

مراجعه   4.11دهد. به بخش  ی معکوس مطلوب را م MNبر  می و تقس  دهی چی مزدوج پ 

 .دی کن 
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فقط برای متغیرهای پیوسته معتبر هستند.    13و   12عبارات بسته در  .DFTخلاصه ای از جفت های  4.4جدول  

 آنها می توانند با متغیرهای گسسته با نمونه برداری از عبارات پیوسته مورد استفاده قرار گیرند 

 
 

 نام

 خواص تقارن

بودن  ی خط  

( یترجمه )عموم  

ترجمه به مرکز  

فرکانس    لی مستط

 ،(،) 

 چرخش 

کانولوشن  ه ی قض  

یهمبستگ ه ی قض  

گسسته تکانه   

ل ی مستط  

نوس ی س  

نوس ی کس  

 فرکانس با یرهای متغ یو برا  z و  t ییفضا یرهای شوند ، که قبلاً با متغ  یمشتق م وسته ی پ  یرهای متغ یفقط برا   ری ز ه ی فور لی تبد ی زوجها

m  و n ی کارها یبرا  وستهی پ  یاز فرم ها ی ری نمونه گ یتوان برا یم جی نتا نی نشان داده شده اند. از ا DFT استفاده کرد. 

)عبارات  زی تمانام

سمت راست فرض  

 کنند که یم

 

 گوسی 
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 مبانی فیلترینگ در حوزه فرکانس 4.7

 دهیم. در این بخش ، ما زمینه را برای همه روشهای فیلترینگ مورد بحث در بقیه فصل قرار می 

 ویژگی های اضافی دامنه فرکانس

است که با    f(x , y)شامل تمام مقادیر  F (u , v)(  شروع می کنیم. که هر عبارت  67-4ما با مشاهده در معادله)

توان بین   نمی  ، معمولاً  افتاده  پا  به استثنای موارد پیش   ، بنابراین  یافته است.  تغییر  مقادیر اصطلاحات نمایی 

یر و تغییر آن ارتباط مستقیم برقرار کرد. با این حال ، برخی از اظهارات کلی در مورد رابطه  اجزای خاص یک تصو

بین اجزای فرکانس تبدیل فوریه و ویژگی های فضایی یک تصویر قابل بیان است. به عنوان مثال ، از آنجا که  

ارتباط دادن فرکانس  ، ارتباط دارد  تغییرات فضایی  میزان  با  الگوهای    فرکانس مستقیماً  با  فوریه  تبدیل  در  ها 

نشان دادیم که کندترین فرکانس متغیر    4.6تغییرات شدت در تصویر به طور شهودی دشوار نیست. در بخش  

  پایین  فرکانسهای  ،  گیریم  می   فاصله   تبدیل   مبدأ  از   که  همانطور.  است  تصویر متناسب با شدت متوسط  متفاوت  

صویری از یک اتاق ، این  ت   در   ،   مثال   عنوان   به.  است  متغیر  آرامی  به   که  است   تصویر  یک   شدت  اجزای   به   مربوط 

ممکن است به تغییرات شدت هموار در دیوارها و کف پاسخ دهد. با دورتر شدن از مبدا ، فرکانس های بالاتر شروع  

تصویر هستند  به مطابقت با تغییرات سریعتر و سریعتر در تصویر می کنند. اینها لبه های اجسام و سایر اجزای یک  

تکنیک های فیلترینگ در حوزه فرکانس مبتنی بر تغییر تبدیل    که با تغییرات شدید ناگهانی مشخص می شوند. 

معکوس است تا ما را به حوزه فضایی بازگرداند ،    DFTفوریه برای دستیابی به یک هدف خاص و سپس محاسبه 

( که دو جزء از تبدیل که ما به آن  87- 4معادله ) معرفی شده است. تقریب  می شود از  2.6همانطور که در بخش 

آموختیم که تجزیه و تحلیل بصری جزء    4.6دسترسی داریم ، اندازه تبدیل )طیف( و زاویه فاز هستند. در بخش  

فاز به طور کلی چندان مفید نیست. طیف ، با این حال ، دستورالعمل های مفیدی را در مورد ویژگی های شدت  

را در نظر بگیرید ،  (a)   4.28ه طیف از آن ایجاد شده است ، ارائه می دهد. برای مثال ، شکل  ناخالص تصویری ک 

 بار ثبت شده است.  2500که یک تصویر میکروسکوپ الکترونی روبشی از یک مدار مجتمع است که تقریباً 

کنیم: لبه های محکم که  گذشته از ساختار جالب خود دستگاه ، ما در این تصویر به دو ویژگی اصلی اشاره می  

درجه پوند اجرا می کنند و دو برجستگی سفید رنگ اکسیدی ناشی از خرابی ناشی از حرارت. طیف    45تقریباً  

جهت نشان می دهد که با لبه هایی که ذکر شد    45    *45)ب( اجزای برجسته را در امتداد    4.28فوریه در شکل  

)ب( ، یک جزء عمودی از تغییر را می بینیم که خارج    4.28شکل  مطابقت دارد. با نگاهی دقیق به محور عمودی

از محور است ، کمی به سمت چپ این جزء توسط لبه های برآمدگی اکسید ایجاد شده است. توجه کنید که  

چگونه زاویه جزء فرکانس نسبت به محور عمودی با شیب )نسبت به محور افقی تصویر( عنصر سفید بلند مطابقت  

ین به صفرهای جزء فرکانس عمودی ، مربوط به دهانه عمودی باریک برجستگی های اکسید توجه  دارد. همچن
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اینها معمولاً مربوط به انواع ارتباطاتی است که می توانیم به طور کلی بین حوزه های فراوانی و فضایی ایجاد  کنید.  

تباطات ناخالص ، همراه با روابطی که قبلاً  کنیم. همانطور که بعداً در این فصل نشان خواهیم داد ، حتی این نوع ار

بین محتوای فرکانس و میزان تغییر سطوح شدت در تصویر ذکر شد ، می تواند به نتایج بسیار مفیدی منجر شود.  

 )الف( نشان خواهیم داد.   4.28اثرات تغییر دامنه های فرکانسی مختلف را در تغییر شکل  4.8ما در بخش  

 
از یک مدار مجتمع آسیب دیده. )ب( طیف فوریه از )الف(. )تصویر اصلی از دکتر    SEM )الف( تصویر  4.28شکل  

J. M. Hudak    موسسه بروکهاوس برای تحقیقات مواد ، دانشگاه مک مستر ، همیلتون ، انتاریو ، کانادا گرفته ،

 شده است.(

 مبانی فیلتر کردن دامنه فرکانس

دیل فوریه یک تصویر و سپس محاسبه تبدیل معکوس برای بدست  فیلتر کردن در حوزه فرکانس شامل تغییر تب

 f(xآوردن بازنمایی حوزه فضایی نتیجه پردازش شده است. بنابراین ، با توجه به یک تصویر دیجیتالی )پر شده( ،  

, y)  با اندازه پیکسل ،P * Q  :معادله فیلترینگ اصلی که ما به آن علاقه داریم به شکل زیر است ، 

 
یک تابع تبدیل  فیلتر  f(x , y)   ،H (u , v)تصویر ورودی است ،    F (u , v)DFTاست ،    IDFT که  جایی  

تصویر فیلتر شده )خروجی( است.  g (x , y)است )که ما اغلب آن را فقط فیلتر یا عملکرد فیلتر می نامیم( ( ، و  

 , H (u , v)F (uهستند ، همان تصویر ورودی پر شده. محصول    P  Qآرایه هایی با اندازه    gو    F   ،Hتوابع  

v)  تعریف شده است. تابع تبدیل  فیلتر    2.6با استفاده از ضرب عنصری شکل می گیرد ، همانطور که در بخش

 , H (uرا به دست آورد. وظیفه تعیین g (x , y)تبدیل تصویر ورودی را تغییر می دهد تا خروجی پردازش شده 

v) فاده از توابع متقارن در مرکز آنها به میزان قابل توجهی ساده شده است ، که مستلزم آن است که با استF (u 

, v)  توضیح داده شد ، این امر با ضرب تصویر ورودی در    4.6نیز در مرکز قرار گیرد. همانطور که در بخش  

 19قبل از محاسبه تبدیل آن انجام می شود. 

 
تغییر شکل را متمرکز نمی کند. این بدان معناست که توابع فیلتر باید   (MATLABبه عنوان مثال ،  )دو بعدی   DFTبرخی از پیاده سازی های نرم افزاری  19

یلتر تولید و  مطابق با فرمت داده مشابه تبدیل غیرمرکز )یعنی با منبع در بالا سمت چپ( مطابقت داشته باشند. نتیجه خالص این است که توابع انتقال ف
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هستیم که فیلترینگ را با جزئیات در نظر بگیریم. یکی از ساده ترین توابع تبدیل   ما در حال حاضر در موقعیتی  

است. این    1و در جاهای دیگر    0است که در مرکز تبدیل )مرکز(  H (u , v)فیلتر که می توانیم بسازیم ، یک تابع  

اصطلاح   ما محصول    dcفیلتر  و هنگامی که  کند  رد می  مH (u , v)F (u , v)را  تمام  را تشکیل   ، دهیم  ی 

  dcمی دانیم که اصطلاح    4.3در جدول    7را رد می کند )بدون تغییر(. ما از ویژگی  F (u , v)اصطلاحات دیگر  

تصویر خروجی را به صفر می  شدت یک تصویر است ، بنابراین صفر قرار دادن آن شدت متوسط  مسئول متوسط  

(. همانطور که انتظار می  104-4نتیجه این عملیات را با استفاده از معادله نشان می دهد. )   4.29رساند. شکل  

صفر دلالت بر وجود شدت های منفی دارد. بنابراین ، اگرچه این  رفت ، تصویر بسیار تیره تر شد. به طور متوسط  

نمایشی واقعی از اصل نیست ، زیرا همه شدت های منفی توسط صفحه نمایش    4.29اصل را نشان می دهد ، شکل  

 تنظیم شده است(. 0بریده شده )روی 

همانطور که قبلاً اشاره شد ، فرکانسهای پایین در تبدیل به اجزای متغیر با شدت متغیر در تصویر مربوط می شود  

باز. از سوی دیگر ، فرکانس های بالا ناشی از تغییرات   ، مانند دیوارهای یک اتاق یا آسمان بدون ابر در یک فضای

که فرکانس های  H (u , v)شدید در شدت ، مانند لبه ها و نویز است. بنابراین ، ما انتظار داریم که یک عملکرد  

بالا را در حین عبور از فرکانس های پایین تضعیف می کند )که فیلتر پایین گذر نامیده می شود ، همانطور که  

لاً ذکر شد( باعث تار شدن تصویر شود ، در حالی که یک فیلتر با ویژگی مخالف )که یک بالاگذرنامیده می  قب

این اثرات    4.30شود(. فیلتر( باعث افزایش جزئیات می شود ، اما باعث کاهش کنتراست در تصویر می شود. شکل  

تبدیل  فیلتر پایین گذر و تصویر فیلتر مربوطه  را نشان می دهد. به عنوان مثال ، ستون اول این تصویر یک عملکرد  

نشان می دهد. به شباهت بین شکل ها توجه  بالاگذر  را نشان می دهد. ستون دوم نتایج مشابهی را برای یک فیلتر  

  dcنشان داده شده است اصطلاح  . دلیل این امر این است که عملکرد فیلتر بالاگذر 4.29و شکل (e)  4.30کنید. 

را نشان می دهد. همانطور که در ستون    4.29د ، و در نتیجه همان اثر اساسی ایجاد شده در شکل  را حذف می کن

سوم نشان داده شده است ، افزودن یک عدد ثابت کوچک به فیلتر تاثیری در وضوح تصویر ندارد ، اما از حذف  

( شامل محصول دو تابع در  104- 4معادله )جلوگیری می کند و بنابراین باعث حفظ تنالیته می شود.    dcاصطلاح  

می    4.6حوزه فرکانس است که با قضیه کانولوشن ، متضمن انحراف در حوزه فضایی است. ما از بحث در بخش  

نشان   4.31دانیم که اگر توابع مورد نظر پر نشده باشند ، می توانیم انتظار خطای دور زدن را داشته باشیم. شکل 

 ( چه اتفاقی می افتد. 104-4می دهد که هنگام اعمال معادله )

)ب( نتیجه فیلتر کردن گذرگاه    4.31)الف( یک تصویر ساده را نشان می دهد ، و شکل    4.31بدون بالشتک. شکل  

)الف( است. همانطور که انتظار می رفت   4.30پایین با فیلتر پایین گذر گاوسی از شکل نشان داده شده در شکل 

شدن یکنواخت نیست. لبه سفید بالا تار است ، اما کناره ها اینطور نیستند.    ، تصویر تار است. با این حال ، تار
 

فیلتر بسیار مهم   نمایش آنها مشکل تر است. ما در بحث های خود از متمرکزسازی برای کمک به تجسم استفاده می کنیم ، که در ایجاد درک واضح مفاهیم

 .است. به شرط حفظ قوام می توان از هر دو روش در عمل استفاده کرد
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( منجر به  104- 4( ، تصویر ورودی را با صفر قرار دهید. قبل از اعمال معادله. )99- 4( و )98-4مطابق معادله) 

ه یکنواخت ناشی  )ج( شد. این نتیجه همانطور که انتظار می رفت ، با یک خط تیر   4.31تصویر فیلتر شده در شکل  

  4.31دلیل اختلاف بین شکل ها 4.32شکل    مراجعه کنید(.  3.33از پر کردن صفر )برای توضیح این اثر به شکل  

(است. کپی  a)   4.31(مربوط به تصویر شکل  a)  4.32)ب( و )ج( را نشان می دهد. ناحیه خط کشی شده در شکل  

است ، همانطور    DFTن( به طور ضمنی هنگام استفاده از  های دیگر تصویر به دلیل تناوب ضمنی تصویر )و تبدیل آ 

توضیح داده شده است. تصور کنید تصویری فضایی از فیلتر تار )یعنی کرنل فضایی مربوطه( با    4.6که در بخش  

تصویر و   از  بخشی   ، متمرکز شود  تصویر خط کشی  بالای  در  پیچیده می شود. هنگامی که هسته  تصویر  این 

ایین تصویر متناوب  بلافاصله بالای آن را شامل می شود. هنگامی که یک منطقه تاریک و  همچنین قسمتی از پ

روشن در زیر فیلتر قرار می گیرد ، نتیجه خروجی خاکستری میانی و تار می شود. با این حال ، هنگامی که هسته  

ن را شامل می شود. از  در سمت راست بالای تصویر متمرکز شود ، فقط مناطق نوری در تصویر و ناحیه راست آ

آنجا که میانگین یک مقدار ثابت همان مقدار است ، فیلترینگ هیچ تاثیری در این زمینه نخواهد داشت و نتیجه  

صفر می کند.    0)ب( نشان می دهد که تصویر را با    4.32)ب( نشان می دهد. مانند تصویر    4.31را در شکل  

)ج( نشان می دهد. از این مثال    4.31نتیجه صحیح را در شکل  )ب(   4.32شکل    "موزاییک"ترکیب هسته تار با  

 می بینید که عدم قرار دادن تصویر قبل از فیلتر کردن می تواند منجر به نتایج غیر منتظره شود.

 
،   dc(با عملکرد تبدیل  فیلتر که عبارت صفر  a)  4.28نتیجه فیلتر کردن تصویر در شکل    4.29شکل  

 فوریه ، در حالی که همه شرایط تبدیل دیگر بدون تغییر باقی می مانند در مرکز تبدیل  



یر دیجیتالصوپردازش ت       | 290 
 

 
ردیف بالا: توابع تبدیل  فیلتر دامنه فرکانس )الف( یک فیلتر پایین گذر ، )ب( یک فیلتر بالا گذر ، و   4.30تصویر 

- 4به دست آمده اند. )   )ج( یک فیلتر بالاگذر افست. ردیف پایین: تصاویر فیلتر متناظر که با استفاده از معادله

 (مقایسه کنید. a) 4.28را با شکل ( fاست. ) H (u , v)1و ارتفاع   (c(. جبران در )104

 
. )ج( نتیجه  یگذار  هی)الف( یک تصویر ساده. )ب( نتیجه تار شدن با یک فیلتر گذرگاه گاوسی بدون لا  4.31شکل  

 مقایسه کنید. (راc(و )bتصفیه پایین گذر با روکش صفر. لبه های عمودی )
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)سیاه(. مناطق بریده    0)الف( تناوب تصویر بدون پر کردن تصویر. )ب( متناوب  پس از پر کردن با    4.32شکل  

، تناوب ذاتی است. )خطوط سفید    DFT)الف( مطابقت دارد. هنگام استفاده از    4.31شده در مرکز با تصویر شکل  

 رفته اند ؛ آنها بخشی از داده ها نیستند.(نازک در هر دو تصویر برای وضوح روی هم قرار گ

( همچنین شامل  104-4معادل )  تا اینجا ، بحث بر روی پر کردن تصویر ورودی متمرکز شده است. با این حال،

یک عملکرد تبدیل  فیلتر است که می تواند در حوزه فضایی یا حوزه فرکانس مشخص شود. اما پر کردن در حوزه  

مهمی را در مورد رابطه بین روکش فضایی و عملکردهای فیلتری که به طور    سوالفضایی انجام می شود ، که  

 مطرح می کند. مستقیم در حوزه فرکانس مشخص شده است ، 

منطقی است که به این نتیجه برسیم که نحوه مدیریت پر کردن یک تابع تبدیل  دامنه فرکانسی این است که تابع  

تابع را بدست آوریم تا نمای فضایی مربوطه را بدست آوریم    IDFTرا در اندازه یک تصویر غیر پیاده شده بسازیم ،  

بعدی    1آن را برای بازگشت به حوزه فرکانس محاسبه کنید. مثال    DFT، پد آن نمایش در حوزه فضایی ، و سپس  

 مشکلات این روش را نشان می دهد.  4.33در شکل  

)الف( عملکرد یک بعدی تبدیل  ایده آل فیلتر پایین گذر ایده آل در حوزه فرکانس را نشان می دهد.    4.33شکل  

آن نیز واقعی و متقارن    IDFTمی دانیم که    4.1در جدول    8تابع واقعی است و حتی تقارن دارد ، بنابراین از ویژگی  

آن برای بدست آوردن    IDFTو محاسبه  u( 1- )ب( نتیجه ضرب عناصر تابع تبدیل  در )  4.33خواهد بود. شکل 

)ب( نشان داده شده است. در این تصویر    4.33هسته فیلتر فضایی مربوطه را نشان می دهد. نتیجه در شکل  

نشان می دهد ، تابع  ( c)  4.33ط و تفریط این عملکرد مکانی صفر نیست. همانطور که شکل  مشخص است که افرا

Zero-padding    ، دو ناپیوستگی ایجاد می کند. برای بازگشت به حوزه فرکانسDFT    رو به جلو تابع فضایی و

لایه  ها در عملکرد    نشان داده شده است ، ناپیوستگی(d)   4.33پر شده را محاسبه می کنیم. همانطور که در شکل  

 باعث زنگ زدن در دامنه فرکانسی آن می شود.  گذاری
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)ب( نمایش فضایی )هسته   )الف( عملکرد تبدیل  فیلتر در حوزه فرکانس )مرکز( مشخص شده است.  4.33شکل  

ها توجه    )ج( نتیجه پر کردن )ب( تا دو برابر طول آن )به ناپیوستگی بدست می آید.IDFT (a)فیلتر( که با محاسبه  

بدست می آید. به زنگ ناشی از ناپیوستگی  DFT (c )(فیلتر مربوطه در حوزه فرکانسی که با محاسبه  d)  کنید(.

 (است.c(زیر )d، و )(aهای )ج( توجه کنید. قسمت )ب( تصویر زیر ) 

نتایج قبلی به ما می گوید که ما نمی توانیم نمایش فضایی یک تابع تبدیل  دامنه فرکانسی را به منظور اجتناب  

از خطای دور زدن ، قرار دهیم. هدف ما این است که بدون نیاز به مسائل مربوط به کوتاه کردن ، با اشکال فیلتر  

که تصاویر را پد کرده و سپس عملکرد تبدیل     مشخص در حوزه فرکانس کار کنیم. یک گزینه دیگر این است

فیلتر مورد نظر را مستقیماً در حوزه فرکانس ایجاد کنید ، این عملکرد هم اندازه تصاویر پد شده است )به یاد  

اندازه و عملکردهای تبدیل  فیلتر باید یک اندازه باشند( به البته ، این امر    DFTداشته باشید که هنگام استفاده از  

ر به خطای دور زدن می شود زیرا از هیچ پد برای عملکرد تبدیل  فیلتر استفاده نمی شود ، اما این خطا به  منج

طور قابل توجهی با جداسازی ارائه شده با پر کردن تصویر کاهش می یابد و ترجیح داده می شود تا زنگ زدن.  

شکل دارند. بنابراین ، به طور خاص ،  ( حتی کمتر م4.30عملکردهای تبدیل  هموار )مانند عملکردهای شکل  

قرار دهیم و توابع تبدیل     P * Qرویکردی که در این فصل دنبال خواهیم کرد این است که تصاویر را در اندازه  

توسط    Qو    Pفیلتر با همان ابعاد را مستقیماً در حوزه فرکانس ایجاد کنیم. همانطور که قبلاً توضیح داده شد ،  

 (.داده شده است.  101-4)  ( و100- 4معادلات )
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توانیم   بریم. ما می  پایان می  به  فیلتر شده  با تجزیه و تحلیل زاویه فاز تصاویر  بر اساس    DFTاین بخش را  را 

( تبدیل می  104-4سپس معادله )قسمتهای واقعی و موهومی  آن بیان کنیم:  

 شود

 
زاویه فاز به عنوان مستطیل نسبت نسبتهای موهومی  و واقعی یک عدد مختلط محاسبه می شود ]به معادله  

را ضرب می کند ، وقتی این نسبت ایجاد شود ، لغو می    Iو  Rهر دو ([. از آنجا که 88- 4مراجعه کنید. )

ذارند و بنابراین بر زاویه فاز تأثیری  شود. فیلترهایی که بر قسمتهای واقعی و موهومی  به طور یکسان تأثیر می گ

ندارند ، به طور مناسب فیلترهای تغییر مرحله صفر فاز نامیده می شوند. اینها تنها انواع فیلترهایی هستند که در  

اهمیت زاویه فاز در تعیین ساختار فضایی یک تصویر به وضوح در شکل   این فصل مورد بررسی قرار گرفته اند.

ده است. بنابراین ، نباید تعجب کرد که حتی تغییرات کوچک در زاویه فاز می تواند تأثیرات  نشان داده ش   4.26

 چشمگیر )و معمولاً نامطلوب( بر خروجی فیلتر شده داشته باشد.

در  F (u , v)را نشان می دهد )اصطلاح  (a)  4.34شکل    DFT(تأثیر تغییر آرایه زاویه فاز  c(و ) b)   4.34شکل های  

- 4، در معادله بدست آمده است. )F (u , v)با ضرب زاویه فاز ،  (b)   4.34تغییر نکرده است(. شکل  هر دو حالت  

نتیجه خالص بازتاب هر پیکسل در تصویر در مورد هر دو محور مختصات است.   .IDFTو محاسبه  1-( توسط 86

یاس باعث می شود  به دست آمد. حتی تغییر مق  IDFTو محاسبه    0.25)ج( با ضرب مدت فاز در    4.34شکل  

تصویر تقریباً غیرقابل تشخیص باشد. این دو نتیجه مزیت استفاده از فیلترهای حوزه فرکانس را نشان می دهد که  

 زاویه فاز را تغییر نمی دهند. 

 خلاصه مراحل برای فیلترینگ در حوزه فرکانس

 فرایند فیلترینگ در حوزه فرکانس را می توان به شرح زیر خلاصه کرد: 

 را بدست آورید  Qو   P، اندازه های بالایی  M * Nبه اندازه  f(x , y)ا توجه به یک تصویر ورودی  . ب1

 ( ؛ یعنی  103-4( و )102- 4با استفاده از معادلات )

شکل دهید )برای مقایسه    P * Qبا اندازه    P * Qبا اندازه  s. با استفاده از پد صفر ، آینه یا تکرار ، یک  2

 20مراجعه کنید(.  3.39کردن به شکل روشهای پر 

 متمرکز کنید.  P * Qضرب کنید تا تبدیل فوریه را بر روی مستطیل فرکانس  .  3

4 .DFT  ،F (u , v)  را محاسبه کنید.  3، تصویر مرحله 

 
برای بدست آوردن ایده عملکرد فیلتر ، یا هنگام تلاش برای تعیین روابط کمی بین ویژگی های فضایی و    "سریع"گاهی اوقات هنگام انجام آزمایش های  20

 5توضیح داده شد. در فصل  4.10در نوار و فیلتر ، از پر کردن صرف نظر می کنیم ، که بعداً در بخش  تاثیر آنها بر اجزای حوزه فرکانس ، به ویژه
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 بسازید.با مرکز   P * Q، با اندازه H (u , v). یک تابع تبدیل  فیلتر واقعی ، متقارن ، 5

از 6 استفاده  با  محصول    .   ، عنصری  یعنی  ضرب  دهید.  تشکیل  را 

 
 بدست آورید: (P * Qتصویر فیلتر شده )به اندازه IDFT G (u , v). با محاسبه  7

 

 
( و  86-4در معادله بدست می آید. )  1 -)الف( تصویر اصلی. )ب( تصویری که از ضرب زاویه فاز در    4.34شکل  

، مورد استفاده در  F (u , v)مقدار تبدیل ،   .IDFTو محاسبه    0.25ج( حاصل ضرب زاویه فاز در  ) .IDFTمحاسبه  

(b ) ( وc .یکسان بود) 

، با اندازه  g (x , y)نتیجه نهایی نهایی ،  از بالا ، ربع چهارم سمت چپ    M * N. با استخراج ناحیه  8

 تصویر ورودی را بدست آورید.

( در بخشهای بعدی این فصل بحث خواهیم کرد. از نظر  5یل  فیلتر )مرحله  ما در مورد ساخت عملکردهای تبد 

واقعی و متقارن است. با این حال ،  H (u , v)واقعی و   f(x , y)باید واقعی باشد زیرا    7در مرحله    IDFTتئوری ، 

تن بخش واقعی  ناشی از نادرستی محاسباتی غیر معمول نیستند. با در نظر گرف  IDFTاصطلاحات پیچیده انگلی در  

 لغو می کند.   3ضرب در این مرحله را در مرحله   )-x+y) 1نتیجه ، مراقب آن باشید. ضرب در 
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 (1-)در  fpضرب   )ج( نتیجه  .P * Qاندازه  fp )ب( تصویر پر شده ،  .fتصویر ،   M * N)الف( یک  4.35شکل 

.x+y    د( طیف(F.    ، تابعH  اندازه ،P * Q.    طیف محصول )و(HF.  (g  تصویر)gp    قسمت واقعی ،IDFT HF    ضرب ،

 به دست می آید.  gpو ستون های  M، با استخراج اولین سطرهای  g ح( نتیجه نهایی ،  )-x+y) 1.شده توسط  

مراحل قبلی را با استفاده از پد صفر نشان می دهد. افسانه تصویر منبع هر تصویر را توضیح می دهد.    4.35شکل 

)ج( نقاط سیاه رنگی را نشان می دهد که در تصویر چیده شده اند زیرا شدت    4.35صورت بزرگ شدن ، شکل  در  

)ح( حاشیه تاریک مشخصه    4.35در صفحه بریده می شود. در شکل    0در صفحه    ) x+y) 1-fpمنفی ناشی از ضرب  

 جه کنید.تصاویر با فیلتر پایین گذر که با استفاده از پد صفر به دست آمده است تو

 پاسخگویی بین فیلترینگ در حوزه های فضایی و فرکانسی

همانطور که چندین بار قبلاً ذکر شد ، ارتباط بین فیلترینگ در حوزه های فضایی و فرکانسی ، قضیه کانولوشن   

 Hاست. قبلاً در این بخش ، ما فیلترینگ را در حوزه فرکانس به عنوان محصول عنصری عملکرد تبدیل  فیلتر ،  

(u , v)  وF (u , v).با توجه به  ، تبدیل فوریه تصویر ورودی تعریف کردیم        H (u , v)  فرض کنید که می ،

به دست   4.4را بگذاریم ، از جدول  خواهیم هسته معادل آن را در حوزه فضایی پیدا کنیم. اگر  

است. این عبارت به  خروجی فیلتر شده    ( ، 104- 4سپس ، از معادله ) .F (u , v)= 1می آید که  

 منه فرکانس ، که هسته مربوطه در حوزه فضایی است.  تابع تبدیل  فیلتر داعنوان تبدیل معکوس از 
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برعکس ، از یک تحلیل مشابه و قضیه کانولوشن چنین نتیجه می شود که با توجه به یک هسته فیلتر فضایی ، ما  

با در نظر گرفتن تبدیل فوریه پیشرو از هسته ، نمایانگر حوزه فرکانسی آن هستیم. بنابراین ، دو فیلتر یک جفت  

 فوریه را تشکیل می دهند:تبدیل 

 
هسته فضایی است. از آنجا که این هسته را می توان از پاسخ یک فیلتر حوزه فرکانس به یک  h (x , y)جایی که 

می نامند. همچنین ، زیرا همه مقادیر در  H (u , v)را پاسخ ضربه h (x , y)         ضربه بدست آورد ، گاهی اوقات

معادل از  مجزا  سازی  پیاده  محدود  106-4ه)یک  پاسخ ضربه  فیلترهای  را  فیلترهایی  ، چنین  هستند  متناهی   )

(FIR)  می نامند. اینها تنها انواع فیلترهای فضایی خطی هستند که در این کتاب در نظر گرفته شده اند. ما در مورد

ابع در اندازه  ( ، بحث کردیم. که شامل پیچیدن تو35-3و اجرای آن در معادله)   3.4کانولوشن  فضایی در بخش  

برای محاسبه تغییراتی که در قضیه کانولوشن استفاده می شود ، استفاده    DFTهای مختلف بود. هنگامی که ما از  

می کنیم ، دلالت بر این دارد که ما توابع متناوب  با همان اندازه را در حال پیچیدن هستیم ، همانطور که در  

( به  94-4ین دلیل ، همانطور که قبلاً توضیح داده شد ، معادله )به همتوضیح داده شده است. برای    4.27شکل  

 عنوان کانولوشن دایره ای نامیده می شود. 

- 3هنگامی که سرعت محاسبه ، هزینه و اندازه پارامترهای مهمی هستند ، تغییرات فضایی با استفاده از معادله) 

(  انجام می شود. برای هسته های کوچک که از سخت افزار و/یا نرم افزار سخت افزار استفاده می کنند ،  35

ن حال ، هنگام کار با ماشینهای عمومی ،  توضیح داده شده است. با ای  4.1مناسب است ، همانطور که در بخش  

محاسبه می شود ، بسته  (FFTبا استفاده از الگوریتم تبدیل سریع فوریه )   DFTروشهای حوزه فرکانسی که در آنها  

مشاهده    4.2به اندازه هسته های مورد استفاده ، صدها برابر سریعتر از استفاده از کانولوشن  فضایی است. در شکل  

 بحث خواهیم کرد.  4.11و مزایای محاسباتی آن را در بخش  FFTکردید.  

فیلتر اغلب در آنج از راههای  مفاهیم فیلتر در حوزه فرکانس بصری تر هستند و طراحی  ا آسان تر است. یکی 

آن و سپس استفاده از خواص    IDFTاستفاده از خواص هر دو حوزه ، تعیین فیلتر در حوزه فرکانس ، محاسبه  

هسته فضایی اندازه کامل به عنوان راهنمای ساخت هسته های کوچکتر است. این مورد در ادامه نشان داده می  

مراجعه کنید( ،   4.24ریه و عکس آن فرایندهای خطی هستند )به مسأله شود )در نظر داشته باشید که تبدیل فو

، ما عکس را نشان می دهیم ، که در آن یک    4.15بنابراین بحث به فیلترهای خطی محدود می شود(. در مثال  

هسته فضایی داده شده است ، و نمایش دامنه فرکانس در اندازه کامل آن را بدست می آوریم. این روش برای  

 جزیه و تحلیل رفتار هسته های فضایی کوچک در حوزه فرکانس مفید است.ت

فیلترهای حوزه فرکانس را می توان به عنوان راهنما برای تعیین ضرایب برخی از هسته های کوچکی که در فصل  

ویژه  3 اهمیت  از  بر عملکردهای گاوس  فیلترهای مبتنی  داد.  قرار  استفاده  ، مورد  ای    مورد بحث قرار گرفتیم 

ذکر شده است ، هر دو تبدیل فوریه جلو و معکوس یک تابع گوسی   4.4برخوردارند ، زیرا همانطور که در جدول 
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بعدی محدود می کنیم. توابع تبدیل    1توابع واقعی گاوسی هستند. ما برای نشان دادن اصول اساسی ، بحث را به  

 گاوسی دو بعدی بعداً در این فصل مورد بحث قرار می گیرد.

 را نشان دهد  D- 1دامنه فرکانس گوسی  تابع تبدیل   H (u)اجازه دهید  

 
  H (u)معکوس    DFTدامنه با استفاده از  انحراف استاندارد منحنی گاوسی است. هسته در فضایی    sکه در آن  

 مراجعه کنید(:  4.48بدست می آید )به مسئله 

 
تبدیل فوریه هستند که هر دو جزء آن گوسی و واقعی   ( آنها یک جفت 1این دو معادله به دو دلیل مهم هستند: )

هستند. این امر تجزیه و تحلیل را تسهیل می کند زیرا لازم نیست که به اعداد مختلط توجه داشته باشیم. علاوه  

( عملکردها متقابلاً رفتار می  2بر این ، منحنی های گوسی بصری هستند و به راحتی قابل دستکاری هستند. )

 کنند.

مشخصات باریکی دارد و برعکس. در واقع ، با    h (x)است ،   (sدارای پروفایل وسیع )مقدار بزرگ    H (u)ی  وقت

به سمت یک انگیزه ، که به معنی فیلتر نکردن    h (x)به یک عملکرد ثابت و    H (u)به بی نهایت ،    sنزدیک شدن  

 در هر دو حوزه است ، گرایش دارد. 

)الف( و )ب( نمودارهایی از یک تابع تبدیل  فیلتر پایین گذر گاوس در حوزه فرکانس و عملکرد    4.36در شکل  

به  (b)   4.36در شکل    h (x)مربوطه در حوزه فضایی نشان داده شده است. فرض کنید ما می خواهیم از شکل  

ه کنیم. ویژگی اصلی عملکرد در  عنوان راهنمایی برای تعیین ضرایب یک هسته کوچک در حوزه فضایی استفاد

(این است که همه مقادیر آن مثبت هستند. بنابراین ، نتیجه می گیریم که می توانیم با استفاده از  b)  4.36شکل 

( ، فیلترینگ پایین گذر را در حوزه فضایی پیاده سازی کنیم.  3.5یک هسته با همه ضرایب مثبت )مانند بخش  

دو مورد از هسته های مورد بحث در آن قسمت را نشان می دهد. به رابطه    )ب( نیز   4.36برای مرجع ، شکل  

متقابل بین عرض توابع گاوسی توجه کنید ، همانطور که در پاراگراف قبل مورد بحث قرار گرفت. هرچه عملکرد  

ایش می  دامنه فرکانس محدودتر باشد ، فرکانس های پایین را بیشتر تضعیف می کند و در نتیجه تار شدن آن افز

یابد. در حوزه فضایی ، این بدان معناست که برای افزایش تار شدن باید از هسته بزرگتری استفاده کرد ، همانطور  

 نشان دادیم. 3.11که در مثال  

می دانید ، ما می توانیم با تفریق یک تابع پایین گذر از یک ثابت ، یک فیلتر بالا گذر   3.7همانطور که در بخش 

با توابع گاوس کار می کنیم ، می توانیم با استفاده از به اصطلاح تفاوت  را از یک فیلت ر پایین گذر بسازیم. ما 

گاوسی ها ، که شامل دو تابع پایین گذر است ، کمی کنترل بیشتری روی شکل تابع فیلتر داشته باشیم. در حوزه  

 فرکانس ، این می شود 
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 تابع مربوطه در حوزه فضایی است .و   با 

 
به دریافت مجدد اعتبار اشاره می    4.36کل  ش  )ج( و )د( نمودارهای این دو معادله را نشان می دهد. ما مجدداً 

دارای یک مرکز مثبت با عبارات منفی در هر دو طرف    h (x)کنیم ، اما مهمترین ویژگی در اینجا این است که  

برای تیز کردن استفاده کردیم ،    3فصل  ، که ما در  (d)   4.36است. هسته های کوچک نشان داده شده در شکل  

می کند و بنابراین توضیح می دهد که چگونه می توان از دانش فیلترینگ حوزه فرکانسی    "ضبط "این ویژگی را  

اگرچه ما تلاش های قابل توجهی را برای    به عنوان مبنایی برای انتخاب ضرایب هسته فضایی استفاده کرد. به

ایم ، اما مطمئن باشید که درک واقعی فیلتر در حوزه فرکانس بدون بنیادی که به    رسیدن به اینجا انجام داده

در نظر گرفت    "آزمایشگاه"تازگی ایجاد کرده ایم غیرممکن است. در عمل ، حوزه فرکانس را می توان به عنوان  

بارها در این فصل  که در آن ما از مطابقت بین محتوای فرکانسی و ظاهر تصویر استفاده می کنیم. همانطور که  

نشان داده می شود ، برخی از وظایفی که به طور استثنایی دشوار خواهد بود به طور مستقیم در حوزه فضایی ،  

در حوزه فرکانس بی اهمیت می شوند. هنگامی که یک تابع تبدیل  فیلتر خاص را از طریق آزمایش در حوزه  

پیاده کنیم ، یا می توانیم    FFTماً در آن حوزه با استفاده از  فرکانس انتخاب کردیم ، می توانیم فیلتر را مستقی

IDFT    نشان    4.36از تابع تبدیل  را برای بدست آوردن تابع دامنه فضایی معادل بگیریم. همانطور که در شکل

عملکرد کامل    "ماهیت"دادیم ، یک رویکرد مشخص کردن یک هسته فضایی کوچک است که تلاش می کند  

وزه فضایی به تصویر بکشد. یک رویکرد رسمی تر این است که یک فیلتر دیجیتالی دو بعدی را با  فیلتر را در ح

 بحث کردیم.   3.7استفاده از تقریب های مبتنی بر معیارهای ریاضی یا آماری طراحی کنیم ، همانطور که در بخش  
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)ب( هسته مربوطه در حوزه    )الف( یک عملکرد تبدیل  یک طرفه گاوسی گاوسی در حوزه فرکانس.  4.36شکل  

هسته های دو بعدی نشان    )د( هسته مربوطه. کوچک  فضایی. )ج( عملکرد تبدیل  دهنده گاوس در حوزه فرکانس.

 از آنها استفاده کردیم.  3داده شده هسته هایی هستند که ما در فصل 

 فضایی.: بدست آوردن یک تابع تبدیل  دامنه فرکانسی از یک هسته 4.15مثال 

در این مثال ، ما با یک هسته فضایی شروع می کنیم و نحوه تولید تابع تبدیل  فیلتر مربوطه در حوزه فرکانس را  

نشان می دهیم. سپس ، نتایج فیلترهای بدست آمده با استفاده از حوزه فرکانس و تکنیک های فضایی را مقایسه  

ه فرد بخواهد عملکرد یک هسته معین را با یک یا چند  می کنیم. این نوع تجزیه و تحلیل زمانی مفید است ک 

یا درک عمیق تری در مورد عملکرد یک هسته در حوزه فضایی    "کامل"نامزد   در حوزه فرکانس مقایسه کند 

استفاده می  (e)  3.50عمودی از شکل    Sobel 3   3داشته باشد. برای ساده نگه داشتن مسائل ، ما از هسته  

، که ما مایل به فیلتر کردن آن هستیم ، و    f(x , y)پیکسل ،    600    *600تصویری    )الف(  4.37کنیم. شکل  

 )ب( طیف آن را نشان می دهد. 4.37شکل 

را نشان می دهد )نمودار چشم انداز در زیر توضیح داده شده است(. از  Sobel   ،h (x , y)(هسته  a)  4.38شکل  

است ، با توجه به معادلات    3    *3کسل است و اندازه هسته  پی  600    *600آنجا که تصویر ورودی دارای اندازه  

پیکسل ، از خطای فراگیر در حوزه    602    *602با صفرها به اندازه    hو    f(، با پر کردن  101-4( و )4-100)

تقارن عجیب و غریبی از خود نشان    Sobelفرکانس جلوگیری می کنیم.. در نگاه اول ، به نظر می رسد که هسته  

(. برای تبدیل  81-4نیست ، همانطور که توسط معادله مورد نیاز است. )  0دهد. با این حال ، عنصر اول آن  می  

به آن اضافه    0( ،را برآورده می کند. باید یک سطر و ستون اصلی  83- 4هسته به کوچکترین اندازه ای که معادله )

ما می توانیم این آرایه را در یک آرایه بزرگتر از    تبدیل می کند.  4    *4کنیم ، که آن را به آرایه ای با اندازه  

توضیح داده شده    4.10صفرها جاسازی کنیم و همچنان تقارن فرد آن را حفظ کنیم اگر همانطور که در مثال  

( و مرکز آنها منطبق است. نظرات قبلی جنبه مهمی  4  4  4است ، آرایه بزرگتر دارای ابعاد زوج است )مانند هسته  

در    9حفظ کنیم ، از ویژگی  hp (x , y)یلتر است. اگر تقارن فرد را نسبت به آرایه پر شده در تشکیل  از تولید ف

کاملاً موهومی  خواهد بود. همانطور که در انتهای این مثال نشان می دهیم ،  H (u , v)می دانیم که    4.1جدول 

دارد. اگر تقارن حفظ نمی شد  h (x , y)صلی  این نتایج مشابهی با فیلتر کردن فضایی تصویر با استفاده از هسته ا

 ، دیگر نتایج یکسان نبود. 
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 )ب( طیف فوریه آن.  )الف( تصویر یک ساختمان ، و  4.37شکل 

به منظور متمرکز    )-x+y) 1در  hp (x , y)( ضرب  1عبارت است از: )H (u , v)روش مورد استفاده برای تولید  

( قسمت  3تولید شود. )H (u , v)( محاسبه کنید تا  1ه جلو را در ) رو ب  DFT(  2شدن فیلتر دامنه فرکانس ؛ )

باید کاملاً    Hتنظیم کنید تا قسمتهای واقعی انگلی را در نظر بگیرید )ما می دانیم که   0را روی  H (u , v)واقعی  

 , H (uب ضرب کنید. این مرحله آخر ضر )-u+v) 1( نتیجه را در  4واقعی و فرد است( ؛ و ) hpتخیلی باشد زیرا  

v)را با   u+v) 1-(    معکوس می کند ، که ضمنی است وقتیh (x , y)  به صورت دستی در مرکزhp (x , y)  قرار می

را به عنوان یک تصویر نشان می  H (u , v)(b)  4.38، و شکل H (u , v)نمودار چشم انداز (a) 4.38گیرد. شکل  

به  H (u , v)فرد است. تابع  H (u , v)دهد. به نامتقارن بودن این تصویر در مورد مرکز آن توجه کنید ، نتیجه  

)ج( نتیجه استفاده از تابع تبدیل     4.38عنوان هر تابع تبدیل  فیلتر دامنه فرکانس دیگر استفاده می شود. شکل  

)الف( در حوزه فرکانس بدست آمده است ، با استفاده از    4.37کردن تصویر در شکل    فیلتر است که برای فیلتر

روش فیلتر گام به گام که قبلاً توضیح داده شد. همانطور که از یک فیلتر مشتق انتظار می رود ، لبه ها افزایش  

بندی برای نمایش  یافته و تمام مناطق با شدت ثابت به صفر کاهش می یابد )رنگ خاکستری به دلیل مقیاس  

، با استفاده از  Sobel h (x,y)نتیجه فیلتر کردن یک تصویر در حوزه فضایی با هسته  (d)   4.38است(. شکل  

 مورد بحث قرار گرفته است را نشان می دهد. نتایج یکسان است. 3.6روشی که در بخش  

 تصویر هموار با استفاده از فیلترهای دامنه فرکانس پایین گذر  4.8

ده این فصل به روشهای مختلف فیلترینگ در حوزه فرکانس می پردازد ، که با فیلترهای پایین گذر شروع  باقیمان

می شود. لبه ها و سایر تغییرات شدید )مانند نویز( در یک تصویر به میزان قابل توجهی در فرکانس بالای تبدیل  

فرکانس با تضعیف فرکانس بالا حاصل می  فوریه آن کمک می کند. بنابراین ، هموارسازی  )محو شدن( در حوزه 

شود. یعنی با فیلترینگ پایین گذر. در این بخش ، ما سه نوع فیلتر پایین گذر را در نظر می گیریم: ایده آل ،  

باترورث و گاوسین. این سه دسته طیف وسیعی از فیلترینگ بسیار تیز )ایده آل( تا بسیار هموار )گوسی( را پوشش  


