
 حل دستگاھھای معادلات متقارن
 آرون دومان

 محمدمهدي طاهري هترجم

 :  چکیده 
نشان خواھد داد. با دستکاری  راتوابع گویا  ازاین یادداشت روشی ساده ولی کارآمد برای حل دستگاھھای معادلات متقارن 

 کردن معادلات داده شده می توان چندجملھ ایی ساخت کھ ریشھ ھایش جواب ھای خواستھ شده می باشند.

f,فرض کنید توابع گویاي g  زیر داده شده اند.با شرایط 

)1( f  .تابعی گویا و یک متغیره است 
)2(  g1تابعی گویا و متقارن باn 2nمتغیر است. (به ازاي بعضی  − ) و می خواهیم همه اعداد ≤

2مختلط متمایز  1,..., ,n xx x  :را بیابیم به نحوي که 

1 2 3 1

2 3 4 1

1 2 2 1

) ( , ,..., , )
) ( , ,.

(
(

(

.., , )
.
.
.

) ( , ,..., , )

nn

n

n n n

f x
f x

f x

g x x x x
g x x x x

g x x x x

−

− −

=
=

=

 

امین معادله بر حسب مجموع هاي متقارن متغیرها می توانیم چندجمله ایی با iبا نمایش دادن سمت راست
2ریشه هاي  1,..., ,n xx x  می شود: روشنبیابیم. این تکنیک در مثال هایی که در پی می آید 

 

,: همه اعداد مختلط متمایز  1مساله  ,x y z  : را بیابید به طوري که 
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1sراه حل:  فرض کنید  x y z= + 2sو    + xy yz zx= + 3sو   + xyz=  در اینصورت بنا بر
 اتحاد مشهور زیر:
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y z xyz x y z x y z xy yz zx s s s s
s s s s

x + + = + + + + + − − − = + −
= − +

 مزبور را به این شکل بنویسیم:می توانیم معادلات 
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,چون ,x y z :متمایز هستند لذا باید هریک برابر یکی از سه جواب معادله زیر باشند 
3 3
1 1 2 33 3s st s ts− += − 

 :  له زیریا معاد

3 3
1 1 2 3( 3 ) 03s s st t s − ++ − = 

3با روابط ویت (که ضرایب 3
1 1 2 33 3( )s st t s s− ++ 3و   −

1 2 3s tt s t s− +  ) را محاسبه می کند −
 داریم:
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1با قرار دادن  0s 2و   = 1s 3در معادله سوم بدست می آوریم  بنابراین  = 0s ,. در نتیجه= ,x y z  ریشه
3هاي  0t t+ )0بنابراین جواب ها   = , , )i i− .و جایگشت هاي دیگر آن هستند . 

,همه اعداد مختلط متمایز  :2مساله  , ,a b c d :را بیابید که در این شروط صدق کنند 
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4sفرض کنیم :  راه حل abcd=با ضرب معادله اول در .a، معادله دوم درbمعادله سوم در ، c و معادله  
 بدست می آوریم:   dچهارم در 
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,بنابراین  , ,a b c d  5ریشه هاي چندجمله اي
4t t s− هستند. متاسفانه این چند جمله اي یک ریشه اضافه  −

4abcdrمی توانیم با در نظر گرفتن اینکه   می نامیم. rکه به کار ما نمی آید.  آن را دارد  s=  از شر این
1rریشه راحت شویم. بنابراین یا  4یا   = 0abcd s= 1r. اگر =  آنگاه  =

5
4 41 1 0 0s s− − = ⇒ = 

4بنابراین در همه حالات  0s ,و  = , , ,1a b c d :ریشه هاي چند جمله اي زیر هستند  
5 2( 1)( 1)( 1)t t t t tt − = − + + 

,0)بنابراین جواب ها  1, , )i i− 1rو جایگشت هاي آن هستند. ( − 4و  = 0s  . معادل هستند). =

 

همانگونه که در بالا نشان داده شد ،ممکن است حذف کردن یک ریشه ناخواسته چندان دشوار نباشد. اما  
وقتی بیش از یک ریشه اضافی وجود دارد حتی در ساده ترین معادلات هم به ندرت پاسخ هاي زیبا بدست 

 می آید.

 می دهد. مثال بعدي این تکنیک را براي حل معادلات متقارن با توابع گویا نشان

 
 



 
 
 

 که: همۀ اعداد مختلط متمایز را بیابید به طوري:  3مساله 
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0xyzفرض کنید :  راه حل 0x، مثلا = 0yورت معادله ها به سادگی نتیجه می دهند که ص. در این= =

xکه با  y≠  0در تناقض است بنابراینxyz ≠ . 

1فرض کنید  2 3, ,s s s  مجموع هاي متقارن برحسب, ,x y z .در اینصورت داریم :  باشند 
2 2 2 2

1 22x y z s s+ + = −  
, دستگاه معادلات نشان می دهد کهبنابراین  ,x y z:جواب هاي معادله زیر هستند 
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 که با این معادله هم ارز است:
3 2 2 2

3 3 1 22( 1)s t s tt s ts+ − −+ −− = 
 در نتیجه:

3 2 2
3 3 1 22 0s t s t s st − − + − = 

 



 با استفاده دوباره از روابط ویت بدست می آوریم:
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2با استفاده از دو معادله اول بدست می آید: 
3 33 0s s+ 3اگر   = 0s 1آنگاه  = 2 0s s= بنابراین  =

0x y z= = 3که امکان ندارد. بنابراین  = 3s = ,و  − ,x y z ریشه هاي 
3 23 3 3 0tt t+ + + )3یا  = 21) 0t + + = 

 هستند. لذا جواب ها عبارتند از:  
3 3 3 22, 1 2 , 1 2( 1 )ω ω− − − −− − 

  ریشه سوم واحد می باشد.ωدر اینجا .و جایگشت هاي آن

 

 مساله پایانی امکان گسترش این روش را از توابع گویا به توابع دیگر نشان می دهد:

,: همه اعداد حقیقی و متمایز  4مساله  ,x y z  : را بیابید به طوري که 

2 2
2 2
2 2 2

2
2

x y z

y z x

z x y

yz
zx
xy

= + −

= + −

= + −







 

2: فرض کنید  راه حل 2 2 ,x y z ba xyz= + + -بنابراین دستگاه معادلات به این شکل در می  =
 آید:

, براي ,t x y z=  ،2 2t t ba
t

= − − 

 که معادل است با: 

 1(2 ) 0tt ba+ − + = 



 

,که این نتیجه می دهد ,x y z  تابعصفرهاي :f →  :هستند که به صورت زیر تعریف می شود 
1( ) (2 )tf t t a b+= − + 

,چون ,x y z  متمایز هستند و( ) ( ) ( ) 0f x f y f z= = ) نتیجه می گیریم که = )f x′  باید حداقل دو صفر
) ضمنا معادلۀ مجزا داشته باشد. ) 0f t′  :به این صورت است=

1( )2ln 2 1 tt a++ 1lnیا  = 2 2 01 tat − −− =+ 

1lnتابع  2 1 2 tt t a − −+ 0a صعودي است بنابراین چون →−  صفر دارد. ، این تابع حداکثر یک<

fدر نتیجه    شود و دستگاه معادلات جواب ندارد.حداکثر یکبار صفر می ′

 

 :تذکر نھایی
از توابع گویا را حل کرد، در عین حال  یمتقارن توان هر دستگاه معادلاتن روش میبا اینکه در اصل، با ای 

. در واقع باید معادلات مزبور متقارن بوده و توان بکار برداین روش را تنها در شرایط بسیار محدودي می
ایها بیش از یک یا دو ریشۀ ناخواسته داشته جواب هاي مورد نظر متمایز باشند. علاوه بر این وقتی چندجمله

با این حال این  ها به کلی زشت خواهند شد!ها خسته کننده خواهد بود و جوابریشه، کنار گذاشتن این باشند
هاي نامتمایز اي تعمیم داد که براي یافتن جوابامکان وجود دارد که بتوان این روش را  به گونه

کارآمد  دستگاههاي معادلات متقارن از توابع گویا یا حتی دستگاههاي معادلاتی که شامل توابع گویا نیستند
 باشد.

 ، داشنگاه کالیفرنیا، برکلیآرون دومان
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