
 فصل پنجم

 های احتمال خاص توزیع

 مقدمه

هدف اين فصل معرفي چند توزيع احتمال خاص از نوع گسسته و پيوسته با ارائۀ الگو 

باشد. با ارائۀ فرم تابع چگالي احتمال هر توزيع، چند ويژگي توزيع نيز مورد بحث  مي

 گيرد. قرار مي

 

 تابع احتمال یكنواخت  5-1-1

است اگر تابع احتمال آن  kدارای تابع احتمال يکنواخت با پارامتر  Xمتغير تصادفي 

 به صورت زير باشد:
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است. اگر هم شانس بودن را  kتا  1های  ای شامل صفحه كليد با شماره جعبه الگو:

 ها يکسان در نظر بگيريم و تعريف كنيم و اگر: برای همۀ شماره

X ، شمارۀ صفحه كليد خارج شده باشد، آنگاهX  دارای تابع چگالي احتمال

يکنواخت گسسته است. با توجه به تعريف اميد رياضي و واريانس در فصل چهارم، 

 شود. ميانگين و واريانس اين توزيع محاسبه مي
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 برای محاسبۀ واريانس 2XE كنيم. را محاسبه مي 
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ماه سال دارای توزيع يکنواخت با  11انتخاب يك ماه بخصوص از   1-5مثال 

12k  .است 
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 تابع احتمال برنولي  5-1-2

و « موفقيت»بگيريد كه دارای دو پيامد ممکن باشند و احتمال  هايي را در نظر آزمايش

ها مستقل  هر پيامدی از آزمايشي به آزمايش ديگر ثابت باشد و ضمناً آزمايش« شکست»

های مزبور يك آزمايش  از يکديگر انجام شوند. در اين صورت به هر يك از آزمايش

و احتمال عدم موفقيت را با  pبرنولي گويند. احتمال موفقيت در يك آزمايش را با 

1 p  ياq 1 دهيم. واضح است كه نشان مي qp باشد. مي 

است، اگر  p دارای تابع احتمال برنولي با پارامتر )شانس( Xمتغير تصادفي 

 تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد:
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 اگر صفحه کليد خارج شده دست دوم باشد 

 اگر صفحه کليد خارج شده نو باشد

1های  ای شامل صفحه كليدهايي از نوع دست دوم و نو با نسبت جعبه الگو: p  وp 

را به صورت  Xرج كنيم و اگر متغير است. يك صفحه كليد به تصادف از جعبه خا

 زير تعريف كنيم:

1
X


 


 

 دارای تابع برنولي است. Xآنگاه 

 

پرتاب يك سکۀ سالم را در نظر بگيريد. آيا اين آزمايش يك آزمايش   2-5مثال 

 برنولي است؟

 يتاگر آمدن شير را موفق p بناميم، آمدن خط شکست  q  خواهد بود و

 چون سکه سالم است داريم: 

2
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2
1

 qp , 

از آنجا كه اين آزمايش مستقل است و دارای دو نتيجه است؛ )آمدن شير و يا 

 شود. خط(، لذا اين آزمايش برنولي محسوب مي

 

 ای احتمال دوجملهتابع   5-1-3

      , , , ,1 12
n xx

n
f x p X x p p x n

x

 
     

 
 

 

1و  pهای ای شامل صفحه كليدهای از نوع دست دوم و نو با نسبت جعبه الگو: p 

صفحه كليد يکي يکي و با  nاست. از اين جعبه در شرايط يکسان و به تصادف 

 كنيم و اگر تعريف كنيم: جايگذاری خارج مي

X تعداد صفحه كليدهای نو خارج شده، آنگاه ،X ای است. دارای توزيع دوجمله 

 با اين توضيح برای مثال فوق داريم:



75025053 /,/,,  qpnX 
سؤال، احتمال داشتن سه جواب صحيح برابر است با:  5ر پاسخ به بنابراين د

98780/9 . 

ای به شرح جدول   تابع احتمال مربوط به اين مسئله با استفاده از فرمول دوجمله

  زير است:
 p/250 و 5nای برای  تابع احتمال دوجمله .1-5جدول 

 احتمال مربوطه xp های درست تعداد جواب X 
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سؤال  199تعداد سؤالاتي كه لازم است يك كاربر رايانه پاسخ گويد   4-5مثال 

 چهارجوابي است. اگر او به تصادف پاسخ گويد، مطلوبست:

 سؤال پاسخ صحيح دهد. 59ل اينکه دقيقاً به ( احتما1

 سؤال پاسخ صحيح دهد. 59( احتمال اينکه به بيش از 1
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 ای های توزیع دوجمله ویژگي
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 فرد است. ( دارای نمای منحصر به1

1n( برای 2 ای همان تابع احتمال برنولي است. ، تابع چگالي احتمال دوجمله 

 و واريانس np ( دارای ميانگين1 pnp 1 .است 
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( مقدار 1توان از جدول ضميمۀ ) مي pو  n( برای مقادير مختلف 3 xF  را

 محاسبه كرد.

 

 

 

 تابع احتمال پواسن   5-1-7

نوعي متغير تصادفي گسسته است كه كاربردهای زيادی دارد. توزيع احتمال اين متغير 

هايي است كه معرف تعداد وقوع پيشامدهای معين در يك واحد  مدل خوبي برای داده

 پواسن با پارامتر  دارای تابع احتمال Xزمان يا مکان هستند. لذا، متغير تصادفي 

 است اگر تابع احتمال آن به صورت زير باشد.
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هايي كه در طول يك سال از رده خارج  فرض كنيد در سازماني تعداد رايانه  9-5مثال 

 باشد. مطلوبست: 3 شوند دارای توزيع پواسن با مي

 الف( احتمال اينکه يك رايانه خارج شود.

 ب( حداكثر دو رايانه خارج شود.

 شود؟ رايانه چند رايانه از رده خارج مي 199يك سال از  ج( در طول
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 های توزیع پواسن  ویژگي
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 منحصر به فرد است. ( دارای نمای1

 است. و واريانس  ( دارای ميانگين 2

( مقدار 1توان از جدول پيوست ) را مي مقادير مختلف ( 1 xF را محاسبه كرد. 

ای  به عنوان تقريبي برای توزيع دوجملهتواند در بعضي مواقع  توزيع پواسن مي .1نكته 

 مورد استفاده قرار گيرد. شرايط خوب برای تقريب خوب به شرح زير است:

 .(20n بزرگ باشد، )مثلاً nای  ( در آزمايش دوجمله1

1 )p به قدری كوچك باشد كه  5np. 

 

و  500nای با پارامترهای  يك متغير تصادفي دوجمله xفرض كنيد كه   11-5مثال 

0010/p باشد و مايل باشيم كه  4XP  را به دست آوريم. با استفاده از توزيع

 ای خواهيم داشت: دوجمله
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توانيم  خوريم. در اينجا مي واضح است كه در محاسبۀ اين عبارت به مشکل برمي

ای استفاده  از تابع احتمال پواسن به عنوان تقريب خوبي برای تابع احتمال دوجمله

 عبارت است از: xكنيم. مقدار متوسط 



500105000  /pn 
دارای توزيع پواسن  xتوان فرض كرد كه  ( برقرار است، مي1و  1ط )چون شراي

 است؛ لذا: 5با پارامتر 
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 تابع نرمال  5-2-2

است.  نظريۀ احتمالاتدر  پيوسته های احتمالي توزيعترين  رمال يکي از مهمتوزيع ن

ه، خواني بسياری از مقادير حاصل شد گذاری و همچنين اهميت اين توزيع، هم علت نام

های طبيعي و فيزيکي پيرامون يك مقدار ثابت با مقادير حاصل از اين  هنگام نوسان

است كه  قضيۀ حد مركزیتوزيع است. دليل اصلي اين پديده، نقش توزيع نرمال در 

شود كه تحت شرايطي،  بعداً به آن خواهيم پرداخت. در قضيۀ حد مركزی نشان داده مي

مجموع مقادير حاصل از متغيرهای مختلف كه هر كدام ميانگين و پراكندگي متناهي 

 دارند، با افزايش تعداد متغيرها، دارای توزيعي بسيار نزديك به توزيع نرمال است. اين

قانون كه تحت شرايط و مفروضات طبيعي نيز برقرار است، سبب شده كه برايند 

های مختلف تعداد زيادی از متغيرهای ناشناخته، در طبيعت به صورت توزيع  نوسان

گيریِ  نرمال آشکار شود. به عنوان مثال، با اينکه متغيرهای زيادی بر ميزان خطای اندازه

گيری، شرايط محيط و  خطای ديد، خطای وسيلۀ اندازهگذارند، )مانند  يك كميت اثر مي

های متعدد، برايند اين خطاها همواره دارای توزيع نرمال  گيری نظاير آن( اما با اندازه

های  های ديگری از اين نوسان است كه حول مقدار ثابتي پراكنده شده است. مثال

 افراد است. بهرۀ هوشيطبيعي، توزيع طول قد، توزيع وزن يا توزيع 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84%D8%A7%D8%AA
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%82%D8%B6%DB%8C%D9%87_%D8%AD%D8%AF_%D9%85%D8%B1%DA%A9%D8%B2%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D9%87%D8%B1%D9%87_%D9%87%D9%88%D8%B4%DB%8C


از آن در كارهای خود با  كارل فردريك گاوساين توزيع گاهي به دليل استفادۀ 

 تابع احتمالشود؛ همچنين به دليل شکل  نام توزيع يا تابع گوسي )گاوسي( ناميده مي

ای )زنگديس( نيز معروف است. زماني معتقد بودند كه  اين توزيع، با نام انحنای زنگوله

ها و روش گردآوری آن بايد  های واقعي بايد دارای اين توزيع باشد وگرنه در داده پديده

های ديگری  های بيشتر اين فکر مشخص شد و توزيع ررسيترديد كرد؛ اما به تدريج با ب

كه در فصل قبل بعضي از آنها را بررسي كرديم، مطرح شد. با اين حال توزيع نرمال 

نقش اساسي در آمار دارد و دارای كاربردهای وسيعي است. زيرا اولاً خيلي از 

های ديگر  از توزيع های طبيعي دارای اين توزيع هستند؛ ثانياً، شکل حدی بسياری پديده

 نيز نرمال است. 

 

های مهم آماری در  متغير تصادفي نرمال يکي از توزيعتابع چگالي توزیع نرمال.  -الف

و واريانس  دارای توزيع نرمال با ميانگين  Xحالت پيوسته است. متغير تصادفي 
2 .است، اگر تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد 
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  2و .پارامترهای توزيع نرمال هستند 

 

 های توزیع نرمال ویژگي

yاين توزيع نسبت به محور  -  است. دارای تقارن 

 است؛ به بيان ديگر: 1ها برابر xسطح زير منحني نرمال بالای محور  -

  1f x dx



 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%DA%A9%D8%A7%D8%B1%D9%84_%D9%81%D8%B1%D8%AF%D8%B1%DB%8C%DA%A9_%DA%AF%D8%A7%D9%88%D8%B3
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84


 



/0 5/0 5

 
-     /0 5P X P X     

، مقدار xبه ازای تمام مقادير  - xf ر يا مساوی صفر است؛ به بيان ديگر بزرگت

 ها،xبه ازای تمام   0xf  .خواهد بود 

 شود.  حاصل مي X حداكثر مقدار تابع در -

برای  -   2و 1 ال استاندارد گويند.، توزيع نرمال را توزيع نرم 

 در اين توزيع ميانگين، ميانه و مد با هم برابرند. -

 

ای است كه محاسبۀ  تابع چگالي احتمال نرمال به گونهتوزیع نرمال استاندارد.  -ب

توان از اين تابع انتگرال گرفت، كار مشکلي  احتمال مورد نظر از آن، به اين دليل كه نمي

ط برای توزيع نرمال با ميانگين صفر و واريانس يك است؛ لذا جدولي تهيه شده كه فق

 قابل استفاده است. حال اگر بتوانيم به جای متغير ,~ NX  از متغير نرمالي

توانيم برای پيدا كردن  كنيم كه ميانگين آن صفر و واريانس آن يك باشد، مي استفاده 

 يم. ( مراجعه كن2احتمال مورد نظر به جدول پيوست )

دارای توزيع نرمال استاندارد است، اگر تابع  Zبر اين اساس متغير تصادفي 

 چگالي احتمال آن به صورت زير باشد.
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كنيد اين توزيع فاقد پارامتر است و برای راحتي متغير  همان طور كه ملاحظه مي

است با  Xهمان متغير  Zدهند. در حقيقت  نمايش مي Zنرمال استاندارد را با 

 ميانگين صفر و واريانس يك.



 
21

2
1

2

z

f z e Z




     

 

 های توزیع نرمال استاندارد ویژگي

 ت:( نمودار يا شکل تابع چگالي نرمال استاندارد به صورت زير اس1

 

( مساحت زير منحني برابر با يك 1 است.

مقدار  xf  بزرگتر ، X( به ازای تمام مقادير 2

يا مساوی صفر  است. 

 شود.  حاصل مي X( حداكثر مقدار تابع در 1

)حول ميانگين( متقارن است. بنابراين  0Zيا ها y( منحني نسبت به محور 5

 است.  5/9مساحت كمتر از صفر و بيشتر از صفر برابر با 

 به بيان ديگر:است.  2و   به ترتيب X( اميد رياضي و واريانس 3

 ابرند.( در اين توزيع ميانگين، ميانه و مد با هم بر7

 

دارای توزيع نرمال استاندارد باشد احتمالات زير را حساب  Z اگر متغير  14-5مثال 

 كنيد.

     3100  ZPZPZP ,, 

     64196196102 /,//,  ZPZPZP 
 

 (2باتوجه به جدول ضميمۀ )

    5050100 //  ZPZP 
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          15748413099870131331  //FFZPZPZP 

∞  +                   9                      ∞- 



 

     2002  ZPZPZP 

   20  ZPZP 

    210  ZPZP 

    120  ZPZP 

4772019772050 ///  
 

     961961961961 ////  ZPZPZP 

        9611961961961 ////  ZPZPZPZP 

      95019750021961219612 ////  FZP 
 

      0505094950164116411641 /////  FZPZP 
 

 در آمار توزيع نرمال را با نماد 2N  و نرمال استاندارد را با , 10,N  نشان

با ميانگين  Xدهند و برای استفاده از جدول نرمال استاندارد برای متغير تصادفي  مي

  2و واريانس يم.همواره تبديل زير را دار 






X
Z 

را در  X، مي توان احتمال مربوط به Zو  Xبا توجه به تبديل يا رابطۀ بين 

 هر فاصله با استفاده از جدول نرمال استاندارد محاسبه كرد. برای مثال:
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ای خاص كه كاربر رايانه ممکن است در هر ساعت كاری  اگر مقدار اشعه  15-5مثال 

4/دريافت كند دارای توزيع نرمال با ميانگين  35   2/و واريانس 0 49  ،باشد 

 مطلوبست:

 واحد باشد. 5و  1الف( مابين 

 واحد باشد. 7/5ب( حداقل 
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 داريم: Zبه Xگير است. اما با تبديل محاسبۀ انتگرال وقت
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 تابع چگالي توزیع نمایي   5-2-4



در هايي باشد كه  ها، مشابه منحني ای از داده فرض كنيد نمودار چندضلعي مجموعه

ها استفاده  سازی داده اند، در اين صورت از توزيع نمايي برای مدل زير رسم شده شکل

 كنيم. مي

 
 

است، اگر تابع  دارای تابع چگالي احتمال نمايي با پارامتر  Xمتغير تصادفي 

 چگالي احتمال آن به صورت زير باشد:
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x

f x e x 




   

 

توان  بندی، مي های صف توزيع نمايي كاربردهای مهمي دارد. از جمله در مدل

 كند.  های متوالي از توزيع نمايي پيروی مي نشان داد كه زمان انتظار مابين ورودی

 

 های توزیع نمایي ویژگي

1 )       1
x

x

F x P X x f t dt e 



     

 ( فاقد حافظه است.1 P X s t X t P X s       

 است. 2و واريانس  ( دارای ميانگين 2

دارای توزيع يکنواخت روی  uاگر ( 1 ,1  باشد آنگاه ln u  دارای توزيع

1نمايي با   است. 



ای بدون نياز به تعمير كار كند، متغيری تصادفي  مدت زماني كه رايانه  17-5مثال 

4نمايي با   :سال است. مطلوبست 

 سال نيازی به تعمير نداشته باشد. 5/2ای در كمتر از  الف( احتمال اينکه رايانه

 باشد.سال نياز به تعمير نداشته  5/1ب( حداقل 

 سال نيازی به تعمير نداشته باشد. 1الي  1ج( بين 
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 تابع چگالي توزیع گاما   5-2-5

است، اگر  و  دارای تابع چگالي احتمال گاما با پارامترهای  Xمتغير تصادفي 

 تابع چگالي احتمال آن به صورت زير باشد:
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 در شکل زير رسم شده است. و  های مختلف  نمودار چگالي توزيع برای تركيب

 



 
 

1برای حالت خاص:  ،  شود. تابع  توزيع گاما به توزيع نمايي تبديل مي

 شود. چون: الي احتمال گاما با توجه به ويژگي تابع گاما تعريف ميچگ
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 های توزیع گاما ویژگي

1   )   
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1
11 1
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x
F x P X x x e dx e
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 است. 2 و واريانس (  دارای ميانگين 1

 

3در يك شهر مصرف برق روزانه دارای توزيع گاما با   11-5مثال    2و  

ميليون كيلووات ساعت باشد. احتمال اينکه برق موجود  11است. اگر ظرفيت روزانه 

 برای يك روز كافي باشد چقدر است؟
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 دو تابع چگالي احتمال كي  5-2-6

است، اگر تابع چگالي  rدو با پارامتر  دارای تابع چگالي احتمال كي Xمتغير تصادفي 

 احتمال آن به صورت زير باشد:
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,دو حالت خاص توزيع گاما است  توزيع كي 2
2

r
 
 

  
 

. 

 

 دو های توزیع كي ویژگي

1 )r .را درجۀ آزادی توزيع گويند 

 است. r2 و واريانس r( دارای ميانگين 1

2)    
!

1

2
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i xr
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x
F x P X x e
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( مقادير مختلف 1 xF توان برای مقادير مختلف  را ميr ( 5از جدول ضميمه )

 بدست آورد.

 

 ( احتمالات زير را حساب كنيد.5باتوجه به جدول ضميمۀ )  19-5مثال 

 الف( احتمال 8925 /XP 13 باr  

 احتمال ب( 17034 /XP 20 باr  



 ج( 99622426226 //  XP 15 باr  

 د(  0250/ xXP 25 باr  

 

 ،801/5آزادی در ستون اول و عدد  با توجه به درجۀ  9508925 // XP. 

    950050117034117034 ////  XPXP 

     26269962426226996224 ////  XPXPXP 

   26261996241 //  XPXP 

    9700509750996242626 /////  XPXP 
 ،915/9با توجه به درجۀ آزادی و مقدار احتمال 

  464400250 //   xxXP 
 (t تابع چگالي توزیع استودنت )توزیع  5-2-1

است، اگر تابع چگالي احتمال آن به  rبا پارامتر  tدارای توزيع  Xمتغير تصادفي 

 صورت زير باشد:
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 گويند. tرا درجه آزادی توزيع  rكه 

 

 tهای توزیع  ویژگي

1 )  1 1f x dx



   

 دارای واريانس 2rدارای ميانگين صفر و برای  1r( برای 1
2r

r .است 



از حد تصور بزرگتر باشد توزيع، بر توزيع  rآزادی ( در توزيع استودنت اگر درجۀ 2

 شود. نرمال استاندارد منطبق مي

( مقادير مختلف 1 xF  برای مقادير مختلف درجۀ آزادیr ( 1از جدول ضميمۀ )

 قابل محاسبه است.

باشد، احتمالات زير راحساب  7rدارای توزيع استودنت با  Xاگر   21-5مثال 

 كنيد. 

     8951415149933652 //,/,/  TPTPTP 
 

 گيريم. و ستون اول را در نظر مي 7است، رديف  7چون درجۀ آزادی برابر با 

  02503652 // TP 

    995000501499314993 ////  TPTP 

     4151895189514151 ////  TPTPTP 

    05005010089514151 /////  TPP 
 

 تابع چگالي توزیع فيشر   5-2-9

است، اگر تابع چگالي آن  2rو  1r دارای توزيع فيشر با پارامترهای Xمتغير تصادفي 

 به صورت زير باشد:
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شود. برای مقادير  به ترتيب درجۀ آزادی صورت و مخرج خوانده مي 2rو  1r كه

مقادير مختلف  2rو  1r مختلف xF ( قابل محاسبه است.3از جدول ضميمۀ ) 

 



 



  

 


